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1. zarthelyi dolgozat Neptun kéd:
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1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. hI%

1. Adjon példat olyan X, Y halmazra és A C P(X), B C P(Y) o-algebrara, melyre A U B nem
o-algebra az X U Y halmaz felett.

2. Az x € ]0,1[ szdm k-adik tizedesjegyét jelclje n}(cx). Az f :]0,1] — {0,1,...,9} fiiggvényt
definialjuk az f(x) = max {n{"| k € N*} képlettel.

a) Igazolja, hogy az f fliggvény mérhetd.

b) Igazolja, hogy az f fliggvény majdnem mindenhol 4llandé.
3. Legyen f : R = R, f(x) = 3271 és E = [0, oo[.

a) Mutassa meg, hogy az [-] : R — R egészrész fliggvény mérhetd.

b) Mutassa meg, hogy az f fliggvény mérhets.

c) Igazolja, hogy az f fliggvény integrdlhaté az halmazon, és szdmolja ki az f f d A integrél

E
értékét, ahol A jeloli a Lebesgue-mértéket.

4. Legyen (X, A, u) véges mértéktér és f : X — R} mérhets fiiggvény. Igazolja az aldbbi
ekvivalenciat.

[ranco o Yruarz2p<e
n=0

5. Minden 1 € IN* esetén legyen

2
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1, ha [|x]>1.
A mértékbeni konvergencia definiciéja alapjan mutassa meg, hogy az (f,),n- fliggvénysorozat
a Lebesgue-mérték szerint tart az yr\q fliggvényhez, vagyis az irraciondlis szdmok karakter-
isztikus fliggvényéhez.

6. Minden n € IN esetén legyen
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Szdmolja ki a lim f fn d A hatdrértéket, ahol A jeloli a Lebesgue-mértéket.
1
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7. Tételek.
a) Mondja ki a Beppo Levi tételt.
b) Mondja ki a Lebesgue-féle dominélt konvergencia tételt.
¢) Mondja ki a Fatou-lemmat.
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1. Legyen X = {1}, Y = {2}, A=XésB =Y. Ekkor XU Y ¢ AU B.

2. a) Az x szam k-adik tizedesjegye [1ka] - 101 [1Ok‘1x]. Legyen ny : 10,1 = R, m(x) = [10"x] - 10+1 [1Ok‘1x
Mivel [-] mérhetd (l4sd 3/a), tovabba mérhetd és folytonos fiiggvények kompozicidja szintén mérhetd, tovabbd mérhet6d
fliggvények szdmszorosa és Osszege is mérhets, ezért n, mérhet6. Legyen my = max{ny,...,n}. Mivel mérhets
figgvények maximuma mérhets, ezért my mérhets. Ekkor f = ](ILnJO my. Mivel mérhetd fliggvények hatarértéke is

mérhetd, ezért f mérhetd.

1
b) f = 9 mm pontban. Ugyanis azon szimok mértéke melyek k-adik tizedesjegyéig szerepel a 9-es szdm % (%) ,

tehat ahol a 9-es el6fordul annak a merteke — ( ) = 1. A mérték additivitdsa miatt ezért A ([f # 9]) = 0.

10 &= \10
3. a) A [] figgvény pontosan akkor mérhetd, ha mmden ¢ € Resetén a {x € R| [x] < ¢} halmaz mérhets. Minden ¢ € R
esetén {x € R| [x] < ¢} = ]—o0, [c] + 1], ami intervallum, ezért mérhet6 halmaz.

b)Aza: R - Ra(x) = 32‘x figgvény folytonos, [-] mérhets, és mivel folytonos és mérhet6 fliggvény kompozicidja
mérhetd ezért f mérhetd.

o) Legyen f;, = 0(X]-co0) + X[n+1,00[ + Z 7 — Xikk+1[- Ekkor f, mérhetS, mert 1épcs6s fliggvény, és minden lépcsds
k=0
fiiggvény mérhetd, tovdbba 0 < f,, < f,,41, ezért Beppo Levi tétele alapjan f (nlim (fn )(E))d/\ = V}im f (fuxe)d A. Mivel

az E halmazon lim f, = f, ezért
n—oo

f(f)(E)dA— hmZ—/\([k k+1[) :Z% Y
k=0

Tehét fxg integralhato, azaz f integralhat6 az E halmazon és fE fdA=12
4. Legyen A, = [f = 2"]. Ekkor A, € A és A1 C Ay
Tegytik fel, hogy f integrdlhat6. Ekkor minden k € IN esetén az n = 0 xx\a, + 2k Xa, mérhet6 fliggvényre n < f

teljestil, vagyis 7 integralhat6, valamint f ndu=25uAy) < f f d p teljestil. Ezért lim sup (ka(Ak)) < lim sup f fdu=
k—oo k—o0

f fdp <oo. Legyena = 0-xx\4, +Z 2" X A\A,, - Az afiiggvény mérhetd, tovdbbd a < f teljesiil, ezért o is integralhato.
n=0

f adp= Zz"wA )= iAys)) = lim Zz"w(An) H(Ane) = lim u(Ao) + Zz" Li(An) = 2 u(Age) < f fdp<eo

n=0 n=1

Mivel 0 < pu(Ap) < oo, ezért hm Z 21 w(An) = 2k U(Ags1) < ffdy teljestil, amib&l
n=1

hrnXZ” 1y(An)<ffdy+—llmsup(2+y(Ak+1) ffd}l+ ffdy<00

kovetkezik, vagyis Z 2" 1(Ay) < oo.
n=0

Ha Z 2" 1i(Ay) < o0, akkor hm Zk[.l(Ak) =0. Legyen B =1 xx\a, + Z 2 +1XA"\A”+1 Ekkor a g fiiggvény integralhato,

n=0 n=0
ugyanis

f Bdu=1-p(X)~-1-u(Ao) + Z 2 u(An) = i(Ane) = 10 = u(Ao) + lim Z 2" (u(An) = (Ansa)) =
n=0 n=0

= (X) ~ (Ao) + lim 241(Ap) =2 u(Agy) + Z 2"(An) = (X) + (Ag) = lim 27 u(Agen) + Z 2"(An) =
n=1 n=1

= u(X) + u(Ag) + Z 2"U(Ay) < 00
n=1
Az f mérhet6 fliggvényre f < f teljestil, tehat az f fliggvény is integralhato.
3 Q, ha n>1/e
] _{ QU[—Vl—ns, Vl—ns], ha n<1/e.
Vagyis 7}1_1)1&10/\ (Hﬁ, - XJR\Ql > a]) = r}grolo AMQ) =0. Ha ¢ > 1, akkor [|fn - )(IR\Q| > a] c [|fn - XIR\Q| > %] amibdl az el6z6ek
alapjdn szintén nh_r)rolo A ([| fn — )(IR\Q| > 6]) = 0 adodik.

5. Legyen ¢ € ]0, 1] tetsz6leges. Ekkor [ ' —



6. Legyen g: R — R g(x) = és E = [1,00[. Minden n € N esetén f, folytonos, ezért mérhetd tovabba az E

x4

halmazon 0 < f,; < g és lim f, = % teljestil.
n—oo

1 1
Az a(x) = =z XE(x) ésazp(x) = a XE(x) figgvény mérhetd, mert folytonos (tehdt mérhets) és mérhetd fliggvény szorzata,

tovabba integralhaté, mertaz @ = 0- YRr\g +Z 2 — X[k k+1[ 1épcs0s fliggvényre a, f < & teljestil, valamint f adaA= Z

k=1
oo teljestil, ezért a Lebesgue-féle dominalt konvergencia tétel alapjdn a és § integralhaté. Integrilhat6 fuggvenyek

szamszorosa és Osszege integralhato, ezért a g fliggvény integralhat6 az E halmazon. Mivel | g)(g| integrélhato, ezért
integralja megegyezik a Riemann-integrallal, ha Riemann-szerint is integrélhat6, azaz f gdA=m [x_‘;’ + __11 ] = 2?71
Ezért a Lebesgue-féle domindlt konvergencia tétel alapjan nh_r)go f (fuxe)dA = f nh_r)r.}o (fuxe)d A = f ;—7 XedA = ?
7. a) Legyen (X, A, u) mértéktér és minden 1 € IN esetén legyen f, : X — R} olyan mérhets figgvény, melyre f, < f11
teljestil. Ekkor f nh_r)lc}o fadu= nh_r& f fad .

b) Legyen (X, A, u) mértéktér ésmindenn € Neseténlegyen f, : X — Rmérhett fliggvény, valamintlegyen f, ¢ : X — R.

Ha py-m.m. pontban 7}51; fa=fés | fn| < g teljestil, valamint a g fiiggvény integrdlhatd, akkor f fdu= r}gn f fadu.
c) Legyen (X, A, u) mértéktér és minden n € IN esetén legyen f, : X — R} mérhetd fliggvény. Ekkor f liminf f,du <
n—oo

liminfffnd/.i.
n—oo



