Kalkulus 1, Halado feladatok, 1 hét

I. Legyen X halmaz és p: X x X — {0,1} szimmetrikus fliggvény. (Vagyis minden a,b € X esetén
p(a,b) = p(b,a).) Minden A C X részhalmaz esetén legyen A’ = {x € X|Va € A: p(z,a) = 1}.

1. Mutassuk meg, hogy minden A, B C X esetén, ha A C B, akkor B’ C A’

2. Mutassuk meg, hogy minden A C X esetén A C A”.

3. Mutassuk meg, hogy minden A C X esetén A’ = A",

II. Minden n € N esetén legyen A, halmaz.
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1. Mutassuk meg, hogy a U ﬂ Ay, halmaznak pontosan azok az elemei, amelyek legfeljebb véges

neN k=n
szamu kivétellel minden n € N esetén az A,, halmazhoz tartoznak.
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2. Mutassuk meg, hogy a ﬂ U A halmaznak pontosan azok az elemei, amelyek végtelen sok

neNk=n
n € N esetén az A,, halmazhoz tartoznak.

III. Legyen n € N\ {0}. Mutassuk meg, hogy egy n elemii halmazon
. a reldcidk szdma 2(”2);
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2. a reflexfv relécick szdma 27("—1);

3. a szimmetrikus reldcidk szdma 2%;

4. az antiszimmetrikus reldcidk szama 2”3%;

5. a reflexiv és szimmetrikus reldciék szama 2%;

6. a reflexiv és antiszimmetrikus reldciék szama 3n(n2_1) ;
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. a szimmetrikus és antiszimmetrikus relaciok szama 2™;
. a reflexiv, szimmetrikus és antiszimmetrikus relaciék szama 1;

. a reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv relaciok szama F,,, ahol az E,, sorozatot a Fg =1, F; =1
kezdeti értékekkel és n > 2 esetén a

n—1
n—1
E, = E
(")

rekurzioval definialhatjuk;
10. a szimmetrikus, antiszimmetriukus és tranzitiv reldcidk szama 2";

11. a reflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus és tranzitiv reldacidk szama 1.

IV. Legyen f : Q — Q olyan bijekcié, melyre minden z,y € Q esetén f(x +y) = f(z) + f(y) és
flzy) = f(z)f(y) teljesiil. Mutassuk meg, hogy minden = € Q szdmra f(z) = x.

V. Legyen f : R — R olyan bijekci6, melyre minden z,y € R esetén f(xz +y) = f(z) + f(y) és
flxy) = f(z)f(y) teljesiil. Mutassuk meg, hogy minden = € R szdmra f(x) = .

VI. Legyen n,m € NT, E = {1,...,n} és FF = {1,...,m}. Igazoljuk az aldbbiakat.
1. Az f: E — F bijekcidk szdma 0, ha m # n, illetve n!, ha n = m.

2. Az f: E — F injekcidk szdma 0, ha n > m, illetve it han <m.

m!
(m—n
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3*. Az f: E — F sziirjekcidk szdma Z(—l)k (Z:) (m — k)™
k=0

VII. Legyen A azon valds szamok halmaza, melyek eléallnak egész egytitthatdés polinomok gyokeként.
Igazoljuk, hogy |A| = |N| teljesiil.
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