Kalkulus 1, Haladé feladatok, 3. hét
Valés szamok elemi topoldgidja

I. Jelolje P a primszamok halmazat. Hasznaljuk fel azt a szamelméleti tételt, mely szerint minden
z € Q\ {0} szdmhoz egyértelmiien létezik olyan egész értékli (yu,(x))zep sorozat és olyan e € {—1,1}
elem, hogy a {p € P| u,(x) # 0} halmaz véges, és

r=ce H pﬂp(m)

peP

teljestl. Legyen p € N tetsz6leges primszam, és definidljuk az

p (@) ha oz #£0;
0, ha z=0

[, : Q=R T {
fiiggvényt. Igazoljuk, hogy || p abszolutérték, azaz olyan fiiggvény melyre teljesiilnek az alabbiak.
i VoeeQ: (|x|p=0 “ zzO)
ii. Vo,y € Q: |ayl, = [z, - |y,
ii. Yo,y € Q: |z +yl, <z, +lyl,

II. Mutassuk meg, hogy ha A C R olyan halmaz, mely zart és nyilt, akkor A = ) vagy A = R teljestil.

III. Az A C R halmazrél azt mondjuk, hogy sehol sem strd, ha Int A = (. Igazoljuk, hogy
1. az A C R halmaz pontosan akkor sehol sem sfirfi, ha az R \ A halmaz sfirfi;
2. véges sok sehol sem stirti halmaz unidja sehol sem stiri.

IV. Legyen G zart, valédi részcsoportja az (R, +,0) csoportnak. Igazoljuk, hogy ekkor 1étezik olyan
a € RT szdm, melyre G = {na| n € Z}.

Specidlis sorozatok konvergenciaja |.

I. Legyen a : N — R olyan sorozat, melyre minden m,n € N esetén a,,1n < amay, teljesiil. Igazoljuk,
hogy ekkor az ( {/a, )nen sorozat konvergens és

lim a, = inf Va, .
neN

n— oo

II. Igazoljuk a lim {(2 + \/5)”} = 1 hatarértéket, ahol {-} a tortrész fliggvényt jeloli!
n—oo

III. Igazoljuk az aldbbi hatarértékeket.
1 lim § (2”> .y
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