Kalkulus 1, Halado feladatok, 7. hét

1. Szamoljuk ki az aldbbi hatarértékeket, ha azok léteznek.
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II. Fejezziik ki az aldbbi sordsszegeket elemi fliggvényekkel (sin, cos, exp, sh, ch).
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III. Igazoljuk, hogy minden n € N szamra teljesiilnek az alabbiak.

n in (22) sin (2L
1. Hax € C\ {2kn| k € Z}, akkor Zsin(kx) - (32) sin (%57 2)

= sin (%)
2. Ha z,p € C olyan, hogy p? — 2pcosz + 1 # 0, akkor
ipk sin(kz) = (psinz) + p" ! (psin(nz) — sin((n + 1)x))
p?2 —2pcosz +1
k=0
“L _ (n+1)sin(nz) —nsin((n + 1)x)
3. Haz € C\ {2kn| k € Z}, akkor kz:;)ksm(kx) = 201 —cos ) .
n () qin (L
4. Ha xz € C\ {2kn| k € Z}, akkor Zcos(ka:) _ &8 (2x) blIch( i) .
P sin (£)
5. Ha x,p € C olyan, hogy p? — 2pcosx + 1 # 0, akkor
ipk cos(kx) = (1 —pcosz) + p"* (pcos(nz) — cos((n + 1)33))
p? —2pcosz + 1
k=0
" (n+1)cos(nxz) —ncos((n+1)z) — 1
6. Ha z € C\ {2kn| k € Z}, akkor kzokcos(kx) = 51— cos ) .
IV. Mutassuk meg, hogy minden € R és g € |—1, 1] esetén
oo . o0 1 _
Z ¢" sin(kz) = B Lo és Z ¢~ cos(kx) = qeost

g% —2qcosz + 1 g% —2qcoszx +1

k=0 k=0

teljestl.
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V. Adott z € Q\ {0} esetén legyenek p,, € Z és g, € N\ {0} azon egyértelmiien meghatédrozott szdmok,

melyekre = ==, valamint p, és ¢, relativ primek. Az
4z

0, ha z¢Q\{0},

qi, ha ze€Q\{0}

f:R>R z+—

fliggvényt Dirichlet-fliigguénynek nevezzik. Igazoljuk, hogy a A Dirichlet-fiiggvénynek
1. minden pontban létezik jobb- illetve bal oldali hatarértéke;
2. a 0 helyen és minden irracionalis pontban folytonos;
3. minden a € Q\ {0} pontban szakaddsa van, gy, hogy 1(1121 = 1(131 I
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