Kalkulus 1, 10. hét
Differencialszamitas 1.

I. Elemi egyenlGtlenségek szarmaztatasa a kozépérték tételekbol.

3 1
1. Igazoljuk, hogy minden x € [%7 g] szamra sinx < % (ac — %) + 3 teljestl.

b— b—
2. Igazoljuk, hogy tetszoleges 0 < a < b < 5 szédmra ——— < tgb—tga < 25 teljesul
cos?

II. Szémoljuk ki a kovetkez& hatarértékeket!
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ITI. Példék a Jensen-egyenl6tlenségre.

n n
1. Igazoljuk, hogy minden a1,...,a, € RY, z1,...,z, € RT szdmra, az X = Z:rz és A= Zai

i=1 i=1
jelolések mellett
X
Xlogz < z;xllog—
teljesiil. (Segitség: Tekintsiik az idg - log fliggvényt.)
2. Igazoljuk, hogy minden ay,...,a, € RY, z1,...,2, € RT és y1,...,y, € R" szdmra, az A =
> a; jeldlés mellett
i=1

A Hx(zlq + Hy(h S A H .,L.’L +yi)ai
i=1 i=1
teljesiil. (Segitség: Tekintsiik a log(1 + exp) fliggvényt.)
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IV. Fiiggvények konvexitasa.

1.

2.

Legyen a,b € R, a < b és legyen f : [a,b] — R konvex fliggvény. Mutassuk meg, hogy ha létezik
olyan ¢ € |a, b[ szam melyre f(a) = f(c) = f(b), akkor az f fliggvény dllandé.

Legyen f,g: R — R olyan konvex fiiggvény, melyre g monoton névé és Dom(g o f) intervallum.
Mutassuk meg, hogy ekkor a g o f fliggvény is konvex.

Legyen f : Rt — R kétszer differencidlhaté fggvény, tovdbbd legyen g : RT — R, g(z) =
f (:cfl). Bizonyitsuk be, hogy az idp+ f fiiggvény pontosan akkor konvex, ha a g fiiggvény
konvex. (Igaz marad-e az &llitds, ha f nem kétszer differencidlhaté?)

Legyen I C R intervallum és f : I — R™T kétszer differencidlhaté fiiggvény. Mutassuk meg, hogy
a logof fiiggvény pontosan akkor konvex, ha f - f” > (f')2.

V. Legyen a,b € RT és a € R. Mutassuk meg, hogy

la® + b* 1 @ —1
lim ¢ o+ =+Vab és lim%:a.
z—0+ 2 z—0 x
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