Kalkulus 1, 2. hét
Valés szamok elemi tulajdonsagai

I. Legyen A C R alulrdl korldtos halmaz. Mutassuk meg, hogy létezik inf A, és inf A = — (sup(—A))
teljesiil.

II. Legyen A, B C R feliilr6l korldtos halmaz. Igazoljuk, hogy A U B is feliilrél korlatos, valamint
sup (AU B) = max {sup A, sup B} teljesiil.

III. Legyen A, B C R feliilr6l korldtos halmaz. Igazoljuk, hogy A + B is feliilrdl korldtos, valamint
sup A + sup B = sup(A + B) teljesiil.

IV. Legyen A, B C RS‘ feliilrél korlatos halmaz. Igazoljuk, hogy AB is feliilrél korldtos, valamint
(sup A) (sup B) = sup(AB) teljestil.

V. Igazoljuk, hogy minden a,b € R szamra
lla| = [bl| < |a —b] < |a| + [b]
teljesiil.

VI. Igazoljuk, hogy minden n € NT esetén teljesiilnek az aldbbiak.
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Egyenl6tlenségek

1. Igazoljuk, hogy a,b,c,d € RT szdmokra teljesiilnek az alabbiak.
1. ab+bc+ca < a® + b% + 2
b b
9 a—+ n +c i ct+a
a b
3. (a+b+¢)® <3 (a®+b*+ %)
4. Ha a? + b + 2 4+ d? =1, akkor a + 2b+ 3¢+ 4d < /30.
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Haladdébb egyenldtlenségek

I. Legyen a1, as,...,a, € RT olyan, melyre aias . ..a, = 1 teljesiil. Igazoljuk, hogy ekkor

2"<(14a)(14+az)...(1+ay).
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II. Mutassuk meg, hogy minden a,b,c € R" esetén

a v 8
a+b+c< — 4+ —+ —.
bc ca ab

ITI. Mutassuk meg, hogy mindenn ay, as,...,a, € RT esetén
) 11 1
n® < (a1 +az+-+ap) | —+—+-+—|.
ay as Ay,

IV. Mutassuk meg, hogy minden a, b, c,d € RT esetén

a? b2 2 2
at+btcetd< —+—+—=+—.
b c d a

V. Mutassuk meg, hogy ha az a,b,c € R szamokra abc = 1 teljesiil, akkor
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VI. Mutassuk meg, hogy minden a, b, c,d € RT esetén ha a 4+ b+ ¢ + d = 4, akkor
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VII. Mutassuk meg, hogy minden a, b, c € RT szdmra

a?b + b%c + c*a < a+b+c a?+b>+c2 < a4+ 0+
3 - 3 3 - 3 '

VIII. Mutassuk meg, hogy minden a, b, c € R szamra
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IX. Mutassuk meg, hogy minden a, b, c € RT szdmra
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