Kalkulus 1, 11. hét
Differencialszamitas 1.

I. Elemi egyenlGtlenségek szarmaztatasa a kozépérték tételekbol.

3 1
1. Igazoljuk, hogy minden x € [%7 g] szamra sinx < % (ac — %) + 3 teljestl.

b— b—
2. Igazoljuk, hogy tetszoleges 0 < a < b < 5 szédmra ——— < tgb—tga < 25 teljesul
cos?

II. Szémoljuk ki a kovetkez& hatarértékeket!
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ITI. Példék a Jensen-egyenl6tlenségre.

n n
1. Igazoljuk, hogy minden a1,...,a, € RY, z1,...,z, € RT szdmra, az X = Z:rz és A= Zai

i=1 i=1
jelolések mellett
X
Xlogz < z;xllog—
teljesiil. (Segitség: Tekintsiik az idg - log fliggvényt.)
2. Igazoljuk, hogy minden ay,...,a, € RY, z1,...,2, € RT és y1,...,y, € R" szdmra, az A =
> a; jeldlés mellett
i=1

A Hx(zlq + Hy(h S A H .,L.’L +yi)ai
i=1 i=1
teljesiil. (Segitség: Tekintsiik a log(1 + exp) fliggvényt.)
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IV. Fiiggvények konvexitasa.

1. Legyen a,b € R, a < b és legyen f : [a,b] — R konvex fiiggvény. Mutassuk meg, hogy ha létezik
olyan ¢ € |a, b[ szam melyre f(a) = f(c) = f(b), akkor az f fliggvény dllandé.

2. Legyen f,g:R — R olyan konvex fiiggvény, melyre g monoton névé és Dom(g o f) intervallum.
Mutassuk meg, hogy ekkor a g o f fliggvény is konvex.

3. Legyen f : RT — R kétszer differencidlhaté fggvény, tovdbba legyen g : RT — R, g(z) =
f (:cfl). Bizonyitsuk be, hogy az idp+ f fiiggvény pontosan akkor konvex, ha a g fiiggvény
konvex. (Igaz marad-e az &llitds, ha f nem kétszer differencidlhaté?)

4. Legyen I C R intervallum és f : I — RT kétszer differencidlhaté fiiggvény. Mutassuk meg, hogy
a logof fiiggvény pontosan akkor konvex, ha f - f” > (f')2.

V. Van-e minimuma illetve maximuma az f(z) = 22 e~3% fiiggvénynek a [0, 1] intervallumon, ha igen,
hatarozzuk meg a szélséértékeket.

VI. Széls6érték feladatok.

Legyen T € R egy korcikk teriilete. Mekkora a kor sugara, ha a korcikk keriilete minim4lis?
Legyen K € R egy korcikk keriilete. Mekkora a kor sugara, ha a korcikk teriilete a legnagyobb?
Hatdrozzuk meg az r € RT sugari gombbe {rt legnagyobb térfogatt henger adatait!
Hatérozzuk meg az r € RT sugard gombbe irt legnagyobb térfogati kip adatait!

Hatérozzuk meg a V € RT térfogati, feliil nyitott, legkisebb felszin{i henger adatait!

S Lt W=

Adott V € RT térfogati, négyzet alapu tartalyt akarunk késziteni a legkevesebb anyagbdl.
Mekkorak legyenek az élek, ha a tartaly feliil nyitott?

VII. Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot az f : R — R, f(z) = 2%e  ésa g: R\ {-1} — R,

g(x) = x — 2arctg 1 i . fliggvényen.

Teljes fiiggvényvizsgdlatnal valaszoljunk az aldbbi kérdésekre: hol értelmezett a fiiggvény, mi a hatarértéke a
plusz- és minusz végtelenben, illetve a Dom f halmaz hatdrpontjaiban, mi a linedris aszimptotdja a plusz- és minusz
végtelenben, hol monoton nové illetve csokkend a fiiggvény, hol van lokélis szélséértéke, és a milyen jellegli szélsGérték
(maximum, minimum), hol konvex illetve konkdv a fiiggvény, hol van inflexiés pontja, hol van globélis minimuma illetve

maximuma a fliggvénynek, mi a fliggvény értékkészlete.

VIII. A binomiélis sorfejtés segitségével irjuk fel az arctg, arcsin, /1 +idg, y/1 +id% fiiggvény 0
kortili 9-ed rendli Taylor-polinomjat.

IX. Hatdrozzuk meg v/10 értékét 0,01 pontossdggal.

X. Igazoljuk, hogy az aldbbi sorok konvergensek (ahol z € R).
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