
Matematika A1a � Analízis, 14. hét

Határozott integrál alkalmazásai
Elmélet

Legyen a, b ∈ R, a < b, I = [a, b] és f : [a, b] → R+ olyan folytonos függvény, mely folytonosan

di�erenciálható az ]a, b[ intervallumon, valamint létezik a lim
x→a

f ′(x) és a lim
x→b

f ′(x) határértéke.

I. Az Af =
{
(x, y) ∈ R2| x ∈ I, 0 ≤ y ≤ f(x)

}
síkbeli alakzat

területe: Tf =

∫
I

f(x) dx;

súlypontja: xs(Af ) =

∫
I
xf(x) dx∫
I
f(x) dx

, ys(Af ) =

∫
I
f(x)2 dx

2
∫
I
f(x) dx

.

II. A γf =
{
(x, y) ∈ R2| x ∈ I, y = f(x)

}
görbe

ívhossza: Lf =

∫
I

√
1 + f ′(x)2 dx;

súlypontja: xs(Lf ) =
1

Lf

∫
I

x
√
1 + f ′(x)2 dx, ys(Lf ) =

1

Lf

∫
I

f(x)
√
1 + f ′(x)2 dx.

III. Az Ωf =
{
(x, y, z) ∈ R3| x ∈ I,

√
y2 + z2 ≤ f(x)

}
forgástest

felszíne: Ff = 2π

∫
I

f(x)
√
1 + f ′(x)2 dx

térfogta: Vf = π

∫
I

f2(x) dx

súlypontja: xs(Ωf ) =
1

Vf
π

∫
I

xf(x)2 dx, ys(Ωf ) = 0, zs(Ωf ) = 0.
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