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17. Bilineáris leképezések . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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ELŐSZÓ

A fizikai mennyiségeket szokás skalárokra, vektorokra és tenzorokra osztályozni.
Azt mondják, a skalárt egyetlen adat, a nagysága jellemzi; a vektornak a nagy-
ságán ḱıvül iránya is van; a tenzor pedig olyan mennyiség, amelyet még ennél is
több adattal lehet csak léırni.

A vektorokat közelebbről úgy határozzák meg, mint ,,iránýıtott szakaszokat”.
Két ilyen iránýıtott szakasz összegét a parallelogramma-szabály szerint értelmezik.
Az iránýıtott szakaszok számszorosát pedig nyújtással, zsugoŕıtással, tükrözéssel.

Ez a defińıció azonban nem kielégitő. Ugyanis például a gyorsulás is vektor-
mennyiség, értékei azonban korántsem iránýıtott szakaszok. A relativitáselmélet-
ben felbukkanó vektorok pedig olyan mennyiségek, amelyeknek nincs nagysága. A
kvantummechanika állapotvektorai pedig már semmiféle kapcsolatba sem hozha-
tók az iránýıtott szakaszokkal.

A legnagyobb baj az, hogy fizikai terünk iránýıtott szakaszai és a velük végzett
fenti műveletek nem matematikai fogalmak.

Cálunk az, hogy bevezessük a vektorok matematikai fogalmát, amely vissza-
tükrözi az iránýıtott szakaszok és műveleteik fizikai tulajdonságait. Az iránýıtott
szakaszok tehát e vektorok mintájául szolgálnak, és szemléltetik azokat.

A vektorok fogalmán keresztül eljutunk a tenzorokhoz is, pontos matematikai
értelmet adva a már kevésbé szemléletes megfelelő fizikai mennyiségeknek.

Könyvünkben K mindig a valós vagy komplex számok testét jelöli. Bár szin-
te minden ugyańıgy tárgyalható akármely test esetén, a fizikában nincs szükség
ennél nagyobb általánosságra, ezért a fogalmak egyszerűbb begyakorolhatósága
érdekében maradunk a valós és a komplex számoknál.
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I. VEKTORTEREK

1. Vektorterek

1.1. Defińıció A (V,+, ·) hármas vektortér a K fölött, ha

(i) V nem üres halmaz (amelynek elemeit vektoroknak h́ıvjuk);

(ii) + : V ×V → V leképezés, amelyet (x,y) �→ x + y formában ı́runk,
összeadásnak h́ıvunk, és a következő tualjdonságokkal rendelkezik:

A1) minden x,y ∈ V esetén x+ y = y + x (az összeadás kommutat́ıv),
A2) minden x,y, z ∈ V esetén (x + y) + z = x + (y + z) (az összeadás

asszociat́ıv),
A3) létezik olyan 0 ∈ V (nullavektor a neve), amelyre minden x ∈ V

esetén x+ 0 = x,
A4) minden x ∈ V esetén létezik −x ∈ V (az x ellentettje), amelyre

x+ (−x) = 0;

(iii) · : K × V → V leképezés, amelyet (α,x) �→ α · x formában ı́runk,
számmal szorzásnak h́ıvunk, és minden x,y ∈ V valamint α, β ∈ K esetén

P) 1 · x = x,
MP) α · (β · x) = (αβ) · x (a számmal szorzás asszociat́ıv),
AP) (α + β) · x = α · x+ β · x (a számmal szorzás disztribut́ıv a számok

összeadására nézve),
PA) α · (x+ y) = α · x+ α · y (a számmal szorzás disztribut́ıv a vektorok

összeadására nézve).

Az összeadást és a számmal szorzást a vektortér műveleteinek nevezzük.

Meghatározásunk a már ismert sémát követi: A1-A4 és P rögźıti az összeadás
illetve a számmal szorzás saját tulajdonságait, ezután következnek a számok mű-
veleteivel való kacsolatuk (MP és AP) majd az egymással való kapcsolatuk (PA)
jellemzése.

A matematikában elterjedt szokás szerint a továbbiakban a vektortereket csak
egyetlen betűvel, a vektorok halmazával jelöljük, és azt mondjuk, V vektortér K
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fölött, és ezen az iménti defińıciót értjük, vagyis a műveleteket ,,odagondoljuk”
a jelölt halmaz mellé; továbbá az egyszerűség kedvéért általában a szorzás jelét
elhagyjuk, azaz α · x helyett αx-et ı́runk. Ugyancsak szokás szerint, ha a félreér-
tés veszélye nem áll fönn, ugyanazzal a + szimbólummal jelüljük az összeadást a
különböző vektorterekben is (mint ahogy már a defińıcióban is ugyanúgy jelöltük
a vektorok és a számok összeadását). A különböző vektorterek nullavektorát is
ugyanazzal a 0 szimbólummal jelöljük, ha a félreértés elkerülhető. Ha szükséges,
indexszel utalunk a vektortérre: 0V.

Mivel megállapodásunk szerint K csak kétféle lehet, sokszor elhagyjuk a ,,K
fölött” megnevezést, és egyszerűen vektorteret mondunk. Természetesen, ha lé-
nyesges, hogy valós vagy komplex számokról van-e szó, kimondjuk a megkülön-
böztetést; aszerint, hogy K = C vagy K = R, komplex illetve valós vektortérről
beszélünk.

1.2. Lássunk néhány példát, hogy közelhozzuk a vektortér fogalmát.
(i) K a testműveletekkel – vagyis a szokásos összeadással és szorzással – vektor-

tér önmaga fölött.
(ii) KN (N ∈ N) is vektortér K fölött, ha az összeadást és a számmal szorzást

ı́gy értelmezzük:

(ξ1, . . . , ξN ) + (η1, . . . , ηN ) := (ξ1 + η1, . . . , ξN + ηN ),

α(ξ1, . . . , ξN ) := (αξ1, . . . , αξN ).

Itt a nullavektor az a szám N -es, amelynek minden tagja nulla: 0 = (0, . . . , 0).
R2 elemeit, vagyis a valós számpárokat egy śık pontjaival tudjuk szemléltetni,

ha śıkon két egymást metsző egyenest, azokon egységnyi távolságot jelölünk ki.
Kétféle szemléltetést mutat az 1. ábra.

Hasonlóan szemléltethetjük R3 elemeit a terünk pontjaival, három egymást egy
pontban metsző egyenes seǵıtségével. Ezért R2-t aritmetikai śıknak, R3-at aritme-
tikai térnek h́ıvjuk.

1.ábra

(3,2)

(3,2)
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(iii) A számértékű sorozatok (az N → K leképezések) összessége, azaz KN is
vektortér a tagonként értelmezett műveletekkel, vagyis ha ξ, η ∈ KN, akkor

(ξ + η)n := ξn + ηn,

(αξ)n := αξn

minden n pozit́ıv egész számra.
Ugyancsak vektortér a számértékű véges sorozatok összessége,

K(N) := {ξ : K → N | ξn = 0 véges sok n kivételével},

a tagonként értelmezett műveletekkkel.
(iv) Legyen V vektortér K fölött, és T nem üres halmaz. Ekkor VT , vagyis a

T → V függvények halmaza vektortér a K fölött a pontonként értelmezett műve-
letekkel; ha ϕ,ψ ∈ VT , akkor

(ϕ+ψ)(t) := ϕ(t) +ψ(t),

(αϕ)(t) := αϕ(t)

minden t ∈ T esetén.
Itt a nullavektor az azonosan nulla függvény. Ezt is 0-val jelöljük, ha félreértés

veszélye nem forog fönn.
(v) Az előbbi példák általánośıtása a vektorterek Descartes-szorzata. Legyen I

indexhalmaz, és Vi (i ∈ I) vektortér K fölött. Ekkor X
i∈I

Vi is vektortér az

(xi)i∈I + (yi)i∈I := (xi + yi)i∈I ,

α(xi)i∈I := (αxi)i∈I

műveletekkel.
Itt a nullavektor (0i)i∈I , ahol 0i a Vi nullavektora.
(vi) A valós vagy komplex polinomok halmaza valós illetve komplex vektortér a

(iv) szerinti pontonkénti műveletekkel; ugyancsak vektortér a legfeljebb (N−1)-ed
fokú polinomok összessége (N ∈ N).

(vii) Egy K ⊂ R intervallumon értelmezett valós vagy komplex értékű
– folytonos,
– differenciálható,
– integrálható

függvények összessége egy-egy valós illetve komplex vektorteret alkot a ponton-
kénti műveletekkel.

(viii) Van olyan vektortér is, amelynek csak egyetlen eleme van. Legyen ugyanis
{a} egyelemű halmaz. Az a+a := a, αa := a műveletek kieléǵıtik az 1.1. defińıció
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követelményeit, és a a nullavektor. Megállapodásunk szerint bármely vektortér
nullavektorát a 0 szimbólummal jelöljük, hacsak nem merül fel félreértés. Ennek
megfelelően bármely egyelemű vektortérre a {0} jelölést használjuk.

(ix) Jegyezzük meg, hogy minden komplex vektortér egyben valós vektortér is,
ha a számmal szorzást leszűḱıtjük a valós számokra.

Például, ha CN -en csak valós számmal való szorzást veszünk, olyan valós vek-
torteret kapunk, amelyet R2N -nel azonośıthatunk (az azonośıtás pontos értelmét
később tárgyaljuk) azáltal, hogy CN -nek a (ξ1, . . . , ξN ) elemét úgy tekintjük, mint
az R2N -nek a (Reξ1, Imξ1, . . . ,ReξN , ImξN ) elemét.

(x) Az eddigi példák igen fontosak, és lépten-nyomon előfordulnak mind fizikai,
mind matematikai alkalmazásokban. A most következő arra lesz igazán jó, hogy
egy kicsit mélyebben átérezzük a vektortér defińıciójának a lényegét.

Vezeszünk be R-en összeadást és valós számmal való szorzást ı́gy:

ξ+η :=
(

3
√
ξ + 3

√
η
)3

,

α · ξ := α3ξ.

Ezzel R vektortér önmaga fölött. Felh́ıvjuk a figyelmet arra, hogy a fenti for-
mulában + és · a most definiált vektori műveleteket, + és az egymás mellé ı́rás a
szokásos testműveleteket jelöli.

Ez a vektortér nem azonos a standarddal, vagyis azzal, amelyet (i)-ben adtunk
meg. Az a tanulság tehát, hogy ugyanazon a halmazon általában többfélekép-
pen lehet műveleteket értelmezni úgy, hogy vektortérhez jussunk. Véssük tehát
jól észbe, hogy a vektortér nem csupán halmaz, noha a szokásos jelölésben és
szóhasználatban csak a vektorok halmaza jelenik meg, de mindig hozzáértjük a
műveleteket is, amelyeket pontosan meg kell határozni.

1.3. Most a vektorok összeadásának és számmal szorzásának az 1.1. defińıcióból
következő legegyszerűbb és minduntalan használt tulajdonságait veszük számba.

Álĺıtás (i) Az A3-ban szereplő nullavektor egyértelmű,
(ii) α0 = 0 (α ∈ K),
(iii) 0x = 0 (x ∈ V),
(iv) ha αx = 0, akkor α = 0 vagy x = 0,
(v) az A4-ben szereplő −x egyértelmű és −x = (−1)x.
(vi) ha x ̸= 0 és αx = βx, akkor α = β.

Bizonýıtás (i) Tegyük fel, hogy létezik 0 és 0′ nullavektor. Ekkor A3 szerint
0+ 0′ = 0 és 0′ + 0 = 0′, amiből A1 következtében 0 = 0′.

(ii) A3 szerint 0 + 0 = 0, tehát PA miatt α(0 + 0) = α0 + α0 = α0. Adjunk
mindkét oldalhoz −α0-t, használjuk fel A2-t, és megkapjuk a ḱıvánt eredményt.

(iii) AP és P alapján x+0x = (1+0)x = x; mindkét oldalhoz −x-et hozzáadva
megkapjuk a ḱıvánt eredményt.
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(iv) Legyen αx = 0, és tegyük fel, hogy α ̸= 0, x ̸= 0. Ekkor MP és az itteni

(ii) eredményünk szerint 0 =
1

α
(αx) = x, ami ellentmondás.

(v) Tegyük fel, hogy x′ és x′′ olyanok, hogy x+ x′ = 0 és x+ x′′ = 0. Ekkor
a második egyenlőség mindkét oldalához x′-et hozzáadva az első miatt A1 és A2
seǵıtségével azt kapjuk, hogy x′ = x′′. Ezt az egyértelmű elemet jelöljük −x-szel.
Továbbá x+ (−1)x = (1− 1)x = 0, tehát (−1)x = −x.

(vi) Ha αx = βx, akkor az eddigiek összevetéséből (α − β)x = 0, tehát x ̸= 0
miatt α− β = 0.

1.4. Az összeadás asszociativitása miatt a zárójelet egymás utáni összeadások-
nál elhagyjuk, azaz x+ y+ z := (x+ y) + z = x+ (y+ z). Értelemszerűen ezt a
jelölést kiterjesztjük akárhány véges sok vektor összegére is.

Vezessük be az

x− y := x+ (−y) (x,y ∈ V)

jelölést. Ekkor A2, A1 majd A4 alkalmazásával könnyen megmutathatjuk, hogy

y + (x− y) = x.

Ezzel a jelöléssel az előző eredmények alapján a vektorok összeadására és kivo-
nására ugyanazok a számolási szabályok érvényesek, mint amiket a számokra jól
ismerünk. Például

x+ y = z és x = z − y

egyenértékűek.
A számmal való szorzásra is a jól ismert szabályok alkalmazhatók. Például, ha

αx = βx és x ̸= 0, akkor α = β; ha αx = αy és α ̸= 0, akkor x = y.

1.5. Gyakran használjuk a következő elnevezést: az x és y vektor párhuza-
mos, ha az egyik a másik számszorosa, azaz van olyan α szám, hogy x = αy vagy
y = αx. A nullavektor bármely vektorral párhuzamos: 0 = 0x.

Valós vektorterek esetén a nemnulla párhuzamos vektorokat egyenlő (azonos)
illetve ellentétes irányúnak mondjuk aszerint, hogy egymásnak pozit́ıv vagy ne-
gat́ıv számszorosai.

A vektorok tulajdonságai csak az 1.1. defińıcióban szereplő műveletek és az
azzal meghatározható fogalmak. A valós vektoroknak az ,,iránya” tehát értelmes
tulajdonság. Vegyük azonban észre azt a nagyon fontos tényt, hogy a vektoroknak
nincs nagysága. Nem értelmezhetjük az eddigiek alapján, hogy egy vektor milyen
nagy, vagy hogy egy vektor nagyobb (hosszabb), mint egy másik. Kivétel valós
vektorterek esetén a párhuzamos vektorok: ha x és y párhuzamosak, nem nullák,
akkor azt mondhatjuk, hogy x hosszabb, mint y, ha y = αx és |α| > 1.

1.6. A V vektortér H és G részhalmazának a komplexus-összege a

H +G := {x+ y | x ∈ H,y ∈ G}
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halmaz. Ha x ∈ V, akkor az x+G := {x}+G jelölést használjuk.

Értelemeszerűen hasonlóképp definiáljuk a halmazok H−G komplexus-különb-
ségét.

Ha A ⊂ K, H ⊂ V, akkor

AH := {αx | α ∈ A,x ∈ H}

a két halmaz komplexus-szorzata. α ∈ K illetve x ∈ V esetén αH := {α}H,
Ax := A{x}.

Általánośıthatjuk a komplexusösszeget akárhány részhalmazra. Legyen I in-
dexhalmaz és Hi (i ∈ I) a V vektortér részhalmaza. Ekkor

∑
i∈I

Hi :=

{∑
i∈F

xi

���� F ⊂ I, F véges ,xi ∈ Hi, i ∈ F

}
.

1.7. Feladatok
1. Vegyük rendre azon (ξ1, ξ2, ξ3) elemeket K3-ból, amelyekre
(i) ξ1 = 0,
(ii) ξ1 + ξ2 = 0,
(iii) ξ1 + ξ2 = 1,
(iv) ξ1ξ2 = ξ3.
Vektorteret alkotnak-e ezek a halmazok a K3-beli összeadással és számmal szor-

zással?
2. Vegyük rendre azokat a p polinomokat, amelyekre
(i) p harmadfokú,
(ii) 2p(0) = p(1),
(iii) p(t) ≥ 0 ha t ∈ [0, 1],
(iv) p(t) = p(1 + t) minden t ∈ R esetén.
Vektorteret alkotnak-e ezek a halmazok a pontonkénti összeadással és szorzás-

sal?
3. Adjuk meg a

{(ξ1, ξ2) ∈ R2 | ξ21 + ξ22 ≤ 1}, {(ξ1, ξ2) ∈ R2 | ξ2 = 3ξ1}

halmazok komplexus-összegét és komplexus-különbségét.
4. Adjuk meg az előbbi két halmaznak az {α ∈ R | |α| ≤ 1} halmazzal való

komplexus-szorzatát.
5. Bizonýıtsuk be, hogy ha H,G ⊂ V és A ⊂ K, akkor

H +G =
∪
x∈H

(x+G) =
∪
y∈G

(H + y),
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AH =
∪
α∈A

αH =
∪
x∈H

Ax.

6. Mi a feltétele annak, hogy a V vektortér H részhalmazára

(i) H +H ⊂ H, (ii) H +H = H, (iii) H +H = H −H,

(iv) −H = H, (v) H +H = 2H, (vi) 2H = H

teljesüljön?

2. Lineáris kombinációk

2.1. Több vektor összegére ugyanúgy használhatjuk a szumma-jelet, mint szá-
mok esetében. Közelebbről, ha az F nemüres véges halmaz minden i eleméhez
hozzá van rendelve egy xi vektor a V vektortérben, akkor ezeknek a vektoroknak
az összegét

∑
i∈F

xi jelöli. A szumma-jelet olykor üres halmazra is alkalmazzuk;

defińıció szerint az üres halmazra vett összeg legyen a nullavektor.

Defińıció Legyen F véges halmaz. Az xi ∈ V (i ∈ F ) vektorok lineáris
kombinációja egy

∑
i∈F

αixi alakú összeg, ahol αi ∈ K (i ∈ F ). A lineáris

kombinációkban a vektorok szorzóit együtthatóknak nevezzük.

2.2. Hangsúlyozzuk, mindig csak véges összeg szerepelhet lineáris kombináci-
ókban (amely lehet egy elemű vagy üres is). Ha egy végtelen halmaz elemeinek
lineáris kombinációiról beszélünk, akkor mindig a halmazból vett véges sok elem li-
neáris kombinációit értjük. Ennek értelmében egy vektortér bármely részhalmaza
esetén beszélhetünk a részhalmaz elemeinek összes lehetséges lineáris kombináció-
járól, amelyet a következő meghatározásban formalizálunk.

Defińıció Legyen H a V vektortér részhalmaza; ekkor

SpanH := {x ∈ V | x a H elemeinek lineáris kombinációja}.

Álĺıtás Legyen H és G a V vektortér részhalmaza. Ekkor

(i) H ⊂ SpanH,
(ii) SpanH = Span(SpanH),
(iii) ha H ⊂ G, akkor SpanH ⊂ SpanG.

Bizonýıtás A H elemeinek 1 együtthatós egy tagú lineáris kombinációi maguk a
H elemei, tehát világos, hogy (i) fennáll. Ugyancsak nyilvánvalóan igaz (iii) is.
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Az eddigiek alapján SpanH ⊂ Span(SpanH). Legyen x ∈ Span(SpanH). Ek-
kor x =

∑
i∈F

αixi, ahol F valamely véges halmaz, és xi ∈ SpanH (i ∈ F ); ez

utóbbi viszont azt jelenti, hogy xi =
∑

k∈Ei

αi
kx

i
k, ahol Ei valamely véges halmaz,

és xi
k ∈ H (k ∈ Ei, i ∈ F ). Ezzel

x =
∑
i∈F

∑
k∈Ei

αiα
i
kx

i
k ∈ SpanH.

2.3. A lineáris kombinációk alapvető szerepet játszanak a vektorterek elmé-
letében. Gondoljunk a szemléletes képre, az ,,iránýıtott szakaszokra”. A śıkban
(2.ábra) bármely vektor előálĺıtható két alkalmasan választott vektor lineáris kom-
binációjaként (vigyázzunk, hogy a szokásos szemléltetésünk ne zavarjon meg: a
vektorok merőlegességének nincs értelme; ez majd csak később, az euklideszi struk-
túra keretein belül válik értelmessé).

2. ábra
A fizikai terünkben három alkalmas vektorról mondhatjuk el ugyanezt. A śık

két dimenziós, a tér három dimenziós – ezeknek a kijelentéseknek adunk most
pontos értelmet.

Defińıció A V vektortér H részhalmazát lineárisan függetlennek nevez-
zük, ha a H különböző elemeinek bármely nem üres lineáris kombinációja
csak úgy lehet nulla, ha minden együttható nulla (a nullát csak a trivális
lineáris kombinációval lehet előálĺıtani).

Ellenkező esetben az adott részhalmaz lineárisan összefüggő.

Jól kezelhető formában ezt ı́gy fogalmazhatjuk meg. Legyen I indexhalmaz. A
különböző elemekből álló {xi | i ∈ I} halmaz lineárisan független, ha az I bármely
nem üres, véges F részhalmazára

∑
i∈F

αixi = 0 csak úgy teljesülhet, hogy αi = 0

minden i ∈ F esetén.

3x 1 + 2x 2

3x 1 + 2x 2

x 1
x 1

x 2
x 2
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Az {xi | i ∈ I} részhalmaz lineárisan összefüggő, ha létezik az I-nek véges rész-
halmaza és {αi | i ∈ F} számhalmaz, amelynek legalább egy eleme nem nulla, és∑
i∈F

αixi = 0.

Ha I véges, akkor nem kell (eleve) véges F részhalmazát vennünk, elég magát
az I-t. Ugyanis

∑
i∈F

αixi =
∑
i∈I

αixi, ahol αi := 0, ha i ∈ I \ F .

Sokszor másként is fogalmazunk. Például azt mondjuk, hogy az x és y vektorok
lineárisan függetlenek, ahelyett, hogy azt mondanánk, az {x,y} halmaz lineárisan
független.

Az üres halmaz a defińıció szerint lineárisan független. Az is világos, hogy
nemnulla vektorból álló egy elemű részhalmaz lineárisan független.

Végül megemĺıtjük azt a nyilvánvaló tényt, hogy ha a V vektortérnek a H
részhalmaza lineárisan független és G ⊂ H, akkor G is lineárisan független.

2.4. Vessünk most egy-egy pillantást az 1.2-ben tárgyalt példákra.
(i) K-ban mint vektortérben bármely két elem párhuzamos egymással, tehát

egynél több tagú részhalmaz lineárisan összefüggő.
(ii) KN -ben az

e1 := (1, 0, 0, . . . , 0), e2 := (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , eN := (0, 0, . . . , 0, 1)

vektorok lineárisan függetlenek. Valóban, ha

0 =

N∑
i=1

αiei = (α1, α2, . . . , αN ),

akkor α1 = α2 = · · · = αN = 0.
(iii) Teljesen hasonlóan látható be, hogy KN-ben és K(N)-ben azok az en soro-

zatok, amelyeknek n-edik tagja 1, a többi nulla, lineárisan függetlenek (n ∈ N).
(iv) Ha f, g : T → V olyanok, hogy f ̸= 0, és létezik t0 ∈ T úgy, hogy f(t0) = 0,

g(t0) ̸= 0, akkor f és g lineárisan függetlenek.
Valóban, ha αf + βg = 0, azaz a T minden t elemére αf(t) + βg(t) = 0, akkor

βg(t0) = 0, amiből β = 0; vegyünk egy olyan t-t, amelyre f(t) ̸= 0, és ezután azt
kapjuk, hogy α = 0.

Ha f, g : T → V olyanok, hogy létezik t1, t2 ∈ T úgy, hogy 0 ̸= f(t1) = g(t1) és
f(t2) ̸= g(t2), akkor f és g lineárisan függetlenek.

Valóban, ha αf + βg = 0, akkor a t1-beli tulajdonság miatt α + β = 0, azaz
β = −α, és ı́gy αf(t2)− αg(t2) = 0 miatt α = 0.

(v) Ha H lineárisan független az U vektortérben és G lineárisan független a
V vektortérben, akkor {(u,0V), (0U,v) | u ∈ H,v ∈ G} lineárisan független
U×V-ben.

(vi) A polinomok vektorterében {idnK | n ∈ N0} lineárisan független.
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Valóban, ha valamely N ∈ N0 esetén
N∑

n=0
αnid

n
K = 0, akkor a polinomok jól

ismert tulajdonsága szerint α0 = α1 = · · · = αN = 0.

(vii) A {0} vektortérben csak az üres halmaz lineárisan független.

(viii) Legyen V komplex vektortér, és jelöljük VR-rel azt a valós vektorteret,
amelyet V-ből úgy kapunk, hogy a számmal szorzást leszűḱıtjük R-re.

Ha H lineárisan független V-ben, akkor lineárisan független VR-ben is; sőt
{x, ix | x ∈ H} is lineárisan független VR-ben (ami persze lineárisan összefüggő
V-ben).

Ha H lineárisan összefüggő VR-ben, akkor lineárisan összfüggő V-ben is.

2.5. Folytassuk vizsgálatainkat a lineáris függetlenséggel kapcsolatban. A vek-
torok H halmaza lineárisan összefüggő, ha

– 0 ∈ H,

– létezik x,y ∈ H úgy, hogy x és y párhuzamos.

Valóban, az első esetben a nullát az 1 · 0 nemtriviális lineáris kombinációval ál-
ĺıthatjuk elő, a második esetben pedig, ha y = αx, az 1y−αx nemtriviális lineáris
kombinációval.

Ezeknek az egyszerű eseteknek az általánośıtása és más oldalról vett megfogal-
mazása a következő

Álĺıtás Egy vektortér H részhalmaza pontosan akkor lineárisan független,
ha minden x ∈ H esetén x /∈ Span(H \ {x}).

Bizonýıtás Ha H lineárisan összefüggő, akkor van a H-nak olyan különböző vek-
torokból álló {x1, . . . ,xn} véges részhalmaza és αi ̸= 0 (i = 1, . . . , n) számok,

hogy
n∑

i=1

αixi = 0. Ekkor például

xn =

n−1∑
i=1

(
− αi

αn
xi

)
∈ Span(H \ {xn}).

Ha viszont van olyan x ∈ H, hogy x ∈ Span(H \ {x}), akkor létezik a H-nak
egy {x1, . . . ,xn} véges részhalmaza, amely nem tartalmazza x-et, és α1, . . . , αn

számok úgy, hogy x =
n∑

i=1

αixi, azaz x−
n∑

i=1

αixi = 0, vagyis a nullát előálĺıtottuk

H-beli elemek nemtrivális lineáris kombinációjaként.

2.6. Álĺıtás Ha a vektorok H halmaza lineárisan független, akkor bármely
x /∈ H esetén H ∪ {x} pontosan akkor lineárisan összefüggő, ha x ∈ SpanH.

Bizonýıtás . Ha x ∈ SpanH, akkor az előző álĺıtás szerint H ∪ {x} lineárisan
összefüggő, hiszen x ∈ Span

(
(H ∪ {x}) \ {x}

)
.
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Ha H ∪ {x} lineárisan összefüggő, akkor 0 = αx +
n∑

i=1

αixi, ahol x1, . . . ,xn a

H-nak különböző elemei, és minden αi ̸= 0. Ekkor α ̸= 0, mert különben 0 H-beli
elemek lineáris kombinációja volna, ami nem lehet, mert H lineárisan független.
Ezért

x = −
n∑

i=1

αi

α
xi ∈ SpanH.

2.7. Álĺıtás Legyenek H és G egy vektortér lineárisan független részhalma-
zai, és H ∩G = ∅. Ekkor

(i) H ∪G lineárisan független,
(ii) (SpanH) ∩ (SpanG) = {0}

egyenértékűek.

Bizonýıtás Tegyük föl, (i) teljesül, és az x vektor eleme az (ii) bal oldalának.
Ekkor vannak egymástól különböző x1, . . . ,xn ∈ H és y1, . . . ,ym ∈ G és alkalmas
számok úgy, hogy

x =

n∑
i=1

αixi =

m∑
j=1

βjyj .

Átrendezve egy oldalra, a nullát előálĺıtjuk H ∪G-beli elemek lineáris kombináci-
ójaként, ami csak úgy lehet, ha minden együttható nulla, ı́gy x = 0.

Tegyük fel, hogy (ii) teljesül, és álĺıtsuk elő a nullát a H ∪G elemeinek lineáris
kombinációjaként,

0 =

n∑
i=1

αixi +

m∑
j=1

βjyj ,

ahol x1, . . . ,xn ∈ H és y1, . . . ,ym ∈ G. Ekkor

n∑
i=1

αixi = −
m∑
j=1

βjyj ;

a bal oldal a SpanH eleme, a jobb oldal a SpanG eleme, csak úgy lehetnek egyenlők,
ha mindekettő nulla. Ebből viszont már következik a H és G lineáris függetlensége
miatt, hogy az összes együttható nulla, azaz H ∪G lineárisan független.

2.8 Álĺıtás Ha a vektorok H halmaza lineárisan független és R olyan rész-
halmaz, hogy H ⊂ SpanR, akkor minden h ∈ H esetén van olyan r ∈ R,
hogy (H \ {h}) ∪ {r} lineárisan független.
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Bizonýıtás Tegyük fel, hogy az álĺıtás nem igaz: létezik h ∈ H úgy, hogy minden
r ∈ R esetén (H \ {h}) ∪ {r} lineárisan összefüggő. Minthogy H \ {h} lineári-
san független, az előző álĺıtás szerint az R minden r elemére r ∈ Span(H \ {h})
teljesül, azaz R ⊂ Span(H \ {h}), és ı́gy SpanR ⊂ Span(H \ {h}). Minthogy
H ⊂ SpanR, ez azt jelenti, hogy h ∈ Span(H \ {h}), ami ellentmondás, lévén H
lineárisan független.

2.9. Álĺıtás Ha a vektorok H véges halmaza lineárisan független és R
olyan részhalmaz, hogy H ⊂ SpanR, akkor van az R-nek lineárisan független
részhalmaza, amely a H-val azonos számosságú.

Bizonýıtás . Az előbbiek szerint egy tetszőlegesen választott h1 ∈ H elemhez
létezik r1 ∈ R úgy, hogy H1 := (H \ {h1}) ∪ {r1} lineárisan független. Világos,
hogy H1 ⊂ SpanR, ezért egy tetszőlegesen választott h2 ∈ H \ {h1} elemhez van
olyan r2 ∈ R, hogy H2 := (H1 \ {h2}) ∪ {r2} = (H \ {h1,h2}) ∪ {r1, r2}, amely
szintén része SpanR-nek, lineárisan fügetlen. Speciálisan {r1, r2} is lineárisan füg-
getlen. Folytatva az eljárást, ha H számossága n, azt kapjuk, hogy van az R-nek
{r1, . . . , rn} lineárisan független részhalmaza.

2.10. Feladatok
1. Mutassuk meg, hogy R3-ban (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) és (1, 1, 1) lineárisan

összefüggők, de közülük bármelyik három lineárisan független.
2. Milyen ξ komplex számra lesznek (1 + ξ, i − ξ) és (1 − ξ, i + ξ) lineárisan

összefüggők C2-ben?
3. Milyen ξ valós számra lesznek (ξ, 1, 0), (1, ξ, 1)) és (0, 1, ξ) lineárisan össze-

függők R3-ban?
4. Bizonýıtsuk be, hogy ha x, y, z lineárisan független vektorok, akkor x+ y,

z + x is lineárisan függetlenek.
5. Legyenek x1, . . . ,xn lineárisan független vektorok. Igazoljuk, hogy bármely

α2, . . . αn szám esetén {xk + αkx1 | k = 2, . . . , n} lineárisan független.
6. Bizonýıtsuk be, hogy bármely nem üres H,G ⊂ V esetén
(i) Span(H ∪G) = Span(H +G) = SpanH + SpanG,
(ii) Span(H ∩G) ⊂ SpanH ∩ SpanG.

Általánośıtsuk ezeket a részhalmazok Hi (i ∈ I) rendszerére.
7. Mutassuk meg, hogy Span{x,y} = Kx+Ky.
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3. Bázisok

3.1. Defińıció A V vektortér B részhalmazát bázisnak nevezzük, ha

(i) B lineárisan független,
(ii) V = SpanB.

Más szóval, a {vi | i ∈ I} lineárisan független halmaz bázis, ha minden x
vektorhoz létezik az I-nek F véges részhalmaza és αi (i ∈ F ) számok úgy, hogy
x =

∑
i∈F

αivi.

Álĺıtás A nemnulla x vektorhoz a {vi | i ∈ I} bázis esetén egyértelműen meg
van határozva az I véges F részhalmaza és αi ∈ K úgy, hogy αi ̸= 0 (i ∈ F )
és x =

∑
i∈F

αivi.

Bizonýıtás Tudjuk, hogy van a fenti tulajdonságú F részhalmaz és αi ̸= 0 (i ∈ F )
számok. Tegyük fel, hogy van az I-nek egy másik E véges részhalmaza és βj ̸= 0
(j ∈ E) számok úgy, hogy

x =
∑
i∈F

αivi =
∑
j∈E

βjvj .

Ekkor ∑
i∈F\E

αivi +
∑

k∈F∩E

(αk − βk)vk −
∑

j∈E\F

βjvj = 0,

amiből a lineáris függetlenség miatt αi = 0 (i ∈ F \E), αk − βk = 0 (k ∈ F ∩E),
βj = 0 (j ∈ E \ F ), mi csak úgy lehet – lévén az együtthatók nem nullák –, hogy
F = E és αk = βk (k ∈ E = F ).

Egy kicsit átfogalmazhatjuk az eredményünket: a V minden eleméhez egyér-
telműen léteznek αi (i ∈ I) számok, úgy, hogy a számok közül csak véges sok nem
nulla, és

x =
∑
i∈I

αivi.

Az összeg, noha formailag esetleg végtelen, értelmes, ha akárhány sok nulla össze-
gét is nullának definiáljuk. Az αi számok neve: a vektornak az adott bázisra
vonatkozó koordinátái.

3.2. Vegyük észre azt az egyszerű tényt (a 2.6. alapján), hogy ha L és K
lineárisan független halmazok, és L valódi részhalmaza K-nak, akkor L nem lehet
bázis.
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A következő álĺıtás bizonýıtása pedig azt mondja, hogy – megfelelő értelemben
– maximális lineárisan független halmaz bázis.

1. Álĺıtás Bármely vektortérben van bázis.

Bizonýıtás Legyen C a V vektortér lineárisan független halmazainak összessége.
Ez nem üres, mert az üres halmazt tartalmazza. Vezessünk be C-n rendezést a hal-
mazelméleti tartalmazással. Könnyű látni, hogy bármely C-beli láncnak a halma-
zelméleti uniója lineárisan független. Így az unió a lánc felső korlátja C-ben; Zorn
lemmája szerint tehát van maximális elem C-ben, mondjuk B. Az ilyen maximális
lineárisan független B bázis, mert ha nem volna az, akkor létezne x /∈ SpanB, és a
2.6. álĺıtás szerint B∪{x} lineárisan független volna, ami ellentmond B maximális
voltának.

A {0} vektortérben az üres halmaz a bázis.

2. Álĺıtás Ha L lineárisan független halmaz a V vektortérben, akkor van
olyan bázisa V-nek, amely tartalmazza L-et (szokásos szóhasználattal: L
kiegésźıthető bázissá).

Bizonýıtás Legyen CL az L-et tartalmazó lineárisan független halmazok összes-
sége, és érveljünk ugyanúgy, mint az előbb.

3.3. Álĺıtás Ha egy vektortérnek van véges sok elemből álló bázisa, akkor
bármely bázisa ugyanannyi elemű.

Bizonýıtás Zárjuk ki a {0} vektortér triviális esetét. Legyen A és B bázis, és
tegyük fel, hogy A elemeinek a száma N ∈ N, a B elemeinek a száma M ∈ N.
Ekkor A ⊂ SpanB miatt a 2.9. álĺıtás szerint N ≤ M ; ugyanakkor B ⊂ SpanA
miatt M ≤ N .

Defińıció Egy vektorér véges dimenziós, ha van véges számosságú bázi-
sa; az ellenkező esetben végtelen dimenziós. A véges dimenziós vektortér
dimenziója a tetszőleges bázisának számossága (mint természetes szám). A
végtelen dimenziós vektortér dimenziója végtelen (a kibőv́ıtett valós számok
plusz végtelenje).

A V vektortér dimenziójának a jelölésére a dimV szimbólumot használjuk. A
dimenziókra a végtelennel kibőv́ıtett valós számok műveleteit alkalmazzuk, tehát
például dimV + dimU ı́gy értendő.

Bebizonýıtható, hogy bármilyen vektortér két bázisa azonos számosságú. Így a
végtelen dimenziós vektorterek dimenziójában is különbséget tehetnénk a bázisok
számossága szerint. Ennek azonban a fizikai alkalmazások szempontjából nincs
jelentősége, ezért nem foglalkozunk vele.
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3.4. (i) KN N dimenziós: a 2.4. (ii)-ben megadott e1, . . . , eN vektorok bázist
alkotnak. Ezt a KN standard bázisának h́ıvjuk.

(ii) A polinomok vektorterében {idnK | n ∈ N0} bázis, tehát ez végtelen dimen-
ziós. Ugyanakkor a legfeljebb (N − 1)-ed fokú polinomok vektortere N dimenziós.

(iii) K(N)-ben a 2.4. (iii)-ben megadott en (n ∈ N) vektorok bázist alkotnak.
Viszont KN-ben ez nem bázis, mert például az azonosan 1 sorozat nem álĺıtható
elő lineáris kombinációjukként.

(iv) Ha A és B bázis az U illetve a V vektortérben, akkor {(u,0V), (0U,v) |
u ∈ A,v ∈ B} bázis U×V-ben. Következésképpen dim(U×V) = dimU+dimV.

(v) A {0} vektortérben az üres halmaz bázis, tehát ez nulla dimenziós.
(vi) Ha B bázis a komplex V vektortérben, akkor {v, iv | v ∈ B} bázis VR-ben.

3.5. Legyen A egy dimenziós vektortér. Ekkor bármely nem nulla elem bázis.
Ha tehát 0 ̸= a ∈ A, akkor minden b ∈ A esetén egyértelműen létezik a K-nak
b

a
-val jelölt eleme, amellyel

b =
b

a
a.

Vegyük észre, hogy ha b ̸= 0, akkor

a

b
=

1
b
a

.

Egy dimenziós vektortéren a számmal szorzás meghatározza az összeadást, va-
gyis bármely összeget kifejezhetünk a szorzáson keresztül. Valóban, ha 0 ̸= a, b ∈
A, akkor

a+ b = a+
b

a
a =

(
1 +

b

a

)
a.

Másszóval, ha A valamely nem üres halmaz, és adott egy K×A → A, (α,a) �→
αa leképezés, amelyre létezik 0 ∈ A úgy, hogy minden a ∈ A esetén

(i) 1a = a, (ii) 0a = 0, (iii) α(βa) = (αβ)a α, β ∈ K),
(iv) K → A, α �→ αa bijekció ha a ̸= 0,

akkorA ellátva az adott leképezéssel mint számmal szorzással, és tetszőleges 0 ̸= a
esetén az

A×A → A, (αa, βa) �→ (α+ β)a

összeadással, amely független a-tól, egy dimenziós vektortér lesz.
3.6. Feladatok
1. Egésźıtsük ki két különböző módon az (1, i, 0, 0) és (0, 0, 1, i) elemekből álló

halmazt bázissá C4-ben.
2. Adjunk meg két bázist C4-ben úgy, hogy ne legyen közös elemük.
3. Legyen H az a részhalmaza R4-nek, amelynek elemei olyanok, hogy két koor-

dinátájuk 0, két koordinátájuk 1. Válasszuk ki a H-nak két maximális lineárisan
független részhalmazát.

4. Mutassuk meg, hogy 3.5-nek megfelelően az 1.2. (x)-beli példában a számmal
szorzásból az adott összeadás következik.
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4. Alterek

4.1. Defińıció A V vektortér nem üres M részhalmazát lineáris altérnek
nevezzük, ha

(i) x,y ∈ M, akkor x+ y ∈ M,
(ii) x ∈ M, α ∈ K, akkor αx ∈ M.

A defińıció nyilván egyenértékű azzal, hogy ha x,y ∈ M, akkor αx+ βy ∈ M
minden α, β ∈ K esetén, azaz Span{x,y} ⊂ M.

Álĺıtás A V vektortér M részhalmaza akkor és csak akkor lineáris altér, ha
M = SpanM.

Bizonýıtás Ha M = SpanM, akkor M nyilvánvalóan lineáris altér. Tegyük most
föl, hogy M lineáris altér; azt tudjuk, hogy M ⊂ SpanM (ez minden részhalmazra
igaz, nem csak lineáris altérre); azt kell csak megmutatnunk, hogy SpanM ⊂ M.
Vegyünk az M elemeiből képezett αx+ βy + γz lineáris kombinációt. Az összeg
mindhárom tagja eleme M-nek, ezért αx+βy is eleme M-nek, ı́gy (αx+βy)+γz
is. Hasonlóképp érvelhetünk akárhány tagú lináris kombináció esetén.

A lineáris jelzőt gyakran elhagyjuk és csak altérről beszélünk.
A nullavektor minden altérben benne van, hiszen egy altér az x elemével együtt

a 0x elemet is tartalmazza.
A nullavektorból álló egy elemű halmaz, és maga V is altér. Ezeket triviális-

nak h́ıvjuk. Valódinak mondunk egy alteret, amely a V valódi részhalmaza.
Ha egy M altérre leszűḱıtjük a V-beli összeadást és számmal szorzást, akkor M

is vektortér; kérjük az olvasót, igazolja ezt a kijelentést (vagyis hogy teljesülnek az
1.1. defińıcióban rögźıtett tulajdonságok M-re). Ennek megfelelően beszélhetünk
egy M altér dimenziójáról.

Valós vektortérben az egy dimenziós altereket egyeneseknek, a két dimenzi-
ósakat śıkoknak nevezzük; az olyan alteret a véges N dimenziós vektortérben,
amelynek a dimenziója N − 1, hiperśıknak h́ıvjuk. Általánosabban ezeket az
elnevezéseket használjuk ilyen alterek úgynevezett eltoltjaira is; tehát ha x vek-
tor egy valós vektortérben M pedig egy illetve két dimenziós altér, akkor x +M
egyenes illetve śık.

4.2. Lássunk példát alterekre!
(i)

M := {(ξ1, ξ2) ∈ R2 | 2ξ1 − 3ξ2 = 0} = {(3α, 2α) | α ∈ R}
egy dimenziós altér R2-ben (3. ábra)

A geometriai szemléltetésben R2 nem triviális alterei olyan egyenesek, amelyek
átmennek a kezdőponton. Ilyen altér eltoltja általában olyan egyenes, amely nem
megy át a kezdőponton.
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3. ábra
R3 nem triviális alterei pedig ilyen szemléltetésben a kezdőponton áthaladó

egyenesek és śıkok. Például

M1 := {(3α, 2α, α) | α ∈ R} (egyenes),

M2 := {(ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3 | 2ξ1 − 3ξ2 = 0} (śık).

(ii) Legyen M,N ∈ N, M < N . Ekkor

{(ξ1, . . . , ξM , 0, . . . , 0) | ξ1, . . . , ξM ∈ K}

a KN altere.
(iii) K(N) a KN valódi lineáris altere.
(iv) Ha U és V vektorterek, akkor U× {0V} és {0U} ×V alterek U×V-ben.
(v) A K intervallumon értelmezett K értékű folytonos függvények, a differen-

ciálható függvények, az integrálható függvények egy-egy alteret alkotnak a KK

vektortérben.
(vi) A legfeljebb (N − 1)-ed fokú polinomok alteret alkotnak a polinomok vek-

torterében.
(vii) P+ := {páros polinomok} és P− := {páratlan polinomok} alterek a poli-

nomok vektorterében.
(viii) Legyen V vektortér, T nem üres halmaz, és S a T valódi nem üres rész-

halmaza. Ekkor
{ϕ : T → V | ϕ(t) = 0 (t ∈ T \ S)}

a VT nemtriviális altere. A VS vektorteret azonośıthatjuk – majd ennek pon-
tos értelmet adunk, mit jelent – ezzel az altérrel azáltal, hogy az S-en értelmezett
függvényeket kiterjesztjük a T -n értelmezett függvényekké úgy, hogy az S-en ḱıvül
legyenek nullák.

Μ
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4.3. Álĺıtás Egy vektortér lineáris altereinek metszete is lineáris altér.

Bizonýıtás Legyen Mi (i ∈ I) altér a V vekortérben. Mivel a nullavektor min-
den Mi eleme, az Mi-k metszete nem üres. Ha x és y a metszet eleme, akkor
x,y ∈ Mi, és ı́gy Span{x,y} ⊂ Mi minden i ∈ I esetén, vagyis Span{x,y} része
az Mi-k metszetének. Ez pontosan azt jelenti, hogy

∩
i∈I

Mi is lineáris altér.

Defińıció A vektorok egy H részhalmazát tartalmazó alterek metszetét a H
által kifesźıtett (generált) lineáris altérnek vagy a H lineáris burká-
nak h́ıvjuk.

Mivel az egész tér tartalmazza H-t, a lineáris burok nem üres, amely előző
álĺıtás szerint lineáris altér; nyilván a legszűkebb, amely tartalmazza H-t.

4.4. Álĺıtás A H kifesźıtette lineáris altér egyenlő SpanH-val.

Bizonýıtás Jelölje most LH a H kifesźıtette lineáris alteret. A 2.2. álĺıtás (ii)
pontja és 4.1. alapján SpanH lineáris altér, amely tartalmazza H-t, tehát LH ⊂
SpanH. Viszont H ⊂ LH , ı́gy SpanH ⊂ SpanLH = LH .

4.5. Álĺıtás Ha M és N lineáris altér, akkor Span(M ∪N) = M+N.

Bizonýıtás Egyszerű tény, hogy M∪N ⊂ M+N ⊂ Span(M∪N), és nyilvánvaló,
hogy M+N lineáris altér, tehát Span(M ∪N) ⊂ M+N.

4.6. A 3.2.2. álĺıtás következménye, hogy ha M a V vektortér altere, akkor az
M bármely A bázisához létezik a V-nek olyan B bázisa, hogy A ⊂ B; közelebbről:
A = B ∩ M. Ezért dimM ≤ dimV, sőt, ha M a véges dimenziós V vektortér
valódi altere, akkor dimM < dimV.

Ennek alapján könnyű megmutatni, hogy ha M és N alterek, dimM = dimN <
∞ és M ⊂ N, akkor M = N.

Álĺıtás Ha M és N alterek egy vektortérben, akkor

dim(M ∩N) + dim(M+N) = dimM+ dimN,

amit szemléletesebben ı́rhatunk, ha az alterek metszete véges dimenziós:

dim(M+N) = dimM+ dimN− dim(M ∩N).
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Bizonýıtás Legyen rendre

A := {v1, . . . ,vr},

BM := {v1, . . . ,vr,vr+1 . . . ,vm},

BN := {v1, . . . ,vr,v
′
r+1 . . . ,v

′
n}

az M∩N, M és N bázisa. Az nyilvánvaló, hogy Span(BM ∪ (BN \A)) = M+N.
Megmutatjuk, hogy BM ∪ (BN \A) lineárisan független.

Tegyük fel, hogy
m∑
i=1

αivi +

n∑
j=r+1

βjv
′
j = 0.

A bal oldal második tagja – nevezzük x-nek – a BN\A lineáris burkának eleme.
Az első tag, amely −x-szel egyenlő, az M eleme, tehát x is eleme M-nek, azaz
x ∈ Span(A) ∩ Span(BN \A). Alkamazzuk a 2.7. álĺıtást a H := A, G := BN \A
szereposztással, és azt kapjuk, hogy x = 0, amiből a lineáris függetlenség miatt
βj = 0 minden j-re és αi = 0 minden i-re.

4.7. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy ha x, y és z ugyanannak a vektortérnek az elemei, és
x+ y + z = 0, akkor x és y ugyanazt az alteret fesźıti ki, mint y és z.

2. Legyen M altér a V vektortérben és x,y ∈ V \M. Bizonýıtsuk be, hogy ha
y ∈ Span(M ∪ {x}), akkor x ∈ Span(M ∪ {y}).

3. Hány dimenziós C3-nak a {(ξ1, ξ2, ξ3) | ξ1+ ξ2+ ξ3 = 0, iξ1+ ξ2 = 0} altere?

4. Legyen M1 ⊂ R4 az (1, 0, 1, 1), (0, 1, 1, 1) és (2,−2, 0, 0) vektorok kifesźıtette
altér, M2 ⊂ R4 pedig a (2,−1, 1, 1), (3,−1, 2, 2), (1,−1, 0, 1) vektorok kifesźıtette
altér. Határozzuk meg M1, M2, M1 ∩M2 és M1 +M2 dimenzióját!

5. Találjunk R3-nak olyan két dimenziós N alterét, hogy M∩N egy dimenziós
legyen, ahol M := {(ξ1, ξ2, ξ3) | ξ1 + 2ξ2 + 3ξ3 = 0}.

6. Bizonýıtsuk be, hogy a valós V vektortér x és y ̸= x vektorán áthaladó
egyenes (vagyis egy egy dimenziós altér eltoltja, amely tartalmazza x-et és y-t)
x+ R(y − x) = y + R(x− y).

Az egymástól különböző x, y és z vektorokon áthaladó śık x+R(y−x)+R(z−
x).

7. Mutassuk meg, hogy N dimenziós vektortérben két különböző hiperśık met-
szete N − 2 dimenziós.

8. Legyenek Mi (i ∈ I) alterek egy vektortérben. Bizonýıtsuk be, hogy

∑
i∈I

Mi = Span

(∪
i∈I

Mi

)
.
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9. Állaṕıtsuk meg, hány dimenziós a [−π, π] intervallumon folytonos függvények
vektorterében az {1, sin, sin2, sin ◦(2id), cos, cos2, cos ◦(2id)} elemek kifesźıtette li-
neáris altér, és adjuk meg két különböző bázisát. Számoljuk ki a bázisból kimaradó
függvények koordinátáit az adott bázisra vonatkozóan.

10. Mi az üres halmaz lineáris burka egy vektortérben?

5. Kiegésźıtő alterek

5.1. Defińıció A V vektortér M és N alterét (egymást) kiegésźıtőnek
nevezzük, vagy azt mondjuk, hogy M az N, illetve N az M kiegésźıtője,
ha

(i) M ∩N = {0},
(ii) M+N = V.

Ahelyett, hogy M és N egymás kiegésźıtői, azt is szokás mondani, hogy V az
M és N direkt összege; jelölésben V = M⊕N. Ez tehát az iménti defińıció (i)
és (ii) feltételét együtt jelenti; az (i) tulajdonságról azt mondjuk, hogy M és N
független, az (ii) tulajdonságról pedig azt, hogy M és N kifesźıti V-t.

Álĺıtás Bármely altérnek létezik kiegésźıtője.

Bizonýıtás Legyen M altér, és adjuk meg egy A bázisát. Ekkor a 3.2.2. álĺıtás
szerint van a V-nek olyan B bázisa, amelyre A ⊂ B teljesül. Egyszerű tény, hogy
N := Span(B \A) az M kiegésźıtője.

A bizonýıtásból az is látszik, hogy ha V = M⊕N, akkor

dimM+ dimN = dimV(= dim(M+N)).

5.2. (i) {0} és V egymás kiegésźıtői.
(ii) Egy nemtriviális altérnek nagyon sok kiegésźıtője van. Például egy háromdi-

menziós vektortér kétdimenziós alterének (śıkjának) kiegésźıtője minden olyan egy
dimenziós altér (egyenes), amely nincs benne a śıkban. Szokás ezeket az egyenese-
ket a śıkra transzverzálisnak nevezni (vigyázzunk, hogy a szokásos szemléltetésünk
ne zavarjon meg: a śıkra transzverzális egyenesek egyike sem merőleges a śıkra,
mert a merőlegességnek nincs értelme; ez majd csak később, az euklideszi struktúra
keretein belül válik értelmessé).

(iii) Ha U és V vektortér, akkor U×V-ben U× {0V} és {0U} ×V kiegésźıtő
alterek.

(iv) A 4.2.(vii) jelöléseivel P+ és P− kiegésźıtő alterek a polinomok vektorteré-
ben.
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(v) A 4.2.(viii) jelöléseivel és azonośıtással VS és VT\S kiegésźıtő alterek VT -
ben.

5.3. Álĺıtás A V vektortér M és N lineáris altere pontosan akkor kiegésźı-
tők, ha V bármely eleme egyértelműen előálĺıtható egy M-beli és egy N-beli
vektor összegeként.

Bizonýıtás Legyenek M és N kiegésźıtő alterek. Ekkor V = M+N miatt a V
bármely x eleméhez létezik y ∈ M és z ∈ N úgy, hogy x = y + z. Tegyük föl,
hogy valamely y′ ∈ M és z′ ∈ N esetén y+z = x = y′+z′. Ekkor x−x′ = y′−y.
A bal oldalon M eleme, a jobb oldalobn N eleme áll; mivel a két altér metszete a
nulla, ez azt jelenti, hogy x′ − x = y′ − y = 0, azaz x = x′ és y = y′: az x ilyen
előálĺıtása egyértelmű.

Ha viszont V minden eleme előáll egyértelműen egy M-beli és egy N-beli vektor
összegeként, akkor nyilván V = M+N. Tegyük fel, hogy létezik 0 ̸= v ∈ M∩N.
Ha y ∈ M és z ∈ N, akkor y+v ∈ M, z−v ∈ N, és x := y+z = (y+v)+(z−v),
tehát x előálĺıtása nem egyértelmű. Ebből az ellentmondásból következik, hogy
M ∩N = {0}.

5.4. Az előbbi fogalmakat és álĺıtásokat általánośıthatjuk akárhány altérre.

Defińıció Legyen I indexhalmaz. A V vektortér Mi (i ∈ I) altereinek ösz-
szessége

(i) független, ha Mk ∩

(
∑

i∈I\{k}
Mi

)
= {0} minden k ∈ I esetén,

(ii) kifesźıti V-t, ha
∑
i∈I

Mi = V.

Ha az (i) és (ii) tulajdonság egyszerre teljesül, akkor kiegésźıtő altér-
rendszerről beszélünk.

Természetesen itt is használjuk azt az elnevezést, hogy a vektortér a kiegésźıtő
altérrendszer direkt összege, jelölésben V =

⊕
i∈I

Mi.

Egyszerűen bizonýıthatók a következő tények.

Álĺıtás Az {Mi | i ∈ I} altérrendszer akkor és csak akkor

(i) független, ha minden {0 ̸= xi ∈ Mi | i ∈ I} halmaz lineárisan függet-
len,

(ii) fesźıti ki V-t, ha a V minden eleme előálĺıtható
∑
i∈F

xi alakban, ahol

F az I-nek véges részhalmaza és 0 ̸= xi ∈ Mi (i ∈ F ).

Ha az altérrendszer független, akkor a fenti előálĺıtásban az xi ̸= 0 vekto-
rok egyértelműek.
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5.5. Feladatok

1. Kiegésźıtő alterek-e a 4.2. (i)-ben adott M1 és M2 alterek?

2. Adjuk meg C4-ben az {(α, αi, β, βi) | α, β ∈ C} altér két különböző kiegésźı-
tőjét (lásd a 3.6.1. feladatot).

3. Igazoljuk, hogy egy vektortérben a {vi ̸= 0 | i ∈ I} halmaz pontosan akkor
bázis, ha {Kvi | i ∈ I} kiegésźıtő altérrendszer.

4. Adjuk meg a legfeljebb (N − 1)-ed fokú polinomok alterének két különböző
kiegésźıtőjét a polinomok vektorterében.

5. Mutassuk meg, hogy ha M és N kiegésźıtő alterek és L lineáris altér, akkor
L = L ∩M+ L ∩N.

6. Faktorterek

6.1. Eddig a fizikai terünk iránýıtott szakaszait mintázó matematikai fogalma-
kat és a hozzájuk kapcsolódó legegyszerűbb összefüggéseket tárgyaltuk, amelyek
szintén természetesen tükrözik a fizikai terünk bizonyos tulajdonságait (dimenzió,
śık, egyenes). Most egy kicsit elvontabb matematikai fogalommal ismerkedünk
meg, amely elengedhetetlenül fontos a vektorterek elméletében és alkalmazásai-
ban.

1. Álĺıtás Legyen M a V vektortér altere. Ekkor a V-n értelmezett követ-
kező ∽ reláció ekvivalencia:

x ∽ y ha x− y ∈ M,

és az x ekvivalencia-osztálya x+M.

Bizonýıtás Valóban, a reláció nyilvánvalóan szimmetrikus és reflex́ıv. Tranzit́ıv
is: ha x− y ∈ M és y − z ∈ M, akkor x− z = (x− y)− (y − z) ∈ M.

Továbbá, ugyancsak egyszerű tény, hogy y − x ∈ M egyenértékű azzal, hogy
y ∈ x+M.

Jelölje az ekvivalencia-osztályok halmazát V/M.

2. Álĺıtás V/M az alábbi műveletekkel vektortér:

(x+M)+ (y +M) := (x+ y) +M (x,y ∈ V),

α · (x+M) := αx+M (α ∈ K,x ∈ V).

Bizonýıtás Először is azt kell megmutatnunk, hogy ez a meghatározás jó. Előfor-
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dulhat ugyanis, hogy x ̸= x′, y ̸= y′, de x+M = x′+M, y+M = y′+M, tehát
a fenti defińıció csak akkor helyes, ha ez esetben (x + y) +M = (x′ + y′) +M.
Ez viszont ı́gy van: ugyanis van olyan u és v eleme M-nek, hogy x′ = x + u,
y′ = y + v, tehát (x′ + y′) +M = (x+ y) + (u+ v) +M = (x+ y) +M.

Az olvasóra b́ızzuk annak igazolását, hogy a + összeadás kommutat́ıv és asz-
szociat́ıv. Az M (vagyis a 0+M) ekvivalencia-osztály az összeadás nulla-eleme –
azaz (x + M) + M = x + M – és −(x + M) := −x + M az x + M ellentettje.

Összefoglalva tehát + kieléǵıti az 1.1. defińıcióban felsorolt A1-A4 tulajdonságot.
Ugyancsak az olvasóra hagyjuk, mutassa meg – könnyű –, hogy a · számmal

szorzás defińıciója jó, és eleget tesz az 1.1. defińıció P, MP, AP, és PA tulajdonsá-
gainak.

Megjegyezzük, hogy az imént definiált összeadás és számmal szorzás megegyezik
a komplexusműveletekkel.

Az adott műveletekkel V/M vektortér; ez V-nek az M szerinti faktortere.

6.2. Szemléletes képet alkothatunk a faktortérről, ha V = R2 és M egy dimen-
ziós altér. Ekkor V/M elemei az M-mel párhuzamos egyenesek, és a műveleteket
a 4. ábra mutatja.

4. ábra
Hasonlóképpen R3-nak egy két dimenziós altér szerinti faktortere az altérrel

párhuzamos śıkok összessége.

6.3. Álĺıtás Ha A az M altér bázisa, B a V olyan bázisa, amely tartalmazza
A-t, akkor

{x+M | x ∈ B \A} (∗)

a V/M bázisa. Következésképpen

dimM+ dim(V/M) = dimV,

amit szemléletesebb formába ı́rhatunk, ha M véges dimenziós:

dim(V/M) = dimV − dimM.

Μ

N

PMNx
x

PNMx
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Bizonýıtás Teljesüljön a B \ A véges sok x1, . . . ,xn elemére
n∑

i=1

αi(xi + M) =

0 (= M), vagyis a faktortér műveleteinek az értelmezése szerint

(
n∑

i=1

αixi

)
+M =

0 (= M). Ez azt jelenti, hogy
n∑

i=1

αixi ∈ M (hiszen x +M = M pontosan akkor

teljesül, ha x ∈ M). Viszont a bázisok adott tulajdonságai alapján ez csak úgy

lehet, hogy
n∑

i=1

αixi = 0, amiből αi = 0 minden i-re; tehát (∗) lineárisan független

halmaz V/M-ben.
Vegyük ezután a V/M tetszőleges x +M elemét. Ekkor van a B = A ∪ (B \

A)-nak véges {y1, . . . ,yk} ∪ {x1, . . . ,xm} részhalmaza, amellyel x =
k∑

i=1

βiyi +

m∑
i=1

αixi. Itt az első tag az M eleme, tehát

x+M =

(
m∑
i=1

αixi

)
+M =

m∑
i=1

αi(xi +M),

vagyis a V/M minden eleme a (∗)-beli vektorok lineáris kombinációja.

Defińıció V/M dimenzióját az M kodimenziójának h́ıvjuk és ı́gy jelöljük:
codimM := dim(V/M). Bármely V vektortérben az M alteret hiperśıknak
nevezzzük, ha codimM = 1.

Az előző álĺıtás második részét az imént bevezetett jelöléssel

dimM+ codimM = dimV

alakba is ı́rhatjuk.
Érdemes megjegyezni, hogy M bármely kiegésźıtő alterének a dimenziója meg-

egyezik M kodimenziójával.
Felh́ıvjuk a figyelmet arra, előfordulhat, hogy V és M végtelen dimenziós, de

V/M véges dimenziós. Viszont ha V végtelen dimenziós és M véges dimenziós,
akkor V/M is végtelen dimenziós.

6.4. Feladatok
1. Mutassuk meg, hogy V/V = {0} és V/{0} = V.
2. Igazoljuk, hogy ha N az M kiegésźıtő altere, akkor V/M minden elemében

(ekvivalencia-osztályban) pontosan egy N-beli elem van.
Más szóval,

V/M = {x+M | x ∈ N},

és ha x+M = y +M, x,y ∈ N, akkor x = y.
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3. Mutassuk meg, hogy véges dimenziós vektortér esetén a hiperśık itteni és
4.1-beli defińıciója megegyezik.

7. Konvex kombinációk

7.1. A lineáris kombináció egy speciális és különleges gyakorlati alkalmazások-
ban fontos esete a konvex kombináció.

1. Defińıció Legyen F nem üres véges halmaz. Az xi ∈ V (i ∈ F ) vektorok
konvex kombinációja egy

∑
i∈F

αixi alakú összeg, ahol αi ∈ [0, 1] (i ∈ F ) és
∑
i∈F

αi = 1.

Triviálisnak mondjuk a konvex kombinációt, ha xi = x minden i-re
vagy αi = 0 egyetlen i-t kivéve (vagyis a konvex kombináció ,,lényegében”
egy elemű).

2. Defińıció A V vektortér K részhalmazát konvexnek nevezzük, ha K
bármely x1 és x2 elemével együtt tartalmazza azok minden konvex kombi-
nációját is.

7.2. Minden lineáris altér konvex halmaz.

Nyilvánvaló, hogy akárhány konvex halmaz metszete is konvex halmaz.

Ezért értelmezhetjük a H részhalmaz konvex burkát úgy, mint a H-t tar-
talmazó konvex részhalmazok metszetét, amely természetesen a H-t tartalmazó
legszűkebb konvex részhalmaz.

Ugyanúgy, mint a lineáris burok esetén, megmutathatjuk, hogy a H konvex
burka egyenlő a H elemeiből vett összes lehetséges konvex kombinációk halmazá-
val.

H konvex-független, ha egyik eleme sincs benne a többiek konvex burkában.

Ha egy vektor a H különböző elemeinek a konvex kombinációja, az elemek és
az együtthatók pontosan akkor egyértelműek, ha H konvex-független.

Konvex kombinációk konvex kombinációja is konvex kombináció.

7.2. A különböző x1 és x2 vektorok konvex burka az x1-et és x2-t összekötő
egyenesszakasz:

[x1, x2] :={α1x1 + α2x2 | α1, α2 ∈ [0, 1], α1 + α2 = 1} =

={x1 + α(x2 − x1) | α ∈ [0, 1]}.

Ez valóban része az x1-en és x2-n átmenő egyenesnek.
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A nem egy egyenesbe eső x1, x2 és x3 vektorok (azaz egyik sem álĺıtható elő
a másik kettő konvex kombinációjaként) konvex burka az x1,x2,x3 csúcspontú
háromszög.

Ezeket a meghatározásokat az R2 szokásos geometriai szemléltetéséből vettük
át.

Általában, ha x1, . . . ,xn olyan vektorok, hogy egyikük sincs benne a többi-
ek konvex burkában, akkor ezeknek a vektoroknak a konvex burka az x1, . . . ,xn

csúcspontú poliéder.
A K konvex halmaz egy pontját extremálisnak nevezzük, ha nem álĺıtható

elő K elemeinek nem triviális konvex kombinációjaként.
Egy poliéder extremális pontjai épp a csúcspontjai.

7.3. Defińıció Egy vektortér K ̸= ∅ részhalmazát nulla csúcsú kúpnak
h́ıvjuk, ha K bármely elemének minden pozit́ıv számszorosa is K-ban van.

Álĺıtás Egy vektortér K részhalmaza pontosan akkor

(i) nulla csúcsú kúp, ha R+K = K,
(ii) nulla csúcsú konvex kúp, ha bármely x,y ∈ K és α, β ∈ R+

0 , α+β ̸= 0
esetén αx+ βy ∈ K.

Bizonýıtás (i) A def́ınció szerint K pontosan akkor nulla csúcsú kúp, ha R+K ⊂
K; viszont R+K ⊃ K is teljesül, hiszen 1 ∈ R+.

(ii) Ha az adott fetétel teljesül, akkor K konvex is (α+ β = 1), kúp is (β = 0).
Ha viszont K konvex kúp, akkor x,y ∈ K és α′, β′ ∈ [0, 1], α′ + β′ = 1, valamint
γ ∈ R+ esetén γ(α′x + β′y) ∈ K; látjuk, hogy α := γα′, β := γβ′ jelöléssel a
szóban forgó feltétel teljesül.

A legegyszerűbb nulla csúcsú kúpok a félegyenesek, amelyek egy nem nulla
vektor pozit́ıv (illeve negat́ıv) számszorosai: R+x illetve R−x, ahol x ̸= 0.

A K részhalmazt x csúcsú kúpnak h́ıvjuk, ha K − x nulla csúcsú kúp; más
szóval, ha van olyan K0 nulla csúcsú kúp úgy, hogy K = x+K0.

7.4. (i) Konvex halmaz például

K := {z ∈ C | |z| < 1}, K := {z ∈ C | |z| ≤ 1}.

K-nak nincs extremális pontja, K extremális pontjainak az összessége S1 =
{z ∈ C | |z| = 1}.
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(ii) Kúp például

{z ∈ C | z ̸= 0, |Imz| = |Rez|},
{z ∈ C | Rez > 0, |Imz| = Rez},
{z ∈ C | |Imz| < |Rez|},
{z ∈ C | Rez > 0, |Imz| < Rez}.

Ezek közül csak az utolsó konvex kúp. Kúpot kapunk akkor is, ha ezekhez a
halmazokhoz a nullát is hozzávesszük.

7.5. Feladatok
1. Igazoljuk, hogy egy egy vektortér K részhalmaza pontosan akkor konvex, ha

minden x1, x2 ∈ K esetén [x1, x2] ⊂ K.
2. Mutassuk meg, hogy ha K konvex halmaz, akkor bármely α ∈ K esetén αK

is konvex.
3. Milyen feltételek mellett lesz két konvex halmaz komplexus-összege is kon-

vex? És két kúpé?
4. Vegyük rendre azon (ξ1, ξ2, ξ3) elemek halmazát K3-ból, amelyekre
(i) ξ21 = ξ22 + ξ23 ,
(ii) |ξ1|2 < |ξ2|2 + |ξ3|2,
(iii) |ξ1|2 ≤ |ξ2|2 + |ξ3|2, ξ1 ̸= 0,
(iv) ξ1ξ2 = ξ3,
(v) |ξ1| > 0, |ξ2| > 0,
(vi) ξ1ξ2ξ3 ≤ 0,
(vii) |ξ1| ≤ 1, |ξ2| ≤ 1, |ξ3| ≤ 1,
(viii) |ξ1|+ |ξ2|+ |ξ3| < 1.
Döntsük el, ezek közül melyek konvexek és melyek kúpok. Mik a konvex hal-

mazok extremális pontjai?
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II. LINEÁRIS LEKÉPEZÉSEK

8. Lineáris leképezések

8.1. Defińıció Legyen V és W (azonos K test feletti) vektortér. Az A :
V → W leképezést lineárisnak nevezzük, ha minden x,y ∈ V és α ∈ K
esetén

(i) A(x+ y) = Ax+Ay, (ii) A(αx) = αAx.

Megállapodás szerint a lineáris leképezések mellől, ha lehet, elhagyjuk a záró-
jelet; ezt alkalmaztuk már az előbb is, amikor A(x) helyett Ax-et ı́rtunk.

Az (ii) tulajdonságból – α = 0 helyetteśıtéssel – rögtön adódik, hogy A0 = 0.
A meghatározó két tulajdonság egyenértékű azzal, hogy A felcserélhető a line-

áris kombináció képzésével, azaz

A
n∑

i=1

αixi =

n∑
i=1

αiAxi.

8.2. A következő példákban felsorolt leképezések lineárisak.
(i) Bármely V vektortér esetén idV : V → V.
(ii) Bármely V és W vektortér esetén 0 : V → W, x �→ 0; ezt a nulla-leképe-

zésnek h́ıvjuk, és ugyanazzal a 0 szimbólummal jelöljük, mint a nullavektorokat;
ez összhangban van a konstans leképezésekre vonatkozó megállapodásunkkal.

(iii) M,N ∈ N, M < N esetén KN → KM , (ξ1, . . . , ξN ) �→ (ξ1, . . . , ξM ).
(iv) prk : KN → K, (ξ1, . . . , ξN ) �→ ξk a k-adik kanonikus projekció (k =

1, . . . , N).
(v) Ha U és V vektorterek, akkor prU : U × V → U, (u,v) �→ u és prV :

U×V → V, (u,v) �→ v; hasonlóan,

prk : X
i∈I

Vi → Vk, (xi)i∈I �→ xk (k ∈ I).
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(vi) Legyenek M és N kiegésźıtő alterek V-ben. Ekkor a V minden x eleme
egyértelműen előáll xM + xN alakban, ahol xM ∈ M és xN ∈ N. A

PMN : V → V, x �→ xM

leképezést az N mentén az M-re való vet́ıtésnek nevezzük. Speciálisan

P{0}V = idV, PV{0} = 0.

Az aritmetikai śıkon igen szemléletes egy ilyen vet́ıtés (5. ábra)

5. ábra
(vii) Ha T nem üres halmaz és V vektortér, akkor bármely t ∈ T esetén (lásd

az 1.2.(iv) példát) a t-beli kiértékelés:

δt : V
T → V, f �→ f(t).

(viii) A polinomok P vektorterén
– a differenciálás:

D : P �→ P,

n∑
k=0

αkid
k �→

n∑
k=1

kαkid
k−1,

– az adott q polinommal való szorzás:

Mq : P → P, p �→ qp.

(ix) A ϕ szögű forgatás az aritmetikai śıkon:

Rϕ : R2 → R2, (ξ1, ξ2) �→ (ξ1 cosϕ− ξ2 sinϕ, ξ1 sinϕ+ ξ2 cosϕ).

Μ
у + Μ

уx

2x

x + Μ
(x + Μ) + (у + Μ)

2(x + Μ)
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8.3 Jelölje Lin(V,W) a V → W lineáris leképezések összességét. Igen könnyű
megmutatni, hogy ha A,B ∈ Lin(V,W), akkor a pontonként értelmezett A+B
összegük és α számszorosuk szintén V → W lineáris leképezés. Például

(A+B)(x+ y) =A(x+ y) +B(x+ y) = Ax+Ay +Bx+By =

=Ax+Bx+Ay +By =

=(A+B)x+ (A+B)y.

Ez azt jelenti, hogy Lin(V,W) a pontonként értelmezett műveletekkel vektor-
tér; más szóval, a WV vektortér altere.

Ugyancsak egyszerű tény, hogy ha A ∈ Lin(V,W), B ∈ Lin(U,V), akkor
A ◦B ∈ Lin(U,W):

(A ◦B)(x+ y) = A(B(x+ y)) = A(Bx+By) = ABx+ABy =

= (A ◦B)x+ (A ◦B)y (x,y ∈ U),

és hasonló egyenlőségeket ı́rhatunk a számmal szorzásra is.
Megállapodás szerint a lineáris leképezések kompoźıcióját szorzásnak nevez-

zük, és többnyire elhagyjuk a kompoźıció jelét, azaz

AB := A ◦B.

Különösen érdekes az U = V = W eset. A Lin(V) := Lin(V,V) jelöléssel
tehát van egy

Lin(V)× Lin(V) → Lin(V), (A,B) �→ AB

szorzásunk, amely a következő tulajdonságokkal rendelkezik:
L1) A(BC) = (AB)C,
L2) A0 = 0A = 0,
LA) A(B +C) = AB +AC, (B +C)A = BA+CA,
LM) A(αB) = αAB.
Egy vektorteret, amelyen értelmezett a fenti tulajdonságú szorzás, algebrának

nevezünk. Ezzel a szóhasználattal élve Lin(V) algebra.
Külön felh́ıvjuk a figyelmet arra, hogy ez a szorzás a számok közötti szorzástól

két lényeges tulajdonságban különbözik.
Először: ha dimV > 1, akkor nem kommutat́ıv. Például az aritmetikai śıkon az

5. ábra jelöléseivel PMN′PMN = PMN ̸= PMN′ = PMNPMN′ .
Másodszor: két nemnulla lineáris lelépezés szorzata is lehet nulla. Például az

előbbi jelöléseket használva PMN′PN′N = 0.
Megjegyezzük még, hogy ha A ∈ Lin(V) és n ∈ N, akkor An jelöli A-nak

önmagával vett n-szeres szorzatát, és defińıció szerint A0 := idV. Bár a szorzás
általában nem kommutat́ıv, AnAm = AmAn = A(n+m).
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Ennek megfelelően, ha p polinom, p =
n∑

k=0

αkid
k
K, akkor értelmezhetjük a

p(A) :=
n∑

k=0

αkA
k : V → V

lineáris leképezést.

8.4. Alapvető az a tény, hogy egy lineáris leképezést egyértelműen meghatároz-
nak bármely bázison felvett értékei. Sőt ennél egy kicsit többet is mondhatunk.

Álĺıtás Ha B a V vektortér bázisa, akkor bármely W vektortér esetén tet-
szőleges A : B → W leképezés egyértelműen kiterjeszthető V → W lineáris
leképezéssé.

Bizonýıtás Legyen B = {vi | i ∈ I}, és definiáljuk A kiterjesztését – amelyet
szintén A-val jelölünk – a következőképp:

A
∑
i∈F

αivi :=
∑
i∈F

αiAvi (F ⊂ I véges, αi ∈ K, i ∈ F ).

Mint tudjuk,Vminden eleme előáll a báziselemek egyértelmű, nem nulla együtt-
hatós lineáris kombinációjaként, tehát a kiterjesztés jól definiált. Ha megmutat-
juk, hogy ez a kiterjesztés lineáris, akkor már az is következik, hogy ez az egyetlen
lineáris kiterjesztés, hiszen bármely ilyennek rendelkeznie kell a fenti definiáló tu-
lajdonsággal.

Tehát csak azt kell belátnunk, hogy a kiterjesztés lineáris. Íme: ha

x =
∑
i∈F

αivi, y =
∑
j∈G

βjvj ,

akkor

x+ y =
∑

k∈F∪G

γkvk, γk :=




αk ha k ∈ F \G,

βk ha k ∈ G \ F,
αk + βk ha k ∈ F ∩G.

Következésképpen

A(x+ y) =
∑

k∈F∪G

γkAvk =
∑
i∈F

αiAvi +
∑
j∈G

βjAvj = Ax+Ay.

Azt, hogy Aαx = αAx, még ennél is egyszerűbb megmutatni.
Teljesen hasonlóan bizonýıtható be az, hogy ha {Mi | i ∈ I} kiegésźıtő altér-

rendszer, és adottak Ai : Mi → W lineáris leképezések, akkor van egyetlen olyan
A ∈ Lin(V,W), hogy A|Mi = Ai.
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Ezt a tényt sokszor használjuk fel olyan formában, hogy egy altéren definiált
lineáris leképezés kiterjeszthető lineáris leképezéssé az egész térre úgy, hogy tet-
szőlegesen de természetesen lineárisan – például nullának – definiáljuk az altér egy
kiegésźıtőjén.

8.5. Íme még néhány fontos tudnivaló lineáris leképezésekkel kapcsolatban .
(i) Legyenek V és Wi (i ∈ I) vektorterek. Ekkor az Ai : V → Wi lineáris

leképezések együttese,

(Ai)i∈I : V → X
i∈I

Wi, x �→ (Aix)i∈I

is lineáris leképezés.
(ii) Legyenek Vi és Wi (i ∈ I) vektorterek. Ekkor az Ai : Vi → Wi lineáris

leképezések Descartes-szorzata,

X
i∈I

Ai : X
i∈I

Vi → X
i∈I

Wi, (xi)i∈I �→ (Aixi)i∈I

is lineáris leképezés.
(iii) Legyen M a V vektortér lineáris altere. A

ΠM : V → V/M, x �→ x+M

természetes szürjekció lineáris.
(iv) Legyen V és W komplex vektortér. Tudjuk, ezek egyben valós vektorterek

is. Nyilvánvaló, hogy egy A : V → W C-lineáris leképezés egyben R-lineáris
is, hiszen ha a komplex számmal szorzás kihozható a leképezés elé, akkor a valós
számmal szorzás is.

Ezzel szemben egy R-lineáris leképezés nem szükségképpen C-lineáris. Például
a C → C komplex konjugálás R-lineáris de nem C-lineáris.

Az A : V → W R-lineáris leképezés pontosan akkor C-lineáris is, ha Aix =
iAx minden x ∈ V esetén.

(v) Ha v ∈ V, akkorK → V, α �→ αv lineáris leképezés. Viszont, haA : K → V
lineáris leképezés, akkor a v := A1 jelöléssel Aα = αv. Tehát minden V-beli vek-
torhoz egyértelműen hozzárendelhetünk egy K → V lineáris leképezést és viszont.
A kölcsönös megfeleltetés lineáris és olyan ,,természetes”, hogy általa azonośıthat-
juk egymással Lin(K,V)-t és V-t (az azonośıtás pontos értelmét később tárgyal-
juk).

8.6. Komplex vektorterek esetén sokszor találkozunk a lineáris leképezések
mellett konjugált lineáris leképezésekkel is.

Ha V és W komplex vektorterek, az A : V → W leképezést konjugált lineá-
risnak nevezzük, ha minden x,y ∈ V és α ∈ C esetén

(i) A(x+ y) = Ax+Ay, (ii) A(αx) = α∗Ax.
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A V → W konjugált lineáris leképezések is komplex vektorteret alkotnak a
potonkénti műveletekkel. Két konjugált lineáris leképezés kompoźıciója lineáris.
Egy lineáris és egy konjugált lineáris leképezés kompoźıciója konjugált lineáris.

A konjugált lineáris leképezéseket is meghatározzák egy bázison felvett értékei:
a V vektortér egy {vi | i ∈ I} bázisán adott A leképezés egyértelműen kiterjeszt-
hető V-re konjugált lineáris leképezéssé a következőképp:

A
∑
i∈F

αivi :=
∑
i∈F

α∗
iAvi (F ⊂ I véges, αi ∈ K, i ∈ F ).

CN -ben a (ξ1, . . . , ξN ) �→ (ξ∗1 , . . . , ξ
∗
N ) komplex konjugálás konjugált lineáris

bijekció.

8.7. Feladatok
1. Mutassuk meg, hogy a polinomok P vektorterén az

S : P → P,

n∑
k=0

αkid
k �→

n∑
k=0

αk

k + 1
idk+1

integrálás lineáris leképezés!
2. Haszáljuk az előző, valamint a 8.2.(vii) jelöléseit, és igazoljuk, hogy

DMidK −MidKD = idP, DS = idP ̸= SD.

3. Mely leképezések lineárisak a következők közül:
(i) R2 → R2, (ξ1, ξ2) �→ (ξ2, ξ1),
(ii) R2 → R2, (ξ1, ξ2) �→ (ξ1,−ξ2),
(iii) R2 → R2, (ξ1, ξ2) �→ (ξ1, ξ1),
(iv) R2 → R, (ξ1, ξ2) �→ 1 + ξ1,
(v) C2 → C2, (ξ1, ξ2) �→ (ξ1 + ξ2, iξ1),
(vi) C2 → C2, (ξ1, ξ2) �→ (ξ1, ξ1ξ2).
4. Mutassuk meg, hogy a C → C, ξ �→ ξ∗ komplex konjugálás nem C-lineáris,

de R-lineáris. Ez azon múlik, hogy a komplex számmal szorzás nem cserélhető fel
a konjugálással, de a valós számmal szorzás igen.

5. Adjunk meg olyan A,B : V → V lineáris leképezéseket, hogy AB = 0 de
BA ̸= 0.

6. Legyen M a V vektortér valódi altere. Mutassuk meg, hogy bármely nem
nulla dimenziós W vektortér esetén van olyan nem nulla V → W lineáris leképe-
zés, amely az M-en nulla.

7. Igazoljuk, hogy minden CN → CM konjugált lineáris leképezés egy CN →
CM lineáris leképezés és CM komplex konjugálásának a kompoźıciója.

8. Legyen H a V vektortér részhalmaza és A ∈ Lin(V,W). Bizonýıtsuk be,
hogy A[SpanH] = Span(A[H]).
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9. Mutassuk meg, hogy a 8.2.(v)-ben bevezetett lineáris leképezésekre

(i) P 2
MN = PMN, (ii) PNM = idV − PMN

teljesül.

10. Legyen p és q polinom, A ∈ Lin(V). Ekkor

(i) p(A) + q(A) = (p+ q)(A), (ii) p(A)q(A) = (pq)(A).

9. Magtér, képtér

9.1. Álĺıtás Legyen A ∈ Lin(V,W).

(i) Ha M lineáris altér V-ben, akkor A[M] lineáris altér W-ban; speciáli-
san, RanA az W lineáris altere.

(ii) Ha N lineáris altér W-ben, akkor
−1

A(N) lineáris altér V-ben.

Bizonýıtás (i) Legyen a, b ∈ A[M]. Ekkor van olyan x,y ∈ M, hogy Ax = a,
Ay = b. Következésképpen bármely α, β ∈ K esetén αa + βb = αAx + βAy =
A(αx+ βy) ∈ A[M].

(ii) Legyen x,y ∈
−1

A(N). Ekkor Ax,Ay ∈ N, tehát bármely α, β ∈ K esetén

A(αx+ βy) = αAx+ βAy ∈ N, azaz αx+ βy ∈
−1

A(N).

Speciálisan,

KerA := {x ∈ V | Ax = 0} =
−1

A({0})

az A magja vagy magtere lineáris altér V-ben.

9.2. Lineáris leképezések lineárisan összefüggő vektorokat lineárisan összefüggő
vektorokba képeznek. Közelebbről, ha A ∈ Lin(V,W) és H a V-nek lineárisan
összefüggő részhalmaza, akkor A[H] az W-nek lineárisan összefüggő részhalmaza.
Ez abból következik, hogy A0 = 0: ha a nulla előálĺıtható H-beli elemek nem
triviális lineáris kombinációjáként, akkor A[H]-beli elemek nem triviális lineáris
kombinációjaként is.

Ezzel szemben lineárisan független halmaz lineáris leképezés általi képe nem
szükségképpen lineárisan független.

Álĺıtás Legyen A ∈ Lin(V,W). A következő három kijelentés egyenértékű:

(i) A injekt́ıv,
(ii) KerA = {0},
(iii) a V bármely H lineárisan független részhalmazára A[H] lineárisan

független.
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Bizonýıtás (i)⇒(ii). Ha KerA ̸= {0}, akkor van olyan 0 ̸= x ∈ V, hogy Ax =
0 = A0, azaz A nem injekt́ıv.

(ii)⇒(iii). Tegyük fel, hogy van olyan {xi | i ∈ I} lineárisan független rész-
halmaz, hogy {Axi | i ∈ I} lineárisan összefüggő. Ekkor van az I-nek F véges
részhalmaza és αi ̸= 0 (i ∈ F ), hogy 0 =

∑
i∈F

αiAxi = A
∑
i∈F

αixi. Az xi-k lineáris

függetlensége miatt
∑
i∈F

αixi ̸= 0, tehát KerA ̸= {0}.

(iii)⇒(i). Ha A nem injekt́ıv, akkor létezik x,y ∈ V, x ̸= y, és Ax = Ay,
azaz A(x− y) = 0. Tehát A a lineárisan független {x− y} halmazt a lineárisan
összefüggő 0-ba képezi.

Az álĺıtás első két pontját gyakran használjuk, ezért érdemes külön is megfo-
galmazni: A akkor és csak akkor injekt́ıv, ha Ax = 0 maga után vonja, hogy
x = 0.

9.3. Előző eredményünk legelső alkalmazásával a következő bizonýıtásban ta-
lálkozunk.

Álĺıtás Legyen A ∈ Lin(V,W). Ha N a KerA kiegésźıtő altere, akkor A|N
injekt́ıv, továbbá RanA = Ran(A|N).

Bizonýıtás N ∩ KerA = {0}, tehát ha x ∈ N és Ax = 0, akkor x = 0, te-
hát A leszűḱıtése N-re injekt́ıv. Minden x ∈ V feĺırható y + z alakban, ahol
y ∈ N és z ∈ KerA, tehát Ax = Ay, ı́gy nyilvánvaló, hogy A-nak és N-re való
leszűḱıtésének az értékkészlete ugyanaz.

9.4. Az előző álĺıtás szerint A|N injekt́ıv, ı́gy N és Ran(A|N) = RanA bá-
zisai azonos számosságúak, ezért az 5.1. álĺıtás utáni megjegyzésünk értelmében
megállaṕıthatjuk, hogy

dim(KerA) + dim(RanA) = dim(DomA).

Szokásos elnevezés szerint az A lineáris leképezés
– rangja rankA := dim(RanA),
– elfajulásának foka defA := dim(KerA),
– értelmezési dimenziója dimA := dim(DomA).
Ezekkel a fogalmakkal az előző összefüggést ı́gy is ı́rhatjuk:

defA+ rankA = dimA.

9.5. Jelentős szerepet kapnak a későbbiekben az alterekre való vet́ıtések. Ha
M és N kiegésźıtő alterek a V vektortérben, 8.2.(v)-ben bevezettük a PMN leké-
pezést, az N mentén az M-re való vet́ıtést. Igen egyszerű tények, hogy

P 2
MN = PMN, M = RanPMN, N = KerPMN.
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Most ugyanezt ford́ıtott oldalról közeĺıtjük meg.

Álĺıtás Legyen P : V → V olyan lineáris leképezés, hogy P 2 = P . Ek-
kor RanP és KerP kiegésźıtő alterek, és P a KerP mentén a RanP -re való
vet́ıtés.

Bizonýıtás Ha x ∈ RanP∩KerP , akkor egyrészt van olyan y ∈ V, hogy Py = x,
másrészt Px = 0; mivel 0 = Px = P 2y = Py = x, látjuk, hogy RanP ∩KerP =
{0}. Továbbá bármely x ∈ V esetén x − Px ∈ KerP , hiszen P (x − Px) =
Px− P 2x = 0, ezért az

x = Px+ (x− Px) (∗)

felbontás mutatja, hogy V = RanP + KerP , vagyis az előzővel együtt: V =
RanP ⊕KerP . A (∗) egyenlőség egyben azt is mutatja, hogy P a KerP mentén
a RanP -re való vet́ıtés.

Defińıció Egy P : V → V lineáris leképezést projektornak h́ıvunk, ha
P 2 = P .

9.6. Világos, hogy PNM = idV − PMN, másképpen: PMN + PNM = idV, to-
vábbá PNMPMN = PMNPNM = 0. Ennek egyszerű általánośıtása: ha {Mi | i =
1, . . . , n} kiegésźıtő altérrendszer, és Pi a

n∑
k=1
k ̸=i

Mk mentén az Mi-re való vet́ıtés,

akkor

PiPj = 0 ha i ̸= j,

n∑
i=1

Pi = idV. (∗)

Ezt is megford́ıthatjuk.

Álĺıtás Ha P1, . . . ,Pn olyan projektorok, amelyekre (∗) teljesül, akkor
KerPi =

n∑
k=1
k ̸=i

RanPk.

Bizonýıtás Az egyszerűség kedvéért vegyük az i = 1 esetet. Ha x ∈
n∑

i=2

RanPk,

akkor léteznek x2, . . . ,xn vektorok úgy, hogy x =
n∑

k=2

Pkxk, és ezért P1x =

n∑
k=2

P1Pkxk = 0. Ha viszont P1x = 0, akkor x =
n∑

k=1

Pkx =
n∑

k=2

Pkx.

9.7. Feladatok

1. A leképezések együttesére és Descartes-szorzatára vonatkozó általános isme-
reteink alapján
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(i) ha Ai ∈ Lin(V,Wi) (i ∈ I), akkor

Ker ((Ai)i∈I) =
∩
i∈I

KerAi.

(ii) ha Ai ∈ Lin(Vi,Wi) (i ∈ I), akkor

Ran

(
X
i∈I

Ai

)
= X

i∈I
RanAi.

Ker

(
X
i∈I

Ai

)
= X

i∈I
KerAi.

2. Mutassuk meg, hogy ha M a V vektortér lineáris altere, akkor a ΠM : V →
V/M természetes szürjekció magja M.

3. Adjunk meg olyan C3 → C3 lineáris leképezést, amelynek
(i) magtere 2 dimenziós, (ii) képtere két dimenziós.
4. Adjunk meg olyan C4 → C4 lineáris leképezést, amelynek képterét az

(1, 0, 0, 0) és (0, 1, 0, i) vektorok fesźıtik ki.
5. Mi a polinomok vektorterén értelmezett differenciálás illetve integrálás ér-

tékkészlete és magja?
6. Mutassuk meg, hogy egy V → V lineáris leképezés magtere és képtere nem

szükségképpen kiegésźıtő alterek (noha a dimenziójuk összege megegyezik a V
dimenziójával).

7. Legyen A,B ∈ Lin(V). Bizonýıtsuk be, hogy

rank(A+B) ≤ rankA+ rankB,

rankAB ≤ min{rankA, rankB},

defAB ≤ defA+ defB;

ha A injekt́ıv, akkor rankAB = rankB, és ha B szürjekt́ıv, akkor rankAB =
rankA.

8. Legyen N lineáris altér W-ban. Mutassuk meg, hogy azok a V → W lineá-
ris leképezések, amelyek értékkészlete benne van N-ben, lineáris alteret alkotnak
Lin(V,W)-ban. Ez az altér természetes módon azonośıtható Lin(V,N)-nel.

9. Bizonýıtsuk be, hogy ha P ∈ Lin(V) olyan, hogy P |RanP = idRanP , akkor
P 2 = P .

10. Legyen P1 az N1 mentén M1-re, P2 az N2 mentén az M2-re vet́ıtés. Iga-
zoljuk, hogy

(i) P1 + P2 pontosan akkor vet́ıtés, ha P1P2 = P2P1 = 0; ekkor P1 + P2 az
N1 ∩N2 mentén az M1 +M2-re való vet́ıtés.

(ii) P1 − P2 pontosan akkor vet́ıtés, ha P1P2 = P2P1 = P2; ekkor P1 − P2 az
N1 +M2 mentén az M1 ∩N2-re való vet́ıtés.
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(iii) Ha P1P2 = P2P1 =: P , akkor P az N1 +N2 mentén az M1 ∩M2-re való
vet́ıtés.

11. Igazoljuk, hogy A,B ∈ Lin(V,W) esetén {x ∈ V | Ax = Bx} lineáris
altér. Mi ez az altér, ha B = 0?

12. Legyen A ∈ Lin(V), és definiáljuk az LA : Lin(V) → Lin(V), X �→ AX
leképezést. Mutassuk meg, hogy LA lineáris és Lin(V) → Lin(Lin(V)), A �→ LA

lineáris injekció, amely azonban nem szürjekció, ha dimV > 1.
13. Legyen {v1,v2,v3} a V vektortér bázisa. Határozzuk meg az

A(v1) := −2v1 + v2 + v3, A(v2) := v1 − 2v2 + v3, A(v3) := v1 + v2 − 2v3

formulákkal meghatározott A : V → V lineáris leképezés
(i) magját, a magjának egy bázisát,
(ii) képterét, a képterének egy bázisát,

(iii) az
−1

A{v1 + v2 + v3} lineáris alteret.
14. Legyen {v1,v2,v3,v4}) a V vektortér bázisa, {w1,w2,w3} a W vektortér

bázisa. Határozzuk meg α ∈ R esetén az

Aα(v1) := αw1 +w2 + 2w3, Aα(v2) := 2w1 +w3,

Aα(v3) := 5w1 + αv2, Aα(v4) := 2w2 + 5w3

formulákkal meghatározott Aα : V → V lineáris leképezés
(i) magját, a magjának egy bázisát,
(ii) képterét, a képterének egy bázisát.
Milyen α-ra van 3w1 + αw2 −w3 az Aα értékkészletében?

10. Izomorfizmusok

10.1. Ha A : V → W injekt́ıv lineáris leképezés, akkor az inverze A−1 :
RanA → V is lineáris leképezés. Erről könnyű meggyőződni: ha a = Ax, b = Ay,
akkor

A−1(αa+ βb) = A−1(αAx+ βAy) = A−1(A(αx+ βy)) = αx+ βy =

= αA−1a+ βA−1b.

Különösen fontosak a bijekt́ıv lineáris leképezések, ezeket izomorfizmusoknak
nevezzük. Nyilvánvaló, hogy két izomorfizmus szorzata (kompoźıciója) is izomor-
fizmus. Egy izomorfizmus nem nulla számszorosa szintén izomorfizmus. Ezzel
szemben két izomorfizmus összege nem szükségképpen izomorfizmus. Például ha
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A izomorfizmus, akkor −A is az, de A−A = 0 már nem (kivéve, ha a vektorterek
nulla dimenziósak).

Az injekciók kompoźıciójának az inverzére vonatkozó általános formula szerint,
ha A és B olyan izomorfizmus, amelyek összeszorozhatók (azaz komponálhatók),
akkor (AB)−1 = B−1A−1. Továbbá egyszerű megmutatni, hogy ha 0 ̸= α, akkor

(αA)−1 =
1

α
A.

Ha A olyan izomorfizmus, amely egy vektorteret önmagába képez, akkor An is
izomorfizmus; az A−n := (An)−1 jelölést szoktunk használni (n ∈ N).

10.2. Az alábbi eredmény a 9.4. egyszerű következménye.

Álĺıtás Legyen V és W vektortér, dimV = dimW < ∞. Ekkor egy A :
V → W lineáris leképezésre az alábbi három tulajdonság egyenértékű:

(i) injekt́ıv, (ii) szürjekt́ıv, (iii) bijekt́ıv.

Tudjuk a leképezések általános tulajdonságából, hogy egy A ∈ Lin(V,W)

(i) injekt́ıv, ha létezik B ∈ Lin(W,V) úgy, hogy BA = idV,

(ii) szürjekt́ıv, ha létezik C ∈ Lin(W,V) úgy, hogy AC = idW.

Jó megjegyezni, hogy azonos véges dimenziójú vektorterek közötti A lineáris
leképezésre a fenti két tulajdonság akármelyikéből következik a másik, és az, hogy
A izomorfizmus, továbbá ekkor B = C = A−1. Végtelen dimenziós vektorterek
esetén a fenti két tulajdonságból egy nem elég ahhoz, hogy A izomorfizmus legyen.
Példát erre a 8.7.2. feladatban láttunk.

10.3. Álĺıtás Ha V vagy W véges dimenziós, pontosan akkor létezik V →
W izomorfizmus, ha dimV = dimW.

Bizonýıtás Ha van A : V → W izomorfizmus, akkor a 9.4. formulája szerint
dimW = dim(RanA) = dim(DomA) = dimV.

Ha viszont V és W dimenziója ugyanaz az N szám, akkor vegyük a V egy
{vi | i = 1, . . . , N} és az W egy {ui | i = 1, . . . , N} bázisát. Az az A lineáris
leképezés, amelyet a 8.4. álĺıtás szerint Avi := ui (i = 1, . . . , N) határoz meg,
izomorfizmus.

Megjegyezzük, hogy az álĺıtásnak az a fele, hogy ha létezik V → W lineáris
bijekció, akkor dimV = dimW, igaz végtelen dimenzió esetén is.

10.4. Sokszor jó hasznát vesszük az alábbi egyszerű tényeknek.

Álĺıtás Legyen V = M⊕N. Ekkor

(i) M×N → V, (x,y) �→ x+ y,
(ii) N → V/M, x �→ x+M

lineáris bijekciók.
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Az utóbbi a 6.3. álĺıtás következménye és úgy is megfogalmazható, hogy a
ΠM : V → V/M természetes szürjekciónak a leszűḱıtése izomorfizmus N és V/M
között.

10.5. A faktorterek a lineáris leképezesekkel kapcsolatban válnak nagy jelen-
tőségűvé az alábbiak szerint.

Álĺıtás Legyen A ∈ Lin(V,W). Ekkor egyértelműen létezik egy A0 :
V/KerA → RanA izomorfizmus úgy, hogy A = A0 ◦ ΠA, ahol ΠA : V →
V/KerA a természetes szürjekció.

Bizonýıtás Definiáljuk A0-t úgy, hogy az elő́ırt tulajdonsággal rendelkezzen:

A0(ΠAx) := Ax (x ∈ V).

Az a kérdés persze, jó-e ez a meghatározás: baj volna, ha ΠAx = ΠAy, de
Ax ̸= Ay. Mivel ΠAx = ΠAy azt jelenti, hogy ΠA(x−y) = 0, azaz x−y ∈ KerA,
látjuk, hogy ΠAx = ΠAy, pontosan akkor teljesül, ha Ax = Ay. Az A0 jól defi-
niáltságán túl ez rögtön azt is mutatja, hogy A0 injekt́ıv.

Eredményünk szerint tehát V/KerA és RanA azonos dimenziójúak, ezért

codim(KerA) = dim(RanA).

10.6. Azok a vektorterek, amelyek izomorfak – azaz van közöttük izomorfiz-
mus – lineáris szerkezetüket tekintve ugyanolyanok. Ez azt jelenti, hogy bármilyen
álĺıtás, ami egy vektortérre igaz, és csak az 1.1. defińıcióból és következményeiből
fakadó fogalmakat tartalmaz, igaz a vektortérrel izomorf vektortérre is.

Az egyik legfontosabb tény, hogy egy K fölötti N dimenziós vektortér izomorf
KN -nel. KN elemei egyszerűek, jól, kezelhetők, ezért sokszor könnyebb KN -nel
dolgozni egy általános N dimenziós vektortér helyett. Ugyanakkor KN olyan tu-
lajdonságokkal is rendelkezik, amelyek nincsenek kapcsolatban a lineáris szerkeze-
tével, tehát KN -re olyan álĺıtások is igazak lehetnek, amelyeknek nincs is értelme
egy általános N dimenziós vektortérre. Például szokás KN -ben pozit́ıv elemek-
ről beszélni, vagyis azokról, amelyeknek minden koordinátája pozit́ıv, és ezekre
bizonyos álĺıtásokat megfogalmazni. Pozit́ıv elemek akármilyen véges dimenziós
vektortérben nem léteznek.

Ha {vi |= 1, . . . , N} egy V vektortér bázisa és {ei | i = 1, . . . , N} a KN stan-
dard bázisa, akkor vi �→ ei izomorfizmust definiál V és KN között. Tehát V és
KN között annyi izomorfizmus van, ahány bázisa V-nek. Minden bázis és izo-
morfizmus egyenrangú; egyik sem ,,jobb”, ,,különlegesebb” a többinél. Ezt úgy
szoktuk megfogalmazni, hogy egy N dimenziós vektortér és KN ugyanolyanok, de
nem azonosak.

Ha van két vektortér között egy ,,különleges”, ,,kitüntetett”, ,,jobb, mint a
többi” izomorfizmus, akkor a két vektorteret azonosnak tekintjük (azonośıtjuk) a
szóban forgó izomorfizmus által.
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Három példával viláǵıtjuk ezt meg.
Az első a 4.2.(viii)-ben szerepelt. Legyen V vektortér, T nem üres halmaz, és

S a T valódi nem üres részhalmaza. Egy ϕ : S → V függvényhez defináljuk az

ϕ̂ : T → V, t �→
{

ϕ(t) ha t ∈ S,

0 ha t /∈ S

függvényt. Ezzel megadtunk egy VS → VT , ϕ �→ ϕ̂ injekciót, amely izomorfiz-
mus VS és VT azon lineáris altere között, amely az S-en ḱıvül nulla függvényekből
áll. Ez az izomorfizmus ,,természetes”, ,,magától értetődő”, és általa azonośıtjuk
VS-t a VT megfelelő alterével, amit azzal fejezünk ki, hogy elhagyjuk a kalapot a
ϕ-ről, vagyis ugyanazzal a szimbólummal jelöljük a VS egy elemét és a VT -nek a
megfelelő elemét, amely az S-en ḱıvül nulla.

A második 8.5.(v)-ben szerepelt: V és Lin(K,V) elemei ,,természetes módon”
megfeleltethetők egymásnak; ez a megfeleltetés izomorfizmus a két vektortér kö-
zött, ami által azonośıtjuk a két vektorteret.

A harmadik egy szintén sokat használt azonośıtás: ha A egy dimenziós vek-
tortér, akkor az alaptest elemei és az A → A lineáris leképezések között van egy
,,egyszerű” megfeleltetés: az α számnak az α-val való szorzást, vagyis az a → αa
lineáris leképezést feleltetjük meg. Ezzel az izomorfizmussal elfogadjuk a K és
Lin(A) azonośıtását.

Az idézőjelbe tett szavak nem matematikai fogalmak. Hogy mi ,,természetes”,
,,kitüntetett” stb., az végül is izlés dolga. Választani egy izomorfizmust és ez-
zel az azonośıtást megcsinálni, az már matematika, és lényegében nem más, mint
elhagyni egy jelölést: ugyanazzal a szimbólummal két dolgot jelölni, és közben
tudni, mi a ,,természetes” kapcsolat a két dolog között. A vektorterek elemeinek
azonośıtását, valamint a vektorterek azonośıtását hármas egyenlőségjellel jelöljük;
ha egy vektorteret egy másiknak egy lineáris alterével azonośıtjuk, akkor hármas
nyilat ı́runk. Az emĺıtett példáknál:

VS ⇛ VT , ϕ ≡ ϕ̂,

V ≡ Lin(K,V), u ≡ (α �→ αu),

K ≡ Lin(A) α ≡ (a �→ αa).

10.7. Feladatok
1. Melyek izomorizmusok a 8. fejezetben definiált leképezések közül?
2. Mutassuk meg, hogy adott α, β, γ, δ ∈ K esetén a K2 → K2, (ξ1, ξ2) �→

(αξ1 + βξ2, γξ1 + δξ2) lineáris leképezés pontosan akkor bijekció, ha αβ − γδ ̸= 0.
3. A ∈ Lin(V) akkor és csak akkor izomorfizmus, ha létezik n ∈ N úgy, hogy

An izomorfizmus. Ennek alapján bizonýıtsuk be, hogy ha A2 − A + idV = 0,
akkor A izomorfizmus.
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4. Igazoljuk, hogy K(N) izomorf a polinomok vektorterével.
5. Ha A : V → V izomorfizmus, akkor LA (lásd a 9.5.12. feladatot) is izomor-

fizmus.
6. Ha A ∈ Lin(V,W)
(i) injekt́ıv, akkor létezik B ∈ Lin(W,V) úgy, hogy BA = idV;
(ii) szürjekt́ıv, akkor létezik C ∈ Lin(W,V) úgy, hogy AC = idW.

11. Mátrixok

11.1. Most az A : KN → KM lineáris leképezést vizsgáljuk meg közelebbről.
Jeölje e1, . . . , eN a KN standard bázisát, és pri : KM → K az i-edik kanonikus

projekciót (i = 1 . . . ,M). Legyen

αik := pri(Aek) (i = 1, . . . ,M ; k = 1, . . . , N). (∗)

Az ı́gy megadott indexezett szám M ×N -es, pontosabban

(αik | i = 1 . . . ,M ; k = 1 . . . , N) ∈ KM×N (∗∗)

egyértelműen meghatározza az A lineáris leképezést. Ugyanis,

ha x =

N∑
k=1

ξkek, akkor Ax =

N∑
k=1

ξkAek,

és ı́gy – lévén pri lineáris –

pri(Ax) =

N∑
k=1

αikξk (i = 1, . . . ,M).

Viszont az is nyilvánvaló, hogy ha akárhogy adjuk is meg a KM×N egy elemét
(∗∗) formában, akkor (ha eM1 , . . . , eMM jelöli a KM standard bázisvektorait), az

ek �→
M∑
i=1

αike
M
i (k = 1, . . . , N)

formulával lineáris leképezést határoztunk meg (elő́ırjuk értékeit egy bázison),
amelyhez a (∗) utaśıtással megadott számok épp a kiindulásul vett KM×N -beli
elemet adják.

A KN → KM lineáris leképezéseket tehát – a standard bázis ,,kitüntetett” szere-
pe által – KM×N elemeivel azonośıthatjuk (figyeljük meg az M és N sorrendjének
felcserélődését).
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11.2. KM×N elemeit M × N -es mátrixoknak h́ıvjuk. Egy ilyen mátrix te-
hát nem más, mint az {1, . . . ,M} × {1, . . . , N} halmazon értelmezett K értékű
függvény. Az egyébként szokásostól eltérően ezt a Descartes-szorzatot most úgy
reprezentáljuk, hogy a v́ızszintes tengelyen balról jobbra ı́rjuk a számokat 1-től
N -ig és a függőleges tengelyen föntről lefelé 1-től M -ig. Ennek megfelelelően a
(∗∗) mátrixot ı́gy jeleńıtjük meg:




α11 α12 · · · α1N

α21 α22 · · · α2N
...

...
...

αM1 αM2 · · · αMN


 .

A mátrixban szereplő számokat a mátrix tagjainak, a v́ızszintesen egymás
mellett álló tagok együttesét a mátrix sorainak, a függőlegesen egymás alatt ál-
ló tagok együttesét a mátrix oszlopainak nevezzük. Ennek megfelelően az αik

mátrixtag sorindexe i, oszlopindexe k.
Az azonos sor-és oszlopindexű tagok összességét a mátrix főátlójának h́ıvjuk.

A mátrix mellékátlója azokból a tagokból áll, amelyek sor-és oszlopindexének az
összege N + 1.

főátló ha N < M főátló ha N > M




•
•

•
•







•
•

•
•


 ,

mellékátló ha N < M mellékátló ha N > M




•
•

•
•







•
•

•
•


 .

Egy N × N -es (úgynevezett négyzetes) mátrix diagonális ha a főátlón ḱıvüli
tagjai nullák. Az egységmátrix az a diagonális mátrix, amelynek főátlójában
mindenütt 1 áll.

11.3. A mátrixok mint lineáris leképezések adott vektoron felvett értékeinek
kiszámı́tására szemléletes, jól kezelhető módszert találhatunk. Az itt meghonoso-
dott szokásnak megfelelően ı́rjuk KN elemeit oszlop formába az M ×N -es mátrix
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mellé jobbra. A mátrix hatása a vektoron az a vektor (KM eleme) lesz, amelynek
i-edik tagját úgy kapjuk, hogy a mátrix i-edik sorát ,,összeszorozzuk” a vektorral,
vagyis a mátrix i-edik sorának első tagját összeszorozzuk a vektor első tagjával, a
sor második tagját a vektor második tagjával, és ı́gy tovább, majd az ı́gy kapott
N darab szorzatot összeadjuk:




α11 α12 · · · α1N

α21 α22 · · · α2N
...

...
...

αM1 αM2 · · · αMN







ξ1
ξ2
...
ξN


 =




α11ξ1 + α12ξ2 + . . . α1NξN

α21ξ1 + α22ξ2 + . . . α2NξN
...

αM1ξ1 + αM2ξ2 + . . . αMNξN


 .

Ezt a sémát sor-oszlop szorzásnak nevezzük.
Jegyezzük meg azt a fontos tényt, hogy egy márix k-adik oszlopa épp a k-adik

standard bázisvektornak a mátrix (mint lineáris leképezés) általi képe.

11.4. Lin(KN ,KM ) vektortér a pontonként értelmezett műveletekkel. KM×N

ugyancsak vektortér a tagonként értelmezett műveletekkel. Könnyű meggyőződni
arról, hogy a 11.1-ben értelmezett

Lin(KN ,KN ) ≡ KM×N , A ≡ (αik | i = 1, . . . ,M ; k = 1, . . . , N)

azonośıtás lineáris, azaz ha

B ≡ (βik | i = 1, . . . ,M ; k = 1, . . . , N),

akkkor
A+B ≡ (αik + βik | i = 1, . . . ,M ; k = 1, . . . , N),

αA ≡ (ααik | i = 1, . . . ,M ; k = 1, . . . , N).

Továbbá, ha A ∈ Lin(KN ,KM ) és B ∈ Lin(KK ,KN ), mátrix alakjuk olyan
mint fenn, azzal a különbséggel, hogy B-nél a sor- illetve oszlopindex N -ig illetve
K-ig fut, akkor a 11.3-ban mondottak alapján egyszerű meggyőződni arról, hogy

AB ≡

(
N∑

k=1

αikβkj

�� i = 1, . . . ,M ; j = 1, . . . ,K

)
.

Ennek megfelelően a fenti jobb oldalon álló mátrixot a két szóban forgó mátrix
szorzatának mondjuk. Szemléletesen az




α11 α12 · · · α1N

α21 α22 · · · α2N
...

...
...

αM1 αM2 · · · αMN







β11 β12 · · · β1K

β21 β22 · · · α2K
...

...
...

βN1 βN2 · · · βNK



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mátrixszorzás eredménye az a mátrix, amelynek ij-edik tagja az első mátrix i-edik
sorának és a második mátrix j-edik oszlopának a korábban ismertetett ,,összeszor-
zása”.

Érdemes megjegyezni, hogy választhattuk volna a Lin(KN ,KM ) ≡ KN×M azo-
nośıtást is. Ennek megjeleńıtésében a vektorokat sorba ı́rnánk, és ,,oszlop-sor”
szorzást használnánk a sor-oszlop szorzás helyett.

11.5. Egy kicsit módośıthatjuk a 11.1. (∗) formuláját, hogy általánośıtásra
alkalmas képletet kapjunk. Minden k = 1, . . . , N esetén megadhatjuk a

ink : K → KN , ξ �→ (0, 0, . . . , 0, ξ
(k)

, 0, . . . , 0)

lineáris injekciót, amelyre ink(1) = ek. Mivel a K → K lineáris leképezések az
1 × 1-es mátrixok, azaz K elemei, láthatjuk, hogy A mátrixának ik-edik tagja,
mint K → K lineáris leképezés

αik = pri ◦A ◦ ink

formában álĺıtható elő.
Legyenek most V1, . . . ,VN vektorterek; ekkor

ink : Vk →
N

X
j=1

Vj , x �→ (0, 0, . . . , 0, x
(k)

, 0, . . . , 0)

lineáris injekció minden k = 1, . . . , N esetén.
Ha W is vektortér és

A :
N

X
k=1

Vk → W

lineáris leképezés, akkor

Ak := A ◦ ink : Vk → W (k = 1, . . . , N)

lineáris leképezések, és ha ezeket sorba rendezzük,
N

X
i=1

Vi elemeit pedig oszlopba,

akkor a szokásos sor-oszlop szorzással számolhatunk:

A(x1, . . . ,xN ) =
N∑

k=1

Akxk =

= (A1 . . . AN )




x1
...

xN


 .
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A fent léırt hozzárendelés lineáris bijekció, amellyel a

Lin

(
N

X
k=1

Vk,W

)
≡

N

X
k=1

Lin(Vk,W), A ≡ (A ◦ in1, . . . ,A ◦ inN )

azonośıtást tesszük.
Továbbá, ha W1, . . . ,WM vektorterek,

A :
N

X
k=1

Vk →
M

X
i=1

Wi

lineáris leképezés, és szokásosan pri :
M

X
l=1

Wl → Wi a kanonikus projekció, akkor

Aik := pri ◦A ◦ ink : Vk → Wi (i = 1, . . . ,M ; k = 1, . . . , N)

lineáris leképezések. Ha ezeket az előbbiek mintájára mátrixba rendezzük, a Des-
cartes-szorzat elemeit oszlopba ı́rjuk, akkor az A lineáris leképezés értékeinek a
kiszámı́tására formailag ugyanúgy járhatunk el, mint KN → KM esetén:




A11 A12 · · · A1N

A21 A22 · · · A2N
...

...
...

AM1 AM2 · · · AMN







x1

x2
...

xN


 .

Szokás az ilyen alakokat blokk-mátrixnak illetve blokk-vektornak nevezni.
Ennek megfelelően tehát a

Lin

(
N

X
k=1

Vk,
M

X
i=1

Wi

)
≡

N

X
k=1

M

X
i=1

Lin(Vk,Wi),

A ≡ (Aik | i = 1, . . . ,M ; k = 1, . . . , N)

azonośıtást tehetjük.
Megemĺıtjük, hogy M = N esetén, ha Ai : Vi → Wi lineáris leképezés, akkor

N

X
i=1

Ai ≡




A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · AN


 .

11.6. Sokszor jó hasznát vesszük az alábbi egyszerű tényeknek.
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Legyen U és V vektortér. Az előzőek szerint minden U×V → U×V lineáris
leképezés (

A B
C D

)

alakú, ahol

A : U → U, B : V → U, C : U → V, D : V → V.

Egyszerű számolással győződhetünk meg arról hogy ha A bijekt́ıv, akkor (a
szokásos sor-oszlop szorzást alkalmazva a blokk-mátrixokra is)

(
A B
C D

)
=

(
A 0
C 1

)(
1 A−1B
0 D −CA−1B

)
,

ahol az identitások helyett 1-et ı́rtunk.
Hasonlóan, ha D bijekt́ıv, akkor

(
A B
C D

)
=

(
1 B
0 D

)(
A−BD−1C 0

D−1C 1

)
.

Ha a blokk-mátrix bijekt́ıv, akkor A és D bijekt́ıv, továbbá D − CA−1B és
A−BD−1C is bijekt́ıv. Ha A és D−CA−1B bijekt́ıv, vagy D és A−BD−1C
bijekt́ıv, akkor a blokk-mátrix is bijekt́ıv.

11.7 Feladatok
1. Adjuk meg a 8.7.3 feladatban léırt lineáris leképezések (figyelem: nem mind

az!) mátrixát!

2. Mutassuk meg, hogy az

(
α β
γ δ

)
mátrix akkor és csak akkor injekt́ıv lineáris

leképezés (tehát egyben izomorfizmus), ha αδ−βγ ̸= 0 (lásd a 10.6.2. feladatot).
3. Igazoljuk, hogy a

σ1 :=

(
0 1
1 0

)
, σ2 :=

(
0 −i
i 0

)
, σ3 :=

(
1 0
0 −1

)

úgynevezett Pauli-mátrixok és a

σ0 :=

(
1 0
0 1

)

egységmátrix bázist alkotnak C2×2-ben, mind izomorfizmusok, és

σ2
k = σ0 (k = 0, 1, 2, 3),
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σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ3σ1 = −σ1σ3 = iσ2.

Következésképpen, ha A és B akármilyen 2× 2-es mátrix, akkor (AB−BA)2

az egységmátrix számszorosa.
4. Egy M ×N -es mátrix k-adik oszlopa az a KM -beli vektor, amelybe a mátrix

mint lineáris leképezés a KN k-adik standard bázisvektorát képezi. Ebből követ-
kezik, hogy a márix mint lineáris leképezés rangja (azaz képterének a dimenziója)
a maximális lineárisan független oszlopainak a száma.

Ezen észrevétel alapján feleljünk a következő kérdésekre!
(i) Melyek injekt́ıvek a felsorolt mátrixok közül:




0 1 0
0 0 1
1 0 0


 ,




1 0 2
1 i 2
1 0 0


 ,




0 1 1
1 1 0
1 0 1


 .

(
1 0 i
0 1 i

)
,

(
1 2 3
1 2 3

)
,




1 0
0 1
i i


 ,




1 1
2 2
3 3


 .

(ii) α mely értékei mellett izomorfizmusok az alábbi mátrixok:




1 α 0
α 1 α
0 α 1


 ,




0 1 α
1 α 0
α 0 1


 ,




α i 0
i α i
0 i α


 .

5. A Pk : KN → KN , (ξ1, . . . , ξN ) �→ (0, . . . , 0, ξk, 0, . . . , 0) (k = 1, . . . , N)
lineáris leképezés mátrixa olyan, hogy minden tagja nulla, a főátló k-adik tagját
kivéve, amely 1.

Mutassuk meg, hogy ha A olyan N ×N -es mátrix, amelyre APk = PkA (k =
1, . . . , N), akkor A diagonális.

6. Bizonýıtsuk be, hogy ha A olyan N ×N -es mátrix, amely felcserélhető min-
den N × N -es mátrixszal (azaz AB = BA minden B ∈ KN×N esetén), akkor

A az egységmátrix számszorosa. (Útmutatás: Vegyük azokat a B mátrixokat,
amelyeknek csak egy tagja 1, a többi nulla.)

7. Legyen V és W1, . . . ,WM vektortér. Mutassuk meg, hogy a

Lin

(
V,

M

X
i=1

Wi

)
≡

M

X
i=1

Lin(V,Wi), A ≡ (pr1 ◦A, . . . , prM ◦A)

azonośıtás helyénvaló (vagyis a formulának megfelelő hozzárendelés lineáris bijek-
ciót határoz meg).
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III. DUALITÁS

12. A duális tér

12.1. A lineáris leképezések közül különösen fontosak azok, amelyek egy vek-
tortérből az alaptestbe képeznek.

Legyen V vektortér a K test fölött. Ekkor a következő jelöléseket és elnevezé-
seket használjuk:

V⋆ := Lin(V,K)

a V duálisa; V⋆ elemeit lineáris funkcionáloknak (formáknak) vagy kovek-
toroknak h́ıvjuk. A p kovektornak az x vektoron felvett értékét

(p|x)

jelöli (a függvényeknél megszokott p(x), a lineáris leképezéseknél megszokott px
helyett). Ha hangsúlyozni akarjuk mely vektortér dualitási leképezéséről van szó,
indexet ı́runk:

(p|x)V.

12.2. A duális tér egyik legfontosabb tulajdonsága, hogy szétválasztja a vek-
tortér pontjait, ami a következő tényen alapszik.

Álĺıtás Ha 0 ̸= x ∈ V, akkor van olyan p ∈ V⋆, hogy (p|x) ̸= 0.

Bizonýıtás Legyen B a V-nek olyan bázisa, amely tartalmazza x-et (ilyen van
a 3.2.2. álĺıtás szerint). Definiáljuk ezután p-t úgy, hogy (p|x) := 1 és (p|y) := 0,
ha y ∈ B \ {x} (lásd a 8.4. álĺıtást).

Eredményünket más hasznos formában is megfogalmazzuk:

(i) ha x ∈ V és (p|x) = 0 minden p ∈ V⋆ esetén, akkor x = 0;

(ii) ha x,y ∈ V, x ̸= y, akkor van olyan p ∈ V⋆, hogy (p|x) ̸= (p|y);
(iii) ha x,y ∈ V és (p|x) = (p|y) minden p ∈ V⋆ esetén, akkor x = y.
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A fenti egyenértékű álĺıtások bármelyikére mint szétválasztási tulajdonság-
ra fogunk hivatkozni. Tulajdonképpen (ii) mutatja, miért használjuk, ezt az elne-
vezést.

A szétválasztási tulajdonságot szemléletessé is tehetjük. Ha 0 ̸= p ∈ V⋆, akkor
Ranp egy dimenziós, ı́gy 10.4. alapján codim(Kerp) = 1, vagyis a 6.3. szerint

Kerp hiperśık (altér). Ha p ∈ V⋆ olyan, hogy (p|x) ̸= (p|y), akkor x+ y

2
+Kerp

olyan hiperśık, amely elválasztja egymástól a két vektort: x a hiperśık ,,egyik ol-
dalán” van, y a ,,másik oldalán”: 0 ̸= (p | x−h) = −(p|y−h) a hiperśık minden
h elemére. A mondottakat R2-ben a 6. ábra szemlélteti.

6. ábra
A szétválasztási tulajdonság egy sokat használt következménye, hogy ha A,B ∈

Lin(V,W),
A = B pontosan akkor, ha (f |Ax) = (f |Bx)

minden f ∈ W⋆ és x ∈ V esetén.

12.3. Rögźıtett x ∈ V esetén a

V⋆ → K, p �→ (p|x)

leképezés lineáris (az x pontbeli kiértékelés). Ez azt jelenti, hogy minden x vek-
torhoz megadható a V⋆ egy lineáris funkcionálja, azaz (V⋆)⋆ =: V⋆⋆ egy eleme.
Más szóval adott egy L : V → V⋆⋆ leképezés, amelyet

(L(x)|p) := (p|x) (x ∈ V,p ∈ V⋆)

jellemez. Igen egyszerű megmutatni, hogy L lineáris; például, ha x,y ∈ V, akkor
minden p ∈ V⋆ esetén

(L(x+ y)|p) = (p|x+ y) = (p|x) + (p|y) = (L(x)|p) + (L(y)|p) =
= (L(x) +L(y)|p),

x

у
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azaz L(x + y) = L(x) + L(y), hiszen az egyenlőség két oldalán álló leképezések
minden pontban ugyanazt az értéket veszik fel.

V⋆ szétválasztó tulajdonsága miatt L injekt́ıv; ugyanis ha L(x) = 0, akkor
minden p ∈ V⋆ esetén 0 = (L(x)|p) = (p|x), tehát x = 0, azaz KerL = {0}.

Az L : V → V⋆⋆ lineáris injekció annyira természetes, hogy általa azonośıtjuk
V-t a V⋆⋆ egy alterével. Más szóval, az L jelölést elhagyjuk, az x egy elemét V⋆⋆

elemének is tekintjük:

V ⇛ V⋆⋆, (x|p)V⋆ := (p|x)V (x ∈ V,p ∈ V⋆).

12.4. Defińıció Legyen {vi | i ∈ I} a V vektortér bázisa. Ekkor a

(pi|vj) :=




1 ha i = j,

(i, j ∈ I)

0 ha i ̸= j

formulával meghatározott {pi | i ∈ I} ⊂ V⋆ halmazt az adott bázis duáli-
sának nevezzük.

pi tehát az a lineáris funkcionál, amely a vi bázisvektoron 1-et vesz fel, a többin
nullát.

Álĺıtás (i) Egy bázis duálisa lineárisan független halmaz.
(ii) Ha V véges dimenziós, akkor bármely bázisának duálisa bázis V⋆-ban.

Bizonýıtás Használjuk az előző defińıció jelöléseit.
(i) Tegyük fel, hogy az I valamely F véges részhalmazára és αi (i ∈ F ) számokra∑

i∈F

αipi = 0; ekkor minden j ∈ F esetén

0 =

(∑
i∈F

αipi

���� vj

)
=

∑
i∈F

αi(pi|vj) = αj .

(ii) Legyen N := dimV. Ekkor bármely kovektor a p1, . . . ,pN kovektorok
lineáris kombinációja:

p =

N∑
k1

(p|vk)pk (p ∈ V⋆) (∗)

E formula helyességéről úgy győződhetünk meg, hogy megmutatjuk, az egyenlő-
ség két oldalán álló lineáris funckionálok ugyanazt az értéket veszik fel a v1, . . . ,vN

bázisvektorokon.
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Következésképpen
dimV⋆ = dimV,

amit lehet tovább vinni: dimV⋆⋆ = dimV⋆. Ennek különösen véges dimenziós
vektorterek esetén van jelentősége. Ugyanis ekkor V a V⋆⋆-nak olyan lineáris al-
tere (az előző pont szerinti azonośıtásban), hogy a dimenziójuk megegyezik, azaz
maguk is megegyeznek. Tehát

V ≡ V⋆⋆ ha dimV < ∞.

Fontos megjegyezni, hogy ha V véges dimenziós, akkor V és V⋆ izomorfak,
mert a dimenziójuk ugyanaz; általában azonban nem azonośıthatók (nincs köztük
kitüntetett izomorfizmus), csak egyes speciális esetekben, amelyekről később lesz
szó.

A (∗) formula gyakran felbukkan alkalmazásokban, és még inkább annak ,,du-
álisa”:

x =
N∑

k=1

(pk|x)vk (x ∈ V). (∗∗)

Ez következik a (∗) formulából, hiszen {p1, . . . ,pN} duálisa {v1, . . . ,vN}, tehát
felcserélhetjük a szerepüket; közevetlenül is beláthatjuk a (∗∗) egyenlőséget az-
zal, hogy megmutatjuk, az egyenlőség két oldalán álló vektorokon a p1, . . . ,pN

báziskovektorok ugyanazt az értéket veszik föl, amiből következik, hogy minden
kovektor ugyanazt az értéket veszi fel, tehát a szétválasztási tulajdonság miatt a
két oldal egyenlő.

Végül vegyük észre, hogy

(p|x) =
N∑

k=1

(p|vk)(pk|x) (p ∈ V⋆,x ∈ V).

12.5. Lássunk néhány példát vektortér duálisára!
(i) KN duálisát azonośıthatjuk KN -nel, hiszen a 11. fejezet alapján (KN )⋆ =

Lin(KN ,K) ≡ K1×N = KN . Eszerint π ∈ KN a ξ �→ (π|ξ) =
N∑
i=1

πiξi lineáris

funkcionálnak felel meg.
A standard bázis duálisa ebben az azonośıtásban önmaga (részletesebben lásd

a 15. fejezetben).
(ii) Ha T nem üres halmaz, KT (vagyis a T → K függvények vektortere) duáli-

sának eleme minden t ∈ T esetén a t-beli kiértékelés: δt : KT → K, f �→ f(t). A
{δt | t ∈ T} halmaz lineárisan független, de nem bázis, ha T nem véges halmaz.
Vegyük ugyanis az olyan függvényeket, amelyek csak véges sok pontban nem nul-
lák: K(T ) := {f : T → K | f(t) = 0 véges sok t kivételével}. Ilyen függvényekre
jelentse

∑
f a függvény értékeinek az összegét. Igen könnyű látni, hogy f �→

∑
f
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lineáris funckionál K(T )-n. Terjesszük ki KT -re úgy, hogy legyen nulla a K(T )

egy kiegésźıtőjén. (KT )⋆-nak ez az eleme nincs benne a kiértékelő funkcionálok
kifesźıtette altérben.

(iii) Emlékezzünk az en bázisvektorokra K(N)-ben (lásd 3.4.(iii)). Ha p ∈
(K(N))⋆, akkor ((p|en) | n ∈ N) ∈ KN. Ha viszont π ∈ KN, akkor en �→ πn

lineáris funkcionált határoz meg K(N)-en. Végülis tehát a

KN ≡
(
K(N)

)⋆

, (π|ξ) :=
∑
n∈N

πnξn (π ∈ KN, ξ ∈ K(N))

azonośıtást tehetjük (az itt szereplő összeg értelmes, mert valójában csak véges
sok számot kell összeadnunk).

Az előző példával összevetve, itt δn = prn, az n-edik kanonikus projekció, amely
a fenti azonośıtásban éppen en; az ezektől lineárisan független ott megadott func-
kionál itt az azonosan 1 sorozat KN-ben.

K(N) tehát valódi altere a saját duálisának. Jegyezzük meg azt a fontos tényt
is, hogy már K(N) is szétválasztja K(N) elemeit: ha (η|ξ) = 0 minden η ∈ K(N)

esetén, akkor ξ = 0, hiszen vehetjük az ηn := ξ∗n (n ∈ N) sorozatot.
(iv) Az előző példa szerint találtunk egy olyan V vektorteret, amely valódi alte-

re V⋆-nak. Legyen U a V egy kiegésźıtője V⋆-ban. Vegyük az U egy nem nulla p
elemét; a p : V → K lineáris funcionált terjesszük ki V⋆-ra úgy, hogy U-n legyen
nulla. Ez olyan eleme V⋆⋆-nak, amely nincs benne V-ben, tehát példát hoztunk
arra, hogy V valódi altere V⋆⋆-nak.

12.6. Az előző pont első példájának általánośıtásaként 11.5. alapján sokszor
használjuk a (

N

X
i=1

Vi

)⋆

≡
N

X
i=1

V⋆
i ,

azonośıtást, amelyet a következő formula határoz meg: ha

(p1, . . . ,pN ) ∈
N

X
i=1

V⋆
i , (x1, . . . ,xN ) ∈

N

X
i=1

Vi,

akkor
(
(p1, . . . ,pN )|(x1, . . . ,xN )

)
:=

N∑
i=1

(pi|xi).

12.7. Feladatok
1. Mutassuk meg, hogy a polinomok P vektorterének a duálisa CN0 -val azo-

nośıtható úgy, hogy az f : P → K lineáris funkcionálnak az ((f |idnK) | n ∈ N0)
sorozatot feleltetjük meg.

2. Az előbbi feladat alapján adjuk meg az {idnK | n ∈ N0} bázis duálisát!
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3. Legyen x a V vektortér nem nulla eleme, α ∈ K. Igazoljuk, hogy van olyan
p ∈ V⋆, amelyre (p|x) = α teljesül.

4. Bizonýıtsuk be, hogy ha M a nullán átmenő hiperśık, akkor van olyan szám
szorzó erejéig egyértelműen meghatározott p ∈ V⋆, hogy M = Kerp.

5. Legyen p1, . . . ,pm ∈ V⋆ és α1, . . . , αm ∈ K. Milyen feltétel mellett létezik
x ∈ V úgy, hogy (pi|x) = αi (i = 1, . . . ,m)?

6. Legyen x,y ∈ V, és teljesüljön az, hogy ha p ∈ V⋆ és (p|x) = 0, akkor
(p|y) = 0. Igazoljuk, hogy ekkor van olyan α szám, amellyel y = αx.

7. Bizonýıtsuk be, hogy R ⊂ V⋆ akkor és csak akkor lineárisan összefüggő, ha
van olyan p ∈ R és véges L ⊂ R \ {p}, hogy Kerp ⊃

∩
p′∈L

Kerp′.

8. Értelmezzük a V vektortér nem üres H részhalmazának annullátorát a

H0 := {p ∈ V⋆ | H ⊂ Kerp}

formulával. Bizonýıtsuk be, hogy
(i) H0 lineáris altér V⋆-ban,
(ii) H0 = (SpanH)0,
(iii) SpanH ⊂ (H0)0, és ha V véges dimenziós, akkor egyenlőség áll,
(iv) ha M lineáris altér V ben, akkor dimM+ dimM0 = dimV.

13. Egy rangú lineáris leképezések

13.1. Legyen V és W vektortér, p ∈ V⋆, w ∈ W. Vezessük be az

w ⊗ p : V → W, x �→ (p|x)w

jelölést.
Nyilvánvaló, hogy w ⊗ p lineáris leképezés, amely pontosan akkor nulla, ha w

vagy p nulla. Ha w ̸= 0 és p ̸= 0, akkor értékkészlete Kw, az w kifesźıtette
lineáris altér, vagyis a rangja egy. Igen fontos eredmény, hogy minden egy rangú
lineáris leképezés ilyen alakú.

Álĺıtás Legyen A : V → W egy rangú lineáris leképezés. Ekkor létezik
0 ̸= p ∈ V⋆ és 0 ̸= w ∈ W úgy, hogy A = w⊗p. Továbbá, ha A = w′⊗p′,

akkor van olyan nem nulla α szám, hogy p′ =
1

α
p, w′ = αw.

Bizonýıtás Legyen w olyan vektor W-ban, amely kifesźıti A értékkészletét. Ve-
gyük az f : Kw → K, αw �→ α lineáris funkcionált. Bármely x ∈ V esetén Ax az
w-nak x-től függő αx számszorosa: Ax = αxw; világos, hogy f(Ax) = αx. Le-
gyen p := f ◦A. Ekkor a V minden x elemére (w⊗ p)x = (p|x)w = f(Ax)w =
αxw = Ax, ést ezt akartuk bizonýıtani.
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Az olvasóra b́ızzuk, lássa be azt az egyszerű tényt, hogy w és p egy szám szorzó
illetve osztó erejéig egyértelmű.

Megjegyezzük, hogy V = KN , W = KM esetén w⊗p az az objektum, amelyet
olykor a w és p diadikus szorzatának h́ıvnak (lásd 15.5.).

13.2. Álĺıtás Legyen {wi | i ∈ I} és {pk | k ∈ K} lineárisan független
halmaz W-ben illetve V⋆-ban. Ekkor

{wi ⊗ pk | i ∈ I, k ∈ K} ⊂ Lin(V,W)

lineárisan független.

Bizonýıtás Tegyük fel, hogy F az I-nek, G a K-nak véges részhalmaza és αik

(i ∈ F, k ∈ G) olyan számok, hogy
∑
i∈F

∑
k∈G

αikwi ⊗ pk = 0.

Ekkor minden x ∈ V esetén

0 =

(∑
i∈F

∑
k∈G

αikwi ⊗ pk

)
x =

∑
i∈F

∑
k∈G

αik(pk|x)wi =

=
∑
i∈F

(∑
k∈G

αik(pk|x)

)
wi,

ı́gy a wi-k függetlensége miatt
∑
k∈G

αik(pk|x) = 0 (i ∈ F ).

Mivel ez minden x-re igaz, az x-et kiemelve azt kapjuk, hogy
∑
k∈G

αikpk = 0 (i ∈ F ),

amiből most már a pk-k függetlensége miatt αik = 0 minden i ∈ F és k ∈ G
esetén.

13.3. Álĺıtás Legyen {wi | i = 1, . . . ,M} bázis W-ben és {pk | k =
1, . . . , N} bázis V⋆-ban. Ekkor

{wi ⊗ pk | i = 1, . . . ,M ; k = 1, . . . , N}

bázis Lin(V,W)-ban.
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Bizonýıtás Emlékezzünk, hogy véges dimenziós vektortérről lévén szó, V⋆⋆ ≡ V.
Ezért a 12.4. álĺıtás szerint a fent adott bázisok duálisa bázis W⋆-ban illetve V-
ben; jelölje ezeket {fi | i = 1, . . . ,M} illetve {vk | k = 1, . . . , N}. Ekkor

A =
M∑
i=1

N∑
k=1

(fi|Avk)wi ⊗ pk.

E formula helyességéről úgy győződhetünk meg, hogy megmutatjuk, az egyenlő-
ség két oldalán álló lineáris leképezések ugyanazt az értéket veszik föl a v1, . . . ,vN

bázisvektorokon:

(
M∑
i=1

N∑
k=1

(fi|Avk)wi ⊗ pk

)
vj =

M∑
i=1

N∑
k=1

(fi|Avk)(pk|vj)wi =

=

M∑
i=1

(fi|Avj)wi = Avj .

Itt felhasználtuk, hogy (pi|vj) = δij , valamint értelemszerűen alkalmaztuk a
12.4. (∗∗) összefüggését.

Emĺıtsük meg azt a fontos speciális esetet, amikor W = V. Ha {v1, . . . ,vN}
bázis V-ben és {p1, . . . ,pN} ennek a duálisa, akkor {vi ⊗ pk | i, k = 1, . . . , N}
bázis Lin(V)-ben.

13.4. (i) Az előző két álĺıtás következménye, hogy ha a 0 · ∞ := 0 megállapo-
dással élünk, akkor

dim(Lin(V,W)) = (dimV)(dimW).

Véges dimenziós vektorterek esetére ezt már korábban is megállaṕıthattuk vol-
na, ugyanis Lin(KN ,KM ) ≡ KM×N , azaz a KN → KM lineáris leképezések di-
menziója MN , és bármely N illetve M dimenziós vektortér izomorf KN -nel illetve
KM -mel, és tudjuk, hogy a lineáris szerkezettel kapcsolatos álĺıtások izomorf vek-
torterekre egyszerre érvényesek.

(ii) Egy rangú lineáris leképezések lineáris kombinációja véges rangú; ezért,
ha mind V mind W végtelen dimenziós, akkor a 13.3. álĺıtás (értelemszerű át-
fogalmazással) nem igaz. Ugyanis ekkor van olyan V → W lineáris leképezés,
amelynek a rangja végtelen; ilyet például úgy adhatunk meg, hogy a V egy bázi-
sának megszámlálható eleméhez hozzárendeljük a W egy bázisának megszámlál-
ható (különböző) elemét, az esetleg fennmaradó többi bázisvektorhoz pedig nullát
rendelünk.

Ezzel szemben, ha V vagy W közül az egyik véges dimenziós, igaz marad a
13.3. álĺıtás; kérjük az olvasót, bizonýıtsa ezt be.
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13.5. Feladatok
1. Bizonýıtsuk be, hogy haA ∈ Lin(V,W) rangjam, akkor vannakw1, . . . ,wm

lineárisan fügetlen vektorok W-ban, és p1, . . . ,pm lineárisan független vektorok

V⋆-ban úgy, hogy A =
m∑
i=1

wi ⊗ pi. (Útmutatás: legyen w1, . . . ,wm a RanA egy

bázisa, f1, . . . ,fm ennek a duálisa, és pi := fi ◦A.)
2. Bizonýıtsuk be, hogy
(i) rögźıtett w ∈ W esetén V⋆ → Lin(V,W), p �→ w ⊗ p,
(ii) rögźıtett p ∈ V⋆ esetén W → Lin(V,W), w �→ w ⊗ p

lineáris leképezések!
3. Legyen x,y ∈ V, p, q ∈ V⋆, A ∈ Lin(V). Igazoljuk, hogy
(i) (x ⊗ p)(y ⊗ q) = (p|y)x ⊗ q (a bal oldalon a lineáris leképezések szorzata

azaz kompoźıciója áll),
(ii) A(x⊗ p) = (Ax)⊗ p.
4. Legyen {v1, . . . ,vN} bázis V-ben és {p1, . . . ,pN} ennek a duálisa. Mutassuk

meg a 12.4 formulái alapján, hogy

N∑
k=1

vk ⊗ pk = idV,

N∑
k=1

pk ⊗ vk = idV⋆ .

5. Mutassuk meg, hogy ha A ∈ Lin(V) rangja egy, akkor
(i) van olyan α ∈ K, hogy A2 = αA,
(ii) ha α ̸= 1, akkor idV −A izomorfizmus.
6. Legyen x ∈ V, p ∈ V⋆. Igazoljuk, hogy

(i) ha (p|x) ̸= 0, akkor
x⊗ p

(p|x)
a Kerp mentén az Kx-re való vet́ıtés;

(ii) ha (p|x) ̸= 1, akkor – és csak akkor – idV − x⊗ p izomorfizmus és

(idV − x⊗ p)−1 = idV +
x⊗ p

1− (p|x)
.

7. Legyen A ∈ Lin(V ) olyan, hogy felcserélhető minden V → V lineáris le-
képezéssel (azaz BA = AB minden B ∈ Lin(V) esetén). Bizonýıtsuk be, hogy

ekkor van olyan α szám, amellyel A = αidV. (Útmutatás: vegyük B szerepére
az x ⊗ p leképezéseket, és számı́tsuk ki AB-nek és BA-nak az y helyen felvett
értékeit, ahol x,y ∈ V és p ∈ V⋆ tetszőleges.)

8. Legyen {v1, . . . ,vN} bázis V-ben és {p1, . . . ,pN} ennek a duálisa. Igazoljuk,
hogy {

idV − vi ⊗ pk

2

�� i, k = 1, . . . , N

}

olyan bázis Lin(V)-ben, amely csupa izomorfizmusból áll. Milyen más szám tehető

még
1

2
helyébe, hogy igaz maradjon az álĺıtás?
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9. Az előző két feladat eredményeire támaszkodva bizonýıtsuk be, hogy ha
dimV < ∞, A ∈ Lin(V), és TA = AT minden T ∈ Lin(V) izomorfizmus esetén,
akkor A az idV számszorosa.

14. Transzponáltak

14.1. Egy lineáris funckionált lineáris leképezéssel komponálva ismét lineáris
funckionált kapunk. Úgy is felfoghatjuk, hogy egy lineáris leképezés a vele való
komponálással ,,transzformálja” a lineáris funkcionálokat.

Defińıció Az A : V → W lineáris leképezés transzponáltja az

A⋆ : W⋆ → V⋆, f �→ f ◦A

leképezés.

A transzponált leképezést az

(A⋆f |x)V = (f |Ax)W (x ∈ V,f ∈ W⋆)

egyenlőség jellemzi.
Ezekből a formulákból világos, hogy Aa lineáris leképezés.
Csak a fenti defińıciót kell alkalmaznunk, hogy könnyedén bebizonýıtsuk az

alábbi kijelentéseket.

Álĺıtás Legyen A ∈ Lin(V,W).

(i) Ha B ∈ Lin(V,W), akkor

(A+B)⋆ = A⋆ +B⋆.

(ii) Ha α ∈ K, akkor
(αA)⋆ = αA⋆.

(iii) Ha B ∈ Lin(W,V), akkor

(AB)⋆ = B⋆A⋆.

(iv) (idV)⋆ = idV⋆ .
(v) Ha A bijekció, akkor A⋆ is az, és

(A−1)⋆ = (A⋆)−1.
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Csak az utolsóhoz fűzűnk egy kis eligaźıtást: az AA−1 = A−1A = idV egyen-
lőségből (iii) és (iv) szerint (A−1)⋆A⋆ = A⋆(A−1)⋆ = idV⋆ adódik.

Az első két összefüggés azt jelenti, hogy a Lin(V,W) → Lin(W⋆,V⋆), A �→ A⋆

leképezés lineáris. Következésképpen a nulla-leképezés transzponáltja is a nulla-
leképezés (ami persze közvetlenül is azonnal látható).

14.2. Ha A ∈ Lin(V,W), akkor A⋆ ∈ Lin(W⋆,V⋆), és A⋆⋆ := (A⋆)⋆ ∈
Lin(V⋆⋆.W⋆⋆). Minthogy V ⊂ V⋆⋆ és W ⊂ W⋆⋆, az A lineáris leképezés fel-

fogható egy lineáris altéren értelmezett V⋆⋆ ↣ W⋆⋆ lineáris leképezésnek. Így
értelmes az alábbi álĺıtás.

Álĺıtás Legyen A ∈ Lin(V,W); ekkor

A ⊂ A⋆⋆,

és ha V véges dimenziós, akkor

A = A⋆⋆.

Bizonýıtás Ha x ∈ V ⊂ V⋆⋆, f ∈ W⋆, akkor

(f |A⋆⋆x)W = (A⋆⋆x|f)W⋆ = (x|A⋆f)V⋆ = (A⋆f |x)V = (f |Ax)W.

A 12.2. végén levő megjegyzés alapján ez igazolja az álĺıtás első részét; a má-
sodik rész a V = V⋆⋆ szerint teljesül.

Álĺıtásunk egyszerű de fontos következménye, hogy ha A⋆ = 0, akkor A = 0;
más szóval a transzponálás, az A �→ A⋆ leképezés injekt́ıv. Ezért véges dimen-
ziós vektorterek esetén a transzponálás egyben szürjekt́ıv is (hiszen Lin(V,W)
és Lin(W⋆,V⋆) dimenziója megegyezik), azaz izomorfizmus. Végtelen dimenzió
esetén ez nem szükségképpen igaz; példát a 12.5. (iii) és (iv) alapján hozhatunk.
Van olyan V vektortér, amely valódi lineáris altere V⋆-nak, és már V is szétvá-
lasztja V elemeit. Terjesszük ki idV-t F : V⋆ → V⋆ lineáris leképezéssé úgy, hogy
legyen nulla a V egy kiegésźıtőjén. Tegyük fel, hogy valamely A : V → V lineáris
leképezésre F = A⋆. Ekkor minden x,y ∈ V esetén (y|x) = (F |x) = (y|Ax),
amiből A = idV következik; ı́gy A⋆ = (idV)⋆ = idV⋆ ̸= F , ami ellentmondás.

14.3. Álĺıtás Az A : V → W lineáris leképezés pontosan akkor szürjekt́ıv,
ha A⋆ injekt́ıv.

Bizonýıtás Tegyük fel, hogy A szürjekt́ıv és A⋆f = 0. Ekkor

0 = (A⋆f |x) = (f |Ax) (∗)
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minden x ∈ V esetén. Mivel W minden eleme előáll Ax alakban, ez azt jelenti,
hogy f = 0, azaz A⋆ injekt́ıv.

HaA nem szürjekt́ıv, akkorW ̸= {0} és van olyan 0 ̸= f ∈ W⋆, hogy f |RanA =
0 (lásd a 8.7.6. feladatot). Erre az f -re és minden V-beli x-re fennál a (∗) egyen-
lőség, ami azt jelenti most, hogy A⋆f = 0, tehát A⋆ nem injekt́ıv.

Tovább lépve megállaṕıthatjuk, hogy A⋆ pontosan akkor szürjekt́ıv, ha A⋆⋆

injekt́ıv. Mivel A ⊂ A⋆⋆, azt is álĺıthatjuk, hogy ha A⋆ szürjekt́ıv, akkor A injek-
t́ıv (viszont A injektivitásából nem következik szükségképpen A⋆⋆ injektivitása,
ı́gy A⋆ szürjektivitása sem). Ha viszont dimV < ∞, akkor az is igaz, hogy A⋆

pontosan akkor szürjekt́ıv, ha A injekt́ıv.

14.4. Érdekes és fontos az egy rangú lineáris leképezések transzponáltja. Meg-
mutatjuk, hogy

(w ⊗ p)⋆ = p⊗w (w ∈ W,p ∈ V⋆),

aminek úgy van értelme, hogy W ⊂ W⋆⋆, tehát a jobb oldalt W⋆ → V⋆ lineáris
leképezésnek tekinthetjük. Valóban, minden f ∈ W⋆ és x ∈ V esetén

(
(w ⊗ p)⋆f |x

)
V

=
(
f |(w ⊗ p)x

)
W

= (f |w)W(p|x)V = (w|f)W⋆(p|x)V =

=
(
(p⊗w)f |x)V.

14.5. Defińıció Az A : V → V⋆ lineáris leképezést szimmetrikusnak
illetve antiszimmetrikusnak nevezzük, ha minden x,y ∈ V esetén

(Ax|y)V = (Ay|x)V = (x|Ay)V⋆ ,

illetve
(Ax|y)V = −(Ay|x)V = −(x|Ay)V⋆ .

Mivel A⋆ : V⋆⋆ → V⋆, a fenti egyenlőségek azt mondják, hogy A⋆ leszűḱıtése
V re éppen A illetve −A; más szóval,

A pontosan akkor szimmetrikus, ha A ⊂ A⋆,

A pontosan akkor antiszimmetrikus, ha −A ⊂ A⋆.

Természetesen, ha V véges dimenziós, akkor egyenlőség áll:

A = A⋆, illetve −A = A⋆.

Általában az A ∈ Lin(V,V⋆) szimmetrikus illetve antiszimmetrikus része

S :=
A+A⋆

2
, illetve H :=

A−A⋆

2
.
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Ezek szimmetrikus, illetve antiszimmetrikus V → V⋆ leképezések, és

A = S +H, A⋆|V = S −H.

Jegyezzük meg jól, hogy V → V lineáris leképezésre nem értelmezhető a szim-
metrikusság és antiszimmetrikusság fogalma; viszont V⋆ → V lineáris leképezé-
sekre igen, hasonlóan az előzőhöz.

14.6. Feladatok
1. Adjuk meg a polinomok vektorterén a differenciálás, a polinommal való

szorzás és az integrálás transzponáltját (lásd 8.2.(vii), 8.7.1 és 12.7.1.).
2. Mi az

R : K(N) → K(N), (Rξ)n :=

{
0 ha n = 1,

ξn−1 ha n > 1

jobbra tolás transzponáltja (lásd 12.5(iii))?
3. Legyen x ∈ V, p ∈ V⋆ és A ∈ Lin(V). Igazoljuk, hogy

(x⊗ p)A = x⊗A⋆p.

4. Mutassuk meg (lásd az annullátor 12.7.8. feladatban bevezetett fogalmát),
hogy az A : V → W lineáris leképezésre

(i) KerA⋆ = (RanA)0,
(ii) (KerA)0 = RanA⋆.

5. Értelmezzük az A : V → W konjugált lineáris leképezés transzponáltját az
(A⋆f |x) := (f |Ax)∗ (f ∈ W⋆,x ∈ V) formulával. Igazoljuk, hogy A⋆ konjugált
lineáris. Melyek érvényesek most is a 14.1. álĺıtás összefüggései közül?

6. Ha A : V → V lineáris bijekció, x ∈ V, p ∈ V⋆ és (p|A−1x) ̸= 1, akkor –
és csak akkor – A− x⊗ p is bijekció, és

(A− x⊗ p)−1 = A−1 +
(A−1x)⊗ (A−1)⋆p

1− (p|A−1x)
.

7. Adjuk meg a p ∈ V⋆ azaz a p : V → K lineáris leképezés transzponáltját a
K⋆ ≡ K, Lin(K,V⋆) ≡ V⋆ azonośıtások alapján!

15. Oszlop- és sorvektorok

15.1. A 11. fejezetben mondottak szerint KN duálisát azonośıthatjuk KN -nel:

(KN )⋆ = Lin(KN ,K) ≡ K1×N = KN .



15. Oszlop- és sorvektorok 67

Ez egyrészt igen jó, mert könnyen számolhatunk ilyen lineáris funkcionálokkal,
másrészt egy kicsit kellemetlen, mert összetéveszthetjük a vektorokat és kovekto-
rokat (lineáris funckionálokat). Ha már elég gyakorlatunk van, az összetévesztés
veszélye kicsiny, és matematikai szempontból nem is lényeges. Fizikai tartalmukat
tekintve azonban a vektorok és kovektorok különbözők, és nem célszerű elmosni
köztük a különbséget (lásd később a koordinátázás ćımű fejezetet). Ezért sokszor
megkülönböztető jelölést alkalmaznak KN és (KN )⋆ elemeire. Ezt tekintjük most
át.

Amikor a KN → KM lineáris leképezéseket mátrixokkal azonośıtottuk, a vekto-
rokat oszlopba ı́rtuk. A KN → K lineáris leképezés az ottani megállapodás szerint
viszont egy sor. Ezért a vektorokat oszlopvektoroknak, a kovektorokat sorvek-
toroknak is szokták mondani. Jelölésben úgy különböztetik meg őket, hogy az
oszlopvektorok tagjainak indexét fölülre, a sorvektorokét alulra ı́rják:

ξ = (ξk | k = 1, . . . , N) =




ξ1

ξ2

...
ξN


 ∈ KN ,

π = (πk | k = 1, . . . , N) = (π1 π2 · · · πN ) ∈ (KN )⋆,

és a márt megismert ,,sor-oszlop” szorzással

(π|ξ) = (π1 π2 · · · πN )




ξ1

ξ2

...
ξN


 =

N∑
k=1

πkξ
k.

Ebben és az utána levő fejezetben következetesen alkalmazzuk ezt az alsó-fölső
indexelést, a könyvünk más részében azonban nem.

15.2. A kanonikus projekciók

pri : KN → K, ξ �→ ξi (i = 1, . . . , N)

lineáris funkcionálok, azaz (KN )⋆ elemei. Azért ı́rtunk most a projekciókhoz fölső
indexet, mert a pri(ξ) = ξi egyenlőségben ı́gy áll az i ,,szabad index” (amire nem
összegzünk) mind a két oldalon azonos helyzetben. Ezt a szabályt is jegyezzük
meg.

Ha mint szokásosan e1, . . . , eN jelöli a KN standard bázisát, akkor

(pri|ek) = δik,
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vagyis pr1, . . . , prN épp a standard bázis duálisa. Nem nehéz belátni, hogy pri

mint sorvektor az a szám N -es, amelynek az i-edik tagja 1, a többi nulla:

pri = (0, . . . , 0, 1
(i)
, 0, . . . , 0),

azaz a standard bázis duálisa a (KN )⋆ ≡ KN azonośıtásban önmaga. Ezért célsze-
rűen azt ı́rjuk, hogy

ei := pri.

15.3. Az eddigieknek megfelelően a mátrixokat is alsó-fölső indexekkel jelöljük,
aszerint, honnan hová leképezéseknek tekintjük őket. Közelebbről, ha az áttekint-
hetőség kedvéért ugyanolyan szimbólummal jelöljük a standard bázisvektorokat
KN -ben és KM -ben,

A : KN → KM ≡
(
αi

k := (ei|Aek) | i = 1, . . . ,M ; k = 1, . . . , N
)
,

R : KN → (KM )⋆ ≡
(
ρik := (ei|Rek) | i = 1, . . . ,M ; k = 1, . . . , N)

B : (KN )⋆ → (KM )⋆ ≡
(
βi

k := (ei|Bek) | i = 1, . . . ,M ; k = 1, . . . , N)

S : (KN )⋆ → KM ≡
(
σik := (ei|Sek) | i = 1, . . . ,M ; k = 1, . . . , N).

Tehát ha ξ ∈ KN és π ∈ (KN )⋆, akkor

(Aξ)i =

N∑
k=1

αi
kξ

k, (Rξ)i =

N∑
k=1

ρikξ
k,

(Bπ)i =

N∑
k=1

βi
kπk, (Sπ)i =

N∑
k=1

σikπk.

Figyeljük meg a szabályt: mindig ellentétes helyzetben levő indexekre összeg-
zünk.

Felh́ıvjuk a figyelmet arra, hogy bár ez az ,,alsó-fölső” indexezés hasznos, jól is
kezelhető, a mátrixok konkrét alakjában ezt nem tudjuk visszatükrözni: vektort
ugyanis lehet sorba vagy oszlopba ı́rni, de mátrixnál az ilyen megkülönböztetés le-

hetetlen. Honnan tudjuk például, hogy

(
0 1 2
1 2 0

)
melyik t́ıpusú a fentiek közül?

Másrészt a sor-oszlop szorzás általános szabálya is elvész, hiszen ha sorvektorra
hat a mátrix, akkor sor-sor szorzást kell alkalmazni, és az eredmény lehet sorvektor
is, oszlopvektor is.

Itt ragadjuk meg az alkalmat, hogy hangsúlyozzuk, a ,,sor” és ,,oszlop” nem
matematikai fogalmak; ne higgyük, hogy vektor és oszlop, kovektor és sor szük-
ségszerűen összetartozó dolgok. Ford́ıtva is megállapodhattunk volna.
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15.4. Az A ∈ Lin(KN ,KM ) transzponáltja A⋆ ∈ Lin((KM )⋆, (KN )⋆). Mátri-
xának ik-adik tagja

(α⋆)i
k := (ei|A⋆ek)(KN )⋆ = (A⋆ek|ei)KN = (ek|Aei)KM = αk

i.

Szemléletesen: A⋆ mátrixa az A mátrixának a főátlóra való tükrözöttje:

A =




α1
1 α1

2 · · · α1
N

α2
1 α2

2 · · · α2
N

...
...

...
αM

1 αM
2 · · · αM

N


 ,

A⋆ =




(α⋆)1
1 (α⋆)1

2 · · · (α⋆)1
M

(α⋆)2
1 (α⋆)2

2 · · · (α⋆)2
M

...
...

...
(α⋆)N

1 (α⋆)N
2 · · · (α⋆)N

M


 =




α1
1 α2

1 · · · αM
1

α1
2 α2

2 · · · αM
2

...
...

...
α1

N α2
N · · · αM

N




Tersmészetesen hasonló formulák érvényesek KN → (KM )⋆ stb. lineáris leké-
pezések transzponáltjára. Ezért értelmezzük úgy egy M × N -es mátrix transz-
ponáltját, mint azt az N × M -es mátrixot, amelyet a főátlóra való tükrözéssel
nyerünk.

Az indexek alsó-fölső elhelyezése jól tükrözi azt a tényt, hogy a szimmetrikusság
csak V → V⋆ illetve V⋆ → V lineáris leképezésekre értelmes. A fenti jelöléseknek
megfelelően B : KN → (KN )⋆ illetve R : (KN )⋆ → KN pontosan akkor szimmet-
rikus, ha βik = βki illetve ρik = ρki minden i, k esetén. Azt, hogy A : KN → KN

szimmetrikusságának nincs értelme, abból látjuk, hogy αi
k nem lehet egyenlő sem

αk
i-vel sem αk

i-vel az azonos jelű indexek különböző helyzete miatt.
Mindez persze csak az absztrakt formulákban jelentkezik. Egy akármilyen konk-

rét mátrix lehet szimmetrikus: például

(
0 1
1 0

)
. Ha ez egy K2 → K2 leképezés

mátrixa, akkor a szimmetrikussága a ,,véletelen” műve, ,,nem jelent semmit”; ha
viszont K2 → (K2)⋆ leképezés mátrixa, akkor szimmetrikussága ,,szükségszerű”,
és jól meghatározott ,,jelentése van”. A következő fejezetben pontosan látjuk, mi
a tartalma ezeknek a kijelentéseknek.

15.5. Vizsgáljuk meg a KN → KM egy rangú lineáris leképezéseket. Legyen
η := (ηi | i = 1, . . . ,M) ∈ KM és π := (πk | k = 1, . . . , N) ∈ (KN )⋆. Az
η ⊗ π ∈ Lin(KN ,KM ) mátrixot az határozza meg, hogy minden ξ = (ξk | k =
1, . . . , N) ∈ KN esetén (η ⊗ π)ξ = (π|ξ)η, azaz

N∑
k=1

(η ⊗ π)ikξ
k =

(
N∑

k=1

πkξ
k

)
ηi (i = 1, . . . ,M).

Ebből jól látszik, hogy

(η ⊗ π)ik = ηiπk (i = 1, . . . ,M ; k = 1, . . . , N).
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Ennek megfelelően, ha η = ei, π = ek, akkor olyan mátrixot kapunk, amelynek
az ik-adik tagja 1, a többi nulla.

15.6. Feladatok
1. Adjunk meg egy olyan nem nulla lineáris funkcionált C3-on, amely nulla

értéket vesz fel az 


1
1
1


 ,




1
1
i




vektorokon.
2. Adjuk meg a C3




1
1
i


 ,




1
i
1


 ,




i
1
1




bázisának a duálisát!
3. Számı́tsuk ki az 


1
1
i)


⊗ (1, 2)

mátrix tagjait!

16. Koordinátázás

16.1. Azzal kell kezdenünk, hogy egy kicsit pontośıtjuk a KN -re mondottakat.
Nevezetesen, amikor az e1, . . . , eN standard bázisról beszéltünk, a 3. fejezet értel-
mében az {e1, . . . , eN} halmazra kellett volna utalnunk. Ha azonban ezt tesszük,
akkor értelmét veszti például az, hogy egy lineáris leképezést adott módon mátrix-
szal azonośıtunk, hiszen a mátrix tagjainak a sorrendje igen fontos (ha két tagot
felcserélünk, általában az eredetitől különböző márixot kapunk), a fenti halmaz-
ban viszont értelmetlen a sorrend. Amikor tehát az e1, . . . , eN standard bázisról
beszéltünk tulajdonképpen az (e1, . . . , eN ) indexezett N -esre kellett gondolnunk.
Most pontossá tesszük ezt.

Defińıció Legyen V vektortér, I indexhalmaz. A VI -nek a (vi | i ∈ I)
elemét a V indexezett bázisának nevezzük, ha {vi | i ∈ I} (amely a V
részhalmaza) bázis V-ben.

16.2. Legyen V a K fölötti N < ∞ dimenziós vektortér. Mint tudjuk, V
izomorf KN -nel. Egy K : V → KN izomorfizmust a V koordinátázásának
h́ıvunk.



16. Koordinátázás 71

A K koordinátázás meghatározza V-nek egy indexezett bázisát a vi := K−1ei
(i = 1, . . . , N) formulával. Ford́ıtva, a V-nek egy (v1, . . . ,vN ) indexezett bázisa
meghatározza a V egy koordinátázását a Kvi := ei (i = 1, . . . , N) formulával.
Tehát koordinátázások és indexezett bázisok kölcsönösen egyértelműen megfelel-
tethetők egymásnak.

A (v1, . . . ,vN ) indexezett bázis meghatározta koordinátázást igen jól használ-
ható alakban tudjuk megadni a 12.4. (∗∗) képlet alapján. Ha (p1, . . . ,pN ) az
adott bázis duálisa (most használjuk az alsó-felső index formalizmusát), akkor

Kx =
(
(pi|x) | i = 1, . . . , N

)
(x ∈ V),

azaz Kx éppen az x vektornak az adott bázisra vonatkozó koordinátáiból álló
indexezett N -es.

A koordinátázás inverzét, a V paraméterezésének h́ıvjuk:

P := K−1 : KN → V, (ξi | i = 1, . . . , N) �→
N∑
i=1

ξivi.

16.3. Érdekes és fontos kérdés, mi a kapcsolat egy vektornak két különböző
koordinátázás szerinti koordinátái között.

Legyen az előzőekben adott indexezett bázis mellett egy másik (v′
1, . . . ,v

′
N )

indexezett bázis is, amelynek a duálisa (p
′1, . . . ,p

′N ). Ekkor a 12.4. (∗∗) szerint

v′
i =

N∑
k=1

(pk|v′
i)vk (i = 1, . . . , N),

vk =

N∑
j=1

(p
′j |vk)v

′
j (k = 1, . . . , N).

Következésképpen minden i-re

v′
i =

N∑
k=1

(pk|v′
i)

N∑
j=1

(p
′j |vk)v

′
j =

N∑
j=1

(
N∑

k=1

(pk|v′
i)(p

′j |vk)

)
v′
j ,

amiből
N∑

k=1

(p
′j |vk)(p

k|v′
i) = δji. (∗)

Szokás a
T ′ :=

(
(pk|v′

i) | k, i = 1, . . . ,N
)
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mátrixot a ,,vesszőtlen” bázisról a ,,vesszős” bázisra való áttérés mátrixának ne-
vezni. Hasonlóan,

T :=
(
(p

′j |vk) | j, k = 1, . . . ,N
)

a ,,vesszőtlen” bázisról a ,,vesszősre” való áttérés mátrixa. A fenti összefüggés azt
mondja, hogy az egyik mátrix a másiknak az inverze:

T ′T = idKN , azaz T ′ = T−1.

Ha ξ = (ξi | i = 1, . . . , N) és ξ′ = (ξ
′i | i = 1, . . . , N) az x vektor koordinátái a

,,vesszőtlen” illetve ,,vesszős” bázisban, akkor ξ′ = K ′K−1ξ, és

ξ
′i =

(
p

′i
��

N∑
k=1

ξkvk

)
=

N∑
k=1

ξk(p
′i|vk) (k = 1, . . . , N),

azaz
K ′K−1 = T .

Látjuk, hogy az áttérés mátrix adja meg az úgynevezett vektori transzformá-
ciós szabályt, amely megmondja, hogyan változnak meg a vektorok koordinátái,
ha egy bázisról áttérünk egy másikra.

16.4. Érdekes közelebbről szemügyre venni a V = KN esetét. Legyen a ,,vesz-
szőtlen” bázis a standard bázis, és h́ıvjuk a vesszős bázist ,,újnak”. Ekkor a K :
KN → KN koordinátázás az egységmátrix (KN identitása). Az ,,új” bázis szerinti
K ′ koordinátázás tehát egyenlő az ,,új” bázisról a standard bázisra való áttérés
mátrixával.

16.5. AV vektortér (vi | i = 1, . . . , N) indexezett bázisának megfelelőK kordi-
nátázás meghatározza a V⋆ egy koordinátázását: azt, amelyik a (pi | i = 1, . . . , N)
duális bázis elemeihez rendeli a (KN )⋆ (e1, . . . , eN ) standard bázisának az elemeit.
Azt álĺıtjuk, hogy ez a koordinátázás (K−1)⋆ = P ⋆. Valóban, minden k = 1, . . . , N
és ξ = (ξi | i = 1, . . . , N) ∈ KN esetén

(
(K−1)⋆pi

�� ξ)KN =
(
pi

�� K−1ξ
)
V

=

(
pi

����
N∑

k=1

ξkvk

)

V

=

N∑
k=1

ξk(pi|vk)V = ξi =

= (ei|ξ)KN ,

tehát (K−1)⋆pi = ei, amit az inverz-képzés és transzponálás felcserélhetősége
folytán úgy is ı́rhatunk, hogy pi = K⋆ei.

A 16.3. végén levő képletből adódik, hogy egy másik, ,,vesszős” koordinátázásra
való áttérésnél a kovektori transzformációs szabály

(P ′)⋆(P ⋆)−1 = (T−1)⋆.



16. Koordinátázás 73

A kovektorok koordinátái másképp változnak egy másik bázisra való áttérésnél,
mint a vektorok koordinátái. Előfordulhat például, hogy egy vektornak és egy
kovektornak a koordinátái egy bázisban ugyanazok, mondjuk (1, 2, 1). Egy másik
bázisban azonban már különbözők a koordinátáik.

16.6. A koordinátázással a lineáris leképezéseket átvisszük mátrixokba.
Az A : V → W lineáris leképezés mátrixa a K : V → KN illetve az L : W →

KM koordinátázásban az LAK−1 : KN → KM lineáris leképezés.
Ha (vk | k = 1, . . . , N) és (wi | i = 1, . . . ,M) a K illetve az L koordinátázás-

nak megfelelő indexezett bázis V-ben illetve W-ban, és (pk | k = 1, . . . , N) illetve
(f i | i = 1, . . . ,M) a hozzájuk tartozó duális bázis, akkor a 15.3. szerint az A
mátrixának ik-adik tagja

(ei|LAK−1ek)KM = (ei|LAvk)KM = (L⋆ei|Avk) = (f i|Avk),

tehát A mátrixa a szóban forgó bázisokban

(
(f i|Avk) | i = 1, . . . ,M ; k = 1, . . . , N

)
.

Vegyük észre, hogy a 13.3. álĺıtás szerint a lineáris leképezés mátrixának tagjai
épp a lineáris leképezés koordinátái a Lin(V,W) megfelelő indexezett bázisára
vonatkozóan.

Az Ax ∈ W koordinátái az adott bázisban LAx = (LAK−1)(Kx), tehát
úgy számı́thatjuk ki ezeket a koordinátákat, hogy alkalmazzuk A mátrixát az x
koordinátáiból álló oszlopvektorra.

16.7. Különönes érdekes azoknak a lineáris leképezéseknek a mátrixa, amelyek
V és/vagy V⋆ között hatnak.

A ∈ Lin(V,V) mátrixa KAK−1 =
(
(pi|Avk) | i, k = 1, . . . , N

)
,

R ∈ Lin(V,V⋆) mátrixa P ⋆RP =
(
(vi|Rvk) | i, k = 1, . . . , N

)
,

B ∈ Lin(V⋆,V⋆) mátrixa P ⋆B(P ⋆)−1 =
(
(vi|Bpk) | i, k = 1, . . . , N

)
,

S ∈ Lin(V⋆,V) mátrixa KSK⋆ =
(
pi|Spk | i, k = 1, . . . , N

)
;

itt mindig úgy használtuk K-t illetve az inverzét P -t hogy a formulák ,,szépek”
legyenek: egyszerűek, és vagy csak K vagy csak P szerepeljen bennük.

Ha veszünk egy másik, ,,vesszős” koordinátázást, akkor
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K ′A(K ′)−1 = K ′K−1KAK−1K(K ′)−1 = T (KAK−1)T−1,

K ′S(K ′)⋆ = K ′K−1KSK⋆(K⋆)−1(K ′)⋆ = T (KSK⋆)T ⋆,

és hasonló formulákat ı́rhatunk a többi esetre is; láthatjuk, hogy az egyik bázisról
a másikra való áttérésnél a V → V lineáris leképezések mátrixainak változása, a
transzformációs szabály más, mint a V → V⋆ stb. lineáris leképezések mátri-
xaié.

16.8. Jól látszik az előző pont formuláiból, hogy egy V → V⋆ illetve V⋆ → V
lineáris leképezés pontosan akkor szimmetrikus, illetve antiszimmetrikus, ha bár-
mely bázisra vonatkozó mátrixa szimmetrikus illetve antiszimmetrikus.

Előfordulhat, persze, hogy egy V → V lineáris leképezés mátrixa valamely
bázisban szimmetrikusnak adódik, de ez csak a ,,véletlen” műve: más bázisban a
mátrixa már nem lesz szimmetrikus, amint arról a transzformációs szabály alapján
könnyen megyőzőzdhetünk..

16.9. Feladatok
1. Vegyük aV két indexezett bázisát, a ,,vesszőtlent” és a ,,vesszőset” az előzőek

szerint. Definiáljuk az Z : V → V lineáris leképezést az Zvi := v′
i (i = 1, . . . , N)

formulával. Mutassuk meg, hogy Z mátrixa mindkét bázisra vonatkozóan ugyan-
az, és egyenlő a ,,vesszőtlen” bázisról a ,,vesszősre” való áttérés mátrixával, azaz
KZK−1 = K ′Z(K ′)−1 = T .

Mi a Z mátrixa, ha értelmezési tartományában (V-ben) a K koordinátázást,
értékkészletében (ez is V!) a K ′ koordinátázást vesszük?

2. Bizonýıtsuk be a 16.3. (∗) összefüggést a 13.5.4. feladat alapján.
3. Legyen w ∈ W, p ∈ V⋆. Adjuk meg w ⊗ p mátrixát a V és W egy-egy

indexezett bázisára vonatkozóan.
4. Mutassuk meg, hogy ha A ∈ Lin(V) mátrixa ugyanaz minden koordinátá-

zásban, akkor van olyan α szám, hogy A = αidV.
5. Mi a (v1, . . . ,vN ) indexezett bázisról az (α1v1, . . . , αNvN ) indexezett bázisra

való áttérés mátrixa, ahol α1, . . . , αN adott nem nulla számok?
6. Mutassuk meg, hogy A ∈ Lin(V) mátrixa ugyanaz az előbbi feladat mindkét

bázisára vonatkozóan.
7. Tekintsük a legfeljebb (N − 1)-ed fokú polinomok vektorterét. Mi a
(i) differenciálás,
(ii) a p �→ (t �→ p(t+ 1)) lineáris leképezés

mátrixa az (idkK | k = 0, 1, . . . , N − 1) indexezett bázisban?
8. Határozzuk meg a legfeljebb (N − 1)-ed fokú polinomok vektorterén a
(i) DMidK

(ii) M2
idK

D2

(lásd 8.2. (vii)) mátrixát az (idkK | k = 0, 1, . . . , N − 1) indexezett bázisban.
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9. Adjuk meg C3-ban a standard bázisról az

( 1 i 0 ) , ( 0 1 i ) , ( i 0 1 )

indexezett bázisra való áttérés mátrixát!
10. Legyen az A : C3 → C3 lineáris leképezés mátrixa (a standard bázisban)




0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0


 .

Mi az A mátrixa az előző feladatban szereplő bázisban?
11. Legyen az A ∈ Lin(C2) mátrixa (a standard bázisban)

(
1 1
1 1

)
.

Mi az A mátrixa az

(
1
1

)
,

(
1
i

)
illetve

(
1
0

)
,

(
−1
i

)

indexezett bázisban?
12. Feleljünk az előző két feladat kérdéseire, ha az adott mátrixokat C3 → (C3)⋆

illetve C2 → (C2)⋆ lineáris leképezéseknek tekintjük.
13. Legyen I indexhalmaz, és jelölje K(I) azokat az I → K leképezéseket, ame-

lyek legfeljebb véges sok helyen nem nullák. A pontonkénti műveletekkel K(I)

vektortér. Legyen ei az az eleme ennek a vektortérnek, amely az i helyen 1 értéket
vesz fel, máshol nullát. Ekkor (ei | i ∈ I) a K(I) indexezett bázisa.

Ha (vi | i ∈ I) a V vektortér indexezett bázisa, akkor V → K(I), vi �→ ei
izomorfizmust határoz meg, amelyet a V koordinátázásának h́ıvunk. Mi marad
érvényben a fejezetben mondottak közül az ilyen esetre (amikor tehát az index-
halmaz nem feltétlenül véges)?
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IV. MULTILINEÁRIS LEKÉPEZÉSEK

17. Bilineáris leképezések

17.1. Defińıció Legyen U, V és W vektortér (azonos K test fölött). Az
R : U×V → W leképezést bilineárisnak nevezzük, ha

(i) minden u ∈ U esetén V → W, v �→ R(u,v) lineáris,
(ii) minden v ∈ V esetén U → W, u �→ R(u,v) lineáris.

Egyszerű tény, hogy R(0,v) = R(u,0) = 0 minden v ∈ V és u ∈ U esetén.
A fenti meghatározó tulajdonságok egyenértékűek azzal, hogy

R




r∑
i=1

αiui,

s∑
j=1

βjvj


 =

r∑
i=1

s∑
j=1

αiβjR(ui,vj),

ahol a szokásos jeleket használtuk lineáris kombinációkra.
Igen könnyű belátni – az olvasóra b́ızzuk, tegye meg a 8.3-beli bizonýıtás min-

tájára –, hogy az U × V → W bilineáris leképezések a pontonkénti művelettel
ellátva vektorteret alkotnak (a WU×V alterét). Jelölje

Lin2(U×V,W)

ezt a vektorteret.
Az is egyszerű tény, hogy ha R ∈ Lin2(U×V,W) és
– A ∈ Lin(U′,U), B ∈ Lin(V′,V), akkor R ◦ (A×B) ∈ Lin2(U′ ×V′,W),
– C ∈ Lin(W,W′), akkor C ◦R ∈ Lin2(U×V,W′).

17.2. A következő példákban felsorolt leképezések bilineárisak.

(i) KN × KN → K, (ξ,η) �→
N∑
i=1

ξiηi. Vegyük észre, hogy N = 1 esetén ez épp

a szorzás.
(ii) P×P → P, (p, q) �→ pq, ahol P a polinomok vektorterét jelöli.
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(iii) K×V → V, (α,x) �→ αx.
(iv) Lin(V,W) ×V → W, (A,x) �→ Ax; speciálisan (a W = K esete) V⋆ ×

V → K, (p,x) �→ (p|x).
(v) Lin(V)× Lin(V) → Lin(V), (A,B) �→ AB.
(vi) W ×V⋆ → Lin(V,W), (w,p) �→ w ⊗ p.

17.3. Alapvető jelentőségű az a tény, hogy egy bilineáris leképezést egyérelmű-
en meghatároznak bármely bázisok Descartes-szorzatán felvett értékei. Sőt ennél
egy kicsit több is mondható.

Álĺıtás Ha W vektortér, A az U vektortér bázisa, B a V vektortér bázi-
sa, akkor tetszőleges R : A × B → W leképezés egyértelműen kiterjesztető
U×V → W bilineáris leképezéssé.

Bizonýıtás Legyen A = {ui | i ∈ I} és B = {vj | j ∈ J}. A kiterjesztést –
amelyet szintén R-rel jelölünk – a következőképp definiáljuk:

R


∑

i∈F

αiui,
∑
j∈G

βjvj


 :=

∑
i∈F

∑
j∈G

αiβjR(ui,vj)

(
F ⊂ I véges, G ⊂ J véges, αi, βj ∈ K, i ∈ F, j ∈ G

)
.

Ezután a bizonýıtás menete lényegében ugyanaz, mint a 8.4. bizonýıtásáé.

17.4. Egy bilineáris leképezés értékkészlete általában nem lineáris altér. Most
az értékkészlet kifesźıtette alteret jellemezzük.

Álĺıtás Legyen R : U × V → W bilineáris leképezés. Ekkor Span(RanR)

minden eleme
n∑

i=1

R(ui,vi) alakú, ahol n ∈ N, és u1, . . . ,un az U-nak,

v1, . . . ,vn a V-nek elemei, amelyek vehetők lineárisan függetlennek, ha az
összeg nem nulla.

Bizonýıtás A szóban forgó altér elemei
n∑

i=1

αiR(ui,vi) =
n∑

i=1

R(αiui,vi) alakú-

ak; az u′
i := αiui jelöléssel és a vessző elhagyásával végül is a

n∑
i=1

R(ui,vi) alakra

jutunk.
Legyen m a vi-k közül kiválasztható legtöbb lineárisan független vektor száma;

ha m = 0, akkor minden vi nulla, az összeg is nulla. Tegyük fel, hogy m > 0; az
általánosság megszoŕıtása nélkül vehetjük úgy, hogy éppen v1, . . . ,vm lineárisan
függetlenek. Ekkor

vi =

m∑
k=1

αkivk (i = m+ 1, . . . , n),
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és

n∑
i=i

R(ui,vi) =

m∑
i=1

R(ui,vi) +

n∑
i=m+1

R

(
ui,

m∑
k=1

αkivk

)
=

=
m∑

k=1

R(uk,vk) +

n∑
i=m+1

m∑
k=1

αkiR(ui,vk) =

=

m∑
k=1

R

(
uk +

n∑
i=m+1

αkiui,vk

)
.

Az U-beli vektorok átnevezésével azt kaptuk, hogy a szóban forgó altér elemei
m∑

k=1

R(uk,vk) alakúak, ahol a vk-k lineárisan függetlenek.

Legyen most r az uk-k közül kiválasztható legtöbb lineárisan független vektor
száma; ha r = 0, akkor minden uk nulla, az összeg is nulla. Tegyük fel, hogy
r > 0; az általánosság megszoŕıtása nélkül vehetjük úgy, hogy éppen u1, . . . ,ur

lineárisan függetlenek. Ekkor ugyanúgy, mint az előbb, azt kapjuk, hogy

m∑
k=1

R(uk,vk) =

r∑
j=1

R

(
uj ,vj +

m∑
i=r+1

βjivi

)
.

Befejezésül csak azt kell megmutatnunk, hogy

{
vj +

n∑
i=r+1

βjivi | j = 1, . . . , r

}

lineárisan függetlenek. Íme: tegyük fel, hogy

0 =
r∑

j=1

αj

(
vj +

m∑
i=r+1

βjivi

)
=

r∑
k=1

αkvk +

m∑
k=r+1




r∑
j=1

αjβjk


vk.

A vk-k lineáris függetlensége miatt minden együttható, speciálisan α1, . . . , αr nul-
la.

17.5. Különösen fontos szerepet játszanak azok a bilineáris leképezések, ame-
lyek az alaptestbe képeznek (hasonlóan, mint az alaptestbe képező lineáris leké-
pezések).

Álĺıtás Legyen U és V vektortér (azonos K test fölött). Ekkor az

i : Lin(V,U⋆) → Lin2(U×V,K),
(
i(B)

)
(u,v) := (Bv|u)U = (u|Bv)U⋆ ,

(B ∈ Lin(V,U⋆),u ∈ U,v ∈ V)

leképezés lineáris bijekció.
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Bizonýıtás Az i leképezés lineáris, mert

(
i(B +C)

)
(u,v) =

(
(B +C)v|u

)
= (Bv|u) + (Cv|u) =

=
(
i(B)

)
(u,v) +

(
i(C)

)
(u,v) =

=
(
i(B) + i(C)

)
(u,v),

és hasonlóan érvelhetünk a számmal szorzást illetően.
Ha i(B) = 0, azaz minden u ∈ U és v ∈ V esetén (Bv|u) = 0, akkor Bv = 0

minden v-re, tehát B = 0, vagyis i injekt́ıv.
Legyen most R ∈ Lin2(U ×V,K). Ekkor minden v ∈ V esetén u �→ R(u,v)

lineáris funkcionál U-n, azaz R(·,v) ∈ U⋆. A j(R) : V → U⋆, v �→ R(·,v)
leképezés lineáris, vagyis a Lin2(U × V,K) minden R eleméhez egyszerűen hoz-
zárendelhetjük a Lin(V,U⋆) egy j(R) elemét. Az olvasóra b́ızzuk, mutassa meg,
hogy i(j(R)) = R, amiből következik, hogy i ráképezés (tehát bijekció, és az
inverze j).

17.6. Az imént tárgyalt izomorfizmus annyira természetes, hogy el is hagyjuk a
jelölését, vagyis azonośıtjuk a szóban forgó lineáris illetve bilineáris léképezéseket,
és azt ı́rjuk, hogy

Lin(V,U⋆) ≡ Lin2(U×V,K),

(Bv|u) = (u|Bv) := B(u,v) (u ∈ U,v ∈ V).

Az azonośıtásból az is következik, hogy

dim(Lin2(U×V,K)) = (dimV)(dimU),

ami különösen akkor érdekes, ha a vektorterek véges dimenziósak.
Egy fontos formulát emĺıtünk meg ezzel az azonośıtással kapcsolatban. Ha

R ∈ Lin2(U×V,K), A ∈ Lin(U′,U), B ∈ Lin(V′,V), akkor

R ◦ (A×B) ≡ A⋆RB.

Valóban, minden u′ ∈ U′, v′ ∈ V′ esetén

(
R ◦ (A×B)

)
(u′,v′) = R(Au′,Bv′) = (Au′|RBv′) = (u′|A⋆RBv′).

17.7. A 17.5. álĺıtás mintájára beláthatjuk, hogy

i : Lin(V,U) → Lin2(U⋆ ×V,K),
(
i(A)

)
(f ,v) := (f |Av)U,

(A ∈ Lin(V,U),f ∈ U⋆,v ∈ V),

és
j : Lin2(U⋆ ×V,K) → Lin(V,U∗∗), j(R)v := R(·,v)
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(R ∈ Lin2(U⋆ ×V,K),v ∈ V)

lineáris injekciók, és j ◦ i : Lin(V,U) → Lin(V,U∗∗) a természetes beágyazás
(Lin(V,U) a Lin(V,U∗∗) lineáris altere).

Ezek az injekciók is annyira természetesek, hogy elhagyjuk őket a jelölésből,
vagyis azonośıtjuk a szóban forgó lineáris illetve bilineáris leképezéseket:

Lin(V,U) ⇛ Lin2(U⋆ ×V,K) ⇛ Lin(V,U∗∗).

Ha U véges dimenziós, akkor U = U∗∗, tehát mind i mind j szükségképpen
bijekció, és a fenti formulákban ⇛ helyett ≡ áll.

17.8. A mondottak szerint a (KM )⋆ × KN → K bilineáris leképezések azono-
śıthatók KN → KM lineáris leképezésekkel, azaz M ×N -es mátrixokkal.

Az A = (αi
k | i = 1, . . . ,M ; k = 1, . . . , N) mátrix a következő bilineáris leké-

pezésnek felel meg:

(π, ξ) �→
M∑
i=1

N∑
k=1

πiα
i
kξ

k = (π|Aξ).

Szemléletessé is tehetjük ezt a formulát: a benne szereplő kettős összeget az
alábbi elrendezésből sor-oszlop szorzásból kapjuk:

(π1 · · · πM )




α1
1 α1

2 · · · α1
N

α2
1 α2

2 · · · α2
N

...
...

...
αM

1 αM
2 · · · αM

N







ξ1

...
ξN


 .

Természetesen az egyéb fönn-lenn indexes mátrixok (lásd a 15. és 16. fejeze-
tet) is megfelelő bilineáris leképezésekkel azonośıthatók; például a két alsó indexes
mátrixok, azaz a KN → (KM )⋆ lineáris leképezések a KM × KN → K bilineáris
leképezésekkel.

Furcsának tűnhet, hogy az azonośıtásokban megfordul a sorrend, például aV →
U lineáris leképezéseket U ⋆ ×V → K bilineáris leképezésekkel azonośıtjuk. Ez
azért van, hogy KN és KM esetén a mátrixokra a fenti, jól áttekinthető balról-
jobbról szorzási sémát alkalmazhassuk.

17.9. HaU ésV véges dimenziós, akkor azR : U×V → K bilineáris leképezést
is mátrixszal reprezentálhatjuk a K : V → KN és L : U → KM koordinátázások-
kal:

R ◦ (L−1 ×K−1) ∈ Lin2(KM ×KN ,K) ≡ Lin((KN , (KM )∗).

Ha (u1, . . . ,uM ) és (v1, . . . ,vN ) az L illetve a K koordinátázásnak megfelelő
indexezett bázis, akkor R mátrixa

(
R(ui,vk) | i = 1, . . . ,M ; k = 1, . . . , N

)
,
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hiszen a fennálló azonośıtás szerint a szóban forgó mátrix ik-adik tagja

(
ei

�� R ◦ (L−1 ×K−1)ek
)
= R(L−1ei,K

−1ek) = R(ui,vk).

17.10. Feladatok
1. Bilineárisak-e a
(i) KN ×KN → KN , (ξ,η) �→ (ξ1η1, ξ2η2, . . . , ξNηN ),
(ii) KM ×KN → K, (ξ,η) �→ ξNη1

leképezések?
2. Mutassuk meg (például bázisokat használva), hogy a 0∞ := 0 megállapodás-

sal dim(Lin2(U×V,W)) = (dimU)(dimV)(dimW).
3. Bizonýıtsuk be a 17.4. álĺıtás következő általánośıtását:

i : Lin
(
V,Lin(U,W)

)
→ Lin2(U×V,W),

(
i(B)

)
(u,v) := (Bv)u

leképezés lineáris bijekció.
4. Értelmezzük az (

M

X
i=1

Ui

)
×

(
N

X
k=1

Vk

)
→ K

bilineáris leképezés blokk-mátrixát a 17.8. általánośıtásaként a 11.5. mintájára.

18. Bilineáris formák

18.1. A V ×V → K bilineáris leképezéseket a V-n adott bilineáris funcio-
náloknak vagy bilineáris formáknak szokás h́ıvni.

Defińıció Az R : V × V → K bilineáris formát szimmetrikusnak illetve
antiszimmetrikusnak mondjuk, ha

R(x,y) = R(y,x) illetve R(x,y) = −R(y,x)

minden x,y ∈ V esetén.
A szimmetrikus vagy antiszimmetrikus R bilineáris forma magja

KerR := {x ∈ V | R(·,x) = 0}.

R nem elfajult (nem degenerált), ha a magja nulla.

Az előző pontban tárgyaltak szerint

Lin2(V ×V) ≡ Lin(V,V⋆), R(x,y) ≡ (Ry|x)V.
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A V → V⋆ lineáris leképezésekre már definiáltuk a szimmetrikusság és anti-
szimmetrikusság fogalmát (lásd 14.5.); az a fenti azonośıtás szerint megegyezik az
itteni szimmetrikussággal illetve antiszimmetrikussággal. A bilineáris forma magja
pedig a megfelelő lineáris leképezés magjával egyenlő. A bilineáris forma pontosan
akkor nem elfajuló, ha a megfelelő lineáris leképezés injekt́ıv.

Ha V véges dimenziós, az R : V × V → K bilineáris leképezés mátrixa a
(v1, . . . ,vN ) indexezett bázisban

(R(vi,vk) | i, k = 1, . . . , N).

Ha R szimmetrikus, akkor minden bázisra vonatkozó mátrixa szimmetrikus; ha
R egy bázisra vonatkozó mátrixa szimmertrikus, akkor R szimmetrikus.

18.2. Valós vektorterek esetén igen fontos szerepet játszanak a következő fo-
galmak.

Defińıció A V valós vektortéren adott R szimmetrikus bilineáris forma

(i) pozit́ıv definit, ha R(x,x) > 0 (0 ̸= x ∈ V),
(ii) pozit́ıv szemidefinit, ha R(x,x) ≥ 0 (x ∈ V),
(iii) indefinit, ha van olyan x és y vektor V-ben, hogy R(x,x) > 0 és

R(y,y) < 0.

A negat́ıv definit és negat́ıv szemidefinit tulajdonságot az (i) és (ii)
mintájára definiáljuk ellenkező előjellel.

Világos, hogy pozit́ıv (szemi)definit bilineáris forma negat́ıvja negat́ıv (szemi)-
definit. Egyszerű tény továbbá, hogy pozit́ıv (negat́ıv) definit bilineáris forma
magja nulla.

Az előző pontban tárgyalt azonośıtás szerint a V → V⋆ illetve a V⋆ → V
szimmetrikus lineáris leképezésekre is használjuk a pozit́ıv definit stb. fogalmat.
Konkrétan például az A : V → V⋆ szimmetrikus lineáris leképezés pozit́ıv definit,
ha (Ax|x) > 0 minden 0 ̸= x ∈ V esetén.

18.3. Álĺıtás Mind a szimmetrikus, mind az antiszimmetrikus bilineáris
formák alteret alkotnak a bilineáris formák vektorterében; ezek kiegésźıtő
alterek.

Bizonýıtás Egyszerű tény, hogy szimmetrikus bilineáris formák összege is szim-
metrikus stb. A két altér közös része a nulla: egy bilineáris forma, amely szimmet-
rikus is, antiszimmetrikus is, szükségképpen nulla. Ha R : V×V → K bilineáris,
akkor az

SR(x,y) :=
1

2

(
R(x,y) +R(y,x)

)
,

AR(x,y) :=
1

2

(
R(x,y)−R(y,x)

)
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formulával előálĺıtott bilineáris formák szimmetrikusak illetve antiszimmetrikusak,
és R = SR+AR.

A bizonýıtásban szereplő SR-t és AR-t az R szimmetrikus részének illetve
antiszimmetrikus részének h́ıvjuk.

18.4. Ha p, q ∈ V⋆, akkor 13.1. szerint p ⊗ q : V → V⋆, y �→ (q|y)p lineáris
leképezés. 17.5. szerint mint bilineáris forma

p⊗ q : V ×V → K, (x,y) �→ (p|x)(q|y).

Bevezetjük a

p ∨ q := p⊗ q + q ⊗ p, p▽ q :=
1

2
p ∨ q,

p ∧ q := p⊗ q − q ⊗ p, p△ q :=
1

2
p ∧ q

jelöléseket. Könnyű látni, hogy p ▽ q és p △ q a p ⊗ q szimmetrikus illetve
antiszimmetrikus része.

Matematikakönyvekben kizárólag a ∧ és ∨ jel jelenik meg, de hol a mi álta-
lunk is ı́gy definiált mennyiséget, hol a mi általunk a △ illetve ▽ jelekkel definiált
mennyiséget értik alatta. A kétféle jel bevezetésével erre a kettősségre akartuk
felh́ıvni a figyelmet; a továbbiakban azonban csak a ∧ és ∨ jelekkel meghatározott
mennyiségeket használjuk.

Álĺıtás Ha dimV = N < ∞, akkor a szimmetrikus bilineáris formák alteré-

nek a dimenziója
N(N + 1)

2
, az antiszimmetrikus bilineáris formák alterének

a dimenziója
N(N − 1)

2
. Közelebbről, ha {pi | i = 1, . . . , N} aV⋆ egy bázisa,

akkor

{pi ⊗ pk | 1 ≤ i, k ≤ N},
{pi ∨ pk | 1 ≤ i ≤ k ≤ N},
{pi ∧ pk | 1 ≤ i < k ≤ N}

rendre bázis a bilineáris formák vektorterében, a szimmetrikus bilineáris for-
mák alterében és az antiszimmetrikus bilineáris formák alterében.

Bizonýıtás A bilineáris formák vektorterét illetően a Lin2(V×V,K) ≡ Lin(V,V⋆)
azonośıtásra és a 13.3. álĺıtásra hivatkozhatunk, de közvetlenül is érvelhetünk az
alábbiakhoz hasonlóan.

Mivel a fenti második és harmadik halmaz független alterekben vannak, és az

egyik
N(N + 1)

2
, a másik

N(N − 1)

2
elemből áll (amint az a kombinatorikából
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jól ismert), összesen tehát N2 elemből, amennyi a bilineáris formák vektorének
a dimenziója, 2.7. szerint elég belátnunk, hogy külön-külön lineárisan független
halmazok.

Tegyük fel, hogy

0 =

N∑
k=1

k∑
i=1

αikpi ∨ pk.

Ekkor minden x ∈ V esetén

0 =
N∑

k=1

k∑
i=1

αik

(
pi(pk|x) + pk(pi|x)

)
=

N∑
i=1

(
N∑

k=1

βik(pk|x)

)
pi,

ahol

βik :=




αik ha i < k,

2αik ha i = k,

αki ha i > k.

A pk-k lineáris függetlensége miatt először azt következtetjük, hogy minden
k = 1, . . . , N esetén a nagy zárójelen belüli összeg nulla, amiből, lévén x tetszőle-

ges,
∑N

i=1 βikpi = 0 adódik, és ismét a pi-k lineáris függetlensége miatt βik = 0
minden i, k esetén, amiből viszont αik = 0 minden i, k esetén.

Teljesen hasonlóan érvelhetünk az antiszimmetrikus bázisra vonatkozóan.

18.5. Álĺıtás A V-n adott R bilineáris forma pontosan akkor antiszimmet-
rikus, ha R(x,x) = 0 minden x ∈ V esetén.

Bizonýıtás Ha R antiszimmetrikus, akkor teljesül a fenti egyenlőség. Tegyük
most fel, hogy ez teljesül; ekkor minden x,y ∈ V esetén

0 = R(x+ y,x+ y) = R(x,x) +R(x,y) +R(y,x) +R(y,y),

amiből R(x,y) = −R(y,x).

Ha tehát R szimmetrikus és R(x,x) = 0 minden x-re, akkor R = 0.

Érdemes viszont megjegyezni, előfordulhat, hogy R ̸= 0 szimmetrikus, és van
olyan x ̸= 0, amelyre R(x,x) = 0; az ilyen x-et az R izotróp vektorának szokás
nevezni. Például az

R2 × R2 → R,
(
(ξ0, ξ1), (η0, η1)

)
�→ −ξ0η0 + ξ1η1

bilineáris formának (α, α) izotróp vektora minden α ̸= 0 esetén.
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18.6. Defińıció Legyen R a véges dimenziós V vektortéren adott szim-
metrikus bilineáris forma. A V egy {v1, . . . ,vN} bázisát R-ortogonálisnak
vagy R szerint ortogonálisnak mondjuk, ha

R(vi,vk) = 0 (i, k = 1, . . . , N, i ̸= k).

Álĺıtás Létezik R-ortogonális bázis. Ezen túl, ha V valós vektortér, ak-
kor létezik (az R szimmetrikus bilineáris formához) egyértelműen z, n és p
nemnegat́ıv egész szám úgy, hogy ha {v1, . . . ,vN} R-ortogonális bázis, akkor

R(vi,vi)




= 0 z darab i index esetén,

< 0 n darab i index esetén,

> 0 p darab i index esetén.

Bizonýıtás Az R-ortogonális bázis létezését a vektortér dimenziójára vonatkozó
teljes indukcióval mutatjuk meg.

Nyilvánvaló, hogy egy dimenziós vektortéren minden (szükségképpen egy ele-
mű) bázis bármely szimmetrikus bilineáris formára vonatkozóan ortogonális. Te-
gyük fel, hogy minden N − 1 dimenziós vektotéren van bármely szimmetrikus
bilineáris forma szerint ortogonális bázis.

Legyen R szimmetrikus bilineáris forma egy N dimenziós vektortéren, és zár-
juk ki a triviális R = 0 esetet. Ekkor van olyan x ∈ V, hogy R(x,x) ̸= 0. Ilyen
x-et rögźıtve, a V → K, y �→ R(y,x) lineáris funkcionál nem nulla, ı́gy magja
N − 1 dimenziós altér, amelyben x nincs benne. R leszűḱıtése ennek az altérnek
önmagával vett Descartes-szorzatára szintén szimmetrikus bilineáris forma, tehát
az indukciós feltevés szerint ebben van R-ortogonális bázis. E bázishoz hozzávéve
x-et az egész V-n R-ortogonális bázist kapunk.

Tegyük most fel, hogy {v1, . . . ,vN} és {v′
1, . . . ,v

′
N} a valós V vektortér két

R-ortogonális bázisa, amelyeket a z, n és p illetve a z′, n′ és p′ nemnegat́ıv egész
számok jellemeznek.

Könnyen jutunk arra a felismerésre, hogy z = z′ = dim(KerR). Ugyanis, ha vi

olyan, hogy R(vi,vi) = 0, akkor az R-ortogonalitás miatt R(vk,vi) = 0 minden
k = 1, . . . , N esetén, ami maga után vonja, hogy R(·,vi) = 0, azaz vi benne van
R magjában. Ha viszont x ∈ KerR, akkor R(vk,x) = 0 minden k = 1, . . . , N

esetén, és a
N∑
i=1

ξivi előálĺıtásból látjuk, hogy ξi = 0 minden olyan i esetén, amelyre

R(vi,vi) ̸= 0, azaz x az izotróp bázisvektorok lineáris kombinációja; tehát

KerR = Span{vi | R(vi,vi) = 0},
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és természetesen ugyanez igaz a ,,vesszős” bázisra is.
Vezessük be az

M− := Span{vi | R(vi,vi) < 0}, M+ := Span{vi | R(vi,vi) > 0}

jelölést, és hasonlóan M′
−-t, M

′
+-t. Vegyük észre, hogy KerR, M−, M+, csakúgy,

mint KerR, M′
−, M

′
+ kiegésźıtő altérrendszer.

Megmutatjuk, hogy

(KerR+M−) ∩M′
+ = {0}.

Tegyük fel, hogy x a fenti bal oldal eleme,

x =
∑

i∈Fz∪Fn

αivi =
∑
k∈F ′

p

βkv
′
k,

ahol Fz és Fn azoknak az indexeknek az összessége, amelyekre a ,,vesszőtlen” bá-
ziselemek KerR-ben illetve M−-ban vannak, és F ′

p azoké az indexeké, amelyekre
a ,,vesszős” báziselemek M′

+-ban vannak. Ekkor

R(x,x) = −
∑
i∈Fn

α2
i |R(vi,vi)| =

∑
k∈F ′

p

β2
kR(v′

k,v
′
k). (∗)

Minthogy αi-k és βk-k valósak, ez azt adja, hogy αi = 0 (i ∈ Fn) és βk = 0
(k ∈ F ′

p), azaz x = 0.
Ebből azt származtatjuk, hogy dimM′

+ ≤ codim(KerR +M−), vagyis p′ ≤ p.
Felcserélve a vesszősök és vesszőtlenek szerepét ford́ıtott egyenlőséget kapunk, te-
hát p′ = p, és következésképpen n′ = n.

A bizonýıtásból látszik az a fontos tény, hogy R pontosan akkor nem elfajuló,
ha R-ortogonális bázisban nincs izotróp vektor. Továbbá az is nyilvánvaló, hogy
R pontosan akkor pozit́ıv (negat́ıv) definit, ha z = n = 0 (z = p = 0), pozit́ıv
(negat́ıv) szemidefinit, ha n = 0 (p = 0), és indefinit, ha n ̸= 0, p ̸= 0.

Természetesen mindig rendezhetjük úgy az R-ortogonális bázist, hogy az el-
ső z elem legyen izotróp, az ezeket követő n elem legyen ,,negat́ıv”, a többiek
,,pozit́ıvak”. Sőt, az R-ortogonális bázist mindig normálhatjuk is: a (v1, . . . ,vN )
indexezett R ortogonális bázist normáltnak nevezzük, ha

R(vi,vi) =




0 i = 1, . . . , z,

−1 i = z + 1, . . . , z + n,

1 i = z + n+ 1, . . . , N.

Ilyen bázisban R mátrixa diagonális; a főátló első z tagja nulla, az ezután kö-
vetkező n tag −1, a többi 1.
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Felh́ıvjuk a figyelmet arra, igen fontos a most bebizonýıtott tételnél, hogy valós
vektortérről van szó. Komplex vektortér esetén, ha R(x,x) ̸= 0, akkor van olyan
α szám, hogy R(αx, αx) > 0, tehát mindig vehető olyan R-ortogonális bázis,
amelynek az R magján ḱıvüli elemei mind ,,pozit́ıvak”.

18.7. Az előbbiekhez hasonló eredményt származtathatunk antiszimmetrikus
bilineáris formára is. Itt nem kell kikötnünk, hogy a vektortér valós legyen.

Álĺıtás Legyen R antiszimmetrikus bilineáris forma az N dimenziós V vek-
tortéren. Ekkor létezik olyan r nemnegat́ıv egész szám, 2r ≤ N , és olyan
(v1, . . . ,vN ) indexezett bázis, hogy

R(v2i−1,v2i) = −R(v2i,v2i−1) = 1 ha i = 1, . . . , r,

R(vj ,vk) = 0 minden más j és k esetén.

Bizonýıtás Ismét a teljes indukció módszeréhez folyamodunk. Egy dimenziós
vektortérre az álĺıtás nyilvánvalóan igaz. Tegyük fel, hogy igaz az álĺıtás N − 1
dimenziós vektortérre.

Legyen R egy N dimenziós V vektortéren adott antiszimmetrikus bilineáris
forma, és zárjuk ki az R = 0 triviális esetet. Legyen v1 és v2 olyan vektor, hogy
R(v1,v2) = 1. Nyilvánvaló, hogy v1 és v2 nem párhuzamos egymással, tehát két
dimenziós alteret fesźıtenek ki; jelöljük ezt M-mel. Könnyű belátni, hogy

K := {x ∈ V | R(v1,x) = R(v2,x) = 0}

lineáris altér, és M ∩K = {0}.
Belátjuk, hogy K az M kiegésźıtője, azaz minden vektor előálĺıtható egy M-be-

li és egy K-beli vektor összegeként. Más szóval, bármely vektorból egy alkalmas
M-beli vektort kivonva K-beli elemet kapunk. Legyen y ∈ V, α1 := R(v1,y),
α2 := R(v2,y); ekkor y − (α1v1 + α2v2) a K eleme.

R leszűḱıtése a K×K altérre szintén antiszimmetrikus bilineáris forma, tehát
az indukciós feltevés szerint van olyan s ∈ N0, 2s ≤ N−2, és a K egy (v3, . . . ,vN )
indexezett bázisa úgy, hogy

R(v2i−1,v2i) = −R(v2i,v2i−1) = 1 ha i = 2, . . . , r := s+ 1,

R(vj ,vk) = 0 minden más j és k esetén.

K-nak ezt a bázisát kiegésźıtve v1-gyel és v2-vel megkapjuk a V ḱıvánt bázi-
sát.

R mátrixa egy ilyen bázisban: egy 2r×2r-es blokkban a főátló fölött váltakozva
r darab 1 és r − 1 darab 0 áll, alatta ugyancsak váltakozva r darab −1 és r − 1
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darab 0, minden más tag nulla. A bázis alkalmas átrendezésével a gyakorlatban
inkább használatos következő blokk-formát kapjuk:




0 0 0
0 0 1r

0 −1r 0


 ,

ahol 0 alkalmas méretű – (N − 2r) × (N − 2r)-es, (N − 2r) × r-es stb. – nulla
blokkokat jelöl, 1r pedig az r × r-es egységmátrixot.

18.8. Komplex vektortéren minden nem nulla bilineáris forma indefinit; ha
R(x,x) ̸= 0, akkor van olyan α és β komplex szám, hogy R(αx, αx) > 0,
R(βx, βx) < 0. Komplex vektortéren a bilineáris formák mellet nagy szerepet
játszanak a következőkben tárgyalt leképezések.

Defińıció Legyen V komplex vektortér. Egy R : V × V → C leképezést
szeszkilineárisnak nevezünk, ha

(i) minden x ∈ V esetén R(x, ·) lineáris,
(ii) minden y ∈ V esetén R(·,y) konjugált lineáris.
Az R szeszkilineáris forma hermitikus illetve antihermitikus, ha

R(x,y) = R(y,x)∗ illetve R(x,y) = −R(y,x)∗

minden x,y ∈ V esetén.

Megjegyezzük, a matematikai irodalomban általában azt követelik meg, hogy
R az első változóban legyen lineáris és a második változóban konjugált lineáris;
viszont fizikai alkalmazásokban az itteni megállapodást használják.

Ha B := {vi | i ∈ I} a V bázisa, akkor R : B ×B → C leképezés egyértelműen
kiterjesztető V ×V → C szeszkilineáris leképezéssé az

R


∑

i∈F

αivi,
∑
j∈G

βjvj


 :=

∑
i∈F

∑
j∈G

α∗
i βjR(ui,vj)

(
F,G ⊂ I végesek, αi, βj ∈ C, i ∈ F, j ∈ G

)

formulával.
Nyilvánvaló, hogy ha R antihermitikus, akkor iR hermitikus, tehát elég a her-

mitikus formákkal foglalkoznunk.
A hermitikus formák magját és nem elfajultságát ugyanúgy definiáljuk, mint

a szimmetrikus formáét.
Ha R hermitikus forma, akkor R(x,x) valós minden x-re, és ı́gy nem üres

tartalmat nyer a pozit́ıv definit, pozit́ıv szemidefinit stb. tulajdonság.



18. Bilineáris formák 89

A hermitikus forma szerint ortogonális bázis fogalmát is bevezetjük, és a bizo-
nýıtást szinte szó szerint lemásolva igzolhatjuk a 18.6. álĺıtást hermitikus formára.
Azon múlik a dolog, most a (∗) formula az

R(x,x) = −
∑
i∈Fz

|αi|2|R(vi,vi)| =
∑
k∈F ′

p

|βk|2R(v′
k,v

′
k)

alakot ölti.
Ha ∗ : KN → KN a komplex konjugálás és R : KN × KN → K bilineáris for-

ma, akkor (η, ξ) �→ R(η∗, ξ) szeszkilineáris. Így tehát minden komplex mátrix (≡
bilineáris forma) egyben szeszkilineáris formának is tekinthető.

Az (αik | i, k = 1, . . . ,N) komplex mátrix mint szeszkilineáris forma ponto-
san akkor hermitikus, ha αki = α∗

ik minden i, k = 1, . . . , N estén, azaz egyenlő a
transzponáltjának a konjugáltjával.

18.9. Ha R : V×V → K bilineáris vagy szeszkilineáris forma, akkor a V → K,
x �→ R(x,x) leképezést az R-hez tartozó kvadratikus formának nevezzük.

Különböző bilineáris formákhoz tartozhat ugyanaz a kvadratikus forma: ha
két bilineáris forma szimmetrikus része megegyezik, akkor a megfelelő kvadratikus
formák is egyenlők. Viszont különböző szimmetrikus formákhoz különböző kvad-
ratikus formák tartoznak. Ezt a következő úgynevezett polarizációs formulából
láthatjuk, amely szimmetrikus bilineáris forma értékeit adja meg a megfelelő kvad-
ratikus forma értékeivel.

Ha R szimmetrikus bilineáris forma, akkor

R(x,y) =
1

4

(
R(x+ y,x+ y)−R(x− y,x− y)

)
(x,y ∈ V).

Külön érdekesek a szeszkilineáris formák, mert ilyet egyértelműen meghatároz a
megfelelő kvadratikus forma; egyszerű számolás mutatja, hogy ha R szeszkilineáris
forma, akkor

R(y,x) =
1

N

N+1∑
k=0

ikR(x+ iky,x+ iky).

Ha R hermitikus, akkor

ReR(x,y) =
1

4

(
R(x+ y,x+ y)−R(x+ y,x+ y)

)
,

ImR(x,y) = −1

4

(
R(x+ iy,x+ iy)−R(x− iy,x− iy)

)
.
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18.10. Feladatok
1. Tekintsük a szokásos (R3)⋆ ≡ R3 azonośıtást és ennek alapján adjuk meg az

(1, 1, i)⊗ (1, 2, 3), (1, 1, i) ∨ (1, 2, 3) és az (1, 1, i) ∧ (1, 2, 3) mátrixot!
2. Adjuk meg a 18.7-ben szerepelő bázis olyan átrendezését, amellyel az idézett

mátrixhoz jutunk!
3. Értelmezzük a szimmetrikusság, antiszimmetrikusság valamint a mag fogal-

mát V × V → W bilineáris leképezésre. Melyek általánośıthatók az ilyenekre a
fejezet eredményei közül?

4. Adjunk meg R2-ben az

(
1 2
2 1

)
mátrixú szimmetrikus bilineáris forma sze-

rint ortogonális bázist! Határozzuk meg ennek a bilineáris formának a definitási
tulajdonságát!

5. Adjunk meg R2-ben az

(
1 2

−2 1

)
mátrixú antiszimmetrikus bilineáris for-

mához a 18.7 szerint megkonstruált bázist!

6. Adjunk meg R3-ban a




1 0 1
0 3 0
1 0 1


 mátrixú szimmetrikus bilineáris forma

szerint ortogonális bázist!
7. A Pauli mátrixok (lásd 11.7.3.) hermitikus formák C2-n. Adjuk meg a

szerintük ortogonális bázisokat!
8. Mutassuk meg, hogy a bilináris formák szimmetrikus és antiszimmetrikus

részének a defińıciója összhangban van a Lin2(V×V) ≡ Lin(V,V⋆) azonośıtással
és a 14.5-ben mondottakkal.

9. Igazoljuk a 18.6. eredménye alapján, hogy egy R pozit́ıv szemidefinit biline-
áris formára R(x,x) = 0 pontosan akkor teljesül, ha x ∈ KerR.

Lássuk be továbbá, ha R1 és R2 ugyanazon a vektortéren adott pozit́ıv szemi-
definit szimmetrikus bilineáris formák, akkor R1 + R2 is pozit́ıv szemidefinit, és
pontosan akkor pozit́ıv definit, ha (KerR1)∩ (KerR2) = {0} (ami teljesül például,
ha az egyik pozit́ıv definit).

10. Adjunk példát arra, hogy két szimmetrikus bilineáris forma közül az egyik
vagy egyik sem pozit́ıv szemidefinit, az összegük mégis az.

11. Legyen R szimmetrikus (hermitikus) vagy antiszimmetrikus forma V-n.
Mutassuk meg, hogy V/KerR-en az (x + KerR,y + KerR) �→ R(x,y) formulá-
val jól definiált, nem elfajuló szimmetrikus (hermitikus) illetve antiszimmetrikus
formát értelmeztünk.
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19. Multilineáris leképezések

19.1. Defińıció Legyen n pozit́ıv egész szám, Vk (k = 1, . . . , n) és W

vektortér (azonos K test felett). Az R :
n

X
k=1

Vk → W leképezést n-lineáris-

nak nevezzük, ha bármelyik n− 1 változójának rögźıtése mellett a maradék
változóban lineáris.

Multilineárisnak mondunk egy leképezést, ha n-lineáris valamely n ese-
tén.

Tehát, ha nem akarjuk – például szükségtelen – pontośıtani, milyen n-re defi-
niált n-lineáris leképezésről van szó, multilineárisról beszélünk.

A multilineáris leképezések meghatározó tulajdonsága egyenéretékű azzal, hogy

R




r∑
i=1

αixi,
s∑

j=1

βjyj , . . . ,
t∑

k=1

γkzk


 =

r∑
i=1

s∑
j=1

· · ·
t∑

k=1

αiβj . . . γkR(xi,yj , . . . , zk),

ahol a szokásos jeleket használtuk lineáris kombinációkra.

A
n

X
k=1

Vk → W n-lineáris leképezések a pontonkénti művelettel ellátva vektor-

teret alkotnak. Jelölje ezt a vektorteret

Linn
(

n

X
k=1

Vk,W

)
.

19.2. A következő leképezések multilineárisak.

(i) Kn → K, (ξ1, . . . , ξn) �→
n∏

k=1

ξk;

(ii) P a polinomok vektortere, Pn → P, (p1, . . . , pn) �→
n∏

k=1

pk;

(iii) (KN )3 → K, (ξ,η, ζ) �→
N∑

k=1

ξkηkζk.

19.3. A 17.10.3. feladat most következő általánośıtása sokszor jó szolgálatot
tesz (például a differenciálszámı́tásban).
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Álĺıtás Legyen n pozit́ıv egész szám, V1, . . . ,Vn és W vektortér. Ekkor az

i : Lin

(
Vn,Lin

n−1

(
n−1

X
i=1

Vi,W

))
→ Linn

(
n

X
i=1

Vi,W

)
,

i(B)(x1, . . . ,xn) := (Bxn)(x1, . . . ,xn−1)
(
B ∈ Lin

(
Vn,Lin

n−1

(
n−1

X
i=1

Vi,W

))
,x1 ∈ V1, . . . ,xn ∈ Vn

)

leképezés lineáris bijekció.

Bizonýıtás Az i leképezés nyilvánvalóan lineáris és injekció, mert i(B) = 0 maga
után vonja, hogy B = 0.

Ha R ∈ Linn
(

n

X
i=1

Vi,W

)
, akkor minden xn ∈ Vn esetén az (x1, . . . ,xn−1) �→

R(x1, . . . ,xn−1,xn) leképezés (n− 1)-lineáris; könnyű látni, hogy a j(R) : Vn →

Linn−1

(
n−1

X
i=1

Vi,W

)
, x �→ R(·, . . . , ·,x) leképezés lineáris és i(j(R)) = R, tehát

i ráképezés (és ı́gy bijekció, az inverze j).

Noha az iménti bizonýıtás roppant egyszerű, az álĺıtás tartalma nem szembe-
szökő, ezért érdemes körüljárni, miről is van szó. Talán az a legjobb, ha ford́ıtott
irányban megyünk, vagyis az i helyett a j leképezést vesszük szemügyre. Ha egy
n-lineáris leképezés egy változóját rögźıtjük, akkor (n − 1)-lineáris leképezést ka-
punk, és a rögźıtett változótól lineárisan függ, milyen lesz ez az (n − 1)-lineáris
leképezés.

Szokásosan a tárgyalt izomorfizmussal azonośıtjuk a szóban forgó vektortere-
ket, vagyis elhagyjuk az i illetve j jelölését és azt ı́rjuk (az előbb emĺıtett ford́ıtott
ránézéssel), hogy

Linn
(

n

X
i=1

Vi,W

)
≡ Lin

(
Vn,Lin

n−1

(
n−1

X
i=1

Vi,W

))
,

B ≡
(
xn �→ B(·, . . . , ·,xn)

)
.

Ezt tovább ,,ragozhatjuk”. A jobb oldalon szereplő (n− 1)-lineáris leképezésre
is alkalmazható az azonośıtás,

Linn−1

(
n−1

X
i=1

Vi,W

)
≡ Lin

(
Vn−1,Lin

n−2

(
n−2

X
i=1

Vi,W

))
,
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és ezt betehetjük az előbbi formulába. Továbbá úgy is alkalmazható az azonośıtás,
hogy a Descartes-szorzatban a két utolsó tényezőt eggyé csoportośıtjuk. Közelebb-
ről tehát

Linn
(

n

X
i=1

Vi,W

)
≡ Lin

(
Vn,Lin

(
Vn−1,Lin

n−2

(
n−2

X
i=1

Vi,W

)))
, (∗)

Linn
(

n

X
i=1

Vi,W

)
≡ Lin2

(
Vn−1 ×Vn,Lin

n−2

(
n−2

X
i=1

Vi,W

))
, (∗∗)

és persze ezért a két jobb oldal is azonośıtható. Ezt folytathatjuk tovább három,
négy stb. változó ,,áthelyezésével”, ı́gy a (∗) jobb oldala egyre bonyolultabb, át-
tekinthetetlenebb lesz, végül Lin(Vn,Lin(Vn−1, . . . ,Lin(V1,W) . . . )) adódik. A
bal oldali objektum viszont nagyon egyszerű, és nem lesz túl bolnyolult a (∗∗) jobb
oldala sem; ez az egyik fontos gyakorlati jelentősége az azonośıtásnak: bonyolult
objektumok egyszerűvé válnak.

19.4. A gyakorlatban azok a legfontosabb multilineáris leképezések, amelyek
minden változója ugyanabból a vektortérből való, azaz Vk = V minden k esetén.

Vegyük az {1, , . . . , n} egy π permutációját, és definiáljuk az R : Vn → W
n-lineáris leképezés π-permutáltját:

Rπ : Vn → W, (x1, . . . ,xn) �→ R(xπ(1), . . . ,xπ(n)).

Nyilvánvaló, hogy Rπ is n-lineáris. R szimmetrikus illetve antiszimmetri-
kus, ha

Rπ = R, illetve Rπ = (signπ)R

minden π ∈ Permn esetén.
Más szóval, egy n-lineáris leképezés szimmetrikus, ha értéke ugyanaz a vál-

tozóinak bármely átrendezése esetén; antiszimmetrikus, ha változóinak páratlan
permutációjú átrendezése esetén előjelet vált, páros permutációjú átrendezésénél
viszont nem változtatja az értékét.

Például, ha R : V3 → W antiszimmetrikus, akkor minden x,y, z ∈ V esetén

R(x,y, z) =R(y, z,x) = R(z,x,y) =

= −R(z,y,x) =−R(y,x, z) = −R(x, z,y).

A szimmetrikus illetve antiszimmetrikus n-lineáris leképezések egy-egy lineáris
alteret alkotnak az n-lineáris leképezések vektorterében. Ez a két altér független
– azaz csak a nulla a közös elemük –, azonban, ha n > 2 és dimV > 1, már nem
kiegésźıtő alterek, amint ezt a következő fejezetben látjuk (lásd a 19.8.3. feladatot
is).
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Bármely R : Vn → W n-lineáris leképezésnek definiáljuk a szimmetrikus
illetve antiszimmetrikus részét:

SR :=
1

n!

∑
π∈Permn

Rπ, illetve
1

n!

∑
π∈Permn

(signπ)Rπ.

19.5. Álĺıtás Az R : Vn → W n-lineáris leképezés akkor és csak akkor
antiszimmetrikus, ha R(x1, . . . ,xn) = 0 valahányszor x1, . . . ,xn közül kettő
megegyezik.

Bizonýıtás A feltétel szükségessége nyilvánvaló, hiszen az azonos két változót
felcserélve egyrészt semmi sem változik, másrészt a forma értéke előjelet vált.

Tegyük fel, hogy R rendelkezik a fenti tulajdonsággal. Ekkor a V minden
x1, . . . ,xn ∈ V eleme esetén

0 = R(x1 + x2,x1 + x2,x3, . . . ,xn) =

= R(x1,x1,x3, . . . ,xn) +R(x1,x2,x3, . . . ,xn)+

+R(x2,x1,x3, . . . ,xn) +R(x2,x2,x3, . . . ,xn).

Az itt szereplő tagok közül az első és a negyedik nulla, ezért

R(x2,x1,x3, . . . ,xn) = −R(x1,x2,x3, . . . ,xn).

Ugyanilyen eredményre jutunk az 1 és 2 index helyett bármelyik i és j indexre.
Mivel minden permutáció transzpoźıciók kompoźıciója (szorzata), és a permutáció
akkor páros illetve páratlan, ha az őt előálĺıtó transzpoźıciók száma páros illetve
páratlan, az álĺıtást igazoltuk.

19.6. Álĺıtás Ha R : Vn → W antiszimmetrikus n-lineáris leképezés és
x1, . . . ,xn a V lineárisan összefüggő elemei, akkor R(x1, . . . ,xn) = 0.

Bizonýıtás Van a szóban forgó vektorok között olyan, amely a többiek lineá-
ris kombinációja; az általánosság megszoŕıtása nélkül vehetjük úgy, hogy x1 =
n∑

i=2

αixi. Ekkor

R(x1, x2, . . . ,xn) = R

(
n∑

i=2

αixi,x2, . . . ,xn

)
=

n∑
i=2

αiR(xi,x2, . . . ,xn) = 0,

mert az utolsó öszeg minden tagja nulla az előzőekben mondottak szerint.
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19.7. Az előző álĺıtás ford́ıtottja általában nem igaz: egy nemnulla antiszim-
metrikus multilineáris leképezés lineárisan független vektorokon is vehet fel nulla
értéket (lásd a 20.8.1. feladatot). A kivételt a következő álĺıtás adja meg.

Álĺıtás Ha dimV = N < ∞, 0 ̸= R : VN → W N -lineáris antiszimmetri-
kus leképezés, v1, . . . ,vN ∈ V lineárisan függetlenek (tehát bázist alkotnak),
akkor R(v1, . . . ,vN ) ̸= 0.

Bizonýıtás Tegyük fel, hogy R(v1, . . . ,vN ) = 0. Bármilyen x1, . . . ,xN vektor
az adott bázisvektorok lineáris kombinációja,

xk =

N∑
ik=1

αikkvik , (k = 1, . . . , N),

tehát

R(x1, . . . ,xN ) =

N∑
i1=1

· · ·
N∑

iN=1

αi11 . . . αiNNR(vi1 , . . . ,viN ).

Ha a jobb oldali összeg valamelyik tagjában R két változója megegyezik, akkor az
a tag nulla; ha viszont vi1 , . . . ,viN mind különbözők, akkor van olyan π ∈ Permn,
hogy vik = vπ(k) (k = 1, . . . , N). Ez a feltevésünk szerint maga után vonja, hogy
R(x1, . . . ,xN ) = 0 minden x1, . . . ,xN ∈ V esetén ami ellentmond annak, hogy
R ̸= 0.

19.8. Feladatok
1. Mutassuk meg, hogy egy szimmetrikus multilineáris leképezés szimmetrikus

része önmaga, antiszimmetrikus része pedig nulla. Értelemszerűen hasonló álĺıtás
igaz antiszimmetrikus multilineáris leképezésre is.

2. Ha R = R1 + R2, ahol R1 szimmetrikus, R2 antiszimmetrikus n-lineáris
leképezés, akkor SR = R1, AR = R2.

3. Mutassuk meg, hogy a K3 → K, (ξ,η, ζ) �→ ξ1η2ζ3 trilineáris leképezés nem
álĺıtható elő egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus trilineáris forma összege-
ként (nem egyenlő a szimmetrikus részének és az antiszimmetrikus részének az
összegével).

4. Igazoljuk a Linn(Kn,K) ≡ K, R ≡ R(1, 1, . . . , 1) azonośıtást, amelynek

megfelelően α ∈ K a (ξ1, . . . , ξn) �→ α
n∏

k=1

ξk n-lineáris leképezéssel azonos.

5. Fogalmazzunk meg álĺıtást a 17.1. végén mondottakhoz hasonlóan arra vo-
natkozóan, hogy n-lineáris leképezés és lineáris leképezések megfelelő komoźıciója
szintén n-lineáris.
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20. Multilineáris formák

20.1. Legyen n pozit́ıv egész szám. A Vn → K n-lineáris leképezéseket V-n
adott n-lineáris formáknak nevezzük.

Legyen pk ∈ V⋆ (k = 1, . . . , n), és definiáljuk a következő n-lineáris formákat:

n
⊗
k=1

pk : Vn → K, (x1, . . . ,xn) �→
n∏

k=1

(pk|xk), (1)

n

▽
k=1

pk := S
n
⊗
k=1

pk,
n
∨

k=1
pk := n!

n

▽
k=1

pk,

n

△
k=1

pk := A
n
⊗
k=1

pk,
n
∧

k=1
pk := n!

n

△
k=1

pk.

Bilineáris leképezésekel kapcsolatban már emĺıtettük, hogy matematikaköny-
vekben kizárólag a ∧ és ∨ jel jelenik meg, de hol a mi általunk is ı́gy definiált
mennyiséget, hol a mi általunk a ▽ illetve △ jelekkel definiált mennyiséget értik
alatta. A kétféle jel bevezetésével erre a kettősségre h́ıvjuk fel a figyelmet; a továb-
biakban azonban csak a ∧ és ∨ jelekkel meghatározott mennyiségeket használjuk.

Vezessük be rendre a

n
⊗V⋆,

n
∨V⋆,

n
∧V⋆

jeleket a fent definiált n-lineáris formák által Linn(Vn,K)-ban kifesźıtett altérre.

20.2 Vegyük közelebbről szemügyre a fenti formákat. Ha π ∈ Permn, akkor

n∏
k=1

(pk|xπ(k)) =

n∏
i=1

(pπ−1(i)|xi),

tehát (
n
⊗
k=1

pk

)

π

=
n
⊗
k=1

pπ−1(k). (∗)

Következésképpen,
n
∨

k=1
pk =

∑
π∈Permn

n
⊗
k=1

pπ(k),

n
∧

k=1
pk =

∑
π∈Permn

signπ
n
⊗
k=1

pπ(k),

hiszen miközben π−1 befutja az {1, . . . , n} összes permutációját, π is befutja. Rész-
letesebben tehát

(
n
∨

k=1
pk

)
(x1, . . . ,xn) =

∑
π∈Permn

n∏
k=1

(p|xπ(k)) =
∑

π∈Permn

n∏
k=1

(pπ(k)|xk), (2)
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(
n
∧

k=1
pk

)
(x1, . . . ,xn) =

∑
π∈Permn

signπ

n∏
k=1

(pk|xπ(k)) =

=
∑

π∈Permn

signπ

n∏
k=1

(pπ(k)|xk). (3)

Például tehát

p1 ∨ p2 ∨ p3 =p1 ⊗ p2 ⊗ p3 + p2 ⊗ p3 ⊗ p1 + p3 ⊗ p1 ⊗ p2

+p3 ⊗ p2 ⊗ p1 + p2 ⊗ p1 ⊗ p3 + p1 ⊗ p3 ⊗ p2,

p1 ∧ p2 ∧ p3 =p1 ⊗ p2 ⊗ p3 + p2 ⊗ p3 ⊗ p1 + p3 ⊗ p1 ⊗ p2

−p3 ⊗ p2 ⊗ p1 − p2 ⊗ p1 ⊗ p3 − p1 ⊗ p3 ⊗ p2.

A (∗) összefüggésből

n
∨

k=1
pπ(k) =

n
∨

k=1
pk,

n
∧

k=1
pπ(k) = signπ

n
∧

k=1
pk.

A defińıcióból nyilvánvaló, hogy

(V⋆)n → Linn(Vn,K), (p1, . . . ,pn) �→
n
⊗
k=1

pk

n-lineáris leképezés, és az előző két formula alapján megállaṕıthatjuk, hogy

(V⋆)n → Linn(Vn,K), (p1, . . . ,pn) �→
n
∨

k=1
pk,

(V⋆)n → Linn(Vn,K), (p1, . . . ,pn) �→
n
∧

k=1
pk

szimmetrikus illetve antiszimmetrikus n-lineáris leképezés.
Jegyezzük meg, ebből adódik az a fontos tény, hogy ha p1, . . . ,pn közül legalább

kettő párhuzamos egymással, akkor
n
∧

k=1
pk = 0.

20.3. A 18.4. álĺıtás bizonýıtásának mintájára igazolhatjuk, hogy ha dimV =
N < ∞ és {p1, . . . ,pN} a V⋆ egy bázisa, akkor

{
n
⊗
i=1

pki

���� 1 ≤ ki ≤ N, i = 1, . . . , n

}
,
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{
n
∨
i=1

pki

���� 1 ≤ k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kn ≤ N,

}
,

{
n
∧
i=1

pki

���� 1 ≤ k1 < k2 < · · · < kn ≤ N

}

rendre bázis
n
⊗V⋆-ban,

n
∨V⋆-ban és

n
∧V⋆-ban. Következésképpen – az N elem

n-ed rendű ismétléses variációinak, n-ed rendű ismétléses kombinációinak és n-ed
rendű kombinációinak számát tudva – megállaṕıthatjuk, hogy

dim
(n
⊗V⋆

)
= (dimV)n = Nn,

dim
(
n
∨V⋆

)
=

(
N + n− 1

n

)
, dim

(
n
∧V⋆

)
=

{ (
N
n

)
, ha n ≤ N,

0 ha n > N.

Ez azt is mutatja, hogy ha N > 1 és n > 2, akkor a szimmetrikus n-lineáris
formák altere és az antiszimmetrikus n-lineáris formák altere nem kiegésźıtők: a
dimenziójuk összege kisebb az n-lineáris formák terének dimenziójánál.

Két fontos tényt állaṕıthatunk meg a mondottakból: ha dimV = N < ∞, akkor
a

(i)
n
⊗V⋆ = Linn(Vn,K), továbbá

n
∨V⋆ és

n
∧V⋆ egyenlő a Vn → K szimmetri-

kus illetve antiszimmetrikus n-lineáris formák alterével,
(ii) Az N -lineáris antiszimmetrikus formák vektorterének a dimenziója 1:

dim

(
N
∧V⋆

)
= 1.

20.4. Az antiszimmetrikus multilineáris formákat külső formáknak is szo-
kás nevezni, és az antiszimmetrikus n-lineáris forma helyett egyszerűen n-formát
szokás mondani.

A külső formákra vonatkozóan különösen fontosak a 19.6.-19.7. álĺıtások, ezért
megismételjük őket:

– ha R n-forma és x1, . . . ,xn lineárisan összefüggők, akkor R(x1, . . . ,xn) = 0,
– ha dimV = N < ∞ és R ̸= 0 N -forma, x1, . . . ,xN ∈ V lineárisan függetle-

nek, akkor R(x1, . . . ,xN ) ̸= 0.
Még egy fontos, sokat használt formula, amely a 20.2-ben mondottakból követ-

kezik: ha v1, . . . ,vN a V bázisa és p1, . . . ,pN ennek a duálisa, akkor

(
N
∧

k=1
pk

)
(v1, . . . ,vN ) = 1. (∗)

20.5. KN -en az n-lineáris formákat n indexes hipermátrixokkal, vagyis a
KN×N×...×N elemeivel azonośıthatjuk.
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A (ρij...k | i, j, . . . , k = 1, . . . , n) hipermátrix a következő n-lineáris formának
felel meg:

(ξ,η, . . . , ζ) �→
N∑
i=1

N∑
j=1

· · ·
N∑

k=1

ρij...kξiηj . . . ζk.

Vegyük észre, hogy ρij...k éppen a multilineáris formának az (ei, ej , . . . , ek)
helyen felvett értéke, ahol ei az i-edik standard bázisvektor.

A multilineáris forma pontosan akkor szimmetrikus illetve antiszimmetrikus,
ha a hipermátrixa szimmetrikus illetve antiszimmetrikus a következő értelemben:

ρπ(i)π(j)...π(k) = ρij...k,

illetve
ρπ(i)π(j)...π(k) = (signπ)ρij...k

minden π ∈ Permn esetén.
Antiszimmetrikus hipermátrix olyan tagja, amely azonos indexeket is tartalmaz,

nulla. A szemléltetés kedvéért vegyük a három indexes Levi–Civita-hipermátrixot:

ϵ123 = ϵ231 = ϵ312 = 1, ϵ321 = ϵ213 = ϵ132 = −1,

ϵijk = 0 ha i, j, k közül kettő megegyezik.

Az N dimenziós vektortéren adott n-lineáris formákat a vektortér koordinátá-
zása seǵıtségével n indexes hipermátrixokkal reprezentálhatjuk. Az R n-lineáris
forma hipermátrixa a (v1, . . . ,vN ) indexezett bázisnak megfelelő K koordinátá-
zásban

R ◦ (K−1 × . . .×K−1) =
(
R(vi,vj , . . . ,vk) | i, j, . . . , k = 1, . . . , N

)
.

R pontosan akkor szimmetrikus illetve antiszimmetrikus, ha bármely bázisra
vonatkozó hipermátrixa szimmetrikus illetve antiszimmetrikus.

20.6. Megford́ıthatjuk V és V⋆ szerepét, hiszen V ⊂ V⋆⋆. Ennek megfelelően,
ha xk ∈ V (k = 1, . . . , n), definiálhatjuk a következő n-lineáris formákat V⋆-on:

n
⊗
k=1

xk : (V⋆)n → K, (p1, . . . ,pn) �→
n∏

k=1

(pk|xk),

n
∨

k=1
xk := n!S

n
⊗
k=1

xk,

n
∧

k=1
xk := n!A

n
⊗
k=1

xk,
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és jelöljük rendre az ilyen n-lineáris formák által Linn((V⋆)n,K)-ban kifesźıtett
altereket a

n
⊗V,

n
∨V,

n
∧V

szimbólumokkal.

Ha V véges dimenziós, akkor
n
⊗V = Linn((V⋆)n,K), továbbá

n
∨V és

n
∧V

egyenlő a (V⋆)n → K szimmetrikus illetve antiszimmetrikus n-lineáris formák
alterével.

Könnyen igazolhatjuk a következő formulákat, amelyeket gyakran fogunk hasz-
nálni: (

n
⊗
k=1

pk

)
(x1, . . . ,xn) = (

n
⊗
k=1

xk)(p1, . . . ,pn),

(
n
∨

k=1
pk

)
(x1, . . . ,xn) = (

n
∨

k=1
xk)(p1, . . . ,pn),

(
n
∧

k=1
pk

)
(x1, . . . ,xn) = (

n
∧

k=1
xk)(p1, . . . ,pn),

ahol ezeknek a kifejezéseknek az értékét a 20.1. (1) és a 20.2. (2)-(3) képletek
adják meg. Megkérjük az olvasót, bizonýıtsa be, hogy az alábbi azonośıtások he-
lyénvalók (vagyis az adott formulákkal lineáris injekciót határozunk meg a szóban
forgó vektorterek között):

n
⊗V⋆ ⇛

(n
⊗V

)⋆

,

(
n
⊗
k=1

pk

����
n
⊗
k=1

xk

)
≡

(
n
⊗
k=1

pk

)
(x1, . . . ,xn),

n
∨V⋆ ⇛

(
n
∨V

)⋆

,

(
n
∨

k=1
pk

����
n
∨

k=1
xk

)
≡

(
n
∨

k=1
pk

)
(x1, . . . ,xn),

n
∧V⋆ ⇛

(
n
∧V

)⋆

,

(
n
∧

k=1
pk

����
n
∧

k=1
xk

)
≡

(
n
∧

k=1
pk

)
(x1, . . . ,xn),

és ha V véges dimenziós, akkor ≡ áll ⇛ helyett.

20.7. Természetesen most is igaz, hogy

Vn → Linn((V⋆)n,K), (x1, . . . ,xn) �→
n
∨

k=1
xk,

Vn → Linn((V⋆)n,K), (x1, . . . ,xn) �→
n
∧

k=1
xk

szimmetrikus illetve antiszimmetrikus n-lineáris leképezés.
Ez utóbbinak fontos következményét találjuk.

Álĺıtás x1, . . . ,xn ∈ V pontosan akkor lineárisan függetlenek, ha x1 ∧ · · · ∧
xn ̸= 0.
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Bizonýıtás Ha lineárisan összefüggők, akkor valamelyik a többiek lineáris kom-

binációja. Az általánosság megszoŕıtása nélkül vehetjük úgy, hogy x1 =
n∑

i=2

αixi.

Ekkor

n
∧

k=1
xk =

n∑
i=2

αixi ∧ x2 ∧ · · · ∧ xn = 0.

Ha lineárisan függetlenek, akkor van olyan p1, . . . ,pn ∈ V⋆, hogy (pi|xj) = δij ,
tehát (

n
∧

k=1
xk

)
(p1, . . . ,pn) =

n∏
k=1

(pk|xk) = 1 ̸= 0.

20.8. Feladatok

1. Vegyük az N dimenziósV vektortéren a nem nulla p1∧· · ·∧pn n-formát (n <
N). Ekkor van olyan 0 ̸= x ∈ V, hogy (pk|x) = 0 minden k-ra. Találjunk ezután
x1, . . . ,xn lineárisan független vektorokat úgy, hogy (p1∧· · ·∧pn)(x1, . . . ,xn) = 0.

2. Bizonýıtsuk be a 19.7. álĺıtást N -formákra a következő útmutatás alap-
ján. Az N -formák vektortere egy dimenziós. Ha tehát v1, . . . ,vN a V bázisa és
p1, . . . ,pN a duálisa, akkor p1 ∧ · · · ∧ pN az R számszorosa.

21. Determinánsok

21.1. Legyen V véges N dimenziós vektortér, A ∈ Lin(V). Ha R a V-

n adott N -forma, akkor R ◦ (
N
X A) szintén N -forma; ne feledjük, ez utóbbi az

(x1, . . . ,xN ) �→ R(Ax1, . . . ,AxN ) leképézés.

Könnyű látni, hogy a R �→ R ◦ (
N
X A) hozzárendelés lineáris. A 20.3. végén

tett megjegyzésnek megfelelően a V-n adott N -formák tere,
N
∧V⋆ egy dimenziós,

ı́gy a lineáris leképezései számokkal azonośıthatók (lásd 10.6.) Tehát létezik egy
egyértelműen meghatározott detA-val jelölt szám, az A determinánsa, amellyel

R ◦ (
N
X A) = (detA)R

minden R ∈
N
∧V⋆ esetén.

A defińıcióból azonnal adódik, hogy

det(αidV) = αN (α ∈ K).
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21.2. Álĺıtás Legyen V mint az előbb, és A,B ∈ Lin(V). Ekkor

det(AB) = (detA)(detB).

Következésképpen detA ̸= 0 pontosan akkor, ha A bijekció, és ekkor

det(A−1) = (detA)−1.

Bizonýıtás Legyen 0 ̸= R ∈
N
∧V⋆. Ekkor

det(AB)R = R ◦ (
N
X AB) = ((detA)R) ◦ (

N
X B) = (detB)(detA)R.

Ha A bijekció, akkor 1 = det(idV) = det(AA−1) = (detA−1)(detA), és ı́gy
detA ̸= 0,továbbá det(A−1) = (detA)−1.

Ha A nem bijekció, akkor a V egy bázisát lineárisan összefüggő halmazba ké-

pezi, ezért 20.4. szerint bármely R N -formára R ◦ (
N
X A) = 0, azaz detA = 0.

Megjegyezzük azt a nyilvánvaló, sokszor felhasznált tényt, hogy

det(AB) = det(BA).

21.3. Álĺıtás Legyen A ∈ Lin(V), (v1, . . . ,vN ) a V indexezett bázisa.
Ekkor

N
∧

k=1
Avk = (detA)

N
∧

k=1
vk.

Bizonýıtás Legyen (p1, . . . ,pN ) ∈ V⋆. A 20.6-ban mondottak szerint

(
N
∧

k=1
Avk

)
(p1, . . . ,pN ) =

(
N
∧

k=1
pk

)
(Av1, . . . ,AvN ) =

= (detA)

(
N
∧

k=1
pk

)
(v1, . . . ,vN ) =

=

(
(detA)

N
∧

k=1
vk

)
(p1, . . . ,pN ).
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21.4. Álĺıtás Legyen (v1, . . . ,vN ) aV indexezett bázisa, (p1, . . . ,pN ) ennek
a duálisa. Ekkor az A : V → V lineáris leképezésre

detA =
∑

π∈Permn

signπ

N∏
k=1

(pπ(k)|Avk) =
∑

π∈Permn

signπ

N∏
k=1

(pk|Avπ(k)).

Következésképpen det(A⋆) = detA.

Bizonýıtás A 20.4. (∗) formula és 20.6-ban mondottak szerint

detA =(detA)

[(
N
∧

k=1
pk

)
(v1, . . . ,vN )

]
=

(
N
∧

k=1
pk

)
(Av1, . . . ,AvN ),

és most már csak a 20.2. (3) összefüggését kell alkalmaznunk, hogy megkapjuk a
ḱıvánt formulát.

Ebből közvetlenül származtathatjuk a transzponált determinánsára vonatkozó
formulát. Mindössze azt kell észrevennünk, hogy v1, . . . ,vN a p1, . . . ,pN bázis
duálisa, tehát A⋆ determinánsát úgy kapjuk, hogy a fenti formulában A helyett
A⋆-ot ı́runk, vk helyett pk-t és viszont; ezután az (vi|A⋆pk)V⋆ = (A⋆pk|vi)V =
(pk|Avi)V formulákból adódik a ḱıvánt egyenlőség.

21.5. Emlékezzünk, hogy (pi|Avk) az A mátrixának az ik-adik tagja a szóban
forgó bázisban. Az előző pont képlete tehát azt mondja meg, hogyan lehet az A
determinánsát meghatározni az A egy tetszőleges mátrixából.

Mivel egy N ×N -es mátrix mint KN → KN lineáris leképezés önmaga mátrixa
a standard bázisban, az (αik | i, k = 1, . . . , N) mátrix determinánsa az előző pont
képlete alapján

∑
π∈Permn

signπ

N∏
k=1

απ(k)k =
∑

π∈Permn

signπ

N∏
k=1

αkπ(k). (∗)

AzAmátrixa egyK koordinátázásbanKAK−1, tehát az előzőek azt mondják,
hogy

detA = det(KAK−1)

minden K koordinátázás esetén. Ezt egy kicsit általánośıtani is tudjuk.

Álĺıtás Legyen A ∈ Lin(V) és T : V → U lineáris bijekció. Ekkor TAT−1 ∈
Lin(U) és

detA = det(TAT−1).
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Bizonýıtás Könnyű a bizonýıtás, ha U = V: ekkor a 21.2. álĺıtás miatt igaz a
képlet. Ha azonban U ̸= V, másképp kell érvelnünk. Legyen L az U egy koor-
dinátázása; ekkor LT a V koordinátázása, tehát detA = det

(
(LT )A(LT )−1

)
=

det(LTAT−1L−1) = det(TAT−1).

21.6. Legyen Vi véges dimenziós vektortér (i = 1, . . . , n). A 11.5. szerint a
n

X
i=1

Vi →
n

X
i=1

Vi lineáris leképezések blokk-mátrixokkal azonośıthatók. Az olyan

blokk-mátrix determinánsa, amelyben a főátló alatt (vagy fölött) csupa nulla áll,
egyenlő a diagonálisban álló lineáris leképezések determinánsának a szorzatával,
amit szemléletesen ı́gy ı́rhatunk:

det




A11 A12 · · · A1n

0 A22 · · · A2n
...

...
...

0 0 · · · Ann


 = (detA11)(detA22) . . . det(Ann).

Pontosan a következőképpen fogalmazhatunk.

Álĺıtás Ha az A :
n

X
i=1

Vi →
n

X
i=1

Vi lineáris leképezés (Aik | i, k = 1, . . . , n)

blokk-mátrixa olyan, hogy Aik = 0 ha i > k = 1, . . . , n (illetve Aik = 0 ha
i < k = 1, . . . , n), akkor

detA =
n∏

k=1

detAkk.

Bizonýıtás Az n = 2 esetet tekintjük; ennek mintájára teljes indukcióval bizo-
nýıthatunk. Legyen a két vektortér U és V, és a blokk-mátrix

(
A B
0 D

)
,

ahol A ∈ Lin(U), B ∈ Lin(V,U), D ∈ Lin(V).

Vegyünk egy (u1, . . . ,uM ) indexezett bázist U-ban és egy (v1, . . . ,vN ) indexe-
zett bázist V-ben. Ekkor ((ui, 0), (0,vk) | i = 1, . . . ,M, k = 1, . . . ,M) indexezett
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bázis U×V-ben. A 21.3. álĺıtás alapján

(
det

(
A B
0 D

))(
M
∧
i=1

(ui,0)

)
∧
(

N
∧

k=1
(0,vk)

)
=

=

(
M
∧
i=1

(
A B
0 D

)(
ui

0

))
∧
(

N
∧

k=1

(
A B
0 D

)(
0
vk

))
=

=

(
M
∧
i=1

(Aui,0)

)
∧
(

N
∧

k=1
(0,Bvk)

)
=

=

(
(detA)

M
∧
i=1

(ui,0)

)
∧
(
(detB)

N
∧

k=1
(0,vk)

)
=

= (detA)(detB)

(
M
∧
i=1

(ui,0)

)
∧
(

N
∧

k=1
(0,vk)

)
.

Speciálisan, diagonális blokk-mátrix determinánsa is a főátlóbeli tagok deter-
minánsának a szorzata, tehát ha Ai ∈ Lin(Vi), akkor

det

(
n

X
i=1

Ai

)
=

n∏
i=1

detAi.

21.7. Feladatok
1. Mutassuk meg, hogy N dimenziós vektortéren értelmezett A lineáris leképe-

zésre det(−A) = (−1)N detA.
2. Tekintsük a legfeljebb (N − 1)-ed fokú polinomok vektorterét. Mi
(i) a differenciálás,
(ii) a p �→ (t �→ p(t+ 1)) lineáris leképezés

determinánsa?
3. Mi a determinánsa a legfeljebb (N − 1)-ed fokú polinomok vektorterén a
(i) DMidK

(ii) M2
idK

D2

lineáris leképezésnek?
4. Bizonýıtsuk be a 21.5. (∗) képlet alapján, amely egy mátrix determinánsát

adja meg, hogy ha x1, . . . ,xn ∈ V és p1, . . . ,pn ∈ V⋆, akkor

(
n
∧

k=1
pk

)
(x1, . . . ,xn) = det

(
(pk|xi) | k, i = 1, . . . , n

)
.

5. Igazoljuk, hogy – értelemszerű jelölésekkel –

n
∧

k=1

(
N∑
i=1

αkipi

)
= det

(
αki | k, i = 1, . . . , n

) n
∧

k=1
pk.
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6. Használjuk a 11.6. jelöléseit. Igazoljuk, hogy ha ha A injekt́ıv, akkor

det

(
A B
C D

)
= (detA) det(D−CA−1B),

és ha D injekt́ıv, akkor

det

(
A B
C D

)
= (detD) det(A−BD−1C).

7. Legyen, x ∈ V, p ∈ V⋆. Bizonýıtsuk be, hogy det(idV −x⊗p) = 1− (p|x).
(Útmutatás: a szóban forgó lineáris leképezés pontosan akkor izomorfizmus, ha
(p|x) ̸= 1. Ez utóbbi esetben alkalmazzunk teljes indukciót V dimenziója szerint,
a V = U ×A felbontással, ahol dimU = dimV − 1, dimA = 1, és használjuk fel
az előző feladatot, valamint a 13.5.6. feladatot.)

22. Mátrixok determinánsa

22.1. Most közelebbről megvizsgáljuk az N × N -es mátrixok determinánsát,
amelyet a 21.5. (∗) képlete ad meg. Ez N ! tagú összeg. Minden tag N tényezős
szorzat. Egy ilyen tag képzésének a szabálya: veszünk a mátrix minden oszlopá-
ból (sorából) egy mátrixtagot úgy, hogy ezek a választott mátrixtagok különböző
sorban (oszlopban) legyenek, és az ı́gy kapott N tagot összeszorozzuk. Minden
lehetséges módon elvégezve ezt az eljárást, megfelelő előjellel ellátva megkapjuk az
összeg minden tagját.

Sokszor kell 2× 2-es és 3× 3-as mátrix determinánsát kiszámı́tanunk.

det

(
α11 α12

α21 α22

)
= α11α22 − α12α21,

vagyis a főátlóbeli tagok szorzatából levonjuk a mellékátlóbeli tagok szorzatát.

det




α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33


 = α11α22α33 + α12α23α31 + α13α32α21

− α31α13α22 − α21α12α33 − α32α23α11.

Pozit́ıv előjellel kell venni a főátlóval ,,párhuzamosan” választott tagok szor-
zatát, negat́ıv előjellel a mellékátlóval párhuzamosan választott tagok szorzatát,
amint azt a következő séma mutatja: Pozit́ıv előjel:




•
•

•


 ,




•
•

•


 ,




•
•

•


 ,
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Negat́ıv előjel:




•
•

•


 ,




•
•

•


 ,




•
•

•


 .

22.2. A 21.5. (∗) képletből azonnal következnek az alábbi összefüggések, ame-
lyek jól használhatók mátrixok determinánsának kiszámı́tására. Ezeket a mátrixok
oszlopaira fogalmazzuk meg, de ugyanúgy igazak a sorokra is, hiszen egy mátrix-
nak és a transzponáltjának ugyanaz a determinánsa.

(i) Ha egy mátrix két oszlopát felcseréljük, akkor a determináns előjelet vált.
(ii) Ha egy mátrix egy oszlopát megszorozzuk egy számmal, akkor a determináns

is szorzódik azzal a számmal; például

det




λα11 α12 . . . α1N

λα21 α22 . . . α2N
...

...
...

λαN1 αN2 . . . αNN


 = λ det




α11 α12 . . . α1N

α21 α22 . . . α2N
...

...
...

αN1 αN2 . . . αNN


 .

(iii) Ha egy mátrix egy oszlopához hozzáadunk egy oszlopvektort, akkor a deter-
mináns két mátrix determinánsának az összege lesz: az eredetié, és azé, amelyben
a szóban forgó oszlopot kicseréljünk az adott oszlopvektorral; például

det




α11 + β11 α12 . . . α1N

α21 + β21 α22 . . . α2N
...

...
...

αN1 + βN1 αN2 . . . αNN


 =

det




α11 α12 . . . α1N

α21 α22 . . . α2N
...

...
...

αN1 αN2 . . . αNN


+ det




β11 α12 . . . α1N

β21 α22 . . . α2N
...

...
...

βN1 αN2 . . . αNN


 .

(iv) Mivel egy mátrix oszlopai épp a standard bázisvektorok képei, a 21.2. ál-
ĺıtás szerint egy mátrix determinánsa pontosan akkor nulla, ha oszlopai lineárisan
összefüggők. Speciálisan, ha egy mátrix egy oszlopa egy másiknak a számszorosa,
akkor a mátrix determinánsa nulla.

Ezt a tényt és az előző összefüggést összevetve: ha egy mátrix egy oszlopá-
hoz hozzáadjuk egy másik oszlopának egy számszorosát, akkor a determináns nem
változik (az ı́gy nyert mátrix determinánsa ugyanaz, mint az eredetié).

22.3. Egy N ×N -es mátrix ik-adik aldeterminánsát úgy kapjuk meg, hogy
,,kiemeljük” a mátrix i-edik sorát és k-adik oszlopát, és az ı́gy maradó (N − 1)×
(N − 1)-es mátrixnak vesszük a determinánsát.
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Rögźıtsünk egy kr oszlopindexet. Vegyük azokat az összeadandó tagokat a mát-
rix determinánsának 21.5. (∗) alakjában, amelyekben α1kr

szerepel. (N−1)! ilyen
van: ahányféleképpen a mátrix minden oszlopából, a kr-ediket kivéve, ki tudunk
venni mátrixtagokat úgy, hogy mindegyik különböző sorban legyen, és ne legyen
az első sorban. Ezekből az összeadandókból kiemelve αikr -et, megkapjuk a mátrix
1kr-edik aldeterminánsát egy megfelelő előjellel. Teljesen hasonló gondolatmenet
követhető α2kr

-rel, stb. ı́gy jutunk el végül az úgynevezett kifejtési tételhez.

Álĺıtás Ha ∆ik jelöli az (αik | i, k = 1, . . . , N) mátrix ik-adik aldeterminán-
sát, akkor

det(αik | i, k = 1, . . . , N) =

N∑
i=1

(−1)i+krαikr∆ikr

(kr = 1, . . . , N).

Bizonýıtás Az előbbi gondolatmenetet az egyszerűség kedvéért a kr = N esetre
formalizáljuk:

∑
π∈Permn

signπ

N∏
k=1

απ(k)k =
∑

π∈Permn

signπαπ(N)N

N−1∏
k=1

απ(k)k =

=

N∑
i=1

αiN

∑
π,π(N)=i

signπ

N−1∏
k=1

απ(k)k =

=

N∑
i=1

αiN (−1)i+N
∑

σ∈PermN−1

signσ

N−1∏
k=1

ασ(k)k =

=

N∑
i=1

(−1)i+NαiN∆iN .

Érdemes szavakban is összefoglani a kifejtési tételt: a mátrix determinánsát úgy
is kiszámı́thatjuk, hogy egy tetszőlegesen választott oszlop tagjait rendre megszo-
rozzuk a hozzájuk tartozó aldeterminánssal, megfelelő előjellel látjuk el, és az ı́gy
kapott mennyiségeket összeadjuk. A megfelelő előjel meghatározására a következő
sémát rajzoljuk fel: 



+ − + − . . .
− + − + . . .
+ − + − . . .
...

...
...

... . . .


 .
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Ha tehát páratlan indexű oszlop szerint fejtjük ki a determinánst, akkor pozit́ıv
előjellel kell kezdeni, ha páros szerint, akkor negat́ıv előjellel, aztán váltogatni az
előjeleket.

Megjegyezzük, hogy olyan oszlop szerint érdemes alkalmazni a kifejtést, amely-
ben sok a nulla.

Végül újra megemĺıtjük, minden igaz marad, ha oszlop helyett sorra mondjuk
el ezeket.

22.4. Az előző formulák arra is lehetőséget nyújtanak, hogy egy mátrix inverzét
meghatározzuk. Emlékeztetünk, hogy egy mátrix mint lineáris leképezés pontosan
akkor bijekció, ha a determinánsa nem nulla.

Álĺıtás Ha az A = (αik | i, k = 1, . . . , N) mátrix derminánsa nem nulla,
akkor

A−1 =
1

detA

(
(−1)i+k∆ik | k, i = 1, . . . , N

)
.

Bizonýıtás Legyen α̂ki :=
1

detA
(−1)i+k∆ik. Ekkor a kifejtési tétel szerint

minden k-ra
N∑
i=1

α̂kiαik = 1; viszont ha j ̸= k, akkor
N∑
i=1

α̂ijαik = 0, mert

N∑
i=1

(−1)i+j∆ijαik annak a mátrixnak a determinánsa, amelyet úgy kapunk, hogy

az eredeti mátrix k-adik oszlopa helyébe béırjuk a j-edik oszlopát.

22.5. Az előzőekben szereplő aldeterminásokat úgy is megfogalmazhatjuk, hogy
kiválasztjuk az N×N -es mátrix N−1 oszlopát és N−1 sorát, vesszük azokat a ta-
gokat, amelyek benne vannak a választott oszlopokban és sorokban is, és képezzük
az ı́gy előálĺıtott (N − 1)× (N − 1)-es mátrix determinánsát.

Ennek mintájára egy M × N -es mátrix r-ed rendű aldeterminánsát úgy
kapjuk, hogy kiválasztjuk a mátrix r oszlopát és r sorát, vesszük azokat a tagokat,
amelyek benne vannak a választott oszlopokban és sorokban is, és képezzük az ı́gy
előálĺıtott r × r-es mátrix determinánsát.

Vegyük a mátrix r darab oszlopát, jelölje azokat x1, . . . ,xr ∈ KM . Legyen
továbbá e1, . . . , eM a KM = (KM )⋆ standard bázisa.

Ha x1, . . . ,xr lineárisan összefüggők, akkor 20.7. szerint x1∧· · ·∧xr = 0, ezért
akárhogyan is választunk r-et a standard bázisvektorok közül,

(
r
∧
i=1

xi

)
(ek1 , . . . , ekr ) = 0,

ami a 21.7.4. feladat szerint azt jelenti, hogy az adott r oszlopból akárhogyan
kiválasztott r-ed rendű aldetermináns nulla.

Ha x1, . . . ,xr lineárisan függetlenek, akkor x1 ∧ · · · ∧ xr ̸= 0; minthogy egy
multilineáris leképezést egyértelműen meghatároznak a bázisvektorokon felvett ér-
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tékei, van olyan ek1
, . . . , ekr

, hogy

(
r
∧
i=1

xi

)
(ek1 , . . . , ekr ) ̸= 0,

ami ugyancsak a 21.7.4. feladat szerint azt jelenti, hogy az adott r oszlopból
kiválasztható nem nulla r-ed rendű aldetermináns.

Egy lineáris leképezés rangja, defińıció szerint, a képterének a dimenziója. Egy
mátrix oszlopai a standard bázisvektorok képei a mátrix mint lineáris leképezés
által. Következésképp egy mátrix rangja megegyezik a maximális lineárisan függet-
len oszlopainak a számával. Az előző gondolatmenet alapján igaz tehát a következő
megállaṕıtás.

Álĺıtás Egy mátrix rangja egyenlő a maximális nem nulla aldeterminánsának
a rendjével.

22.6. A lineáris egyenletek megoldhatóságára vonatkozó kijelentéseket egysze-
rűen fogalmazhatjuk meg a determináns fogalmával.

Legyen V véges dimenziós vektortér, A ∈ Lin(V), a ∈ V. Ekkor az

(x ∈ V)? Ax = a

egyenletet lineárisnak nevezzük. Az egyenlet homogén, ha a = 0, és inhomo-
gén, ha a ̸= 0.

A homogén egyenletnek mindig van megoldása: az x = 0; ezt triviálisnak
szokás h́ıvni. A triviálistól különböző megoldása pontosan akkor létezik, ha A
nem injekt́ıv, azaz detA = 0.

Az inhomogén egyenletnek akkor és csak akkor van megoldása, ha a ∈ RanA.
A megoldás pontosan akkor egyértelmű, ha A injekt́ıv, azaz detA ̸= 0.

Most átfogalmazzuk a a ∈ RanA feltételt a gyakorlati alkalmazások szempont-
jából hasznos alakba. Definiáljuk az (A,a) : V×K → U, (x, α) �→ Ax+αa line-
áris leképezést. a pontosan akkor van benne az A értékkészletében, ha RanA =
RanA+Ka, azaz RanA = Ran(A,a). Ez azt jelenti, hogy az inhomogén egyen-
letnek pontosan akkor van megoldása, ha A és (A,a) rangja ugyanaz.

V = KN esetén A N ×N -es mátrix, (A,a) pedig az az N × (N +1)-es mátrix,
amelyet úgy kapunk, hogy az A mátrixot ,,kibőv́ıtjük” a a oszlopvektorral: az A
mátrixhoz (N + 1)-edik oszlopnak odatesszük a-t.

22.7. Vegyük észre, hogy csak V → V lineáris leképezés determinánsát értel-
meztük, különböző vektorterek közötti lineáris leképezését nem. Értelmezhetnénk
ugyan az A ∈ Lin(V,W) determinánsát is, ahol V és W azonos N dimenziós vek-

torterek, de 21.1. képletei szerint akkor detA :
N
∧W⋆ →

N
∧V⋆ lineáris leképezés

volna, amely nem azonośıtható egy számmal.
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Ez azért fontos, mert aV és aW koordinátázásávalA is mátrixszal reprezentál-
ható, a mátrixnak pedig van determinánsa. Ez azonban nem az A determinánsa.
Mı́g egy A ∈ Lin(V) determinánsa egyenlő bármely koordinátázásbeli mátrixának
determinánsával, W ̸= V esetén a koordinátázással kapott mátrixok determinánsa
függ a koordinátázástól.

Különösen fontosak ebből a szempontból azok a lineáris leképezések, amelyek
egy vektortér és duálisa között hatnak. A 16.7. fogalmaival azt mondhatjuk,
csak olyan lineáris leképezések determinánsa értelmes és számı́thatjuk tetszőleges
mátrixából, amelyeknek a két indexe ellentétes helyzetben van.

Tehát az R : V → V⋆ lineáris leképezés egy mátrixának a determinánsa nem
az R determinánsa. Ennek ellenére az ilyen determinánsok használhatók az R
definitási tulajdonságainak a jellemzésére.

A Lin(V,V⋆) ≡ Lin2(V × V,K) azonośıtás szerint az R : V → V⋆ lineáris
leképezés szimmetrikus, ha (x|Ry) = (y|Rx) minden x,y ∈ V esetén, és va-
lós vektortér esetén pozit́ıv (negat́ıv) definit, ha minden nem nulla x vektorra
(x|Rx) > 0 (< 0) teljesül.

Szimmetrikus lineáris leképezés bármely koordinátázás szerinti mátrixa szim-
metrikus, ezért a definitási tulajdonságot valós szimmetrikus mátrixokra vizsgál-
juk.

22.8. Egy N × N -es mátrix k-adik sarokaldeterminánsának nevezzük azt
a k-ad rendű aldeterminánst, amelyet a mátrix első k oszlopából és k sorából
képezünk.

Hogy képet kapjunk, miről is lesz szó, tekintsünk először egy valós diagonális
mátrixot. Könnyű látni, hogy az




α1

α2

. . .

αN




diagonális mátrix k-adik aldterminása
k∏

i=1

αi =: Sk, és a mátrix pontosan akkor

– pozit́ıv definit, ha αk > 0 minden k-ra, ami egyenértékű azzal, hogy Sk > 0
minden k-ra,

– negat́ıv definit, ha αk < 0 minden k-ra, ami egyenértékű azzal, hogy (−1)kSk

> 0 minden k-ra.

Álĺıtás Jelölje Sk egy valós N ×N -es szimmetrikus mátrix k-adik sarokalde-
terminánsát. A mátrix pontosan akkor

– pozit́ıv definit, ha Sk > 0,
– negat́ıv definit, ha (−1)kSk > 0

minden k = 1, . . . , N esetén.
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Bizonýıtás Mivel pozit́ıv definit mátrix (−1)-szerese negat́ıv definit, elég a pozi-
t́ıv definit esettel foglakozni.

A bizonýıtást N szerinti teljes indukcióval végezzük. N = 1 esetén nyilvánva-
lóan igaz az álĺıtás. Tegyük fel, hogy igaz (N − 1)-re is.

N ×N -es szimmetrikus mátrixot
(
A b
b⋆ δ

)
(1)

alakba ı́rhatunk, ahol A (N − 1)× (N − 1)-es mátrix b ∈ R(N−1), amelyet oszlop-
vektornak fogunk fel, és b⋆ a megfelelő sorvektor; végül δ ∈ R.

Tegyük fel, hogy az (1) blokk-mátrix pozit́ıv definit. Ekkor A szimmetrikus
és pozit́ıv definit, hiszen egy szimmetrikus és poźıt́ıv definit leszűḱıtése. Ezért az
indukciós feltevésünk szerint az A minden sarokaldeterminánsa pozit́ıv. Azt kell
csak megmutatnunk, hogy az N ×N -es mátrix determinánsa pozit́ıv.

Egyszerű tény, hogy pozit́ıv definit mátrix mint lineáris leképezés magja nulla,
ezért A bijekció, és a 21.7.5. feladat szerint

det

(
A b
b⋆ δ

)
= (detA)(δ − (b|A−1b)). (2)

Továbbá minden x ∈ R(N−1) és ξ ∈ R esetén

(x⋆ ξ )

(
A b
b⋆ δ

)(
x
ξ

)
= (x|Ax) + 2(b|x)ξ + δξ2. (3)

A blokk-mátrix pozit́ıv definit, ezért ha ξx ̸= 0, akkor a fenti bal oldal nagyobb,
mint nulla. A ξ := 1, x := −A−1b esetben ez az egyenlőtlenség azt adja, hogy
δ − (b|A−1b) > 0, ı́gy (2) alapján az N ×N -es mátrix determinánsa is pozit́ıv.

Tegyük most fel, hogy az (1) blokk-mátrix minden sarokaldeterminánsa pozit́ıv.
Ekkor detA > 0, speciálisan A bijekció, ı́gy most is igaz a (2) összefügés, amiből
most

δ − (b|A−1b) > 0 (4)

következik.
Az indukciós feltevésünk szerint A pozit́ıv definint, tehát minden x ∈ RN−1 és

ξ ∈ R esetén

0 < (x+ ξA−1b|A(x+ ξA−1b) = (x|Ax) + 2(b|x)ξ + (b|A−1b)ξ2,

és ı́gy (4) miatt az is igaz, hogy (3) pozit́ıv, vagyis az N × N -es mátrix pozit́ıv
definit.

Hangsúlyozzuk, hogy egy szimmetrikus R : V → V⋆ lineáris leképezés különbö-
ző koordinátázásokban vett mátrixának a determinánsa és a sarokaldeterminánsai
is általában különbözők, de az igaz hogy
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– ha R pozit́ıv definit, akkor minden koordinátázásban a mátrixának a sarokal-
daterminánsai pozit́ıvok,

– haR egy koordinátázásban vett mátrixának a sarokaldeterminánsai pozit́ıvok,
akkor R pozit́ıv definit.

22.9. Feladatok
1. Számı́tsuk ki a következő mátrixok determinánsát:




1 0 i
0 1 0

−2 1 1


 ,




0 a −b
−a 0 c
b −c 0


 ,




1 1 0
0 1 1
1 0 1


 .

2. Használjuk több ı́zben is a 22.2.(iii)-ben léırt módszert majd a kifejtési tételt
a következű mátrixok determinánsának a meghatározására:




1 2 3 4
0 1 2 0
2 3 4 1
0 0 1 2


 ,




1 2 1 2
2 1 2 1
1 2 2 1
2 1 1 2


 .

3. Mennyi a rangja az alábbi mátrixoknak?




1 0 1 2
1 1 0 0
0 1 1 0


 ,




0 1 i
−1 0 −1
i −1 0


 ,




1 i
i −1
−1 −i
−i 1


 .

4. Egy diagonális mátrixra nyilván igaz, hogy ha pozit́ıv szemidefinit, akkor
sarokaldeterminánsai pozit́ıvak és nullák, és van nulla sarokaldeterminánsa. Talál-
junk egyszerű példát olyan 2 × 2-es nem diagonális mátrixra, amely indefinit, és
az egyik sarokaldeterminánsa nulla, a másik pozit́ıv.

5. Miért nem igaz a 22.8. álĺıtás szimmetrikus komplex mátrixokra?
6. Egy (αik | i, k = 1, . . . , N) komplex mátrix hermitikus, ha αki = α∗

ik (lásd
18.8.). Bizonýıtsuk be hogy egy ilyen hermitikus mátrix – vagyis a megfelelő her-
mitikus forma – pontosan akkor pozit́ıv definit, ha minden sarokaldeterminánsa
pozit́ıv.

7. Keressük meg a

(ξ ∈ R4)?




0 1 −1 2
5 3 7 1
7 5 9 3







ξ1
ξ2
ξ3
ξ4


 =




13
29
51




lineáris egyenlet megoldásait.
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23. Iránýıtás

23.1. A fizikában gyakran előforduló fogalom, hogy három vektor a fizikai tér-
ben ,,jobb sodrású” rendszert alkot, vagyis sorban egymás után úgy következnek,
mint a jobb kezünk hüvelykujja, mutatóujja és középső ujja. Ennek a szemléletes
fogalomnak adunk most pontos matematikai értelmet.

Defińıció A V véges dimenziós valós vektortér (v1, . . . ,vN ) és (v′
1, . . . ,v

′
N )

indexezett bázisa azonos iránýıtású, ha a vi �→ v′
i (i = 1, . . . , N) hozzáé-

rendeléssel értelmezett Z : V → V lineáris bijekció determinánsa pozit́ıv.

Megjegyezzük, hogy a 16.9.1. feladat alapján a szóban forgó lineáris leképezés
determinánsa megegyezik a ,,vesszőtlen” bázisról a ,,vesszős” bázisra való áttérés
mátrixának a determinánsával.

Álĺıtás A V indexezett bázisainak a halmazán az azonos iránýıtottság ekvi-
valencia-reláció, amely szerint két ekvivalencia-osztály van.

Bizonýıtás A reláció nyilvánvalóan reflex́ıv: ha a két bázis ugyanaz, akkor Z az
identitás, amelynek a determinánsa 1. A reláció szimmetrikus: az v′

i �→ vi formu-
lával meghatározott lineáris leképezés Z-nek az inverze, amelynek a determinánsa
1/ detZ. A reláció tranzit́ıv: két lineáris leképezés szorzatának determinánsa a
determinánsok szorzata.

Valós vektortérről lévén szó, egy lineáris bijekció determinánsa vagy pozit́ıv vagy
negat́ıv. Vegyünk két iránýıtott bázist, amelyek elemei azonosak, de az egyikben
két vektor sorrendje fel van cserélve a másikéhoz képest. A két bázis közötti átté-
rési determináns negat́ıv, tehát a két bázis különböző ekvivalencia-osztályban van.
Akármilyen más bázis viszont vagy az egyikkel vagy a másikkal azonos iránýıtású,
tehát két ekvivalencia-osztály van.

23.2. Defińıció A (V, o) párt iránýıtott vektortérnek h́ıvjuk, ha V vé-
ges dimenziós valós vektortér és o (a vektortér iránýıtása) azonos iránýıtá-
sú indexezett bázisainak egy ekvivalencia-osztálya. Pozit́ıv iránýıtásúnak
mondjuk a vektortér egy indexezett bázisát, ha benne van o-ban; ellenkező
esetben negat́ıv iránýıtású.

Ugyanúgy, ahogy a vektorterek jelöléséből el szoktuk hagyni a műveleteket, az
iránýıtott vektorterek jelöléséből is elhagyjuk az iránýıtást; azt mondjuk, legyen V
iránýıtott vektortér, és ebbe beleértjük, hogy ki van jelölve a pozit́ıvan iránýıtott
indexezett bázisainak a halmaza.

Megjegyezzük, egy iránýıtás megadásához elég megadni egyetlen indexezett bá-
zist, mert az egyértelműen meghatározza a vele azonos iránýıtású indexezett bá-
zisok összességét.
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RN standard iránýıtását a standard indexezett bázis határozza meg.
Azonos iránýıtású indexezett bázisok duálisai is azonos iránýıtásúak, hiszen a

duális bázisok közötti áttérési mátrix az eredeti áttérési mátrix transzponáltjának
az inverze. Ezért V iránýıtása meghatározza V⋆ egy iránýıtását: azt, amelyet a
V valamely – tehát minden – pozit́ıvan iránýıtott bázisának a duálisa jelöl ki.

23.3. Álĺıtás Legyen V és U azonos véges dimenziójú valós vektortér,
A : V → U lineáris bijekció. Ha (v1, . . . ,vN ) és (v′

1, . . . ,v
′
N ) a V-nek azono-

san iránýıtott indexezett bázisai, akkor (Av1, . . . ,AvN ) és (Av′
1, . . . ,Av′

N )
az U-nak azonosan iránýıtott bázisai.

Bizonýıtás Legyen Z mint az előbb. Nyilvánvaló, hogy AZA−1 : U → U az a
lineáris bijekció, amely Avi-t Av′

i-ba viszi. 21.5. szerint det(AZA−1) = detZ >
0.

Lineáris bijekció tehát a indexezett bázisok egy ekvivalencia-osztályát egy ek-
vivalencia-osztályra képezi, ezért értelmes a követekező meghatározás.

Defińıció Iránýıtott vektorterek közötti lineáris bijekciót iránýıtástartó-
nak h́ıvunk, ha pozit́ıv iránýıtású bázist pozit́ıv iránýıtásúba visz át.

23.4. Legyen A egy dimenziós valós vektortér. Ennek minden nem nulla eleme
bázis. Két nem nulla elem akkor azonos iránýıtású, ha egymás pozit́ıv számszo-
rosai. Szemléletesen az azonos iránýıtású bázisok egy-egy félegyenest alkotnak; a
nem nulla a elem ekvivalencia osztálya R+a = {αa | α ∈ R+}.

Az egy dimenziós A egy iránýıtása tehát egy félegyenesének a kiválasztását je-
lenti. A kijelölt félegyenesben levő elemeket pozit́ıvnak mondjuk, és ı́gy jelöljük:
0 < a. Értelemszerű ezután, mit jelent 0 ≤ a. Bevezetjük az

A+ := {a ∈ A | 0 < a}, A+
0 := {a ∈ A | 0 ≤ a}

jelöléseket.
Értelmezzük az A-beli a elem előjelét:

signa :=





+1 ha a ∈ A+
0 ,

0 ha a = 0,

−1 ha a /∈ A+
0 ,

valamint abszolútértékét:
|a| := (signa)a.

Az iránýıtás meghatároz A-n egy láncszerű rendezést:

a ≤ b jelentse azt, hogy 0 ≤ b− a.
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Könnyű látni, hogy ≤ reflex́ıv és antiszimmetrikus; a tranzitivitást az alábbi
(ii) tulajdonságból származtathatjuk.

Mivel pozit́ıv elemek összege és pozit́ıv számszorosa is pozit́ıv, igen egyszerű
ellenőrizni, hogy igazak a következő összefüggések minden a, b, c,d ∈ A esetén:

(i) ha a ≤ b, c ≤ d, akkor a+ c ≤ b+ d,
(ii) ha a ≤ b, α ∈ R+, akkor αa ≤ αb.
Ford́ıtva is igaz: ha megadunk A-n egy ≤ láncszerű rendezést, amely teljeśıti

az (i) és (ii) követelményeket, akkor az erre a rendezésre nézve pozit́ıv elemek
összessége egy félegyenest alkot, vagyis meghatároz egy iránýıtást.

Összefoglava tehát: egy dimenziós valós vektortéren az iránýıtások és a láncsze-
rű rendezések, amelyek eleget tesznek az (i) és (ii) összefüggéseknek, kölcsönösen
egyértelműen megfeleltethetők egymásnak.

Az iránýıtott egy dimenziós vektorterek fontos szerepet kapnak a fizikában,
ugyanis egy fizikai mennyiség – például tömeg, hosszúság, időtartam, sebesség-
nagyság – értékeinek összeségét egy ilyen pozit́ıv elemeivel tudjuk jól modellezni.
Ezért vezetjük be a következő elnevezést:

Defińıció Mértékegyenesnek h́ıvunk egy iránýıtott egy dimenziós valós
vektorteret.

23.5. Feladatok
1. Azonos iránýıtású-e R3-ban az

(
(1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1)

)
indexezett bázis a

standard bázissal?
2. Legyen V iránýıtott vektortér. Igazoljuk, hogy az A : V → V lineáris

bijekció pontosan akkor iránýıtástartó, ha detA > 0.
3. Legyen (v1, . . . ,vN ) és (v′

1, . . . ,v
′
N ) a V valós vektortér indexezett bázisa,

(p1, . . . ,pN ) illetve (p′
1, . . . ,p

′
N ) ezek duálisa. Mutassuk meg, hogy ez a két bázis

pontosan akkor azonos iránýıtású, ha
N
∧

k=1
vk és

N
∧

k=1
v′
k egymás pozit́ıv számszorosai,

ami egyenértékű azzal, hogy
N
∧

k=1
pk és

N
∧

k=1
p′
k egymás pozit́ıv számszorosai.

Igazoljuk ennek alapján, hogy V és
N
∧V, valamint V és

N
∧V⋆ iránýıtásai köl-

csönösen egyértelműen meghatározzák egymást.
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V. TENZOROK

Először a tenzoroknak talán különösnek tűnő absztrakt defińıciójával kezdjük, s
aztán a tenzorszorzatok tulajdonságainak vizsgálatán át eljutunk a fizikában hasz-
nált tenzorfogalomhoz; az alapvető tenzorok nem mások, mint lineáris leképezések
vagy bilineáris formák.

24. Tenzorszorzatok

24.1. A legegyszerűbb bilineáris leképezés a számok szorzása. Ez rendelkezik
azzal a jó tulajdonsággal, hogy két szám szorzata akkor és csak akkor nulla, ha
legalább az egyik szám nulla. Általában egy R : U ×V → W bilineáris leképe-
zésre ez nem igaz: lehetséges, hogy R(x,y) = 0, noha sem x sem y nem nulla.
Szemléletesen úgy fogalmazhatunk, hogy a számok szorzása mint bilineáris leké-
pezés csak akkor veszi fel a nulla értéket, ha “muszáj”. A vektorok tenzorszorzása
is olyan bilineáris leképezés, amely “a lehető legkevesebb helyen” veszi fel a nulla
értéket.

Defińıció Legyen U és V (azonos test fölötti) vektortér. Az U-nak V-vel
vett tenzorszorzata egy (Z, r) pár, ahol

(i) Z vektortér,
(ii) r : U×V → Z bilineáris leképezés,

amelyekre az teljesül, hogy ha W vektortér és R : U × V → W bilineáris
leképezés, akkor létezik egyetlen olyan L : Z → W lineáris leképezés, hogy

R = L ◦ r.

A r bilineáris leképezés (tenzorszorzás) az U×V-n értelmezett bilineáris leké-
pezések között a “legkevesebb helyen” veszi fel a nulla értéket: ahol r értéke nulla,
ott minden más bilineáris leképezésé is.
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24.2. Álĺıtás Z vektortér és r : U × V → Z bilineáris leképezés esetén a
(Z, r) pár akkor és csak akkor U és V tenzorszorzata, ha

(i) Z = Span(Ranr),
(ii) ha v1, . . . ,vn a V lineárisan független elemei, u1, . . . ,un ∈ U és

n∑
k=1

r(uk,vk) = 0, akkor u1 = · · · = un = 0.

Bizonýıtás Zárjuk ki az U = {0} vagy V = {0} triviális esetet. Tegyük fel, hogy

(i) teljesül. Ekkor Z minden eleme
n∑

k=1

r(uk,vk) alakú (lásd 17.4.).

Tegyük fel, hogy (ii) is teljesül, és R : U×V → W bilineáris leképezés. Ekkor
az

L
n∑

k=1

r(uk,vk) :=

n∑
k=1

R(uk,vk)

képlettel jól definiált L : Z → W leképezés lineáris és az egyetlen olyan, hogy
L ◦ r = R. Egyszerű számolással ellenőrizhető L linearitása; egyértelműsége ab-
ból következik, hogy lineáris leképezést egyértelműen meghatározzák egy generáló
halmazon – jelen esetben Ranr-en – felvett értékei. Csak az nem nyilvánvaló, hogy

L jól definiált. Ennek igazolásához azt kell megmutanunk, hogy ha
r∑

j=1

r(uj ,vj) =

m∑
i=1

r(u′
i,v

′
i), akkor

r∑
j=1

R(uj ,vj) =
m∑
i=1

R(u′
i,v

′
i). Egy oldalra rendezéssel és

átszámozással ezt visszavezethetjük arra, hogy a
m∑
i=1

r(u′
i,v

′
i) = 0 egyenlőség-

ből
m∑
i=1

R(u′
i,v

′
i) = 0 kell, hogy következzen. Tudjuk, vannak olyan u1, . . . ,un

és lineárisan független v1, . . . ,vn elemek, hogy
m∑
i=1

r(u′
i,v

′
i) =

n∑
k=1

r(uk,vk) és

m∑
i=1

R(u′
i,v

′
i) =

n∑
k=1

R(uk,vk) (lásd a 17.4. álĺıtást, amelynek a bizonýıtásából

látszik, hogy mind r-re, mind R-re ugyanazokkal az elemekkel igaz az egyenlőség,
hiszen csak a bilinearitást használtuk ki). Ezért az (ii) feltételből adódik a ḱıvánt
összefüggés.

Tegyük most fel, hogy (i) nem teljesül, vagyis a r értékkészlete által kifeszitett
lineáris altér nem az egész Z. Nyilvánvaló, hogy ekkor, ha létezik is L minden R-
hez úgy, hogy L ◦ r = R, az nem egyértelmű: Span(Ranr) egy kiegésźıtő alterén
lineárisan akárhogyan lehet definiálva.

Ha viszont (ii) nem teljesül, akkor van olyan R, amelyhez nem létezik L line-

áris leképezés úgy, hogy L ◦ r = R. Íme: legyen v1, . . . ,vn lineárisan független,

u1, . . . ,un egyik sem nulla és
n∑

k=1

r(uk,vk) = 0. Legyen m az u1, . . . ,un vektorok
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közül kiválasztható legtöbb lineárisan független vektor száma; 0 ̸= m ≤ n. Az
általánosság megszoŕıtása nélkül feltehetjük, hogy éppen az első m vektor ilyen.
Egésźıtsük ki az {v1, . . . ,vn} halmazt bázissá V-ben, és az {u1, . . . ,um} halmazt
bázissá U-ban. Definiáljuk az R : U × V → K bilineáris leképezést úgy, hogy
R(ui,vk) := δik (i, k = 1, . . . ,m), és R minden más báziselem-páron vegyen fel

nulla értéket. Ekkor
n∑

k=1

R(uk,vk) = m, és ha van is olyan L leképezés, amellyel

L ◦ r = R, akkor L(0) = m ̸= 0, tehát L nem lehet lineáris.
Vegyük észre, hogy az álĺıtásban szereplő (ii) feltétel a lényeges: ha r ilyen tu-

lajdonságú bilineáris leképezés, azaz tenzorszorzás, akkor (Span(Ranr), r) ten-
zorszorzat.

24.3. Legyen (Z, r) az U és V tenzorszorzata. Ekkor az R szerepére vehetjük
r-t is; mivel idZ ◦r = r, a tenzorszorzat defińıciója értelmében ez az egyetlen ilyen
lehetőség, más szóval, ha A : Z → Z olyan lineáris leképezés, hogy A ◦ r = r,
akkor A = idZ.

Ha (Z′, r′) az U és V egy másik tenzorszorzata, akkor egyértelműen léteznek
L : Z → Z′ és L′ : Z′ → Z lineáris leképezések, amelyekkel

r′ = L ◦ r, r = L′ ◦ r′,

amiből

r = (L′ ◦L) ◦ r, r′ = (L ◦L′) ◦ r′,

és az előbbi észrevételünk szerint

L ◦L′ = idZ, L′ ◦L = idZ′ ,

tehát L és L′ lineáris bijekciók, és L′ = L−1.
Ez azt jelenti, hogy U és V két tenzorszorzatának vektorterei izomorfak és

egyetlen olyan izomorfizmus van, amely átviszi egymásba a tenzorszorzásokat. Azt
mondjuk, a tenzorszorzat lényegében egyértelmű, és ezért “a” tenzorszorzatról
szoktunk beszélni. Továbbá szokásosan magát a megfelelő vektorteret (ami a defi-
ńıcióban Z volt) nevezzük tenzorszorzatnak és U⊗V-vel jelöljük; a tenzorszorzást
(ami a defińıcióban r volt) pedig a ⊗ szorzásjellel ı́rjuk:

U×V → U⊗V, (u,v) �→ u⊗ v.

A tenzorszorzat defińıciójának alaptulajdonsága, amelyre úgy fogunk hivatkoz-
ni, hogy bármely R bilineáris leképezés egyértelműen faktorizálható a ten-
zorszorzaton keresztül egy LR lineáris leképezéssel, ezzel ilyen formát ölt:

R(u,v) = LR(u⊗ v) (u ∈ U,v ∈ V). (∗)
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Érdemes továbbá felidézni, hogy a 17.4. álĺıtás értelmében U⊗V minden ele-

me
n∑

k=1

uk ⊗ vk alakú, ahol v1, . . . ,vn a V-nek ineárisan független elemei (és ha a

tenzorszorzat eleme nem nulla, akkor u1, . . . ,un is vehető lineárisan függetlennek).

Szemléletesen tehát U⊗V a V elemeinek az U-ból vett “vektoregyütthatókkal
képezett lineáris kombinációiból” áll. Mi több, még az a szokásos tulajdonság is

igaz, hogy ha v1, . . . ,vn a V-nek lineárisan független elemei és
n∑

k=1

uk ⊗ vk = 0,

akkor u1 = . . . ,un = 0.

Másképp ugyanez: ha v1, . . . ,vn a V-nek lineárisan független elemei és u1 ̸=
0, . . . ,un ̸= 0, akkor

n∑
k=1

uk ⊗ vk ̸= 0. Speciálisan, ha u ̸= 0 és v ̸= 0, akkor

u ⊗ v ̸= 0: a tenzorszorzás rendelkezik a számok szorzásának a tulajdonságával:
nem nulla elemek szorzata nem nulla. Ennél azonban jóval erősebb a fent léırt
tulajdonság.

24.4. Eddig még nem tudjuk, létezik-e tenzorszorzat. Most megmutatjuk, hogy
igen.

Legyen u ∈ U, v ∈ V, és értelmezzük az

u⊗ v : V⋆ → U, p �→ (p|v)u

lineáris leképezést. Ez összhangban van már korábban használt jelölésünkkel (lásd
13.1.), és megmutatjuk, hogy összhangban áll az előző pont megállapodásával.

Álĺıtás Az U × V → Lin(V⋆,U), (u,v) �→ u ⊗ v leképezés tenzorszorzás,
azaz olyan bilineáris leképezés, amely teljeśıti a 24.2. álĺıtás (ii) feltételét.

Bizonýıtás Az nyilvánvaló, hogy (u,v) �→ u⊗ v bilineáris. Legyen v1, . . . ,vn ∈
V lineárisan független, és

n∑
k=1

uk ⊗ vk = 0. Ekkor minden p ∈ V⋆ és f ∈ U⋆

esetén

0 =

(
f

����
(

n∑
k=1

uk ⊗ vk

)
p

)
=

(
f

����
n∑

k=1

(p|vk)uk

)
=

=
n∑

k=1

(p|vk)(f |uk) =

(
p

����
n∑

k=1

(f |uk)vk

)
.

Mivel ez minden p-re igaz és V⋆ szétválasztja V elemeit, 0 =
n∑

k=1

(f |uk)vk. A

lineáris függetlenség miatt (f |uk) = 0 minden k-ra; mivel ez minden f -re fennáll,
ismét a szétválasztás miatt végül is azt kapjuk, hogy u1 = · · · = un = 0.
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Következésképpen U⊗V a V⋆ → U lineáris leképezések vektorterében az ilyen
szorzat alakú (egy rangú) lineáris leképezések kifesźıtette altér, azaz

U⊗V ⇛ Lin(V⋆,U) ⇛ Lin2(U⋆ ×V⋆,K). (∗)

Itt a második azonośıtásnál a 17.7. eredményét vettük figyelembe; azért ı́rtuk
ki, mert szokszor célszerű u⊗ v-t bilineáris leképezésnek tekinteni:

(u⊗ v)(q,p) := (q|u)(p|v) (q ∈ U⋆,p ∈ V⋆).

Megjegyezzük, hogy itt és a tenzorszorzatokkal kapcsolatban később is, ⇛ és ≡
egy kicsit más jelentésű, mint korábban; ugyanis U⊗V eleve csak egy egyértelmű
izomorfizmus erejéig van meghatározva.

24.5. Felh́ıvjuk a figyelmet arra, hogy egyes konkrét vektorterek esetén a ten-
zorszorzatot célszerű másképp realizálni, nem lineáris vagy bilineáris leképezé-
sekkel. Az egyik legfontosabb példa a lineáris leképezések vektortereinek tenzor-
szorzata, amelyről a 27. fejezetben szólunk, a másik fontos példát pedig most
ismertetjük.

Legyen U és V vektortér, S és T nem üres halmaz. Megmutatjuk, hogy

US ⊗VT ⇛ (U⊗V)S×T , ψ ⊗ ϕ ≡ ((s, t) �→ ψ(s)⊗ ϕ(t)).

Ügyeljünk arra, hogy itt a ⊗ jel két értelemben is megjelenik: US és VT ten-
zorszorzatának a jelölésére is, U és V tenzorszorzatának a jelölésére is. Az U⊗V
tenzorszorzatot a szokásos bilineáris formákkal realizáljuk. Világos, hogy a fenti
formulával definiált US×VT → (U⊗V)S×T , (ψ,ϕ) �→ ψ⊗ϕ leképezés bilineáris.
Azt kell csak megmutatnunk, hogy tenzorszorzás, azaz teljeśıti a 24.2. álĺıtás (ii)
feltételét. Legyenek ϕ1, . . . ,ϕn a VT lineárisan független elemei, és ψ1, . . . ,ψn

az US olyan elemei, hogy
n∑

k=1

ψk(s) ⊗ ϕk(t) = 0 minden (s, t) ∈ S × T esetén.

Ekkor az U⋆ és V⋆ minden q illetve p elemére
n∑

k=1

(q|ψk(s))(p|ϕk(t)) = 0, amiből

a p-t kiemelve, majd a szétválasztási tulajdonságot kihasználva azt következtet-

jük, hogy
n∑

k=1

(q|ψk(s))ϕk = 0 minden q ∈ U⋆ és s ∈ S esetén; ez viszont a

ϕk-k lineáris függetlenség miatt csak úgy lehetséges, hogy az együtthatók mind
nullák, amiből ismét a szétválasztási tulajdonság miatt végül mekapjuk a ḱıvánt
eredményt: ψk = 0 minden k-ra.

24.6. Álĺıtás Ha {ui | i ∈ I} bázis U-ban és {vk | k ∈ K} bázis V-ben,
akkor

{ui ⊗ vk | i ∈ I, k ∈ K}

bázis U⊗V-ben.
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Bizonýıtás Legyen F az I-nek G a K-nak véges részhalmaza, és αik (i ∈ F, k ∈

G) olyan számok, hogy 0 =
∑
i∈F

∑
k∈G

αikui ⊗ vk =
∑
k∈G

(∑
i∈F

αikui

)
⊗ vk. Ekkor

a tenzorszorzás alapvető tulajdonsága szerint a vk-k lineáris függetlensége miatt
minden k-ra 0 =

∑
i∈F

αikui, amiből viszont az ui-k lineáris függetlensége miatt

αik = 0 minden i ∈ F és k ∈ G esetén, vagyis az U⊗V szóban forgó részhalmaza
lineárisan független. Bázis is, mert u ∈ U és v ∈ V a bázis elemek (véges) lineáris
kombinációja, u =

∑
i∈F

αiui, v =
∑
k∈G

βkvk, tehát

u⊗ v =
∑
i∈F

∑
k∈G

αiβkui ⊗ vk;

tudjuk továbbá, hogy U⊗V bármely eleme u⊗ v alakúak összege.
Mivel V akármilyen vektortér lehet, például egy vektortér duálisa is, mondjuk

V⋆, látjuk, hogy a 13.2. és a 13.3. álĺıtás az itt bizonýıtottnak speciális esetei.
Erdményünk következménye, hogy

dim(U⊗V) = (dimU)(dimV).

Ha U és V véges dimenziós, akkor U⊗V dimenziója és Lin(V⋆,U) dimenziója
megegyezik, mindkettő véges, ezért a 24.4-ben adott ⇛ helyett ≡ áll; sőt V⋆⋆ ≡ V
és U⋆⋆ ≡ U miatt további azonośıtások is érvényesek, amelyeket most felsorolunk;
ha tehát U és V véges dimenziós, akkor

U⊗V ≡ Lin(V⋆,U) ≡ Lin2(U⋆ ×V⋆,K),

U⊗V⋆ ≡ Lin(V,U) ≡ Lin2(U⋆ ×V,K),

U⋆ ⊗V ≡ Lin(V⋆,U⋆) ≡ Lin2(U×V⋆,K),

U⋆ ⊗V⋆ ≡ Lin(V,U⋆) ≡ Lin2(U×V,K).

24.7. A 13. fejezetben már használtuk a ⊗ jelet. Ha u ∈ U, p ∈ V⋆, ak-
kor az ottani defińıciónkkal u ⊗ p ∈ Lin(V,U), a mostani defińıciónkkal pedig
u⊗ p ∈ U⊗V⋆ ⇛ Lin(V⋆⋆,U). Nyilvánvaló, hogy a 13. fejezetbeli V → U line-
áris leképezés az itteni V⋆⋆ → U lineáris leképezés leszűḱıtése. A transzponálásra
vonatkozóan is megegyezik az ottani és itteni eredményünk.

Most összegyűjtünk néhány egyszerű, de sokat használt azonośıtást tenzorszor-
zatokra vonatkozóan. Kérjük az olvasót, ellenőrizze, hogy az alább felsorolt azo-
nośıtások helytállók (vagyis a formulákkal “természetes” izomorfizmusokat adunk
meg).

(i) A 24.4. (∗) összefüggése szerint K⊗V ⇛ Lin(V⋆,K) = V⋆⋆. Ennél azonban
többet is mondhatunk:

K⊗V ≡ V, α⊗ v ≡ αv.
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Ez egyben példát nyújt arra is, hogy általában U ⊗ V nem azonośıtható az
egész Lin(V⋆,U)-val, még akkor sem, ha U véges dimenziós.

Viszont ugyancsak 24.4. valamint 8.5. (v) szerint V ⊗ K ⇛ Lin(K⋆,V) ≡
Lin(K,V) ≡ V, továbbá, mint az előbb, V ⊗ K ≡ V, v ⊗ α ≡ αv, tehát itt ⇛
helyett ≡ áll, amiből könnyen általánośıthatjuk (lásd a 24.13.1. feladatot), hogy
U⊗V ≡ Lin(U,V) ha V véges dimenziós.

(ii)

(U×V)⊗W ≡ (U⊗W)× (V ⊗W), (u,v)⊗w ≡ (u⊗w,v ⊗w),

U⊗ (V ×W) ≡ (U⊗V)× (U⊗W), u⊗ (v,w) ≡ (u⊗ v,u⊗w).

(iii)
U⋆ ⊗V⋆ ⇛ (U⊗V)⋆, (q ⊗ p|u⊗ v) ≡ (q|u)(p|v);

ha U és V véges dimenziós, akkor ⇛ helyett ≡ áll.
(iv) Sok matematikakönyvben azt mondják, hogy a tenzorszorzás kommutat́ıv,

azaz U ⊗ V ≡ V ⊗ U, u ⊗ v ≡ v ⊗ u. Valóban ez az azonośıtás is lehetséges,
azonban mi még sem élünk vele; az

U⊗V → V ⊗U, u⊗ v �→ v ⊗ u =: (u⊗ v)⋆

transzponálás lineáris bijekciót határoz meg, amelynek a jelölését nem célszerű
elhagyni.

Megmutatjuk, hogy ez a transzponálás megegyezik a korábban bevezetett foga-
lommal.

U ⊗ V a Lin(V⋆,U) altere, V ⊗ U a Lin(U⋆,V) altere, ami viszont alte-
re Lin(U⋆,V⋆⋆)-nak. Az L : V⋆ → U lineáris leképezés transzponáltja az az
L⋆ : U⋆ → V⋆⋆ lineáris leképezés, amelyet

(L⋆q|p)V⋆ = (q|Lp)U (q ∈ U⋆,p ∈ V⋆)

határoz meg. Így tehát

(
(u⊗ v)⋆q|p

)
=

(
q|(u⊗ v)p

)
= (q|u)(p|v) =

=
(
(v ⊗ u)q|p),

vagyis u⊗ v transzponáltja valóban v ⊗ u.
Lineáris leképezést (például egy mátrixot) nem célszerű azonośıtani a transzpo-

náltjával, ezért nem tekintjük a tenzorszorzást kommutat́ıvnak. Egy másik érv az,
hogy U = V esetén u⊗ v és v ⊗ u ugyanannak a vektortérnek különböző elemei.
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24.8. Álĺıtás A

Lin2(U×V,W) → Lin(U⊗V,W), R → LR

hozzárendelés lineáris bijekció, ahol LR az a lineáris leképezés, amellyel R
faktorizálható a tenzorszorzaton keresztül (lásd 24.3. (∗)).

Bizonýıtás A linearitásról könnyű meggyőződni: R1 +R2 = (LR1
+ LR2

) ◦ ⊗,
stb.

Ha LR = 0, akkor nyilván R = 0, tehát a lineáris hozzárendelés injekt́ıv. Adott
L ∈ Lin(U⊗V,W) estén R := L ◦⊗ ∈ Lin2(U×V,W), amelyre LR = L, tehát
a hozzárendelés szürjekt́ıv.

Ezt a “kitüntetett” lineáris bijekciót felhasználhatjuk arra, hogy a szóban forgó
két vektorteret azonośıtsuk:

Lin(U⊗V,W) ≡ Lin2(U×V,W), L ≡ L ◦ ⊗.

24.9. A V×V⋆ → K, (x,p) → (p|x) bilineáris forma egyértelműen faktorizál-
ható a tenzorszorzaton keresztül, azaz létezik egyetlen

Tr : V ⊗V⋆ → K, x⊗ p �→ (p|x)

lineáris leképezés. Hangsúlyozzuk, hogy a fenti formula nem a defińıciója Tr-nek,
hanem csak a definiáló tulajdonsága: a Tr lineáris leképezést egyértelműen meg-
határozzák az x ⊗ p elemeken felvett értékei, noha V ⊗ V⋆ nem minden eleme
ilyen, hanem ilyenek lineáris kombinációja.

Ha V véges dimenziós, akkor V ⊗V⋆ ≡ Lin(V), és A ∈ Lin(V) esetén TrA-t
az A nyomának h́ıvjuk.

1. Álĺıtás Ha dimV < ∞, akkor

Tr(AB) = Tr(BA) (AB ∈ Lin(V)).

Bizonýıtás Értelemszerű jelöléssel (x ⊗ p)(y ⊗ q) = (p|y)x ⊗ q, tehát Tr
(
(x ⊗

p)(y⊗q)
)
= Tr

(
(y⊗q)(x⊗p)

)
, amiből egyszerűen kapjuk a bizonýıtandó egyen-

lőséget.

2. Álĺıtás Ha {v1, . . . ,vN} a V egy bázisa és {p1, . . . ,pN} ennek a duálisa,
akkor

TrA =
N∑

k=1

(pk|Avk) (A ∈ Lin(V)).
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Bizonýıtás A fenti formula a 12.4. végén levő összefüggésből adódó

(p|x) =
N∑

k=1

(pk|x)(p|vk) =

N∑
k=1

(pk|(x⊗ p)vk)

egyenlőségből következik.
Vegyük észre, hogy a fenti összegben az A (a szóban forgó bázisra vonatkozó)

mátrixának főátlóbeli tagjai szerepelnek. Tehát egy V → V lineáris leképezés
nyoma egyenlő bármely mátrixa főátlóbeli tagjainak az összegével.

Az előbbiekhez hasonlóan értelmezhetjük dimV < ∞ esetén a

Tr : Lin(V⋆) ≡ V⋆ ⊗V → K, p⊗ x �→ (p|x)

nyomot. Mivel x ⊗ p transzponáltja p ⊗ x és a transzponálás lineáris művelet,
azonnal adódik, hogy

Tr(A⋆) = TrA (A ∈ Lin(V),

amit abból is tudhatunk, hogy A⋆ bármely mátrixa az A megfelelő mátrixának a
transzponáltja, és egy mátrixnak és a transzponáltjának a főátlója megegyezik.

Jegyezzük meg, hogy V → V⋆ és V⋆ → V lineáris leképezések nyoma nem
értelmezhető, noha ezek mátrixából is képezhető a főátlóbeli tagok összege; ez az
összeg azonban függ a koordinátázástól. Ez hasonló ahhoz, mint amit a szim-
metrikusságról, illetve a determinánsról mondtunk (lásd 14.5., 15.4. és 22.7.). A
fönn-lenn indexezéssel úgy fogalmazhatunk, csak olyan mátrixnak a nyoma értel-
mes, amelyek két indexe ellentétes helyzetben van.

24.10. Fizikai alkalmazásokban gyakran talákozunk olyan tenzorszorzatokkal,
amelyekben az egyik (vagy mindkét) vektortér egy dimenziós (speciálisan mérték-
egyenes). Ekkor célszerűnek látjuk a transzponálás jelölését elhagyni, és a 24.7.
(iv)-ben emĺıtett azonośıtást megtenni. Sőt tovább megyünk: elhagyjuk még a
tenzorszorzás jelét is. Közelebbről tehát:

A⊗V ≡ V ⊗A, a⊗ x ≡ x⊗ a =: ax ha dimA = 1.

Jegyezzük meg, hogy A ⊗V minden eleme ax alakú, mert ha ak ∈ A, akkor

van olyan a ∈ A és αk ∈ K, hogy ak = αka, tehát
n∑

k=1

akxk = a
n∑

k=1

αkxk.

Noha A ̸= K esetén A ⊗ V ̸= V, mégis értelmet adhatunk annak, hogy egy
V-beli x elem párhuzamos egy A⊗V-beli r elemmel: ha van olyan a ∈ A, hogy
r = ax.

A fenti megállapodás szerint az egy dimenziós A vektortér elmeinek egymással
való tenzorszorzatából is elhagyjuk a ⊗ jelet; ennél több egyszerűśıtést is teszünk:
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egy a elem önmagával vett tenzorszorzatát 2-es hatvánnyal ı́rjuk: a2 := aa :=
a⊗ a.

24.11. Ha A egy dimenziós vektortér és 0 ̸= a, akkor a 3.5. értelmében

bármely b ∈ A esetén
b

a
∈ K jelöli azt az egyértelműen meghatározott számot,

amellyel b =
b

a
a.

Ha a ∈ A és h ∈ A⋆, akkor ah ∈ Lin(A,A) – ne feledjük, hogy egy dimenziós
vektortér esetén elhagyjuk a tenzorszorzás jelét, tehát ah = a⊗ h –, és

(ah)b = (h|b)a = (h|a)b,

hiszen nyilván fennáll az egyenlőség, ha a = 0, és ha a ̸= 0, akkor

(
h| b

a
a

)
a =

(h|a) b
a
a.

Ha A egy dimenziós vektortér, akkor az A → A lineáris leképezések összessége
azonośıtható a K alaptesttel; α ∈ K mint lineáris leképezés az a elemhez αa-t
rendeli.

Így a mondotak alapján az

A⊗A⋆ ≡ Lin(A) ≡ K, ah ≡ (h|a)

azonośıtást tehetjük.

24.12. Legyen A egy dimenziós valós vektortér. Ekkor A⊗A is egy dimenziós
vektortér, amelyet természetes iránýıtással láthatunk el úgy, hogy a pozit́ıv elemek
halmaza

(A⊗A)+ := {a2 | a ∈ A \ {0}}.

Világos, hogy ez a defińıció jó, a szóban forgó halmaz félegyenes: ha 0 ̸= a ∈ A,
akkor R+(a2) alakba is ı́rható.

Ha A is iránýıtott (azaz mértékegyenes), akkor

A+
0 → (A⊗A)+0 , a �→ a2

bijekció. Valóban, az előzőek szerint szürjekció, és injekció is a következő miatt.

Ha a2 = 0, akkor a = 0. Ha a, b ∈ A+ és a2 = b2, akkor a2 =

(
b

a

)2

a2, amiből

b

a
> 0 miatt

b

a
= 1, és ı́gy b = a.

A fenti bijekció inverzét gyökvonásnak h́ıvjuk, és ı́gy jelöljük:

√
: (A⊗A)+0 → A+

0 .
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Vegyük észre, hogy (lásd 23.4.), hogy

√
a2 = |a| (a ∈ A).

24.13. Feladatok
1. Legyen V vektortér, N ∈ N. Ekkor (lásd a 11.7.7. feladatot)

KN ⊗V ⇛ Lin(V⋆,KN ) ≡ Lin(V⋆,K)N = (V⋆⋆)N ,

és 11.5. valamint 8.5. (v) alapján

V ⊗KN ⇛ Lin
(
(KN )⋆,V

)
≡ Lin(KN ,V) ≡ Lin(K,V)N ≡ VN

Bizonýıtsuk be, hogy ennél több is mondható:

KN ⊗V ≡ V ⊗KN ≡ VN , ξ ⊗ x ≡ x⊗ ξ ≡ (ξ1x, . . . , ξNx).

2. Legyen P a polinomok vektortere. Jellemezzük P⊗P-t mint a C× C → C
függvények vektorterének lineáris alterét (24.5. szerint polinomok tenzorszorzata
“két változós komplex polinom”).

3. Mutassuk meg, hogy U⊗V minden nem nulla eleme
n∑

k=1

uk⊗vk alakú, ahol

mind az uk-k mind az vk-k lineárisan függetlenek.
4. Mutassuk meg, hogy ha {v1, . . . ,vN} a V egy bázisa és {p1, . . . ,pN} en-

nek a duálisa, akkor S ∈ Lin(V⋆,U) esetén S =
N∑

k=1

(Spk) ⊗ vk, és ez a formula

konkrétan megadja a Lin(V⋆,U) ≡ U⊗V azonośıtást.
5. Ha U és V véges dimenziós vektorterek, akkor U ⊗ V⋆ ≡ Lin(V,U) és

U⋆⊗V ≡ Lin(V⋆,U⋆), ı́gy 24.7.(iii) alapján
(
Lin(V,U)

)⋆ ≡ Lin(V⋆,U⋆). Mutas-
suk meg, hogy ebben az azonośıtásban (A|S) ≡ Tr(A⋆S), ahol A ∈ Lin(V,U⋆),
S ∈ Lin(V⋆,U).

Ezek szerint a KN ≡ (KN )⋆ azonośıtással Lin(KN ,KM ) ≡
(
Lin(KN ,KM )

)⋆
, az-

az KM×N ≡
(
KM×N

)⋆
, amit már jól tudunk. Igazoljuk, hogy a kétféle azonośıtás

valóban megegyezik, azaz Tr(A⋆S) =
M∑
i=1

N∑
k=1

AikSik.

6. Legyen U és V véges dimenziós vektortér, A ∈ Lin(U), B ∈ Lin(V). Bizo-
nýıtsuk be, hogy Tr(A×B) = TrA+TrB.

7. A 24.5. jelöléseivel ⇛ helyett ≡ áll, ha U és V véges dimenziós, valamint S
és T közül legalább az egyik véges halmaz.
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25. Tenzorhatványok

25.1. A tenzorszorzás “asszociat́ıv”: két vektortér tenzorszorzatát tenzorszo-
rozhatjuk egy harmadik vektortérrel, és a különböző sorrendű szorzatok azonośıt-
hatók; értelemszerű jelölésekkel

(U⊗V)⊗W ≡ U⊗ (V ⊗W), (u⊗ v)⊗w ≡ u⊗ (v ⊗w).

Ezért a zárójelet el is hagyjuk, és U⊗V ⊗W-t illetve u⊗ v ⊗w-t ı́runk.
Három vektortér adott sorrendű tenzorszorzatát másképp is értelmezhetjük a

24.1. defińıció mintájára. U⊗V ⊗W olyan vektortér, és (u,v,w) �→ u⊗ v ⊗w
olyan trilineáris leképezés, hogy bármely R : U × V × W → Z trilineáris leké-
pezéshez létezik egyetlen olyan L : U ⊗ V ⊗ W → Z lineáris leképezés, hogy
R(u,v,w) = L(u⊗ v ⊗w).

Ezek után nyilvánvaló, hogyan értelmezzük n ≥ 2 esetén a V1, . . . ,Vn vek-

torterek adott sorrendű tenzorszorzatát, amelyre a
n
⊗
k=1

Vk jelölést használjuk, és

hasonlóképp jelöljük az xk ∈ Vk elemek tenzorszorzatát is:
n
⊗
k=1

xk.

Mı́g két vektortér, U és V tenzorszorzatát akár V⋆ → U lineáris leképezésekkel
akár U⋆ × V⋆ → K bilineáris leképezésekkel tudjuk egyszerűen realizálni, addig
több vektortér tenzorszorzatának egyszerű realizálására csak a multilineáris leké-
pezések alkalmasak (persze itt is lehetne használni bizonyos lineáris leképezéseket
a 19.3. álĺıtás és az utána levő megjegyzés szerint, de azoknak lényege éppen az,
hogy bonyolult objektumokat egyszerűbbekkel azonośıtanak).

Nem nehéz megmutatni 24.4. mintájára, hogy

n
⊗
k=1

Vk ⇛ Linn
(

n

X
k=1

V⋆
k,K

)
,

(
n
⊗
k=1

xk

)
(p1, . . . ,pn) ≡

n∏
k=1

(pk|xk).

Ha Vk-k véges dimenziósasak, akkor ⇛ helyett ≡ áll.

25.2. A tenzorszorzatok használatának nagy előnye, hogy áttekinthetővé teszi
a 19.3-ban megadott és ahhoz hasonló azonośıtásokat.

Három vektortérre például V⋆
1 ⊗V⋆

2 ⊗V⋆
3 az egyik zárójelezéssel a

V⋆
1⊗V⋆

2⊗V⋆
3 ≡ (V⋆

1⊗V⋆
2)⊗V⋆

3 ≡ Lin(V3,V
⋆
1⊗V⋆

2) ≡ Lin(V3,Lin
2(V1×V2,K))

p1 ⊗ p2 ⊗ p3 ≡
(
v3 �→ p1 ⊗ p2(p3|v3)

)

azonośıtást adja, a másik zárójelezéssel a
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V⋆
1 ⊗V⋆

2 ⊗V⋆
3 ≡ V⋆

1 ⊗ (V⋆
2 ⊗V⋆

3) ≡ V⋆
1 ⊗ (V2 ⊗V3)

⋆ ≡
≡ Lin(V2 ⊗V3,V

⋆
1) ≡ Lin2(V2 ×V3,Lin(V1,K)),

p1 ⊗ p2 ⊗ p3 ≡
(
(v2,v3) �→ p1(p2|v2)(p3|v3)

)

azonośıtást, ahol az elemekre csak a legegyszerűbb (és egyben legfontosabb, mert
könnyen észben tartható) formulát ı́rtuk ki.

Kérjük az olvasót, általánośıtsa ezeket az összefüggéseket n > 3 esetére, és vesse
össze a 19.3-ban léırt azonośıtásokkal.

25.3. Most n ∈ N0 esetére egyetlen V vektortérnek önmagával vett n-sze-

res tenzorszorzatát, azaz n-edik tenzorhatványát vizsgáljuk, amelyet
n
⊗V-vel

jelölünk. Ha n ≤ 2, akkor ez az előbbiek szerint van értelemzve, és

0
⊗V := K,

1
⊗V := V.

A tenzorszorzás asszociativitása miatt bármely n és m nemnegat́ıv egész számra
(n
⊗V

)
⊗
(m
⊗V

)
≡

n+m
⊗ V. (∗)

Mint tudjuk,
n
⊗V ⇛ Lin((V⋆)⋆,K); az xk vektorokkal a 20.6-ban bevezettük a

n
⊗
k=1

xk jelölést; egyszerűen látható, hogy az ottani értelmezés megegyezik az it-

tenivel, tehát amit ott elmondtunk, az igaz lesz a tenzorszorzatokra. Például

bevezethetjük a
n
∨

k=1
xk szimmetrikus és

n
∧

k−1
xk antiszimmetrikus tenzorszorzatot.

Ugyanúgy, mint 20.3-ban, igaz, hogy ha V véges dimenziós és {v1, . . . ,vN} a
V egy bázisa, akkor{

n
⊗
i=1

vki

���� 1 ≤ ki ≤ N, i = 1, . . . , n

}
,

{
n
∨
i=1

vki

���� 1 ≤ k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kn ≤ N,

}
,

{
n
∧
i=1

vki

���� 1 ≤ k1 < k2 < · · · < kn ≤ N

}

rendre bázis
n
⊗V-ben,

n
∨V-ben és

n
∧V-ben, és a dimenziókra is igaz, ami 20.3-ban.

Természetesen V helyett tekinthetjük V⋆-ot is. A (∗) összefüggés át́ırásával az
előzőeknek megfelelő azonośıtásokat kapjuk: minden k, n ∈ N és k < n esetén

n
⊗V⋆ ≡

(
k
⊗V⋆

)
⊗
(

n−k
⊗ V⋆

)
⇛ Lin

(
n−k
⊗ V,

k
⊗V⋆

)
,

n
⊗
i=1

pi ≡

(
n
⊗

i=k+1
xi �→

k
⊗
i=1

pi

n∏
i=k+1

(pi|xi)

)
.
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Értelemszerűen hasonló formulák érvényesek, ha ⊗ helyett ∧-ot vagy ∨-ot ı́runk.

25.4. Egy érdekes és hasznos kapcsolatot találhatunk az antiszimmetrikus ten-
zorszorzatok és lineáris leképezések nyoma között.

Álĺıtás Legyen v1, . . . ,vN a V bázisa, A ∈ Lin(V). Ekkor

(Av1) ∧ v2 ∧ · · · ∧ vN +

+ v1 ∧ (Av2) ∧ · · · ∧ vN + . . .

. . . + v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ (AvN ) = (TrA)
N
∧

k=1
vk.

Bizonýıtás Legyen p1, . . . ,pN a bázis duálisa. Ekkor 12.4. (∗∗) szerint Av1 =
N∑
i=1

(pi|Av1)vi; a fenti formula bal oldalán álló első tagba betéve ezt az összeget,

csak az összeg első tagja eredményez nem nulla járulékot (az antiszimmetrikusság
miatt), ezért az első tag (p1|Av1)v1∧v2∧· · ·∧vN alakú lesz; hasonlóan, a második
tag (p2|Av2)v1 ∧v2 ∧ · · · ∧vN , stb. Már csak a 24.9.2. álĺıtást kell alkalmaznunk,
hogy megkapjuk a ḱıvánt eredményt.

25.5. Egy dimenziós valós iránýıtott vektortérnek nem csak nemnegat́ıv egész
kitevőjű, hanem akármilyen nem nulla kitevőjű tenzorhatványa is értelmezhető.
Ezzel lehet pontos éretelmet adni a fizikában olykor előforduló tört kitevőjű mér-
tékegykségeknek (pl. m1/2).

A tenzorszorzást a számok szorzásának a mintájára, annak általánośıtásaként
vezettük be; meghatározó tulajdonságai, hogy bilineáris művelet, és bizonyos szem-
pontból a “legbővebb” : minden más bilineáris ebből származtatható egy lineáris
leképezéssel. Ehhez hasonlóan a számok hatványozásának a mintájára bevezetjük
az tenzorhatványozás fogalmát, amelyhez az alábbi előkészületek kellenek.

Defińıció Legyen A egy dimenziós valós iránýıtott vektortér, W valós vek-
tortér, 0 ̸= β ∈ R. Egy R : A+

0 → W leképezést β-adik hatványszerűnek
nevezzük, ha

R(λa) = λβR(a) (λ ∈ R+
0 ,a ∈ A+

0 ).

Világos, hogy R(0) = 0, és ha R nem az azonosan nulla függvény, akkor az
értékkészlete egy félegyenes, azaz valamely elemnek nemnegat́ıv számszorosaiból
áll.

Az R+
0 → R+

0 , α �→ αβ leképezés β-adik hatványszerű, természetesen, hiszen
épp ezt akarjuk utánozni.

Példa ettől különböző nemnulla β-adik hatványszerű leképezésre: legyen A
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akármilyen egy dimenziós valós iránýıtott vektortér, 0 ̸= h ∈ A⋆, és

A+
0 → R, a �→ signh|(h|a)|β ; (∗)

(A iránýıtása megatározza A∗ egy iránýıtását, ı́gy értelmes signh.) Megmutatjuk,
hogy minden R : A+

0 → R β-adik hatványszerű leképezés ilyen. Ha R ̸= 0, akkor
R értékkészlete vagy a nemnegat́ıv vagy a nempozit́ıv számok összessége; eszerint
értelmezzük az R előjelét: signR := 0, ha R = 0, signR := 1, ha RanR = R+

0 és
signR := −1 ha RanR = R−

0 .

Álĺıtás Ha R : A+
0 → R β-adik hatványszerű leképezés, akkor

hR : A → R, a �→ (signR)(signa)|R(|a|)|1/β

olyan lineáris leképezés, amellyel R a (∗) formában fejezhető ki.

Bizonýıtás Mivel egy dimenziós vektortéren a számmal szorzás meghatározza az
összeadást, hR linearitásához elég megmutatni, hogy az álĺıtásban alóla a számmal
szorzás kihozható. Íme:

hR(αa) = (signR)sign(αa)|R(|α||a|)|1/β = (signα)|α|(signR)(signa)R(|a|)|1/β =

= αhR(a).

Az pedig már nyilvánvaló, hogy hR-rel R a (∗) formula szerint kapható meg.
Eredményünk szerint R �→ hR bijekció az

{A+
0 → R β-adik hatványszerű leképezések}

halmaz ésA⋆ között. Ezzel értelmezzük a fenti halmaz elemeinek összegét és szám-
szorosát úgy, hogy a bijekció legyen lineáris. Így az ilyen hatványszerű leképezések
egy dimenziós vektorteret alkotnak. Tehát értelemszerű jelöléssel az összeg és a
számszoros úgy van értelmezve, hogy

hR+S = hR + hS , hαR = αhR.

25.6. Defińıció Legyen A egy dimenziós valós iránýıtott vektortér, 0 ̸=
β ∈ R. Az A-nak a β-adik tenzorhatványa egy (B, r) pár, ahol

(i) B valós vektortér,
(ii) r : A → B β-adik hatványszerű

amelyekre az teljesül, hogy ha W vektortér és R : A → W β-adik hatvány-
szerű, akkor létezik egyetlen olyan L : B → W lineáris leképezés, hogy

R = L ◦ r.
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Álĺıtás (B, r) az A-nak pontosan akkor a β-adik tenzorhatványa, ha

(i) r ̸= 0,
(ii) Span(Ranr) = B.

Bizonýıtás Ha a fenti két feltétel teljesül, akkor bármely β-adik hatványszerű R
esetén az L(±r(a)) := ±r(a) (a ∈ A+

0 ) formulával meghatározott leképezés B-n
jól definiált, lineáris és egyetlen az L ◦ r = R tulajdonsággal.

Ugyanis ekkor Ranr félegyenes, tehát B egy dimenziós, és L az egész B-n ér-
telmezve van. Továbbá r nem nulla elemet nem nullába képez, és ha a, b ∈ A+

és r(a) = r(b), akkor a a 3.5.-ben bevezetett jelöléssel r(a) =

(
b

a

)β

r(a), amiből

b

a
= 1 azaz b = a adódik, és ı́gy az következik, hogy L jól definiált. L lineáris,

mert ha α ∈ R, akkor tetszőleges a ∈ A+ esetén

L(αr(a)) = L(signα|α|r(a)) = L(signαr(|α|βa)) = signαr(|α|βa) = αr(a) =

= αL(r(a)),

és egy dimenziós valós vektortéren a számmal való szorzás meghatározza az ösz-
szeadást is (lásd 3.5.). L egyértelműsége a B egy dimenziósságából következik.

Ha (ii) nem teljesül, akkor L nem egyértelmű: Span(Ranr) egy kiegésźıtőjén
akárhogy lehet definiálva. Ha (i) nem teljesül, azaz r = 0, akkor egy nem nul-
la β-adik hatványszerű leképezés (ilyen van 25.5 szerint) nem faktorizálható r-en
keresztül.

25.7. Ugyanúgy, mint tenzorszorzatok esetén, megmutathatjuk, hogy a β-adik
tenzorhatvány egyetlen izomorfizmus erejéig egyértelmű, ezért “a” tenzorhatvány-
ról szoktunk beszélni, és a defińıcióban szereplő B-t A⊗β-val, az r leképezést pedig
a �→ aβ-val jelöljük. Ha tehát R : A+

0 → W egy β-adik hatványszerű leképezés,
akkor létezik egyértelműen egy L : A⊗β → W lineáris leképezés, amellyel

R(a) = L(aβ) (a ∈ A+
0 ).

Már csak azt kell bebizonýıtanunk, hogy létezik β-adik tenzorhatvány. Emlé-
keztetünk arra, hogy A duálisa is iránýıtott: h ∈ A⋆ pozit́ıv, ha a ∈ A+ esetén
(h|a) > 0.

Legyen a ∈ A+
0 , és

aβ : (A⋆)+0 → R, h �→ (h|a)β .

Világos, hogy aβ az A⋆-on értelmezett β-adik hatványszerű leképezés, és az is
nyilvánvaló, hogy a �→ aβ szintén β-adik hatványszerű, és ez utóbbi teljeśıti a
25.6. álĺıtás feltételeit, hiszen A⋆ egy dimenziós, ı́gy a 25.5. szerint az (A⋆)+0 -on
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értelmezett valós értékű β-adik hatványszerű leképezések vektortere is egy dimen-
ziós.

Tehát

A⊗β ≡ {(A⋆)+0 → R β-adik hatványszerű}, aβ ≡ (h �→ (h|a)β).

25.8. Az olvasóra b́ızzuk, igazolja az alábbi azonośıtások helyességét: ha a és
B egy dimenziós vektorterek, β, δ ∈ R+ és n ∈ N, akkor

(i)

(A⊗B)⊗β ≡ A⊗β ⊗B⊗β , (a⊗ b)β ≡ aβ ⊗ bβ (a ∈ A+
0 , b ∈ B+

0 ),

(ii)
(A⊗β)⊗δ ≡ A⊗βδ, (aβ)δ ≡ aβδ (a ∈ A+

0 ),

(iii)
R⊗β ≡ R, α⊗β ≡ αβ (α ∈ R+

0 ),

(iv)

(A⋆)⊗β ≡
(
A⊗β

)⋆ (
hβ |aβ

)
≡ (h|a)β (h ∈ (A⋆)+0 ,a ∈ A+

0 ),

(v)

A⊗n ≡
n
⊗A, an ≡

n
⊗a (a ∈ A+

0 ).

Megjegyezzük, már korábban is
n
⊗a helyett az an jelölést alkalmaztuk, tehát az

utolsó formula azt mutatja, hogy an korábbi és mostani értelmezése megegyezik.

25.9. Feladatok
1. Szemléltessük az (1, 1)⊗ (1, 0)⊗ (0, 1, 1) hipermátrixot mint egy tégla-elren-

dezést!
2. Igazoljuk, hogy n = 2 esetén a 24.12-ben értelmezett gyökvonás azonos(́ıt-

ható) a 25.5-ben értelmezett 1/2-edik tenzorhatványozással.
3. Legyen A mértkegyenes (egy dimenziós valós iránýıtott vektortér) és n ≥ 2

egész szám. Értelmezzük a 24.12. mintájára az

n
√

:=




n
⊗A → A, ha n páratlan,(n
⊗A

)+

0
→ A+

0 ha n páros

n-edik gyökvonvást. Mutassuk meg, hogy páros n -re ez azonos a 25.5-beli 1/n-
edik tenzorhatványozással, páratlan n-re pedig annak kiterjesztése.
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26. Tenzorhányadosok

26.1. Vektorok tenzorszorzását a számok szorzásának mintájára, annak álta-
lánośıtásaként vezettük be; meghatározó tulajdonságai, hogy bilineáris művelet,
és bizonyos szempontból a “legbővebb” : minden más bilineáris ebből származtat-
ható egy lineáris leképezéssel. Ehhez hasonlóan a számok osztásának a mintájára
bevezetjük a tenzorosztás fogalmát, amelyhez az alábbi előkészületek kellenek.

Defińıció Legyen V, W és A vektortér (azonos test felett), dimA = 1. Egy
Q : V × (A \ {0}) → W leképezést lineáris-hányadosnak h́ıvunk, ha

(i) Q(·,a) lineáris minden a ∈ (A \ {0}) esetén,
(ii) Q(x, αa) =

1

α
Q(x,a) minden x ∈ V, a ∈ A \ {0} és α ∈ K \ {0}

esetén.

Nyilvánvaló, hogy Q értékészlete lineáris altér. Vegyük továbbá észre, hogy

Q(x, αa) = Q
(x
α
,a

)
(x ∈ V,a ∈ A \ {0}, α ∈ K \ {0}).

Lineáris-hányados a K× (K \ {0}) → K, (β, α) → β

α
leképezés, természetesen,

hiszen ezt akarjuk utánozni.
Példa ettől különböző nemnulla lineáris-hányados leképezésre: bármely A egy

dimenziós vektortér esetén a 3.5. jelöléssel

A× (A \ {0}) → R, (b,a) �→ b

a
,

és bármely V vektortér esetén

V × (K \ {0}) → V, (x, α) → x

α
.

Továbbá ha 0 ̸= h ∈ A⋆, akkor

V × (A \ {0}) → V, (x,a) → x

(h|a)
.

26.2. Defińıció Legyen V és A (azonos test fölötti) vektortér, dimA = 1.
A V-nek az A-val vett tenzorhányadosa egy (Z, q) pár, ahol

(i) Z vektortér,
(ii) q : V × (A \ {0}) → Z lineáris-hányados leképezés,

amelyekre az teljesül, hogy ha W vektortér és Q : V × (A \ {0}) → W
lineáris-hányados leképezés, akkor létezik egyetlen olyan L : Z → W lineáris
leképezés, hogy

Q = L ◦ q.
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Álĺıtás A (Z, q) pár akkor és csak akkor aV-nekA-val vett tenzorhányadosa,
ha

(i) Z = Ranq,
(ii) q(·, α) injekció minden α ∈ A \ {0} esetén.

Bizonýıtás Tegyük fel, hogy (i) és (ii) teljesül. Ekkor minden Q lineáris-hánya-
dos leképezésre L(q(x,a)) := Q(x,a) (x ∈ V,a ∈ A \ {0}) a Z-n jól definiált
lineáris leképezés, és az egyetlen olyan, hogy L ◦ q = Q.

L jól definiált: tegyük fel, hogy q(x,a) = q(y, b). Ekkor a 3.5. jelölésével

q(x,a) = q(y, b) = q

(
y,

b

a
a

)
= q

(a
b
y,a

)
,

amiből (ii) miatt x =
a

b
y, és ezért Q(x,a) = Q

(a
b
y,a

)
= Q(y, b).

L lineáris:

q(x,a) + q(y, b) = q

(
b

a
x, b

)
+ q(y, b) = q

(
b

a
x+ y, b

)
,

és ugyanilyen egyenlőségek igazak Q-re is, tehát L összeget összegbe visz; még
egyszerűbb látni azt, hogy számszorost számszorosba visz. (A fenti formulában a
és b “nevező”, az átalaḱıtás nem más, mint közös nevezőre hozás.)

Tegyük most fel, hogy (i) nem teljesül. Ekkor, ha létezik is L lineáris úgy, hogy
L ◦ q = Q, az nem egyértelmű: Ranq egy kiegésźıtőjén akárhogy lehet definiálva.

Ha viszont (ii) nem teljesül, akkor a 26.1. végén adott lineáris-hányados leké-
pezés, amely az első változójában injekt́ıv, nem faktorizálható q-n keresztül.

Megjegyezzük, hogy (i) miatt q az első változójában szürjekt́ıv is, tehát q az
első változójában bijekt́ıv.

26.3. Ugyanúgy, mint tenzorszorzatok esetén, megmutathatjuk, hogy a ten-
zorhányados egyetlen izomorfizmus erejéig egyértelmű, ezért “a” tenzorhányados-

ról szoktunk beszélni, és a defińıcióban szereplő Z-t
V

A
-val, a q leképezést pedig

(x,a) �→ x

a
módon jelöljük.

Ha tehát Q : V × (A \ {0}) → W lineáris-hányados leképezés, akkor létezik

egyetlen olyan L :
V

A
→ W lineáris leképezés, hogy

Q(x,a) = L
(x
a

)
(x ∈ V,a ∈ A \ {0}).

Most már csak azt kell megmutatnunk, hogy tenzorhányados létezik.
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Legyen x ∈ V és a ∈ A \ {0}, és definiáljuk az

x

a
: A → V, b �→ b

a
x

leképezést, amely nyilvánvalóan lineáris.

Egyszerű számolással meggyőződhetünk arról, hogy

V × (A \ {0}) → Lin(A,V), (x,a) → x

a

lineáris hányados, amely az első változójában injekt́ıv: ha
x

a
= 0, akkor x = 0.

Ha T : A → V lineáris leképezés, akkor véve egy tetszőleges a elemet A\{0}-ből,

T =
Ta

a
, tehát a fenti leképezés értékkészlete az egész Lin(A,V), ı́gy teljesül a

26.2. álĺıtás (i) és (ii) feltétele. Ennek alapján igaz a következő álĺıtás.

Álĺıtás Ha V és A vektortér, dimA = 1, akkor

V

A
≡ Lin(A,V),

x

a
b ≡ b

a
x.

26.4. Álĺıtás Ha {vi | i ∈ I} bázis V-ben és a bázis A-ban – azaz a ∈
A \ {0} –, akkor {vi

a

�� i ∈ I
}

bázis
V

A
-ban, következésképpen dim

(
V

A

)
= dimV.

Továbbá, ha V véges dimenziós, (vi | i = 1, . . . , N) és (v′
i | i = 1, . . . , N) azo-

nosan iránýıtott bázisok V-ben, a és a′ azonosan iránýıtott bázisok A-ban,

akkor
(vi

a

�� i = 1, . . . , N
)

és

(
v′i
a′

�� i = 1, . . . , N

)
azonosan iránýıtott bázi-

sok
V

A
-ban; tehát V és A egy iránýıtása meghatározza a

V

A
egy iránýıtását.

Bizonýıtás A bázisokra és dimenziókra vonatkozó álĺıtás abból következik, hogy

Iα : V → V

A
, x �→ x

a
lineáris bijekció.

Vegyük most az iránýıtott bázisokat. Ekkor
a

a′ > 0. Jelölje L : V → V azt a

lineáris bijekciót, amelyet Lvi = v′
i (i = 1, . . . , N) határoz meg. Ekkor a

vi

a
→ v′

i

a′
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formulával meghatározott
V

A
→ V

A
lineáris bijekció – az előző bekezdésben beve-

zetett jelöléssel –
a

a′ IaLI−1
a , és ennek a determinánsa a 21. fejezet eredményei

alapján
( a

a′

)N

detL > 0, tehát igaz az álĺıtás.

26.5. Most összegyűjtünk néhány egyszerű, de sokat használt azonośıtást ten-
zorhányadosokra vonatkozóan. Kérjük az olvasót, ellenőrizze, hogy az alább felso-
rolt azonośıtások helytállók (vagyis a formulákkal “természetes” izomorfizmusokat
adunk meg).

(i) Mivel Lin(A) ≡ K, és α ∈ K az α-val való szorzás,

A

A
≡ K,

és
b

a
az a szám, amellyel a-t szorozni kell, hogy b-t kapjuk; más szóval a már a

3.5-ben bevezetett jelölés megfelel a tenzorosztásnak.
(ii)

K
A

≡ A⋆,

(
1

a

�� b
)

≡ b

a
.

(iii)
V

K
≡ V,

v

α
≡ 1

α
v.

(iv) A tenzorszorzásra vonatkozó ismereteink szerint Lin(A,V) ≡ V⊗A⋆, tehát
az (ii) figyelembevételével

V

A
≡ V ⊗A⋆ v

a
≡ v

1

a

(ne feledjük, egy dimenziós vektortér elemeivel való tenzorszorzásnál elhagyjuk a
⊗ jelet).

(v)
V⋆

A⋆
≡

(
V

A

)⋆

,

(
p

h

����
v

a

)
≡ (p|v)

(h|a)
.

(vi)
V
A

B
≡ V

AB
,

v
a

b
≡ v

ab
.

(vii)
U

A
⊗ V

B
≡ U⊗V

A⊗B
≡ U⊗ V

A⊗B
≡ U

A⊗B
⊗V,

u

a
⊗ v

b
≡ u⊗ v

ab
≡ u⊗ v

ab
≡ u

ab
⊗ v.
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Speciálisan,

A⊗ V

A
≡ A⊗V

A
≡ V, b⊗ v

a
≡ b⊗ v

a
≡ b

a
v,

B

A⊗B
≡ K

A
,

b

ab′
≡ b

b′
1

a
.

(viii)
U×V

A
≡ U

A
× V

A
,

(u,v)

a
≡

(u
a
,
v

a

)
.

Figyelemre méltó az utolsó előtti két pont, amelyek szerint a szorzásnak és osz-
tásnak a számok körében megismert számolási szabályai érvényben maradnak az
egy dimenziós vektortérrel való tenzoriális szorzásra és osztásra.

26.6. Feladatok
1. Legyen A és B egy dimenziós vektortér. Értelmezzük a

B

A
≡

(
A

B

)⋆

≡ A⋆

B⋆
≡ K

A
B

azonośıtásokat!
2. Legyen A és B egy dimenziós vektortér, 0 ̸= L : A → B lineáris leképezés.

Mutassuk meg, hogy
La

Lb
=

a

b
minden a ∈ A és 0 ̸= b ∈ B esetén.

3. A 26.5. (v) és (iv) azonośıtások alapján mutassuk meg, hogy ha 0 ̸= a ∈ A,

{vi | i ∈ I} a V bázisa és {pi | i ∈ I} ennek a duálisa, akkor a
V

A
-beli

{vi

a
| i ∈ I

}

bázis duálisa {api | i ∈ I}.
Hasonlókképpen az {avi | i ∈ I} bázis duálisa

{pi

a
| i ∈ I

}
.

27. Lineáris leképezések tenzorszorzata és -hányadosa

27.1. Legyen U, V, U′ és V′ vektortér (azonos test fölött). Ha A ∈ Lin(U,U′)
és B ∈ Lin(V,V′), akkor

U×V → U′ ⊗V′, (u,v) �→ (Au)⊗ (Bv)

bilineáris leképezés, tehát a tenzorszorzatok alaptulajdonsága szerint egyértelmű-
en létezik egy A⊗B-vel jelölt U⊗V → U′ ⊗V′ lineáris leképezés úgy, hogy

(A⊗B)(u⊗ v) = (Au)⊗ (Bv) (u ∈ U,v ∈ V).
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Egyszerű számolással győződhetünk meg arról, hogy igazak az alábbiak.

Álĺıtás Ha A : U → U′, L : U′ → U′′, B : V → V′ és K : V′ → V′′ lineáris
leképezések, akkor

(L⊗K)(A⊗B) = (LA⊗KB),

következésképpen, ha A és B bijekció, akkor A⊗B is az, és

(A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1.

27.2. Nyilvánvaló, hogy a

Lin(U,U′)× Lin(V,V′) → Lin(U⊗V,U′ ⊗V′), (A,B) �→ A⊗B

leképezés bilineáris. Megmutatjuk, hogy tenzorszorzás. Legyenek B1, . . . ,Bn li-
neárisan függetlenek Lin(V,V′)-ben, és A1, . . . ,An olyan elemek Lin(U,U′)-ben,

hogy
n∑

k=1

Ak⊗Bk = 0. Ekkor minden u ∈ U és v ∈ V esetén
n∑

k=1

Aku⊗Bkv = 0;

továbbá az U⋆ minden q elemére és a V⋆ minden p elemére

0 =

(
q

����
(

n∑
k=1

Ak ⊗Bk

))
=

n∑
k=1

(q|Aku)(p|Bkv) =

(
p

����
(

n∑
k=1

(q|Aku)Bk

)
v

)
,

amiből
n∑

k=1

(q|Aku)Bk = 0, és ı́gy a Bk-k lineáris függetlensége miatt (q|Aku) = 0

minden q ∈ U⋆ és u ∈ U esetén, amiből Ak = 0 (k = 1, . . . , n).
Ez azt jelenti, hogy nem érdemtelenül használtuk a A⊗B jelet; eredményünket

tehát az alábbi álĺıtásban foglalhatjuk össze.

Álĺıtás Legyen V, U, V′ és U′ vektortér (azonos test fölött). Ekkor

Lin(U,U′)⊗ Lin(V,V′) ⇛ Lin(U⊗V,U′ ⊗V′),

(A⊗B)(u⊗ v) ≡ (Au)⊗ (Bv).

Jegyezzük meg, hogy ha a vektorterek véges dimenziósak, akkor ⇛ helyett ≡
áll, hiszen mind a két oldolon azonos dimenziójú vektorterek állnak.

27.3. Legyen V, A, V′ és A′ vektortér, dimA = dimA′ = 1. Ha L ∈
Lin(V,V′) és 0 ̸= F ∈ Lin(A,A′), akkor

V × (A \ {0}) → V′

A′ , (x,a) �→ Lx

Fa
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lineáris-hányados, tehát egyértelműen létezik egy
L

F
-fel jelölt

V

A
→ V′

A′ lineáris

leképezés úgy, hogy

(
L

F

)(x
a

)
=

Lx

Fa
(x ∈ V,a ∈ A \ {0}).

Lin(A,A′) egy dimenziós, és könnyű látni, hogy (L,F ) �→ L

F
lineáris hányados

leképezés. Az is egyszerű tény hogy tenzorosztás: ha ugyanis L ̸= 0, akkor
L

F
̸= 0.

A modottak szerint tehát

Lin(V,V′)

Lin(A,A′)
≡ Lin

(
V

A
,
V′

A′

)
.

27.4. Különösen sokszor fordulnak elő lineáris leképezések olyan tenzorhánya-
dosai, amelyekben a nevezőben identitás áll. Közelebbről, ha L : V → W lineáris
leképezés, és A vektortér, dimA = 1, akkor

V

A
→ W

A
,

x

a
�→ Lx

a

lineáris leképezés, amely az előző jelölésnek megfelelően L
idA

, helyette azonban a
továbbiakban egyszerűen L-et ı́runk.

A tenzorosztás felfogható a duálissal való tenzorszorzásnak (lásd 26.5. (iv)),
tehát a fentiekkel összhangban, ha L : V → W lineáris leképezés, és A vektortér,
dimA = 1, akkor az

A⊗V → A⊗W, ax �→ aLx

lineáris leképezés az előző jelöléseink szerint idA ⊗L, helyette azonban a további-
akban egyszerűen L-et ı́runk.

Ez a megállapodás helyénvaló abból a szempontból, hogy a lineáris leképezé-
sekre megállaṕıtott műveletekkel és függvényekkel összeférhető, azaz például

idA ⊗L1 + idA ⊗L2 = idA ⊗ (L1 +L2),

(idA ⊗L)⋆ = id⋆A ⊗L⋆,

és W = V és véges dimenzió esetén

det(idA ⊗L) = detL, Tr(idA ⊗L) = TrL,
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tehát nem származhat kétértelműség az egy dimenziós vektorterek identitásának
elhagyásából. Az utolsó két egyenlőség abból igazolható, hogy a determináns és a
nyom értékét bármely bázisbeli mátrixból kiszámı́thatjuk; a 26.6.3 feladat alapján

Tr(idA ⊗L) =

N∑
k=1

(
pk

a

���� idA ⊗L(avk)

)
=

N∑
k=1

(
pk

a

���� aLvk

)
=

N∑
k=1

(pk|Lvk) =

= TrL.

Az előzőekhez hasonlóan, haR : U×V → W bilineáris leképezés, akkor minden
A és B egy dimenziós vektortér esetén az

U

A
× V

B
→ W

A⊗B
,

(u
b
,
x

a

)
�→ R(u,x)

ba

és az

(A⊗U)× (B⊗V) → A⊗B⊗W, (bu,ax) �→ baR(u,x)

bilineáris leképezést is az R betűvel jelöljük.

27.5. Feladatok
1. Mutassuk meg, hogy az A és B lineáris leképezésekre (A⊗B)⋆ ⊃ A⋆ ⊗B⋆

teljesül, és egyenlőség áll fenn, ha a vektorterek véges dimenziósak.
2. Bizonýıtsuk be, hogy a KN ⊗V ≡ VN azonośıtásban (lásd a 24.13.1. fela-

datot) idKN ⊗A ≡
N

XA minden A : V → V lineáris leképezésre.

3. A
V

A
≡ V⊗A⋆ azonośıtást használva mutassuk meg, hogy a 27.3. jelöléseivel

L

F
≡ L⊗ (F ⋆)−1. (Elég a V = K esetet venni, és igazolni, hogy

1

F
≡ (F ⋆)−1.

4. Igazoljuk, hogy ha A ∈ Lin(U), B ∈ Lin(V), az U és V vektorterek véges
dimenziósak, akkor Tr(A⊗B) = Tr(A)Tr(B).

5. Legyen dimU = M , dimV = N , A ∈ Lin(U), B ∈ Lin(V). Bizonýıtsuk be:

det(A⊗B) = (detA)M (detB)N .

Útmutatás: (i) A⊗B = (A⊗ idV)(idU ⊗B).
(ii) Elég U = KM esetét tekinteni.
(iii) Használjuk a 2. feladat eredményét és a 21.6. álĺıtást.
6. Igazoljuk az előző feladat alapján, hogy ha (v1, . . . ,vN ) és (v′

1, . . . ,v
′
N ) a va-

lósV vektortér azonosan iránýıtott indexezett bázisai, (u1, . . . ,uM ) és (u′
1, . . . ,u

′
M )

a valós U vektortér azonosan iránýıtott indexezett bázisai, akkor (ui ⊗ vk|i =
1, . . . ,M ; k = 1, . . . , N) és (u′

i ⊗ v′
k|i = 1, . . . ,M ; k = 1, . . . , N) az U ⊗ V-nek

azonosan iránýıtott bázisai; következésképpen az U és V egy-egy iránýıtása meg-
határozza az U⊗V egy iránýıtását.
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28. Komplexifikáció

28.1. A valós és a komplex vektorterek bizonyos tulajdonságaikban eltérnek
egymástól. Láttuk ezt már a bilineáris formáknál, és látni fogjuk a spektrálemélet-
ben is. Mindazonáltal szoros kapcsolat van a kétféle vektorterek között. Minden
komplex vektortér egyben valós vektortér is. És minden valós vektorteret lénye-
gében egyértelműen kibőv́ıthetünk komplex vektortérré ahhoz hasonlóan, ahogy
a valós számokat kibőv́ıtjük komplex számokká. A kibőv́ıtés sémája a tenzoriális
műveletek sémáját követi.

Defińıció Legyen V valós vektortér. A (Z, c) pár a V komplexifikáltja,
ha

(i) Z komplex vektortér,
(ii) c : V → Z R-lineáris leképezés,

amelyekre az teljesül, hogy ha W komplex vektortér és A : V → W R-line-
áris leképezés, akkor létezik egyetlen olyan L : Z → W C-lineáris leképezés,
hogy

A = L ◦ c.

Álĺıtás Az előző defińıció (i) és (ii) feltételének eleget tevő (Z, c) pár akkor
és csak akkor a V komplexifikáltja, ha

(i) Ranc és iRanc kiegésźıtő R-lineáris alterek,
(ii) c injekt́ıv.

Bizonýıtás Ha (i) és (ii) teljesül, akkor a Z minden eleme c(x) + ic(y) alakú,

egyértelműen meghatározott V-beli x és y elemekkel. Így könnyű látni, hogy
adott A : V → W R-lineáris leképezés esetén

L
(
c(x) + ic(y)

)
:= Ax+ iAy

jól definiált C-lineáris leképezés, és ez az egyetlen olyan, hogy L ◦ c = A.
Tegyük fel, hogy (i) nem teljesül; ha Ranc+iRanc ̸= Z, akkor L a Ranc+iRanc

egy kiegésźıtőjén tetszőlegesen lehet definiálva, tehát L, ha létezik is, nem egyértel-
mű; ha (Ranc)∩(iRanc) ̸= {0}, akkor van olyan x,y ∈ V, hogy c(x) = ic(y) ̸= 0.
Létezik olyan A : V → Z R-lineáris leképezés, hogy Ax ̸= iAy, és ehhez nem
létezik C-lineáris L a ḱıvánt tulajdonsággal.

Tegyük fel, hogy (ii) nem teljesül. Ekkor van olyan 0 ̸= x ∈ V, hogy c(x) = 0.
Egy olyan A-hoz, amelyre Ax ̸= 0, nem létezik C-lineáris L a ḱıvánt tulajdon-
sággal.

28.2. Ugyanúgy, mint tenzorszorzatok esetén, beláthatjuk, hogy egy V valós
vektortér komplexifikáltja (egyetlen izomorfizmus erejéig) lényegében egyértelmű,
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ezért “a” komplexifikáltról beszélünk; szokásosan magát a vektorteret (ami a de-
fińıcióban Z volt) nevezzük a V komplexifikáltjának, és VC-vel jelüljük, a hozzá
tartozó R-lineáris injekciót (ami a defińıcióban c volt) pedig nem jelöljük, azaz V-t
a VC R-lineáris alterének tekintjük, és VC elemeit egyértelműen x + iy alakban
álĺıtjuk elő, ahol x,y ∈ V. Ezt úgy is megfogalmazhatjuk, hogy VC minden eleme
λx alakú, ahol λ ∈ C, x ∈ V.

A
VC → VC, x+ iy �→ (x+ iy)∗ := x− iy

konjugált lineáris leképezést komplex konjugálásnak nevezzük; nyilvánvalóan
igaz, hogy

(λx)∗ = λ∗x (λ ∈ C,x ∈ V).

Az A : V → W R-lineáris leképezés komplexifikáltját (ami a defińıcióban L
volt) AC-vel jelöljük. Tehát

AC(x+ iy) = Ax+ iAy (x,y ∈ V),

ACλx = λAx (λ ∈ C,x ∈ V).

28.3. Meg kell persze mutatnunk, hogy létezik komplexifikált. Kétféle realizá-
ciót is adunk.

(i) Vezessünk be a V ×V-n komplex számmal szorzást ı́gy:

(α+ iβ)(x,y) := (αx− βy, αy + βx) (α, β ∈ R,x ∈ V).

Ezzel és a komponensenkénti összeadással V ×V komplex vektortér lesz, és a
V → V × V, x �→ (x,0) injekcióval a V komplexifikáltja, azaz a megállapodá-
sunknak megfelelően (x,y) ≡ x+ iy.

Ezt a komplexifikált addit́ıv realizációjának h́ıvjuk.
(ii) Tekintsük C-t (két dimenziós) valós vektortérnek, vegyük a C⊗V tenzor-

szorzatot, és vezessünk be ezen komplex számmal szorzást ı́gy:

λ(µ⊗ x) := (λµ)⊗ x (λ, µ ∈ C,x ∈ V).

Ezzel és a komponensenkénti összeadással C ⊗V komplex vektortér lesz, és a
V → C⊗V, x �→ 1⊗x injekcióval a V komplexifikáltja, azaz a megállapodásunk-
nak megfelelően λ⊗ x ≡ λx.

Ezt a komplexifikált multiplikat́ıv realizációjának h́ıvjuk.

28.4. (i) A V valós vektortér {vi | i ∈ I} bázisa bázisa VC-nek is. Valóban, ha
x+ iy ∈ VC, akkor van olyan F véges részhalmaza I-nek, hogy x =

∑
k∈F

αkvk és

y =
∑
k∈F

βkvk, ahol az együtthatók valós számok. Ekkor x+iy =
∑
k∈F

(αk+iβk)vk.

Következésképpen VC komplex dimenziója megegyezik a V valós dimenziójával.
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(ii) Legyen V és W valós vektortér. Mivel W ⊂ WC, egy A : V → W lineáris
leképezés felfogható A : V → WC R-lineáris leképezésnek is, amelynek vehetjük a
komplexifikáltját. Tehát a valós vektorterek közötti A : V → W lineáris leképe-
zésnek is értelmezhetjük az AC : VC → WC komplexifikáltját, amelyre ugyanúgy
az igaz, hogy AC(x+ iy) = Ax+ iAy.

28.5. Nyilvánvaló, hogy RN komplexifikáltja CN , és egy RN → RM lineáris
leképezés azaz egy M ×N -es valós mátrix komplexifikáltja pedig önmaga, vagyis
ugyanaz a mátrix mint M ×N -es komplex mátrix, amelynek minden tagja valós.

Ha V valós véges dimenziós vektortér és K : V → RN egy koordinátázása,
akkor KC : VC → CN a VC koordinátázása.

A véges dimenziós valós vektorterek közötti A : V → W lineáris leképezés mát-
rixa a V és W adott koordinátázásában ugyanaz, mint AC mátrixa a VC és WC
megfelelő koordinátázásában. Valóban, ha K és L a valós koordinátázások, akkor
A mátrixa LAK−1, a komplexifikáltjának a mátrixa LCACK

−1
C = (LAK−1)C

(lásd a 28.7.2. feladatot), és egy valós mátrix komplexifikáltja önmaga.
Mivel lineáris leképezés determinánsát és nyomát bármely mátrixából számı́t-

hatjuk, igaz a következő:

Álĺıtás Legyen V véges dimenziós valós vektortér, A ∈ Lin(V). Ekkor

(i) det(AC) = detA, (ii) Tr(AC) = TrA.

28.6. Ha U, V és W valós vektorterek, és R : U×V → W bilineáris leképezés,
akkor

UC ×VC → WC,

(u+ iv,x+ iy) �→ R(u,x)−R(v,y) + i
(
R(v,x) +R(u,y)

)

az R egyetlen C-bilineáris kiterjesztése, és

UC ×VC → WC,

(u+ iv,x+ iy) �→ R(u,x) +R(v,y)− i
(
R(v,x)−R(u,y)

)

az R egyetlen szeszkilineáris kiterjesztése.
Ezzel összhangban a vektorterek komplexifikáltjának a duálisára és tenzorszor-

zatára, tenzorhányadosára a következő azonośıtásokat tehetjük. Megjegyezzük,
hogy (ii)-ben és (iii)-ben a bal oldalon komplex tenzoriális műveletek állnak, a
jobb oldalon valós tenzoriális műveletek.

(i) (V⋆)C ≡ (VC)
⋆,

(p+ iq|x+ iy) ≡ (p|x)− (q|y) + i
(
(q|x) + (p|y)

)
.

(ii) UC ⊗VC ≡ (U⊗V)C,

(u+ iv)⊗ (x+ iy) ≡ u⊗ x− v ⊗ y + i(v ⊗ x+ u⊗ y).
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(iii)
VC

AC
≡

(
V

A

)

C
,

x+ iy

a+ ib
≡ (x+ iy)⊗ (a− ib

a2 + b2
.

28.7. Feladatok
1. Ha V és U valós vektorterek, A ∈ Lin(V,U), és ∗ jelöli a komplex konjugá-

lást mind a két vektortér komplexifikáltján, akkor AC ◦ ∗ =∗ ◦AC.
2. Mutassuk meg, hogy ha A és B R-lineáris leképezések és α valós szám, akkor
(i) (αA)C = αAC,
(ii) (A+B)C = AC +BC,
(iii) (AB)C = ACBC.

3. Értelmezzük a valós vektorterek közötti A : V → W lineáris leképezés
konjugált lineáris VC → WC kiterjesztését!

4. Jelöljük egy komplex vektortér esetén R indexszel a komplex vektortérhez
tartozó valós vektorteret (úgy, hogy csak a valós számmal való szorzást tekintjük).

(i) Ha V komplex vektortér, akkor (VR)C ≡ V ×V,
(ii) ha V valós vektortér, akkor (VC)R ≡ V ×V.
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VI. PSZEUDO-EUKLIDESZI VEKTORTEREK

A fizikában használatos legegyszerűbb vektoroknak nagysága is van, és két vek-
tornak egymással bezárt szöge; gondoljunk például a fizikai terünk iránýıtott sza-
kaszaira. Az eddig tárgyalt matematikai struktúrában – vektortérben – azonban
nincs benne ez a két fogalom: hossz és bezárt szög. Egy új, úgynevezett euklideszi
struktúra bevezetésével jutunk el hozzájuk.

A téridővel kapcsolatos vektoroknak álalában nincs hosszuk, bezárt szögük sem;
van viszont egyéb tulajdonságuk, amelyet a relativitáselméletben egy úgynevezett
Lorentz-féle (vagy másnéven Minkowski-féle) struktúrával ı́runk le.

Ezek a pszeudo-euklideszi struktúrák speciális esetei.

29. Pszeudo-euklideszi vektorterek

29.1. Defińıció Egy (V,B,h) hármast pszeudo-euklideszi vektortér-
nek h́ıvunk, ha

(i) V véges dimenziós valós vektortér,
(ii) B mértékegyenes,
(iii) h : V ×V → B⊗B nem elfajuló szimmetrikus bilineáris leképezés.

Szokás h(x,y)-t az x és y vektorok h-szorzatának nevezni. Az x és y vektort
h-ortogonálisnak mondjuk, ha h(x,y) = 0. A 0 ̸= x vektor h-izotróp, ha
h-ortogonális önmagára, azaz h(x,x) = 0.

Matematikakönyvekben mindig azt az esetet veszik, amikor B = R, vagyis
R⊗ R ≡ R miatt a pszeudo-euklideszi bilineáris leképezés valós értékű. Azonban
fizikai alkalmazásokban euklideszi vektorterek esetén h(x,x)-et az x vektor hosz-
szának négyzeteként értelmezzük, és fizikailag a vektorok hossza nem valós szám:
például fizikai terünk két pontja közötti távolság 3km vagy 3m de nem 3. Ezért
szükséges, hogy általában ne csak valós értékű pszeudo-euklideszi bilineáris leké-
pezéseket tárgyaljunk.

Egyébként igen könnyen visszavezethetjük az általános esetet arra, amikor a
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pszeudo-euklideszi bilineáris leképezés valós értékeket vesz fel. A

hB :
V

B
× V

B
→ R,

(x
a
,
y

b

)
�→ h(x,y)

ab

bilineáris leképezés szimmetrikus és nem elfajuló, tehát

(
V

B
,R,hB

)
pszeudo-euk-

lideszi vektortér.
Ezzel azt is látjuk, hogy a 18. fejezetben szimmetrikus bilineáris formákra vo-

natkozó minden álĺıtás értelemeszerűen érvényben marad h-ra.

29.2. Álĺıtás Ha x1, . . . ,xn páronként h-ortognális nem h-izotróp vektorok
V-ben, akkor lineárisan függetlenek.

Bizonýıtás Tegyük fel, hogy
n∑

k=1

αkxk = 0. Ekkor minden i = 1, . . . , n esetén

0 = h

(
xi,

n∑
k=1

αkxk

)
=

n∑
k=1

αkh(xi,xk) = αih(xi,xi),

amiből αi = 0.
A 18.6. szerint (az előző pont végén tett tett megjegyzésünk értelmében) V-nek

van páronként h-ortogonális elemekből álló bázisa.
Közelebbről, a B tetszőleges nem nulla a eleme esetén létezik V-nek a-ra nor-

mált h-ortogonális (e1, . . . , eN ) indexezett bázisa, azaz

h(ei, ek) = 0 ha i ̸= k,

h(ei, ei) =

{ −a2 < 0 ha i = 1, . . . , neg(h),

a2 > 0 ha i = neg(h) + 1, . . . , N.

Emlékezzünk arra (lásd 24.12.), hogy B ⊗B természetess iránýıtással látható el,
és ı́gy van értelme pozit́ıv és negat́ıv elemeiről beszélni.

Eredményünk azt is mutatja, hogy egy véges dimenziós valós vektortéren igen
sokféleképpen lehet pszeudo-euklideszi struktúrát definiálni. HaV valós vektortér,
dimV = N < ∞, akkor a V tetszőleges (v1, . . . ,vN ) bázisa és B egy dimenziós
valós vektortér a ̸= 0 eleme, valamint 1 ≤ n ≤ N esetén

(vi,vk) �→




0 ha i ̸= k,

−a2 ha i = k = 1, . . . , n,

a2 ha i = k = n+ 1, . . . , N

hozzárendelés egyértelműen kiterjeszthető h szimmetrikus bilineáris leképezéssé,
és ezzel (V,B,h) olyan pszeudo-euklideszi vektortér lesz, amelyre neg(h) = n.
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29.3. A pszeudo-euklideszi vektorterek egyik legfontosabb tulajdonsága, hogy
természetes kapcsolatot tudunk megadni V és V⋆ között a következők szerint.

Álĺıtás Jelölje a szokásnak megfelelően
h(x, ·)
ab

azt a V → R leképezést,

amely y-hoz
h(x,y)

ab
-t rendeli. Ekkor a

V

B⊗B
→ V⋆,

x

ab
�→ h(x, ·)

ab

leképezés lineáris bijekció.

Bizonýıtás Ez a leképezés nyilvánvalóan lineáris h bilineritása miatt. Továbbá

injekt́ıv is, mert h nem elfajuló; ugyanis, ha
h(x, ·)
ab

= 0, azaz
h(x,y)

ab
= 0 minden

y ∈ V esetén, akkor x = 0 és ı́gy
x

ab
= 0. Minthogy

V

B⊗B
és V⋆ dimenziója

ugyanaz (megegyezik V dimenziójával), a szóban forgó lineáris leképezés bijekció.

Ez a lineáris bijekció annyira természetes, hogy azonośıtásnak fogadjuk el:

V

B⊗B
≡ V⋆,

x

ab
≡ h(x, ·)

ab
.

A mondottakból az is következik, hogy

V

B
≡

(
V

B

)⋆

,

(
x

a

����
y

b

)
≡ hB

(x
a
,
y

b

)
.

29.4. A fenti azonośıtásból adódó formulák nagyban egyszerűsödnek, ha beve-
zetjük a pontszorzás-jelölést h helyett, vagyis azt ı́rjuk, hogy

x · y := h(x,y) (x,y ∈ V).

A 27.4.-ben mondottak szerint h átvihető akár
V

B
×V → B, akár

V

B⊗B
×V →

R, akár
V

B
× V

B
→ R stb. bilineáris leképezésnek, és ha mindet ugyanúgy jelöljük,

nevezetesen a pontszorzással, akkor

y

a
· x =

y · x
a

,
y

ab
· x =

y · x
ab

,
y

a
· x
b
=

y · x
ab

, stb.

Az utolsó formula azt mutatja, hogy megállapodásunk szerint a 29.1-ben beve-
zetett hB bilineáris forma helyett is pontszorzást ı́runk.
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A pontszorzás seǵıtségével adhatunk értelmet például annak is, hogy a V egy x

eleme h-ortogonális a
V

B
egy elemére. Ezzel a megállapodásunkkal h-ortogonálist

mondunk például hB-ortogonális helyett is.
V

B
-n az 1-re normált h-ortogonális

bázist h-ortonormáltnak mondjuk.
Legyen (e1, . . . , eN ) h-ortogonális indexezett bázis V-ben. Ennek duálisa a

fenti azonośıtásban, (
ek

ek · ek

���� k = 1, . . . , N

)
.

Vezessük be az

ηk :=

{ −1 ha k = 1, . . . , neg(h),

1 ha k = neg(h) + 1, . . . , N

jelölést. Ha a h-ortogonális bázis a-ra normált, akkor a duálisát

(
ηkek
a2

���� k = 1, . . . , N

)

alakba is ı́rhatjuk.
Most különösen jó szolgálatot tesz a lenn-fenn indexezés, amelyet a 15.-16. fe-

jezetben ismertettünk. Ha bevezetjük az

ek := ηkek (k = 1, . . . , N)

jelölést, akkor a bázis duálisa

(
ek

a2

���� k = 1, . . . , N

)

Ezért egy x vektor koordinátái az adott bázisban
ek · x
a2

, tehát

x =
N∑

k=1

ek · x
a2

ek =

N∑
k=1

(nk · x)nk,

ahol nk :=
ek
a
, nk :=

ek

a
∈ V

B .

Ennek megfelelően egy A : V → V lineáris leképezés mátrixa az adott bázisban

(
ei ·Aek

a2

���� i, k = 1, . . . , N

)
= (ni ·Ank | i, k = 1, . . . , N),
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ahol alkalmaztuk a 27.4-beli megállapodásunkat: A-val jelöltük az
A

idB
lineáris

leképezést is.
A h bilineáris leképezés mátrixa a V egy (x1, . . . ,xN ) indexezett bázisában és

a B-nek egy a bázisában

(
h(xi,xk)

a2

���� i, k = 1, . . . , N

)
.

Ha tehát ez a bázis h-ortogonális és a-ra normált, akkor hmátrixa olyan diagonális
mátrix, amelyben az első neg(h) elem negat́ıv, a többi pozit́ıv.

29.5. Legyen N pozit́ıv egész szám és n nemnegat́ıv egész szám, 0 ≤ n ≤ N .
A

Hn : RN × RN → R, (ξ,η) �→ −
n∑

k=1

ξkηk +

N∑
k=n+1

ξkηk

leképezés bilineáris, szimmetrikus és nem elfajuló, tehát (RN ,R,Hn) pszeudo-
euklideszi vektortér; negHn = n. Az (e1, . . . , eN ) standard bázis 1-re normált
Hn-ortogonális.

Itt vigyáznunk kell egy kicsit: van már korábbról egy RN ≡ (RN )⋆ azonośıtá-
sunk – nevezzük most azt standardnak –, és van egy másik is, amelyet Hn hoz
létre. A lenn-fenn indexezés itt különösen hasznos, ugyanis ezzel megkülönböztet-
hetjük a kétféle azonośıtást. A standard azonośıtásban a standard bázis duálisa
önmaga, az itteni azonośıtásban viszont a standard bázis duálisa

(ek := ηkek | k = 1, . . . , N).

Az RN elemeit felső indexekkel jelöljük, ξ = (ξk | k = 1, . . . , N) ∈ RN , az (RN )⋆

elemeit alsó indexekkel, π = (πk | k = 1, . . . , N) ∈ (RN )⋆, és (π|ξ) =
N∑

k=1

πkξ
k.

Az azonośıtást végezzük egyszerűen úgy, hogy áthelyezzük az indexet felülről
alulra. Tehát a ξ vektornak megfelelő kovektort jelölje (ξk | k = 1, . . . , N). Ezzel

– a standard azonośıtásban

ξk = ξk (k = 1, . . . , N),

– a Hn meghatározta azonośıtásban

ξk =

{ −ξk ha k = 1, . . . , n,

ξk ha k = n+ 1, . . . , N.

A formulákat könnyen kezelhetővé ı́rhatjuk át a

hik := hik := ηkδik (i, k = 1, . . . , N)
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bevezetésével:

ξk =

N∑
i=1

hikξk, ξk =

N∑
i=1

hikξ
k (k = 1, . . . , N),

ami még egyszerűbbé válik az Einstein-féle összegzési szabállyal: a szumma-je-
let elhagyjuk, az ellentétes helyzetben levő azonos indexekre összegezni kell 1-től
N -ig:

ξk = hikξk, ξk = hikξ
k (k = 1, . . . , N).

Így tehát
ξ · η := Hn(ξ,η) = ξkη

k = hikξ
iηk.

29.6. Defińıció Legyen (V,B,h) és (V′,B′,h′) pszeudo-euklideszi vektor-
tér. Egy L : V → V′ lineáris leképezést homotetikus h− h′-ortogonális-
nak mondunk, ha van 0 ̸= a ∈ B, 0 ̸= a′ ∈ B úgy, hogy

h′(Lx,Ly)

(a′)2
=

h(x,y)

a2
(x,y ∈ V)

(itt most időlegesen visszatérünk a pontszorzás helyett a h és h′ kíırására).

1. Álĺıtás Legyen L : V → V′ homotetikus h − h′-ortogonális leképezés.
Ekkor

(i) sign
(
h′(Lx,Ly)

)
= sign

(
h(x,y)

)
minden x,y ∈ V esetén,

(ii) L a h-ortogonális vektorokat h′-ortogonális vektorokba képezi,
(iii) L injekt́ıv,
(iv) dimV ≤ dimV′ és neg(h) ≤ neg(h′), valamint dimV − neg(h) ≤

dimV′ − neg(h′).

Bizonýıtás Az (i) és (ii) nyilvánvaló a defińıcióból, és ezekből azonnal adódik
(iv) is; az injektivitás 29.2-ből és abból következik, hogy egy h-ortogonális bázis
képe olyan h′-ortogonális vektorokból áll, amelyek között nincs h′-izotróp vektor.

2. Álĺıtás Legyen (V,B,h) és (V′,B′,h′) pszeudo-euklideszi vektortér.
Akkor és csak akkor létezik V → V′ homotetikus h − h′-ortogonális leké-
pezés, ha dimV ≤ dimV′ és neg(h) ≤ neg(h′), valamint dimV − neg(h) ≤
dimV′ − neg(h′).

Bizonýıtás Azt már láttuk, ha létezik ilyen leképezés, akkor igazak az egyenlőt-
lenségek. Tegyük fel, hogy fennállnak az egyenlőtlenségek. Legyen (e1, . . . , eN )
a V-ben a-ra normált h-ortogonális bázis, (e′1, . . . , e

′
N ′) a V′-ben a′-re normált
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h′-ortogonális bázis, mindkettő a szokásos rendezéssel az előjelek szerint. Ekkor
az

ei �→
{

e′i ha i = 1, . . . , neg(h),

e′N ′−i ha i = neg(h) + 1, . . . , N

formulával meghatározott lineáris leképezés h− h′-ortogonális.

29.7. Az előzőek szerint pontosan akkor létezik homotetikus h − h′-ortogo-
nális bijekció a két pszeudo-euklideszi vektortér között, ha neg(h) = neg(h′) és
dimV = dimV′.

Az ilyen izomorf pszeudo-euklideszi vektorterek “ugyanolyanok”, “azonos szer-

kezetűek”. Például (V,B,h) és

(
V

B
,R,hB

)
izomorfak.

AzN dimenziós (V,B,h) pszeudo-euklideszi vektortér izomorf (RN ,R,Hneg(h))-
val: ha (e1, . . . , eN ) a V-nek a-ra normált indexezett h-ortogonális bázisa, akkor
az

ek �→ (RN k-adik standard bázisvektora) (k = 1, . . . , N)

formulával meghatározott

V → RN , x �→
(

ek · x
ek · ek

���� k = 1, . . . , N

)

lineáris leképezés homotetikus h−Hneg(h)-ortogonális bijekció.,
Pszeudo-euklideszi vektortereket, hacsak valami egyéb miatt nem döntünk más-

képp, mindig ilyen leképezéssel koordinátázunk.

29.8. A (V,B,h) pszeudo-euklideszi vektortér esetén értelmezhetjük a h-or-
togonális leképezéseket, mint azokat a V → V lineáris leképezéseket, amelyekre

Lx ·Ly = x · y (x,y ∈ V).

Ezek speciális homotetikus h− h-ortogonális leképezések.
A h-ortogonális leképezések összességét O(h)-val jelöljük.
A most következő tény – megfelelő átfogalmazással – homotetikus h − h′-or-

togonális leképezésekre is igaz, de a későbbiekben csak az alábbi speciális esetet
használjuk, ezért a jobb áttekinthetőség kedvéért csak ezt fogalmazzuk meg.

Álĺıtás Az L : V → V lineáris leképezés akkor és csak akkor h-ortogonális,
ha

Lx ·Lx = x · x (x ∈ V).

Bizonýıtás A feltétel szükségessége nyilvánvaló. Tegyük föl, hogy a fenti egyen-
lőség teljesül. Ekkor minden x,y ∈ V esetén L(x+y)·L(x+y) = (x+y)·(x+y),
amiből a bilinearitás és ismét csak a fenti egyenlőség miatt

Lx ·Ly +Ly ·Lx = x · y + y · x
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adódik; ezután már csak a szimmetrikusságot kell felhasználnunk, hogy megkapjuk
a ḱıvánt Lx ·Ly = x · y egyenlőséget.

29.9. Álĺıtás Ha L ∈ O(h), akkor | detL| = 1.

Bizonýıtás Legyen e1, . . . , eN az a-ra normált h-ortogonális bázis. Ekkor a 29.4-
beli azonośıtás, a 20.4. (∗) összefüggés, valamint a 21.3-ban mondottak szerint

1 =

(
N
∧

k=1

ηkek
a2

)
(e1, . . . , eN ) =

(
N
∧

k=1

ηkLek
a2

)
(Le1, . . . ,LeN ) =

=(detL)2
(

N
∧

k=1

ηkek
a2

)
(e1, . . . , eN ) = (detL)2.

29.10. Az előzőből a következő fontos eredményt származtathatjuk, amelynek
a jelentőségét később látjuk meg.

Álĺıtás Legyenek (e1, . . . , eN ) és (e′1, . . . , e
′
N ) az a-ra illetve az a′-re nor-

mált azonos iránýıtású indexezett h-ortogonális bázisok V-ben. Ha a és a′

is azonos iránýıtásúak (azaz
a

a′ > 0), akkor

N
∧

k=1

ek
a

=
N
∧

k=1

e′k
a′ .

Bizonýıtás Az Lek :=
a

a′ e
′
k (k = 1, . . . , N) formulával h-ortogonális leképezést

határozunk meg, és detL = 1, mert a bázisok azonos iránýıtásúak és
a

a′ > 0.

Ezért
N
∧

k=1

a

a′ e
′
k =

N
∧

k=1
Lek = (detL)

N
∧

k=1
ek,

amiből közvetlenül adódik a ḱıvánt egyenlőség.

29.11. Feladatok
1. Legyen (V,B,h) pszeudo-euklideszi vektortér és ∅ ̸= H ⊂ V,

H• := {x ∈ V | y · x = 0,y ∈ H}.

Bizonýıtsuk be, hogy
(i) H• lineáris altér V-ben, (ii) (H•)• = SpanH, (iii) H• = (SpanH)•,
(iv) ha M lineáris altér V-ben, akkor dimM• = codimM.
Mikor igaz, hogy M és M• kiegésźıtő alterek? Vizsgáljuk meg azt az esetet,

amikor H egy elemű halmaz.
Vessük össze ereményünket a 12.7.8. feladattal a 29.3-beli azonośıtás szerint!
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2. Adjunk meg R2-ben a standard bázistól különböző H0-ortogonális és H1-
ortogonális bázist!

3. Igazoljuk, hogy ha az L : V → V leképezés h-ortogonális és α nem nulla
valós szám, akkor αL homotetikus h− h-ortogonális. Viszont, ha L homotetikus

h− h-ortogonális leképezés, akkor van olyan 0 ̸= α ∈ R, hogy
1

α
L h-ortogonálils.

4. Mutassuk meg, hogy két h-ortogonális leképezés szorzata (kompoźıciója) is
h-ortogonális.

5. Ha e1, . . . , en páronként ortogonális nem h-izotróp vektorok a (V,B,h)
pszeudo-euklideszi vektortérben. akkor az alábbi álĺıtások egyenértékűek:

(i) n = dimV (vagyis a vektorrendszer bázis),
(ii) ha ek · x = 0 (k = 1, . . . , n), akkor x = 0,
(iii) minden x ∈ V esetén

x =

n∑
k=1

ek · x
ek · ek

,

(iv) minden x,y ∈ V esetén

x · y =

n∑
k=1

(ek · x)(y · ek)
ek · ek

,

(v) minden x ∈ V esetén

x · x =

n∑
k=1

(ek · x)(x · ek)
ek · ek

.

6. Legyenek e1, . . . , en páronként ortogonális nem h-izotróp vektorok a (V,B,h)
pszeudo-euklideszi vektortérben. Igazoljuk, ha n < dimV, ez a vektorrendszer ki-
egésźıthető h-ortogonális bázissá. (Útmutatás: h leszűḱıtése az {x ∈ V | ek · x =
0, k = 1, . . . , n} altérre pszeudo-euklideszi bilineáris leképezés.)

30. Pszeudo-euklideszi vektortér tenzorai

Ebben a fejezetben (V,B,h) adott pszeudo-euklideszi vektorteret jelöl.

30.1. A 27.4. szerint a

Lin(V) ≡ Lin

(
V

B⊗B

)
, A ≡ A

idB⊗B
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azonośıtással élünk; a pszeudo-euklideszi vektorterekre vonatkozó
V

B⊗B
≡ V⋆

azonośıtással együtt tehát egy Lin(V) ≡ Lin(V⋆) azonośıtásunk van.
Emiatt a V → V, a V → V⋆ és a V⋆ → V⋆ lineáris leképezések között az ed-

digieknél szélesebb körű kapcsolatokat tudunk felálĺıtani. Például, ha A ∈ Lin(V)

és B ∈ Lin(V,V⋆), akkor mindeképpen értelmes a BA : V → V⋆ ≡ V → V

B⊗B
szorzat, most viszont értelmet adhatunk a másik sorrendű szorzatnak is: AB :

V → V

B⊗B
.

A legfontosabb az, hogy egy A ∈ Lin(V) transzponáltját, amely a Lin(V⋆) ele-
me, ebben az azonośıtásban ismét V → V lineáris leképezésnek foghatjuk fel. Ezt
az azonośıtást azonban bizonyos félreértések elkerülése végett nem tesszük meg,
azaz jelölésben megkülönböztetjük egymástól

– az A⋆ : V⋆ → V⋆ transzponáltat és
– az A∗ := idB⊗B ⊗A⋆ : V → V úgynevezett h-adjungáltat.
A jelölések persze hasonlók, ami arra is utal, hogy ha valaki mégis ragaszkodik

az azonośıtáshoz, akkor a kétféle csillag között nem tesz különbséget.
A h-adjungáltat az

x · (Ay) = (A∗x) · y (x,y ∈ V)

egyenlőség jellemzi.
A transzponáltra vonatkozó ismereteink és 27.4. alapján megállaṕıthatjuk, hogy

minden A,B ∈ Lin(V) és α ∈ K esetén

(A+B)∗ = A∗ +B∗, (αA)∗ = αA∗, (AB)∗ = B∗A∗,

det(A∗) = detA, Tr(A∗) = TrA,

és ha A bijekció, akkor A∗ is az, és

(A∗)−1 = (A−1)∗.

30.2. Vegyük most az (RN ,R,Hn) pszeudo-euklideszi vektorteret és legyen
A : RN → RN lineáris leképezés (mátrix), A = (αi

k | i, k = 1, . . . , N). Ekkor a
29.5. jelöléseivel

Hn(ξ,Aη) = ξiα
i
kη

k = ξjhjiα
i
kh

klηl

és
Hn(A

∗ξ,η) = (α∗)ljξ
jηl,

amiből megállaṕıthatjuk, hogy

(α∗)lj = hjiα
i
kh

kl = hlkαi
khij ,
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amit szemléletesen ı́gy ı́rhatunk:

A∗ = ĤnA
⋆Ĥn,

ahol A⋆ a mátrix transzponáltja, Ĥn az a diagonális mátrix, amelynek az első n
tagja −1, a többi 1. Ez az egyenlőség a fő oka annak, hogy a transzponáltat nem
azonośıtottuk a h-adjungálttal.

30.3. Álĺıtás L ∈ Lin(V) akkor és csak akkor h-ortogonális, ha L∗ = L−1.

Bizonýıtás Ha L ∈ O(h), akkor x · y = (Lx) · (Ly) = x · (L∗Ly) minden
x,y ∈ V esetén, ami a h nemdegeneráltsága miatt azt jelenti, hogy L∗L = idV,
azaz (mivel véges dimenziós vektortérről van szó) L∗ = L−1.

Ha viszont L∗ = L−1 azaz L∗L = idV, akkor minden x,y vektorra x · y =
x · (L∗L)y = (Lx) · (Ly), azaz L ∈ O(h).

30.4. A 14.5-ben értelmeztük a V → V⋆ leképezések szimmetrikus illetve
antiszimmetrikus voltát, és felh́ıvtuk a figyelmet, hogy általában V → V lineá-
ris leképezésre ezek a fogalmak nem értelmesek. Pszeudo-euklideszi vektortérben
azonban igen.

Defińıció Az A : V → V lineáris leképezést h-szimmetrikusnak illetve
h-antiszimmetrikusnak h́ıvjuk, ha

A∗ = A, illetve A∗ = −A.

A fenti egyenlőségek egyenértékűek azzal, hogy minden x,y ∈ V esetén

x · (Ay) = (Ax) · y, illetve x · (Ay) = −(Ay) · x.

A h-szimmetrikus illetve a h-antiszimmetrikus leképezések összességét S(h)-val
illetve A(h)-val jelöljük.

A lineáris leképezések szorzatának h-adjungáltjára vonatkozó összefüggésünk
alapján nyilvánvalóan igaz a következő.

Álĺıtás Ha A ∈ Lin(V) h-szimmetrikus illetve h-antiszimmetrikus és L ∈
O(h), akkor LAL−1 is h-szimmetrikus illetve h-antiszimmetrikus.

30.5. Mivel Tr(A∗) = TrA, azonnal adódik, hogy

TrA = 0 (A ∈ A(h)).

Ennél egy kicsit többet is mondhatunk: ha A ∈ A(h), akkor minden x-re
x ·(Ax) = 0, tehát a 29.4-ben mondottak szerint az A bármely mátrixának diago-
nális elemei nullák (amelyek összege a nyom). Meg is ford́ıthatjuk: ha A bármely
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mátrixának a diagonális elemei nullák, akkor A ∈ A(h), ami az alábbi álĺıtásból
azonnal következik.

Álĺıtás Ha A ∈ Lin(V) és x · (Ax) = 0 minden x ∈ V esetén, akkor
A ∈ A(h).

Bizonýıtás Ha x és y a V tetszőleges eleme, akkor 0 = (x + y) · A(x + y) =
x · (Ax)+x · (Ay)+y · (Ax)+y · (Ay), amiből 0 = x · (Ay)+y · (Ax) következik,
és ezt kellett belátnunk.

30.6. Egyszerű tény, hogy S(h) és A(h) a Lin(V)-nek alterei és egymás kiegé-

sźıtői: a közös részük a nulla, és minden A ∈ Lin(V) a h-szimmetrikus
A+A∗

2

és a h-antiszimmetrikus
A−A∗

2
összege.

Vegyük a Lin(V) ≡ V ⊗V⋆ ≡ V

B
⊗ V

B
azonositásokat; könnyű látni, hogy ez

a szóban forgó vektorterek altereire az S(h) ≡ V

B
∨ V

B
és az A(h) ≡ V

B
∧ V

B
azonośıtásokat szolgáltatja. Következésképen, ha dimV = N , akkor

dimS(h) =
N(N + 1)

2
, dimA(h) =

N(N − 1)

2
.

Ha x ∈ V és p ∈ V⋆, akkor

x⊗ p : V → V, y �→ x(p|y),

és
p⊗ x : V⋆ → V⋆ ≡ V → V, y �→ p(x · y);

ez utóbbinál p ∈ V

B⊗B
és x · y ∈ B⊗B, tehát a szorzatuk valóban a V eleme.

Ennek megfelelően könnyű látni, hogy (x ⊗ p)∗ = p ⊗ x, ı́gy lesz értelmes a
18.4-gyel összhangban az

x ∨ p := x⊗ p+ p⊗ x, x ∧ p := x⊗ p− p⊗ x

jelölés.

A V → V egy rangú lineáris leképezéseket leginkább
V

B
elemeinek tenzor-

szorzataként álĺıtjuk elő. A tárgyalt azonośıtásoknak megfelelően, ha m,n ∈ V

B
,

akkor
m⊗ n : V → V, x �→ m(n · x),

és
(m⊗ n)∗ = n⊗m,
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tehát

m ∨ n = m⊗ n+ n⊗m, m ∧ n = m⊗ n− n⊗m.

30.7. A 24.13.5. feladatnak megfelelően Lin(V)⋆ azonośıtható Lin(V⋆)-gal,
ami viszont most azonośıtható Lin(V)-vel. Erről beszélünk most egy kicsit bőveb-
ben és egy kicsit más oldalról.

Álĺıtás A

Lin(V)× Lin(V) → R, (A,B) �→ A : B := Tr(A∗B)

leképezés nem elfajuló szimmetrikus bilineáris forma, amely pontosan akkor
pozit́ıv definit, ha h pozit́ıv definit (azaz neg(h) = 0).
Továbbá, ha L ∈ O(h), akkor

(LAL−1) : (LBL−1) = A : B.

Bizonýıtás A : leképezés a nyom és a h-adjungálás tulajdonságaiból nyilván-
valóan bilineáris és szimmetrikus.

Tegyük fel, hogy A : B = 0 minden A ∈ Lin(V) esetén, azaz a 24.9-nek és a
29.4-nek megfelelően

0 =
N∑
i=1

ηini · (A∗Bni) =

N∑
i=1

ηi(Ani) · (Bni)

a
V

B
minden n1, . . . ,nN h-ortonormált bázisa és minden A esetén. Véve az A :=

nj ⊗nk (j, k = 1, . . . , N) leképezéseket arra jutunk, hogy nj · (Bnk) = 0 minden
j-re és k-ra, amiből B = 0 következik; tehát a bilineáris leképezés nem elfajuló.

Mivel A : A =
N∑
i=1

ηi(Ani) · (Ani), ha h pozitiv definit – azaz ηi = 1 és

(Ani) · (Ani) ≥ 0 minden i-re –, akkor A : A ≥ 0, és ha A : A = 0, akkor
Ani = 0 minden i-re, tehát A = 0; vagyis ekkor a : forma valóban pozit́ıv
definit.

Viszont ha h nem pozit́ıv definit, akkor könnyen találunk olyan A-t, amelyre
A : A < 0.

Végül, ha L ∈ O(h), akkor L∗ = L−1, és a nyom alatt a lineáris leképezések
sorrendje felcserélhető, tehát

(LAL−1) : (LBL−1) = Tr((LAL−1)∗LBL−1) = Tr(LA∗LL−1BL−1) =

= Tr(A∗BL−1L) = A : B.
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Eredményünk alapján azt is mondhatjuk, hogy (Lin(V),R, :) pszeudo-euklideszi
vektortér. Ezért igaz rá, hogy a : forma által Lin(V)⋆ azonośıtható Lin(V)-vel;
erről volt szó ennek a pontnak az elején.

Ha m1,m2,n1,n2 ∈ V

B
, akkor

(m1 ⊗ n1) : (m2 ⊗ n2) = (m1 ·m2)(n1 · n2),

(m1 ∧ n1) : (m2 ∧ n2) = 2
[
(m1 ·m2)(n1 · n2) + (m1 · n2)(m2 · n1)

]
,

(m1 ∨ n1) : (m2 ∨ n2) = 2
[
(m1 ·m2)(n1 · n2)− (m1 · n2)(m2 · n1)

]
.

Ezek a formulák azt is mutatják, hogy ha h indefinit, akkor a : forma az
S(h)-ra és az A(h)-ra leszűḱıtve is indefinit.

30.8. A következő meghatározás akármilyen V vektortérre értelmes, nem csak
pszeudo-euklideszire.

Defińıció Az A,B ∈ Lin(V) kommutátora

[A,B] := AB −BA.

1. Álĺıtás A Lin(V) × Lin(V) → Lin(V) kommutátor bilineáris, antiszim-
metrikus, és teljeśıt́ı az úgynevezett Jacobi-azonosságot:

[
[A,B],C

]
+
[
[C,A],B

]
+
[
[B,C],A

]
= 0

minden A,B,C ∈ Lin(V) esetén.

A most következők viszont csak pszeudo-euklideszi vektortérben igazak; az első
a h-adjungálás tulajdonságaiból következik, a második abból, hogy a nyom alatt
a lineáris leképezések sorrendje felcserélhető.

2. Álĺıtás (i) Ha A,B ∈ A(h), akkor [A,B] ∈ A(h).
(ii) Minden A,B,C ∈ Lin(V) esetén

[A,B] : C = [C,A] : B = [B,C] : A.

Érdemes megjegyezni, hogy

[m1 ∧ n1,m2 ∧ n2] =

= (n1 ·m2)m1 ∧ n2 + (m1 · n2)n1 ∧m2−
− (n1 · n2)m1 ∧m2 − (m1 ·m2)n1 ∧ n2. (∗)
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30.9. Legyen most V és B iránýıtott. Ekkor 29.10. szerint az egy dimenziós
∧N V

B
vektortérnek van egy kitüntetett eleme, amelyet Levi–Civita-tenzornak

szokás nevezni:

ϵ :=
N
∧

k=1

ek
a

=
N
∧

k=1
nk,

ahol a a B tetszőleges pozit́ıv eleme és (e1, . . . , eN ) a V tetszőleges pozit́ıvan
iránýıtott, a-ra normált h-ortogonális bázisa, illetve (n1, . . . ,nN ) pozit́ıvan irá-

nýıtott h-ortonormált bázis
V

B
-ben.

A Levi–Civita-tenzor hipermátrixa bármely ilyen bázisban

ϵi1...iN : = ϵ(ni1 , . . . ,niN ) =

= (−1)neg(h)




1 ha i1, . . . , iN páros permutáció,

−1 ha i1, . . . , iN páratlan permutáció,

0 ha i1, . . . , iN közül kettő egyenlő.

30.10. Vezessük be az egyszerűség kedvéért a H :=
V

B
jelölést. A 25.2-ben

mondottak egy kis módośıtásával (átszámozásával) és a H⋆ ≡ H figyelembe véte-
lével a Levi–Civita-tenzor minden 0 ≤ n ≤ N esetén egy

jn :
n
∧H →

N−n
∧ H,

n
∧
i=1

mi �→ ϵ(m1, . . . ,mn, ·, . . . , ·)

lineáris bijekciót hoz létre, ahol
0
∧ := R és

1
∧ := H .

Álĺıtás jN−n = (−1)neg(h)(−1)n(N−n)j−1
n (n = 0, 1, . . . , N).

Bizonýıtás Legyen n1, . . . , nN a H-nak h-ortonormált bázisa. Ekkor, ha ρ ∈
Permn,

jn

(
n
∧

k=1
nρ(k)

)
=

(
N
∧
i=1

ni

)
(nρ(1), . . . ,nρ(n), ·, . . . , ·) =

=

[ ∑
π∈Permn

signπ
N
⊗
i=1

nπ(i)

]
(nρ(1), . . . ,nρ(n), ·, . . . , ·) =

=
∑

π∈Permn

π(k)=ρ(k)
k=1,...,n

(signπ)zρ,n
N
⊗

i=n+1
nπ(i),

ahol

zρ,n :=

n∏
k=1

nρ(k) · nρ(k) ∈ {−1, 1}.
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Azok a permutációk, amelyekre összegeznünk kell, π = σρ alakba ı́rhatók, ahol
σ(i) = i ha i = 1, . . . , n. Az ilyen σ-k azonośıthatók az {n+ 1, . . . , N} permutáci-
óival, tehát

jn

(
n
∧

k=1
nρ(k)

)
=

∑
σ∈Perm{n+1, ... ,N}

(signσ)(signρ)zρ,n
N
⊗

i=n+1
nσ(ρ(i)) =

=(signρ)zρ,n
N
∧

i=n+1
nρ(i) =

=(signρ)zρ,n
N−n
∧

k=1
nρ(ω(k)),

ahol ω ∈ Permn az n-nel való eltolás, azaz

ω(k) := (k + n)|modN =

{
k + n ha k + n ≤ N,

k + n−N ha k + n > N.

Az előbbi képletünket alkalmazhatjuk n helyébe N − n-et ı́rva:

jN−n

(
jn

(
n
∧

k=1
nρ(k)

))
= (signρ)zρ,njN−n

(
N−n
∧

k=1
nρ(ω(k))

)
=

= (signρ)(signρω)zρ,nzρω,N−n

N
∧

i=N−n+1
nρ(ω(k)) =

= (−1)n(N−n)(−1)neg(h) n
∧

k=1
nρ(k).

Az utolsó egyenlőségnél azt használtuk fel, hogy
– signω = (−1)n(N−n),
– i > N − n, tehát ω(i) = i+ n−N ,

– zρ,N−n =
N−n∏
k=1

n(ρω)(k) · n(ρω)(k) =
N∏

i=n+1

nρ(i) · nρ(i) = (−1)neg(h)zρ,n.

Mivel a
n
∧

k=1
nρ(k) alakú elemek kifesźıtik

n
∧H-t, beláttuk, hogy jN−njn az iden-

titás (−1)neg(h)+n(N−n)-szerese, ami a feladatunk volt.
Nézzünk meg néhány speciális esetet: ha (n1, . . . ,nN ) pozit́ıvan iránýıtott h-

ortonormált bázis, akkor

jN :
N
∧H → R,

N
∧

k=1
mk �→ ϵ(m1, . . . ,mN ), jN (

N
∧

k=1
nk) = 1,

j0 : R →
N
∧H, α �→ (−1)neg(h)αϵ,

jN−1 :
N−1
∧ H → H,

N−1
∧

k=1
nρ(k) �→ (signρ)nρ(N),

j1 : H →
N−1
∧ H, m �→ ϵ(m, ·, . . . , ·).
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30.11. Feladatok

1. Legyen m,n ∈ V

B
, L ∈ O(h). Mutassuk meg, hogy L(m ⊗ n)L−1 =

(Lm)⊗ (Ln).
2. Legyen A,B ∈ Lin(V). Mi az AB-nek a h-szimmetrikus illetve a h-anti-

szimmetrikus része? Mi ez, ha A és B is h-szimmetrikus illetve h-antiszimmetri-
kus?

3. Bizonýıtsuk be, hogy az A : V → V lineáris leképezésre Ker(A∗) = (RanA)•

(lásd a 29.11.1. feladatot).

4. Legyen m,n ∈ V

B
. Jellemezzük azokat a V → V lineáris leképezéseket,

amelyek felcserélhetők (i) m⊗ n-nel, (ii) m ∨ n-nel, (iii) m ∧ n-nel.

31. Euklideszi vekorterek

31.1. A (V,B,h) pszeudo-euklideszi vektorteret euklideszinek nevezzük, ha
h pozit́ıv definit, azaz neg(h) = 0.

A következőkben (E,D, b)-vel jelölünk egy euklideszi vektorteret. A szoká-
sos szóhasználattal élve itt (euklideszi vektorterek esetén) b-ortogonális helyett
egyszerűen ortogonálist vagy merőlegest mondunk. Az előző két fejezetben
megszokott jelölésnek megfelelően b-t itt is pontszorzással helyetteśıtjük, tehát
x · y := b(x,y). Minden érvényben marad, természetesen, amit az előző két
fejezetben mondtunk, amelyek közül az egyik legfontosabb az

E

D⊗D
≡ E⋆

azonośıtás.
Tudjuk, hogy értelmes a D ⊗ D pozit́ıv elemeinek négyzetgyöke, és ı́gy értel-

mezzük az x ∈ E hosszát:

|x| :=
√
x · x ∈ D+

0 .

Egyszerű számolás adja a Pitagorasz-szabályt: ha x1, . . . ,xn páronként merő-
leges vektorok, akkor ����

n∑
i=1

xi

����
2

=

n∑
i=1

|xi|2.

A vektorok hosszának alapvető tulajdonságai:
(i) |x| = 0 akkor és csak akkor, ha x = 0,
(ii) |αx| = |α||x| minden α valós számra és x vektorra,
(iii) |x + y| ≤ |x| + |y| minden x,y ∈ E esetén, és egyenlőség pontosan akkor

áll, ha x és y párhuzamos egymással.
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Az első a b pozit́ıv definitásából adódik, a második a bilinearitásából, a harma-
dik pedig, amelyet háromszög-egyenlőtlenségnek nevezünk abból, hogy

|x+ y|2 = |x|2 + 2x · y + |y|2 ≤ |x|2 + 2|x||y|+ |y|2 = (|x|+ |y|)2,

ami a következő pontban tárgyalt Cauchy-Schwartz-egyenlőtlenség alapján igaz.
A 29.4-ben mondottaknak megfelelően a b bilineáris leképezést – a pontszorzást

– átvihetjük E-nek egy dimenziós vektortérrel való tenzorszorzatára és tenzorhá-

nyadosára. Eszerint van értelme például annak, hogy az E egy eleme és az
E

D
egy

eleme merőleges egymásra. Továbbá a hossz fogalmát is átvihetjük; egy
E

D
elem

hossza valós szám, egy
E

D⊗D
elem hossza az

R
D

≡ D⋆ eleme, stb., és ezekre a

hosszakra is érvényesek a felsorolt (i)-(iii) tulajdonságok.

31.2. Az euklideszi vektorterek egyik legfontosabb összefüggése az alábbi
Cauchy-Schwartz-egyenlőtlenség.

Álĺıtás Az E minden x és y elemére

|x · y| ≤ |x||y|

teljesül, és egyenlőség pontosan akkor áll, ha x és y párhuzamosak.

Bizonýıtás Ha x = 0 vagy y = 0, akkor az egyenlőség nyilvánvaló. Tegyük fel
tehát, hogy egyik sem nulla. Ekkor a pozit́ıv definitás miatt

0 ≤
∣∣∣∣|y|2x− (y · x)y

∣∣∣∣
2

= |y|4|x|2 − 2|y|2(y · x)2 + |y|2(y · x)2,

amiből egyszerű rendezéssel, |y|2-tel való osztás majd gyökvonás után megkapjuk
a ḱıvánt eredményt.

A Cauchy-Schwartz-egyenlőtlenséggel bizonýıtottuk be az előző pontban a há-
romszög-egyenlőtlenséget, továbbá emiatt értelmes az E nem nulla x és y eleme
által bezárt szög

arg(x,y) := arccos
x · y
|x||y|

,

hiszen az arccos mögött álló mennyiség abszolútértéke nem lehet nagyobb egynél.
Két nem nulla vektor akkor és csak akkor merőleges, ha a bezárt szögük π/2.

31.3. A fizikai terünk iránýıtott szakaszai “szemmel láthatóan” eleget tesznek
a háromszög-egyenlőtlenségnek.

Az iránýıtott szakaszok hosszából és a bezárt szögükből – amelyek ugyancsak
“kézzelfogható mennyiségek” – szokták származtatni a skalárszorzatukat: az egy-
mással α szöget bezáró x és y iránýıtott szakasz skalárszorzata |x||y| cosα. Ezzel
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az a baj, hogy a hossz és bezárt szög intuit́ıv és nem matematikai fogalmak, tehát
a skalárszorzat ilyen defińıciója matematikailag értelmetlen. Ha valamilyen mó-
don matematikai értelmet adunk a vektorok hosszának és bezárt szögüknek, akkor
persze helyénvaló a defińıció.

Szinte nyilvánvaló azonban, hogy a ford́ıtott utat kell járni: matematikai ér-
telmet adni a skalárszorzatnak – ez az euklideszi bilineáris leképezés –, és ebből
származtatni a vektorok hosszát és bezárt szögüket.

31.4. Tudjuk a pszeudo-euklideszi vektorterek elméletéből, hogy E-ben mindig
létezik páronként merőleges elemekből álló bázis (ortogonális bázis). Ennél most
egy kicsit több is mondható.

Álĺıtás Ha x1, . . . ,xN az E bázisa és 0 ̸= a ∈ D, akkor van olyan, a-
ra normált e1, . . . , eN ortogonális bázis, hogy minden n = 1, . . . , N esetén
Span{e1, . . . , en} = Span{x1, . . . ,xn}.

Bizonýıtás Rekurźıv formulát – az úgynevezett Gram–Schmidt-ortogonali-
zációs eljárást – adunk meg:

yn := xn −
n−1∑
i=1

ei · xn

a2
ei,

en :=
ayn

|yn|
(n = 1, . . . , N).

A formula helyes, ugyanis n = 1 esetén e1 eleget tesz a követelményeknek. Ha
feltesszük, hogy e1, . . . , en−1 is eleget tesz, akkor yn ∈ Span{e1, . . . , en−1,xn} =
Span{x1, . . . ,xn−1,xn}, és yn ̸= 0, hiszen lineárisan független vektorok olyan li-
neáris kombinációja, hogy legalább egy együttható nem nulla, tehát |yn| ̸= 0; ı́gy
en jól definiált, és merőleges ei-re, ha i = 1, . . . , n− 1.

Vegyük észre, hogy általában egy (V,B,h) pszeudo-euklideszi vektortérben y ̸=
0 nem vonja maga után, hogy h(y,y) ̸= 0, ezért ott nem működik a fentihez ha-
sonló h-ortogonalizációs eljárás.

A Gram–Schmidt-féle eljárásból is következik az az egyébként is ismert tény
(lásd a 29.11.6. feladatot), hogy egy ortogonális rendszer kiegésźıthető ortogonális
bázissá.

31.5. Legyen H ̸= ∅ az E részhalmaza, és

H⊥ := {x ∈ E | x · y = 0, y ∈ H}.

Nyilvánvaló, hogy
– H⊥ lineáris altér, H ⊂ (H⊥)⊥, ezért SpanH ⊂ (H⊥)⊥ is teljesül,
– ha ∅ ̸= G ⊂ H, akkor H⊥ ⊂ G⊥,
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Ezekből H ⊂ SpanH miatt (SpanH)⊥ ⊂ H⊥. Ha viszont x merőleges a H
minden elemére, akkor merőleges a H elemeiből vett lineáris kombinációkra is,
azaz H⊥ ⊂ (SpanH)⊥, tehát

– H⊥ = (SpanH)⊥.

Álĺıtás Legyen M lineáris altér E-ben.

(i) M⊥ = {0} akkor és csak akkor, ha M = E,
(ii) M és M⊥ kiegésźıtő alterek.

Bizonýıtás (i) Világos, hogy E⊥ = {0}. Ha viszont M ̸= E, akkor az M-ben van
ortogonális bázis, amely kiegésźıthető az E ortogonális bázisává, ami maga után
vonja, hogy M⊥ ̸= {0}.

(ii) Ha x ∈ M∩M⊥, akkor x ·x = 0, következésképpen x = 0, azaz M∩M⊥ =
{0}. Ha x ∈ (M + M⊥)⊥, akkor x ∈ M ∩ M⊥, tehát x = 0. Ezért az (i) pont
szerint M+M⊥ = E.

Eredményünkből és az előtte levő egyszerű tényekből az következik, hogy bár-
mely nem üres H részhalmazra

SpanH = (H⊥)⊥.

Valóban, SpanH és (SpanH)⊥ = H⊥ kiegésźıtő alterek, továbbá (SpanH)⊥ és
((SpanH)⊥)⊥ = (H⊥)⊥ is kiegésźıtő alterek, tehát SpanH és (H⊥)⊥ ugyanan-
nak az altérnek kiegésźıtői, és SpanH ⊂ (H⊥)⊥, ami csak úgy lehet, ha a fenti
egyenlőség fennáll.

31.6. Emlékezzünk vissza, hogy az A : E → E lineáris leképezés b-adjungáltját
– amelyet itt egyszerűen adjungáltnak nevezünk – x ·(Ay) = (A∗x) ·y (x,y ∈ E)
értelmezi.

Álĺıtás Ha A ∈ Lin(E), akkor Ker(A∗) = (RanA)⊥.

Bizonýıtás Legyen x az A∗ magjában. Ekkor minden y ∈ E esetén 0 = (A∗x) ·
y = x · (Ay), azaz x merőleges az A értékkészletére. Viszont, ha x ∈ (RanA)⊥,
akkor minden y ∈ E esetén 0 = x · (Ay) = (A∗x) · y, azaz A∗x = 0.

31.7. A 31.5-ben mondottak szerint, ha M lineáris altér, akkor minden x ∈ E
egyértelműen felbontható egy M-beli és egy M-re merőleges vektor összegére:

x = xM + xM⊥ . (∗)

A PM : E → E, x �→ xM lineáris leképezés az M⊥ mentén az M-re való vet́ıtés,
amelyet az M-re való merőleges vet́ıtésnek h́ıvunk; PM⊥ = idE−PM az M⊥-re
való merőleges vet́ıtés.
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Ha 0 ̸= e ∈ E, akkor Re az e kifesźıtette egy dimenziós altér (egyenes), (Re)⊥
pedig az a hiperśık, amely az e-re merőleges vektorokból áll. Az Re-re való merő-
leges vet́ıtés

e⊗ e

e · e
=

(
x �→ e · x

e · e
e
)
.

Szokás azt is mondani, hogy
e · x
e · e

e az x-nek az e-vel párhuzamos vetülete,

x− e · x
e · e

e pedig az x-nek az e-re merőleges vetülete.

Tehát: az e-re való merőleges vet́ıtés adja az e-vel párhuzamos vetületet. Az
elnevezések zavart okozhatnak; ezért kérjük az olvasót, ha ilyen kifejezésekkel ta-
lálkozik, mindig gondolja meg alaposan, miről van szó pontosan.

31.8. Álĺıtás A P : V → V lineáris leképezés akkor és csak akkor egy altér
mentén az ortogonális kiegésźıtőjére való vet́ıtés, ha P 2 = P = P ∗.

Bizonýıtás Ha van olyan M lineáris altér, hogy P = PM, akkor a vet́ıtések
(projektorok) általános tulajdonsága szerint P 2 = P , továbbá a 31.7. (∗) jelölést
használva

x · (Py) = (xM + xM⊥) · yM = xM · yM = (xM · yM + yM⊥) = (Px) · y,

azaz P ∗ = P .
Ha viszont P 2 = P = P ∗, akkor az első egyenlőség valamint a projektorok

általános tulajdonsága szerint P a KerP mentén a RanP -re való vet́ıtés. A má-
sodik egyenlőség és a 31.6. álĺıtás szerint KerP = (RanP )⊥ = M⊥, és ezt kellett
belátnunk.

31.9. Tudjuk, hogy egy L : E → E izometrikus lineáris leképezés ortogonális,
azaz ha |Lx| = |x| minden x-re, akkor akkor Ly · Lx = y · x minden x és y
esetén (lásd 29.8.). Most azt látjuk be, hogy egy leképezés linearitása következik
az ortogonalitásából, illetve egy ”általánosabb értelmű” izometrikusságából.

Álĺıtás (i) Legyen L : E → E olyan leképezés, amelyre Ly · Lx = y · x
minden x,y ∈ E esetén. Ekkor L lineáris.

(ii) Legyen L : E → E olyan leképezés, amelyre |Ly − Lx| = |y − x|
minden x,y ∈ E esetén és L0 = 0. Ekkor L lineáris.

Bizonýıtás (i) Vegyük először is észre, hogy ha e1, . . . , eN az E ortogonális bá-
zisa, akkor Le1, . . . ,LeN szintén ortogonális bázis, ezért RanL kifesźıti E-t.

Ha Ly = Lx, akkor y · x = |y|2 = |x|2, ı́gy |y − x|2 = 0, azaz y = x, tehát L
injekt́ıv.

Legyen y′ := Ly, x′ := Lx, aztán elhagyva a vesszőket azt találjuk, hogy
L−1y ·L−1x = y ·x ha x,y ∈ RanL, és L−1y ·x = y ·Lx, ha x ∈ E és y ∈ RanL.
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Ezért minden y ∈ RanL és x1,x2 ∈ E esetén

y ·L(x1 + x2) = L−1y · (x1 + x2) = L−1y · x1 +L−1y · x2 =

= y ·Lx1 + y ·Lx2 = y · (Lx1 +Lx2).

Mivel y tetszőleges elem egy olyan halmazban, amely kifesźıti E-t, azt következ-
tethetjük, hogy

L(x1 + x2) = Lx1 +Lx2 (x1,x2 ∈ E).

Teljesen hasonlóan érvelhetünk arra vonatkozóan, hogy L(αx) = αLx minden
α ∈ R és x ∈ E esetén.

(ii) Mivel L0 = 0, az is igaz, hogy |Lx| = |x| minden x-re; ı́gy könnyen szár-
maztathatjuk az Ly ·Lx = y · x öszefüggést, és már csak az előző eredményt kell
alkalmaznunk.

31.10. Az euklideszi vektorterek tipikus képviselője (RN ,R, ⟨ , ⟩), ahol ⟨ , ⟩ a
29.5-ben H0-lal jelölt bilineáris forma, amelyet skaláris szorzatnak h́ıvunk:

⟨ξ,η⟩ :=
N∑

k=1

ξkηk.

Pontosabban, 29.8. szerint minden N dimenziós euklideszi vektortér izomorf a
fentivel.

A ⟨ , ⟩ által létrehozott RN ≡ (RN )⋆ azonośıtás megegyezik a standarddal.
Ezért itt a lenn-fenn indexezés szükségtelen.

Egy RN → RN lineáris leképezés (mátrix) adjungáltja a 30.2. szerint megegye-
zik a transzponáltjával.

31.11. Legyen m a D pozit́ıv eleme. Az E-beli m-re normált (e1, . . . , eN ) irá-

nýıtott ortogonális bázis duálisa az E⋆ ≡ E

D⊗D
azonośıtásban

( e1
m2

, . . . ,
eN
m2

)
.

Ennek a bázisnak megfelelő koordinátázás homotetikus b− ⟨ , ⟩-ortogonális leké-
pezés E és RN között, amelyben az x vektor koordinátái

(
ei · x
m2

���� i = 1, . . . , N

)
.

Ilyen koordinátázásban “minden a helyén van”. Az x =
N∑
i=1

ξiei és y =
N∑
i=1

ηiei

vektorok pontszorzatát a kordinátáik skaláris szorzatával számı́thatjuk ki:

x · y = m2
N∑
i=1

ξiηi.
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Az A ∈ Lin(E) adjungáltjának a mátrixa az A mátrixának a transzponáltja,
hiszen:

ei ·A∗ek = A∗ek · ei = ek ·Aei.

Ha (e′1 . . . , e
′
N ) az m′-re normált ortogonális bázis, akkor a “vesszős” bázisról

a “vesszőtlenre” való áttérés mátrixa
(
ek · e′i
m2

���� k, i = 1, . . . , N

)
.

Nem ilyen szép a helyzet, ha nem merőleges bázis szerint koordinátázunk. Le-

gyen (v1, . . . ,vN ) az E akármilyen bázisa. Ekkor például az x =
N∑
i=1

ξivi és y =

N∑
i=1

ηivi vektorok pontszorzatát nem egyszerűen a kordinátáik skaláris szorzatával

számı́thatjuk ki:

x · y =
N∑
i=1

(vi · vk)ξiηk.

A bázis duálisát E-beli (r1, . . . , rN ) vektorokkal reprezentálhatjuk úgy, hogy

ri · vk

ri · ri
= δik (i, k = 1, . . . , N).

Fizikai alkalmazásokban (r1, . . . , rN )-et a (v1, . . . ,vN ) reciprok rendszeré-
nek szokás nevezni.

Ezekkel a vektorokkal meggyőződhetünk arról, hogy a A∗ mátrixa itt nem az
A mátrixának a transzponáltja:

ri ·A∗vk

ri · ri
=

vk ·Ari
ri · ri

̸= rk ·Avi

rk · rk
.

31.12. Egyszerűbbé tehetünk sok formulát az

N :=
E

D

elemeinek használatával.
A b az N-en a 29.4-ben megismert módon meghatároz egy valós értékű pozit́ıv

definit szimmetrikus bilineáris leképezést, amelyet ugyancsak pontszorzással jelö-
lünk, és (mivel valós értékű) skaláris szorzásnak h́ıvjuk. Az n ∈ N hossza valós
szám: |n| :=

√
n · n.

Az euklideszi szerkezet az E⋆ ≡ E

D⊗D
azonośıtás megfelelőjeként az N⋆ ≡ N

azonośıtást adja.
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Ha 0 ̸= e ∈ E, akkor n :=
e

|e|
egységvektor N=ben, azaz |n| = 1. Ezzel a

jelöléssel az Re = D⊗ n egy dimenziós altérre való merőleges vet́ıtés n⊗ n.
Ha (e1, . . . , eN ) az E-nek ortogonális bázisa, akkor

nk :=
ek
|ek|

(k = 1, . . . , N)

az N-nek ortonormált bázisa, azaz ni ·nk = δik. Ennek megfelelően egy x ∈ E
koordinátái a szóban forgó bázisban

(ni · x | i = 1, . . . , N),

egy A : E → E lineáris leképezés mátrixa pedig – ugyancsak a 29.4-beli megálla-
podásunkkal –

(ni ·Ank | i, k = 1, . . . , N).

31.13. Feladatok
1. Legyen x,y ∈ E. Mutassuk meg, hogy
(i) x és y pontosan akkor merőlegesek egymásra, ha |x+ y|2 = |x|2 + |y|2;
(ii) x+ y és x− y pontosan akkor merőlegesek egymásra, ha |x| = |y|;
(iii) |x + y|2 + |x − y|2 = 2|x|2 + 2|y|2 (ezt parallelogramma-egyenlőségnek

szokás h́ıvni).
2. Bizonýıtsuk be, hogy a Cauchy–Schwartz-egyenlőtlenség (az egyenlőségre

vonatkozó kijelentés nélkül) akkor is igaz, ha b pozit́ıv szemidefinit.
3. Legyen M és N lineáris altér E-ben. Igazoljuk, hogy

(M+N)⊥ = M⊥ ∩N⊥, (M ∩N)⊥ = M⊥ +N⊥.

4. Legyen P és Q merőleges vet́ıtés. Igazoljuk, hogy RanP és RanQ pontosan
akkor merőlegesek egymásra, ha PQ = QP = 0.

5. Legyenek P1, . . . ,Pn merőleges vet́ıtések. Bizonýıtsuk be, hogy P :=
∑n

i=1 Pi

pontosan akkor merőleges vet́ıtés, ha PiPj = 0 (i, j = 1, . . . , n, i ̸= j) (azaz pá-
ronként merőleges altérre vet́ıtenek), és ebben az esetben P a

∑n
i=1 RanPi altérre

való merőleges vet́ıtés.
6. Jellemezzük az R2-beli merőleges vet́ıtéseket (vagyis azokat a 2 × 2-es P

mátrixokat, amelyekre P 2 = P = P ∗ teljesül).
7. Hiperśıknak neveztük az olyan alteret illetve annak eltoltját, amelynek a

dimenziója eggyel kisebb a vektortér dimenziójánál.
A nullán átmenő hiperśık – hiperaltér – ortogonális kiegésźıtője egy dimenziós,

azaz egyenes. Ez az egyenes, sőt az egyenes bármely nem nulla vektora egyér-
telműen meghatározza a hiperśıkot. Egy hiperśık normálvektorának nevezünk
minden olyan nem nulla vektort, amely merőleges a megfelelelő hiperaltérre, vagyis
arra, amelynek az eltoltja a hiperśık.
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Az x ponton átmenő n normálvektorú hiprśık

x+ {z ∈ E | n · z = 0} = {y ∈ E | n · (y − x) = 0}.

Adjuk meg R3-ban a (0, 1, 2) ponton átmenő, (1, 1, 2) normálvektorú śıkot!
8. Adjuk meg R3-ban az (1, 0, 1), (1, 2, 1) és (0, 0, 1) pontokon átmenő śıkot!

(Útmutatás: határozzuk meg a śık egy normálvektorát, mint olyan vektort, amely
merőleges az (1, 0, 1)− (0, 0, 1) és az (1, 2, 1)− (0, 0, 1) vektorra.)

9. Adjuk meg R3-ban az




2
2
1


 ,




−1
1

−2


 ,




1
7

−4


 ,




0
7

−3




vektorok kifesźıtette altér egy ortonormált bázisát.
10. Álĺıtsunk elő ortonormált rendszert a Gram–Schmidt-féle ortogonalilzációs

eljárással R4-ben az 


1
0

−2
2


 ,




2
−3
0
1


 ,




−1
6

−6
4




vektorokból kiindulva.
11. Legyen az E euklideszi tér egy bázisa {v1,v2,v3,v4}. Határozzuk meg az

{v1+v2,v1−v2+v3−v4} vektorok kifesźıtette lineáris altér ortogonálisának egy
ortonormált bázisát.

12. Jellemezzük azokat az A : E → E lineáris leképezéseket, amelyekkel a
bA(x,y) := b(x,Ay) (x,y ∈ E) formulával meghatározva (E,D, bA) (i) pszeu-
do-euklideszi, (ii) euklideszi vektortér lesz.

13. Legyen L : E → E olyan leképeézés, amelyre |L(y) − L(x)| = |y − x|
minden x, y,∈ E esetén. Ekkor van olyan L : E → E lineáris leképezés, hogy
L(x) = L(0) +Lx (x ∈ E).

32. A vektoriális szorzás

32.1. Ahhoz, hogy a fizikában sokat használt vektoriális szorzás lényegét meg-
értsük, először az euklideszi vektorterek antiszimmetrikus leképezéseivel kell ala-
posabban megismerkednünk.

Idézzük fel a 30. fejezet néhány eredményét egy (E,D, b) eudklideszi vektor-
térre, és használjuk az előző fejezet jelöléseit.

A b-antiszimmetrikus – röviden antiszimmetrikus – lineáris leképezések összes-
sége, A(b) ≡ E ∧ E⋆ ≡ N ∧ N a Lin(E)-nek lineáris altere, amelyen célszerű (a
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következő formulák mutatják, miért) a 30.7-ben megadott : euklideszi forma
helyett annak az 1/2-szeresét használni:

A •B :=
1

2
Tr(A∗B) = −1

2
Tr(AB) (A,B ∈ N ∧N).

Az A ∈ N ∧N hossza valós szám, |A| :=
√
A •A.

Ha m1,m2,n1,n2 ∈ N, akkor

(m1 ∧ n1) • (m2 ∧ n2) = (m1 ·m2)(n1 · n2)− (m1 · n2)(m2 · n1),

speciálisan ha m1 = m2 =: m, n1 = n2 =: n, akkor

|m ∧ n|2 = |m|2|n|2 − (m · n)2. (∗)

Az A és B antiszimmetrikus leképezés kommutátora, [A,B] is antiszimmetri-
kus, amely merőleges mind A-ra, mind B-re, és tetszőleges C antiszimmetrikus
leképezésre

[A,B] •C = [C,A] •B = [B,C] •A. (∗∗)

32.2. Ha A ∈ N∧N, azaz A∗ = −A, akkor a 31.6. szerint KerA = Ker(A∗) =
(RanA)⊥, vagyis A magja és értékkészlete egymás merőleges kiegésźıtői, amit sok-
szor jól fel tudunk használni.

Álĺıtás Nem nulla antiszimmetrikus leképezés rangja páros.

Bizonýıtás Legyen 0 ̸= A ∈ N∧N. Ekkor van 0 ̸= x1 ∈ RanA. Ez a vektor nem
lehet A magjában, hiszen KerA∩RanA = {0}. Ezért 0 ̸= Ax1 ∈ RanA. Továbbá
x1 és Ax1 merőlegesek egymásra az A antiszimmetrikussága miatt. Az x1 és Ax1

kifesźıtette altér két dimenziós A értékkészletében; ha megegyezik vele, véget ért
a bizonýıtás. Ha nem, akkor van olyan 0 ̸= x2 ∈ RanA, amely merőleges mind
x1-re, mind Ax1-re, és természetesen az A antiszimmetrikussága miatt Ax2-re is,
amely ugyanúgy nem lehet nulla, ahogy Ax1. Az x1,x2,Ax1,Ax2 vektorok line-
árisan függetlenek. Tegyük ugyanis föl, hogy α1x1+α2x2+β1Ax1+β2Ax2 = 0.
“Pontszorozva” ezt az egyenlőséget x2-vel azt kapjuk, hogy α2 = 0. Ezután x1-
gyel szorozva és kihasználva azt, hogy x1 ·Ax2 = −x2 ·Ax1 = 0, azt kapjuk, hogy
α1 = 0. Marad: A(β1x1 + β2x2) = 0, ami csak úgy lehet, hogy β1x1 + β2x2 = 0,
mert ez a vektor merőleges az A magjára. Mivel x1 és x2 merőleges egymásra,
β1 = β2 = 0.

Ha a szóban forgó négy lineárisan független vektor kifesźıti A értékkészletét,
akkor véget ért a bizonýıtás. Ha nem, akkor az előzőhöz hasonlóan tovább- és to-
vábbléphetünk, mı́g oda nem érkezünk, hogy megadtunk x1,x2 . . . ,xn vektorokat
úgy, hogy minden k = 2, . . . , n esetén xk merőleges x1-re, x2-re, . . . , xk−1-re és
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Ax1-re, Ax2-re, . . . , Axk−1-re. Az x1, . . . ,xn,Ax1, . . . ,Axn vektorok lineárisan
fügetlenek és kifesźıtik az A értékkészletét.

32.3. A következőkben feltesszük, hogy

dimE = 3.

Ez a speciális eset matematikailag érdekes, különös jelentőséggel azonban a “fi-
zikai terünkkel” való kapcsolata ruházza fel.

32.4. Az előzőek szerint most (három dimenzióban) minden nem nulla an-
tiszimmetrikus lineáris leképezés rangja kettő, azaz értékkészlete két dimenziós,
magja pedig (az értékkészlet merőleges kiegésźıtője) egy dimenziós.

Álĺıtás Ha 0 ̸= A ∈ N ∧ N, akkor az A magjára merőleges minden n
egységvektorhoz létezik egyértelműen egy m egységvektor, amely merőleges
KerA-ra és n-re, amellyel

A = |A|m ∧ n.

Bizonýıtás Egésźıtsük ki n-et n1,n2,n3 ortonormált bázissá úgy, hogy n1 := n
és n3 ∈ KerA. Ezzel n2 és n3 előjel erejéig egyértelmű. Mint tudjuk, n1,∧n2,
n3,∧n1 és n2,∧n3 bázis N ∧N-ben, tehát egyértelműen meghatározott együtt-
hatókkal

A = α3n1 ∧ n2 + α2n3 ∧ n1 + α1n2 ∧ n3.

Mivel 0 = An3 = −α2n1 + α1n2, azt kapjuk, hogy α2 = α1 = 0. A 32.1. (∗)
formula szerint |α3| = |A|, tehát m := (signα3)n2 egyértelműen meghatározott
vektor az elő́ırt tulajdonságokkal.

Eredményünk egyszerű következményei:

(i) Ha x ∈ (KerA)⊥ = RanA, akkor

– |Ax| = |A||x|,
– A2x = −|A|2x;
(ii) A3 = −|A|2A;

(iii) Ha A,B ∈ N ∧ N, A ̸= 0, B ̸= 0, akkor az alábbi három kijelentés
egyenértékű:

– A és B egymás számszorosai

– KerA = KerB,

– RanA = RanB.

Az (i)-ben foglaltakat ı́gy önthetjük szavakba: az x �→ Ax hozzárendelés a
KerA-ban levő elemeket a nullába képezi, a KerA-ra merőleges śıkban a vektoro-
kat π/2 szöggel elforgatja és |A|-szorosra nyújtja.
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32.5. Álĺıtás Ha A,B ∈ N ∧N, akkor

|[A,B]|2 = |A|2|B|2 − (A •B)2.

Bizonýıtás ha A párhuzamos B-vel (speciálisan, ha valamelyik nulla), akkor
nyilvánvalóan fennáll az egyenlőség. Ha A és B nem práhuzamos egymással, ak-
kor végigosztva |A|2||B|2-tel, visszavezetjük a problémát az |A| = |B| = 1 esetre.
A értékkészlete és B értékkészlete két dimenziós altér, amelyek nem egyenlők,
ı́gy a metszetük egy dimenziós altér; legyen ez D ⊗ n, ahol n ∈ N egységvektor.
Ekkor az előzőek szerint van olyan az n-re merőleges m és k egységvektor, hogy
A = m ∧ n és B = k ∧ n. A 30.8. (∗) szerint [A,B] = m ∧ k, tehát a 32.1.
(∗) formulájából |[A,B]|2 = 1 − (m · k)2, az előtte levő formula szerint pedig
(A •B)2 = (m · k)2, és ezzel befejeztük a bizonýıtást.

32.6. Ne feledjük, még mindig, továbbra is azt az esetet vizsgáljuk, amikor E
három dimenziós. Ekkor N∧N is három dimenziós (amit fel is használtunk a 32.4.
bizonýıtásában). Ha A,B ∈ N ∧ N egyike sem nulla és egymásra merőlegesek,
akkor [A,B] ̸= 0 az előző eredmény szerint, ı́gy 32.1. (∗∗) alapján A, B és [A,B]
ortogonális bázist alkotnak N ∧N-ben.

Álĺıtás Ha A,B,C ∈ N ∧N, akkor

[
[A,B],C

]
= (A •C)B − (B •A)A.

Bizonýıtás Ha A és B párhuzamos, akkor mindkét oldal zérus. Általában B-t
felbonthatjuk A-val páruzamos és A-ra merőleges komnponensekre, ı́gy a fenti
kifejezéseket, mivel azok B-ben lineárisak, kéttagú összeg alakjában ı́rhatjuk fel;
ezekből az A-val párhuzamos vetületet tartalmazó tagok mind nullák. Más szóval
elég tetszőleges A és A-ra merőleges B-t vennünk. Végül, mivel az egyenlőségben
szereplő kifejezések C-ben lineárisak, elég három lineárisan független elemet venni
C szerepére; legyenek ezek A, B és [A,B].

C := [A,B] esetén mindkét oldal zérus, tehát igaz az egyenlőség.

C := A esetén
[
[A,B],A

]
merőleges mind [A,B]-re, mind A-ra, azaz párhu-

zamos B-vel: van olyan α valós szám, hogy
[
[A,B],A

]
= αB. Ebből a 32.1. (∗∗)

miatt α|B|2 =
[
[A,B],A

]
• B = [A,B] • [A,B] = |[A,B]|2. Az előző álĺıtás

szerint tehát α = |A|2, ı́gy fennáll a ḱıvánt egyenlőség.

Teljesen hasonlóan érvelhetünk a C := B esetben is.

32.7. Azt már a legelején feltettük, hogy D iránýıtott, mert ı́gy tudtuk a vek-
torok hosszát értelmezni. Ez nem volt lényeges feltétel, mert enélkül is értelmes a
vektorok hossz-négyzete, amivel mindent meg tudtunk volna fogalmazni, csak egy
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kicsit körülményesebben.

Most feltesszük, hogy E is iránýıtott. Ekkor N is iránýıtott, és megadható az

ϵ := n1 ∧ n2 ∧ n3

Levi–Civita-tenzor, ahol (n1,n2,n3) az N-nek pozit́ıvan iránýıtott ortonormált
bázisa.

Tudjuk, hogy a Levi–Civita-tenzor a

j : N ∧N → N, m ∧ n �→ ϵ(·,m,n)

képlettel meghatározta lineáris bijekciót léteśıti (ez a (-1)-szerese annak, amit
30.10-ben j2-vel jelöltünk). Idézzük fel, hogy ebben a képletben benne van az
N⋆ ≡ N azonośıtás: j(m ∧ n) az az eleme N-nek, amelyet tetszőleges k-val ska-
lárisan szorozva ϵ(k,m,n)-et kapunk.

A Levi–Civita-tenzor antiszimmetrikus, ezért j(m ∧ n) merőleges mind m-re,
mind n-re: j(m ∧ n) · n = ϵ(n,m,n) = 0.

Ha (n1,n2,n3) pozit́ıvan iránýıtott ortonormált bázis N-ben, akkor

j(n1 ∧ n2) = n3, j(n3 ∧ n1) = n2 j(n2 ∧ n3) = n1. (∗)

Álĺıtás Ha A ∈ N ∧N, akkor

(i) Aj(A) = 0, más szóval D⊗ j(A) = KerA,
(ii) |j(A)| = |A|,
(iii) azAmagjára merőleges minden nem nulla n vektor esetén (j(A),n,An)

pozit́ıvan iránýıtott ortogonális bázis N-ben.

Bizonýıtás Vegyünk az A magjára merőleges n1 egységvektort. Ekkor léte-
zik olyan n2 egységvektor, amely merőleges mind n-re, mind az A magjára, és
A = |A|n1 ∧ n2. Legyen végül n3 olyan egységvektor, amely párhuzamos az A
magjával. Az álĺıtás összefüggései azonnal következnek (∗)-ból.

Mivel j lineáris, (ii) egyenértékű azzal (lásd 29.8.), hogy j(A) · j(B) = A •B
minden A,B ∈ N∧N esetén (amit egyébként közvetlenül is könnyen bebizonýıt-
hatunk azzal, hogy A = |A|m ∧ n, B = |B|k ∧ n).

32.8. Defińıció Az

N×N → N, (m,n) �→ m× n := j(m ∧ n)

leképezést vektoriális szorzásnak h́ıvjuk.
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Nyilvánvaló, hogy a vektoriális szorzás antiszimmetrikus bilineáris leképezés, és
m×n = 0 pontosan akkor, ha m és n párhuzamos egymással. m×n merőleges
mind m-re, mind n-re, és

|m× n|2 = |m|2|n|2 − (m · n)2 = |m|2|n|2
(
1− (m · n)2

|m|2|n|2

)
,

ahol a második egyenlőség akkor igaz, ha m ̸= 0 és n ̸= 0. Eredményünket
át́ırhatjuk ı́gy is:

|m× n| = |m||n| sin(arg(m,n)).

Ha (n1,n2,n3) pozit́ıvan iránýıtott ortonormált bázis, akkor

n1 × n2 = n3, n2 × n3 = n1, n3 × n1 = n2. (∗∗)

Álĺıtás Ha A,B ∈ N ∧N,n ∈ N, akkor

(i) j([A,B]) = −j(A)× j(B), ami azzal egyenértékű, hogy

j(A) ∧ j(B) = [A,B];

(ii)An = −j(A)× n, amiből

Aj(B) = j([A,B]).

Bizonýıtás Van olyan (n1,n2,n3) pozit́ıvan iránýıtott bázis, hogy A = |A|n1 ∧
n2. Mivel a bizonýıtandó (i) összefüggés lineáris B-ben, (ii) pedig lineáris n-ben,
elég megmutatni, hogy az összefüggés igaz egy bázis elemeire. Ez a bázis az (i)
esetben n1 ∧ n2, n2 ∧ n3, n3 ∧ n1, az (ii) esetben pedig n1, n2, n3. Ezután a
30.8. (∗) szerint például

j([n1 ∧ n2,n2 ∧ n3]) = j(n1 ∧ n3) = −n2,

és
j(n1 ∧ n2)× j(n2 ∧ n3) = (n3)× (n1) = n2.

Hasonlóan, például

(n1 ∧ n2)n1 = (n1)(n2 · n1)− n2(n1 · n1) = −n2,

és
j(n1 ∧ n2)× n1 = (n3)× n1) = n2.
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Eredményünk és 32.7.(iii) következménye, hogy ha m és n nem párhuzamos
egymással, akkor (m,n,m×n) pozit́ıvan iránýıtott bázis. Továbbá 32.5. és 32.6.
alapján az N minden k,m,n elemére

(k×m) · n = (m× n) · k = (n× k) ·m,

és
(k×m)× n = (k · n)m− (m · n)k.

32.9. Sokszor jó szolgálatot tesz a “Levi–Civita-szimbólum”:

ϵijk :=




1 ha ijk páros permutació,

−1 ha ijk páratlan permutació,

0 egyébként,

ami nem más mint a Levi–Civita-tenzor hiprmátrixa tetszőleges pozit́ıvan iránýı-
tott ortonormált bázisban.

Ezzel ugyanis a 32.7.(∗) és a 32.8.(∗∗) összefüggés át́ırható

j(ni ∧ nk) =

3∑
j=1

ϵikjnj , ni × nk =

3∑
j=1

ϵikjnj (i, k = 1, 2, 3).

alakba, ami persze a j defińıciójából adódik:

nj · j(ni ∧ nk) = ϵ(nj ,ni,nk) = ϵ(ni,nk,nj) = ϵikj .

Következésképpen

(
3∑

i=1

αini

)
×

(
3∑

k=1

βknk

)
=

3∑
j=1




3∑
i,k=1

αiβkϵikj


 .

Speciálisan az (R3,R, ⟨ , ⟩) euklideszi térben, ha a standard iránýıtást vesszük,
akkor

(ξ × η)j =

3∑
i,k=1

ξiηkϵikj =

3∑
i,k=1

ϵjikξiηk,

ami részletesen kíırva:

(ξ × η)1 = ξ2η3 − ξ3η2,

(ξ × η)2 = ξ3η1 − ξ1η3,

(ξ × η)3 = ξ1η2 − ξ2η1.
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Ebben az euklideszi vektortérben R3 ∧ R3 elemei a 3 × 3-as antiszimmetrikus
mátrixok. Jelölje (e1, e2, e3) a standard bázist R3-ban. Egyszerű tény, hogy

e1 ∧ e2 =




0 1 0
−1 0 0
0 0 0


 ,

és

j(e1 ∧ e2) = e3 =




0
0
1


 ,

és hasonló formulákat ı́rhatunk fel e2∧e3-ra és e3∧e1-re is. Ezek alapján könnyen
beláthatjuk, hogy a




0 α12 α13

−α12 0 α23

−α13 −α23 0


 �→




α23

−α13

α12




hozzárendelés megegyezik j-vel. Jobban megjegyezhető ennek az inverze:




α1

α2

α3


 �→




0 α3 −α2

a3 0 α1

α2 −α1 0


 .

Formulákban:

j(αik | i, k = 1, 2, 3) =


1

2

3∑
j=1

ϵikjαik

���� j = 1, 2, 3


 ,

j−1(αj | j = 1, 2, 3) =




3∑
j=1

ϵikjαj | i, k = 1, 2, 3


 .

A 32.8. álĺıtás (ii) pontja szerint




0 −ξ3 ξ2
ξ3 0 −ξ1
−ξ2 ξ1 0







η1
η2
η3


 =




ξ1
ξ2
ξ3


×




η1
η2
η3


 .

32.10. A j : N ∧N → N leképezés a 27.4-ben ismertetett módon átvihető

(A⊗N) ∧ (B⊗N) → A⊗B⊗N, (am) ∧ (bn) �→ (ab)j(m ∧ n)
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leképezéssé, ahol A és B akármilyen egy dimenziós vektortér. Így például E =
D⊗N miatt

j : N ∧E → E, vagy j : E ∧E → D⊗E.

Ezek szerint a vektoriális szorzás is átvihető N-ről N-nek akármilyen egy di-
menziós vektortérrel való tenzorszorzataira (vagy tenzorhányadosaira):

(A⊗N)× (B⊗N) → A⊗B⊗N (am)× (bn) �→ ab(m× n).

Tehát a vekoriális szorzás átvihető D⊗N = E-re és annak egy dimenziós vek-
torterekkel való tenzorszorzataira és tenzorhányadosaira is. Például

N×E → E, E×E → D⊗E

vektoriális szorzatunk van.
Itt emĺıtjük meg, hogy a Levi–Civita-tenzor a j-n túl egy másik bijekciót is

léteśıt:

j0 :
3
∧N → R m1 ∧m2 ∧m3 �→ ϵ(m1,m2,m3),

amelynek az inverze α �→ αϵ. Természetesen ez is átvihető tenzorszorzatokra és
tenzorhányadosokra; például

j0 :
3
∧E →

3
⊗D,

amelyet az jellemez, hogy ha (e1, e2, e3) pozit́ıvan iránýıtott ortogonális bázis.
akkor j0(e1, e2, e3) = |e1||e2||e3|.

32.11. Emlékeztetünk (lásd 29.8), hogy egy L : E → E lineáris leképezést
b-ortogonálisnak – röviden ortogonálisnak – nevezünk, ha Lx ·Ly = x ·y minden
x,y ∈ E esetén. Az E → E ortogonális leképezések összességét O(b)-vel jelöljük.
Egy L : E → E lineáris leképezésre a következők egyenértékűek:

(i) L ∈ O(b),
(ii) L∗ = L−1, (30.3.álĺıtás),
(iii) L izometrikus, azaz |Lx| = |x| minden x-re (29.8. álĺıtás).
O(b) elemeinek a determinánsa 1 vagy −1. Azokat az elemeket, amelyeknek 1 a

determinánsa, forgatásoknak nevezzük. T := −idE (az x �→ −x leképezés) neve:
tükrözés. A tükrözés determinánsa −1. Minden negat́ıv determinánsú elem egy
forgatásnak és a tükrözésnek a szorzata.

Az E → E lineáris leképezéseket 27.4. alapján N → N lineáris leképezések-
nek foghatjuk fel, és viszont. Ennek értelmében a determináns defińıciója sze-
rint ϵ(Lk,Lm,Ln) = (detL)ϵ(k,m,n), amiből azonnal adódik, hogy minden
L ∈ O(b) és k,m,n ∈ N esetén

j0(Lk ∧Lm ∧Ln) = (detL)j0(k ∧m ∧ n) (∗)
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és
j(Lm ∧Ln) = (detL)Lj(m ∧ n); (∗∗)

ez utóbbiból
L(m× n) = (detL)(Lm)× (Ln).

A 30.11.1. feladat alapján

L(m ∧ n)L−1 = (Lm) ∧ (Ln),

ezért a (∗∗) összefüggést ı́gy is ı́rhatjuk:

j(LAL−1) = (detL)Lj(A) (A ∈ N ∧N).

32.12. A fizikai terünk iránýıtott szakaszai egy háromdimenziós euklideszi vek-
tortér elemeivel modellezhetők. Ezért ezekkel az iránýıtott szakaszokkal szemléle-
tessé tehetjük a vektoriális szorzást.

A szokásos meghatározás szerint az egymással nem nulla α szöget bezáró x és
y vektor vektoriális szorzata az vektor, amelynak a hossza |x||y| sinα, és amely
merőleges mind x-re, mind y-ra, úgy hogy x, y és x× y jobb sodrású rendszert
alkotnak, vagyis úgy következnek sorba, mint jobb kezünk hüvelyk-, mutató és
középső ujja.

Ez a kép szemléletes, de nem teljesen helytálló. Ugyanis fizikai terünk iránýıtott
szakaszainak hossza nem valós szám, tehát olyan (E,D, b)-vel kell modelleznünk
ezeket az iránýıott szakaszokat, amelyben D ̸= R, ı́gy két E-beli vektor vektoriális
szorzata már nem az E eleme, vagyis két iránýıtott szakasz vektoriális szorzata
már nem iránýıtott szakasz.

Szokás a fizikában a fizikai mennyiségeket skalárokra, vektorokra, axiálvekto-
rokra (vagy más néven pszeudovektorokra) és pszeudoskalárokra osztályozni a kö-
vetkező “meghatározás” szerint:

– a skalárok invariánsak mind a forgatásokra mind a tükrözésre,
– a vektorokat a forgatások elforgatják, a tükrözés tükrözi,
– az axiálvektorokat a forgatások elforgatják, de invariánsak a tükrözésre,
– a pszeudoskalárok invariánsak a forgatásokra, előjelet váltanak a tükrözésre.
Axiálvektorra példaként két vektor vektoriális szorzatát szokták felhozni: két

vektor tükrözöttjének a vektoriális szorzata ugyanaz, mint az eredetieké, vagyis a
vektoriális szorzat nem tükröződött. Ez ı́gy persze nem helytálló, hiszen bármely
vektor előálĺıtható két másik vektor vektoriális szorzataként.

A meghatározás pontosan ı́gy hangozhatna az (E,D, b) három dimenziós euk-
lideszi vektortér esetén:

– skalárok a D, D⋆ és ezek tenzorszorzatainak, tenzorhányadosainak az elemei,
– vektorok az E elemei és ezeknek skalárokkal való szorzatai,
– axiálvektorok az E ∧E elemei és ezeknek skalárokkal való szorzatai,
– pszeudoskalárok az E ∧E ∧E elemei és ezeknek skalárokkal való szorzatai.
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E ∧ E háromdimenziós vektortér, amely azonośıtható D ⊗ E-vel a j bijekció
által, tehát az axiálvektorok olyanok, mintha vektorok lennének, csak éppen az az
előző pont (∗∗) összefüggése szerint a tükrözés invariánsan hagyja őket.

E ∧ E ∧ E egy dimenziós vektortér, amely azonośıtható
3
⊗D-vel a j0 bijekció

által, tehát a pszeudoskalárok olyanok, mintha skalárok volnának, csak éppen az
előző pont (∗) összefüggése szerint a tükrözésre előjelet váltanak.

32.13. Feladatok
1. Számı́tsuk ki az R3 (1, 3, 2) és (2, 1, 3) eleneinek a vektoriális szorzatát!
2. Mi az 


0 1 1

−1 0 1
−1 −1 0







0 1 2
−1 0 1
−2 −1 0




antiszimmetrikus mátrixok kommutátorának a magja?
3. Bizonýıtsuk be, hogy ξ,η, ζ ∈ R3 esetén

⟨ξ × η, ζ⟩ = det




ξ1 η1 ζ1
ξ2 η2 ζ2
ξ3 η3 ζ3


 .

4. Egy 3 × 3-as L mátrix pontosan akkor ortogonális, ha L∗L = idR3 . Ennek
alapján döntsük el, milyen α illetve β valós számra lehet

A :=




α 0 α
0 β 0
α 0 α


 , B :=




α 0 α
0 β 0

−α 0 α




ortogonális. Számı́tsuk ki az Ae1 ×Ae2 és a Be1 ×Be2 vektorokat, ahol e1 és
e2 az első két standard bázisvektor R3-ban.

5. Igazoljuk, hogy ha A ∈ N ∧N, akkor Ker(A2) = KerA.
6. Mutassuk meg, hogy a (v1,v2,v3) bázis (r1, r2, r3) reciprok vektorrendszerét

(lásd 31.11.) az

r1 :=
v2 × v3

ϵ(v1,v2,v3)
, stb.

formulával adhatjuk meg.

33. Minkowski-féle vektorterek

33.1. Defińıció A (V,B,h) pszeudo-euklideszi vektorteret Minkowski-
félének nevezzük, ha dimV ≥ 2 és neg(h) = 1.
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A Minkowski-féle vektorterek tipikus képviselője (R1+N ,R,G), ahol G a 29. fe-
jezetben H1-gyel jelölt bilineáris forma (itt célszerűen N helyett 1+N -et veszünk,
és a koordinátákat nullával kezdjük számozni):

G(ξ,η) := −ξ0η0 +

N∑
k=1

ξkηk.

Pontosabban, 29.7. szerint minden 1+N dimenziós Minkowski-féle vektortér izo-
morf a fentivel.

A következőkben (M, I, g)-vel jelölünk egy Minkowski-féle vektorteret. Az
előbb mondottaknak megfelelő célszerűséggel M dimenzióját (1+N)-nek vesszük,
ahol N > 1, és a g-ortogonális bázisokat 0-tól N -ig indexeljük: (e0, e1, . . . , eN ),
és e0 · e0 < 0, ek · ek > 0 ha k = 1, . . . , N . Az előző fejezetekben megszo-
kott jelölésnek megfelelően g-t – amelyet Lorentz-szorzásnak szokás h́ıvni – is
pontszorzással helyetteśıtjük, tehát x · y := g(x,y). Minden érvényben marad,
természetesen, amit a pszeudo-euklideszi vektorterekről mondtunk, amelyek közül
az egyik legfontosabb az

M

I⊗ I
≡ M⋆

azonośıtás. I⊗ I természetes módon iránýıtott (erre az iránýıtásra vonatkoznak a
következő pontban szereplő egyenlőtlenségek). Az egyszerűség kedvéért feltesszük,
hogy I is iránýıtott; a formulák, összefüggések – megfelelő fogalmazásban – enélkül
is igazak, de körülményesebb volna léırni őket.

Az I iránýıtása miatt I ⊗ I pozit́ıv elemeiből négyzetgyököt tudunk vonni, és
ı́gy értelmezzük az x ∈ M pszeudo-hosszát:

|x| :=
√

|x · x| ∈ I+0 .

A vektorok pszeudo-hosszára igaz, hogy
(i) |0| = 0, de |x| = 0 nem vonja maga után, hogy x = 0,
(ii) |αx| = |α||x| minden α valós számra és x vektorra.
A háromszög-egyenlőtlenség, amely az euklideszi vektorok hosszának fontos tu-

lajdonsága, a pszeudo-hosszra nem teljesül. Fizikában szokás g-t metrikának ne-
vezni, de a félreértések elkerülése érdekében jobb, ha kerüljük ezt az elnevezést.
Ugyanis a metrika szóhoz a szokásos távolságfogalmat kapcsoljuk, amelyiknek alap-
vető tulajdonsága, hogy különböző pontok távolsága nem nulla (csak a nulla-vektor
hossza nulla). és két pont között “legrövidebb út az egyenes” (teljesül a három-
szög-egyenlőtlenség).

33.2. Vezessük be az

S := {x ∈ M | x · x > 0} S0 := S ∪ {0},
T := {x ∈ M | x · x < 0} T0 := T ∪ {0},
L0 := {x ∈ M | x · x = 0} L := L0 \ {0}
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jelöléseket. A fizikai alkalmazásból kölcsönvett szavakkal élve S0, T és L elemeit
rendre térszerűnek, időszerűnek és fényszerűnek nevezzük.

Jól szemléltethetjük ezeket a halmazokat az N = 2 és az N = 1 esetben (lásd a
7. és 8. ábrát).

7. ábra

8. ábra
Mint ezek az ábrák is jól mutatják, de közvetlenül is belátható, hogy S0, T0 és

L0 egyike sem lineáris altér.

33.3. Ha 0 ̸= x ∈ M, akkor

Mx := {y ∈ M | x · y = 0}

1

S

T

L

0

2

S T

L

0

1
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N dimenziós lineáris altér, hiszen ez az y �→ x · y lineáris leképezés magja, és
ez a lineáris leképezés a g nemdegeneráltsága miatt szürjekció. Euklideszi vek-
tortérben hasonló formulával épp az x-re merőleges hiperśıkot határoztuk meg.
Az euklideszi eset jól illik a fizikai terünkhöz szokott szemléletünköz: vektor, és
a rá merőleges śık. Itt azonban vigyáznunk kell: előfordulhat, hogy x benne van
Mx-ben!

g leszűḱıtése Mx × Mx-re – amelyet gx-szel jelölünk – szimmetrikus bilineá-
ris leképezés; azonban attól függően, x az S, a T vagy az L eleme, különböző
tulajdonságokkal rendelkezik.

(i) Legyen x ∈ S. Ekkor x · x > 0, tehát x /∈ Mx. Mx-ben van gx-ortogonális
bázis, ehhez hozzávéve x-et, g-ortogonális bázist kapunk M-ben. Mivel x ·x > 0,
a Mx-beli gx-ortogonális bázis egy eleme a T -ben van, a többi az S-ben van. Kö-
vetkezésképpen N = 1 esetén (Mx, I,−gx) egy dimenziós eudklideszi vektortér,
N > 1 esetén pedig (Mx, I, gx) N dimenziós Minkowski-féle vektortér.

(ii) Legyen x ∈ T . Ekkor x ·x < 0, tehát x /∈ Mx. Mx-ben van gx-ortogonális
bázis, ehhez hozzávéve x-et, g-ortogonális bázist kapunk M-ben. Mivel x ·x < 0,
a Mx-beli gx-ortogonális bázis minden eleme az S-ben van. Következésképpen
(Mx, I, gx) N dimenziós euklideszi vektortér.

(iii) Ha x ∈ L, akkor x · x = 0, tehát x ∈ Mx. Az előbb bevált gondolatme-
net most haszontalan; gx degenerált, ugyanis 0 ̸= x ∈ Kergx. Tehát (Mx, I, gx)
még csak nem is pszeudo-euklideszi vektortér. Könnyen megmutathatjuk azt a
fontos tényt, hogy Mx-nek minden x-szel nem párhuzamos eleme az S-ben van.
Legyen ugyanis e0 ∈ T . Ekkor az (ii) szerint az e0-ra g-ortogonális elemek térsze-

rűek, tehát e0 · x ̸= 0. Ezért e1 :=
e0 · e0
e0 · x

x − e0 jól értelmezett, és az S eleme,

e0 · e1 = 0, e1 · e1 = −e0 · e0 > 0. Egésźıtsük ki {e0, e1}-et g-ortogonális bázissá
M-ben: {e0, e1, . . . , eN}. Mivel x az e0 és e1 lineáris kombinációja, e2, . . . , eN
– az S elemei – mindegyike benne van Mx-ben. Ezért {x, e2, . . . , eN} a Mx-nek
gx-ortogonális bázisa, ami egyben azt is igazolja, hogy hogy Mx\Rx ⊂ S, ugyanis(
αx+

N∑
i=2

αiei

)
·
(
αx+

N∑
i=2

αiei

)
=

N∑
i=2

α2
i ei · ei ≥ 0.

Jegyezzük meg: ha x ∈ S ∪ T , akkor Rx és Mx kiegésźıtő alterek, amelyek g-
ortogonálisak egymásra. Ha x ∈ L, akkor Rx ⊂ Mx és sem Mx-nek, sem Rx-nek
nincs g-ortogonális kiegésźıtője.

Mivel az M minden N dimenziós altere Mx alakú valamilyen x-szel, megálla-
ṕıthatjuk az előzőekben mondottak alapján:

– S0-ban vannak N dimenziós alterek,
– T0-ban és L0-ban legfeljebb egy dimenziós altér lehet,
– kölcsönösen egyértelmű megfeleletetés léteśıthető az S0-beli N dimenziós alte-

rek és a T0-beli egy dimenziós alterek között úgy, hogy az egymásnak megfeleltetett
alterek g-ortogonálisak egymásra.

Végül kiemeljük azt a továbbiakban gyakran használt tényt, ami az (ii)-ből
következik, hogy
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– ha x ∈ T és y ∈ T ∪ L, akkor x · y ̸= 0.

33.4. A most következő egyenlőtlenség nagy jelentőségű összefüggések alapjául
szolgál.

Álĺıtás Legyen x,y, z ∈ T . Ekkor

2(x · y)(y · z)(z · x) ≤ (x · z)2(y · y) + (y · z)2(x · x) < 0,

és egyenlőség pontosan akkor áll, ha x és y párhuzamos egymással.

Bizonýıtás A c :=
y · z
x · z

x−y vektor g-ortogonális z-re, ı́gy c·c > 0 és egyenlőség

pontosan akkor áll, ha c = 0. Ebből egyszerűen adódik a ḱıvánt összefüggés.

33.5. Minden S0-beli lineáris altér a g leszűḱıtésével euklideszi vektortér, tehát
ott g a szokásos tulajdonságú hosszt és távolságot származtatja. Felh́ıvjuk a fi-
gyelmet arra, hogy az S0-beli alterekre igaz ez, és nem az egész S0-ra! Ugyanis ha
x,y ∈ S0, akkor előfordulhat, hogy az x és y generálta lineáris altér nincs benne
S0-ban, és ilyen x-re és y-ra sem a Cauchy–Schwartz-féle egyenlőtlenség sem a
háromszög-egyenlőtlenség nem feltétlenül teljesül (lásd a 33.12.2. feladatot).

Az időszerű vektorokra viszont az alábbi “ford́ıtott Cauchy–Schwartz-egyenlőt-
lenség” igaz.

Álĺıtás Legyen x,y ∈ T . Ekkor

|x · y| ≥ |x||y| > 0,

és egyenlőség pontosan akkor áll, ha x és y párhuzamos egymással.

Bizonýıtás Az előző pont egyenlőtlenségébe z helyébe x-et téve majd a negat́ıv
x · x-szel elosztva megkapjuk a ḱıvánt összefüggést.

33.6. Defińıció Azt mondjuk, hogy az x és y időszerű vektor azonos
nyilú, ha x · y < 0.

Álĺıtás (i) Azonos nyilúnak lenni ekvivalencia-reláció T -n, és két ekvivalen-
cia-osztály van.

(ii) Mindkét ekvivalencia-osztály nýılt konvex kúp.

Bizonýıtás Azonos nyilúnak lenni reflex́ıv és szimmetrikus reláció. Tranzit́ıv is
a 33.4. formulája következtében.

Ha x ∈ T , akkor −x ∈ T , de x és −x nem azonos nyilúak. Viszont T bár-
mely y eleme az x-szel vagy a −x-szel azonos nyilú, hiszen y · x ̸= 0, tehát két
ekvivalencia-osztály van.
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Legyenek x és y a T -nek azonos nyilú elemei és α, β ∈ R+
0 , α+ β ̸= 0. Ekkor

(αx+ βy) · (αx+ βy) = α2x · x+ 2αβx · y + β2y · y < 0,

tehát αx+ βy ∈ T , továbbá

x · (αx+ βy) = αx · x+ βx · y < 0,

vagyis x és αx + βy azonos nyilú. Ezzel beláttuk, hogy egy azonos nyilú osztály
konvex kúp.

A kúpok nýıltságára vonatkozóan az anaĺızis következő ismert tényeire utalunk:
– véges dimenziós vektortéren megadható norma, és bármely két norma ek-

vivalens egymással, tehát a nýıltság fogalma értelmes anélkül, hogy konkrétan
megadnánk normát,

– véges dimenziós vektorterek közötti lineáris leképezések folytonosak,
– nýılt halmaznak folytonos leképezés általi ősképe nýılt.
Az x ∈ T ekvivalencia-osztálya az (I ⊗ I)+ nýılt halmaznak az M → I ⊗ I,

y �→ x · y lineáris leképezés általi ősképe.

33.7. A ford́ıtott Cauchy–Shwartz-egyenlőtlenségből azonos nyilú elemekre a
“ford́ıtott háromszög-egyenlőtlenség” következik.

Álĺıtás Legyenek x és y a T -nek azonos nyilú elemei. Ekkor

|x+ y| ≥ |x|+ |y|,

és egyenlőség pontosan akkor áll, ha x és y párhuzamosak.

Bizonýıtás Az előző álĺıtás szerint ekkor x+ y is a T eleme, ezért

|x+ y|2 = −x · x− 2x · y − y · y ≥ |x|2 + 2|x||y|+ |y|2 = (|x|+ |y|)2,

és egyenlőség pontosan akkor teljesül, ha x és y párhuzamosak.

33.8. Abból, hogy T felbontható két diszjunkt kúp egyeśıtésére, következik,
hogy ugyanez igaz L-re is.

Tudjuk, ha x ∈ T és y ∈ L, akkor x · y ̸= 0.
Azt álĺıtjuk, hogy ha x1,x2 ∈ T azonos nyilúak és y ∈ L, akkor x1 · y és x2 · y

azonos előjelűek. Tegyük fel ugyanis, hogy ellenkező előjelűek; ekkor a hányadosuk

−1-szerese pozit́ıv szám, tehát z := x1+

(
−x1 · y
x2 · y

x2

)
a T -nek eleme és z ·y = 0,

ami lehetetlen.
Jelölje T→ és T← az azonos nyilúnak lenni két ekvivalencia-osztályát T -ben.

Az imént mondottak értelmében definiálhatjuk az

L→ := {y ∈ L| | x · y < 0,x ∈ T→}, L← := {y ∈ L| | x · y < 0,x ∈ T←}
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halmazokat, amelyek nyilvánvalóan diszjunkt, nulla csúcsú kúpok (nem konve-
xek!), és L→ ∪ L← = L.

Az anaĺızis fogalmaival szemléletes képet kaphatunk a mondottakról. Azt kell
az előzőeken túl felidéznünk, hogy véges dimenziós vektortéren adott bilineáris
forma is folytonos. Ezért S és T diszjunkt nýılt halmazok, L0 pedig zárt halmaz.
Mivel S ∪ T ∪ L0 = M, az igaz, hogy L0 mind az S mind a T határpontjainak
az összessége; szokásos jelöléssel ∂S = ∂T = L0. Továbbá L→ := ∂T→ \ {0},
L← := ∂T← \ {0}.

33.9. A g Lorentz-szorzás vagy az (M, I, g) Minkowski-tér nýıliránýıtásának
a T azonos nyilú elemeinek egy ekvivalencia-osztályát nevezzük. Nýıliránýıtott
a g illetve az (M, I, g), ha meg van adva egy nýıliránýıtása.

Pontosabban a következőképpen fogalmazhatunk: (M, I, g, w) nýıliránýıtott
Minkowski-féle vektortér, ha (M, I, g) Minkowski-féle vektortér és w a g nýıli-
ránýıtása. Ugyanúgy, mint a vektorterek iránýıtásával kapcsolatban, e pontos
meghatározás helyett az előző egyszerűbb szóhasználattal élünk.

Pozit́ıv nyilúnak vagy pozit́ıvnak (a fizikából kölcsönvett szóval jövősze-
rűnek) mondjuk a nýıliránýıtott Minkowski-térben a T elemét (időszerű vektort),
ha benne van a választott ekvivalencia-osztályban.

33.10. Tekintsük az (R1+N ,R,G) Minkowski-teret. A 29.5-ben mondottak-
nak megfelelően a lenn-fenn indexezést használjuk az R1+N elemeinek és (R1+N )⋆

elemeinek a megkülönböztetésére, és a két vektortér azonośıtását az indexek áthe-
lyezésével fejezzük ki. Tehát (ξ0, ξ1, . . . , ξN ) ∈ R1+N , és a neki megfelelő duálisbeli
elem (ξ0, ξ1, . . . , ξN ), ahol ξ0 := −ξ0, ξk := ξk (k = 1, . . . , N).

A formulákat könnyen kezelhetővé ı́rhatjuk át a

gik := gik :=




−1 ha i = k = 0,

1 ha i = k = 1, . . . , N,

0 ha i ̸= k

bevezetésével és az Einstein-féle összegzési szabállyal:

ξk = gikξk, ξk = gikξ
k (k = 0, 1, . . . , N).

Így tehát
G(ξ,η) = ξkη

k = gikξ
iηk.

Az A : R1+N → R1+N lineáris leképezés (mátrix) Lorentz-adjungáltja (G-ad-
jungáltja)

A∗ = ĜA⋆Ĝ,

ahol A⋆ a mátrix transzponáltja, Ĝ az a diagonális mátrix, amelynek a nulladik
tagja −1, a többi 1; azaz értelemszerű jelöléssel

(α∗)lj = glkαi
kgij .
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Még szemléletesebben: a mátrixot az

α := α0
0, µ := (α0

1, . . . , α
0
N ) ν := (α1

0, . . . , α
N

0),

Γ := (αi
k | i, k = 1, . . . , N)

jelölésekkel blokkokba ı́rva

(
α µ
ν Γ

)∗

=

(
α −ν
−µ Γ⋆

)
.

33.11. Az I pozit́ıv s elemére normáltM-beli (e0, e1, . . . , eN ) iránýıtott g-orto-

gonális bázis duálisa az M⋆ ≡ M

I⊗ I
azonośıtásban

(
−e0
s2

,
e1
s2

, . . . ,
eN
s2

)
. Éredemes

itt is bevezetni az e0 := −e0, e
k := ek (k = 1, . . . , N) jelölést. Ennek a bázis-

nak megfelelő koordinátázás homotetikus g−G-ortogonális leképezés M és R1+N

között, amelyben az x vektor koordinátái

(
−e0 · x

s2
,
ei · x
s2

���� i = 1, . . . , N

)
=

(
ei · x
s2

���� i = 0, 1, . . . , N

)
.

Ilyen koordinátázásban “minden a helyén van”. Az x =
N∑
i=0

ξiei és y =
N∑
i=0

ηiei

vektorok pontszorzatát a kordinátáik Lorentz-szorzatával számı́thatjuk ki:

x · y = s2

(
−ξ0η0 +

N∑
i=1

ξiηi

)
=

N∑
k=0

ξkη
k.

Az A ∈ Lin(M) g-adjungáltjának a mátrixa az A mátrixának a G-adjungáltja.
Ha (e′1 . . . , e

′
N ) az s′-re normált ortogonális bázis, akkor a “vesszős” bázisról a

“vesszőtlenre” való áttérés mátrixa

(
ek · e′i
s2

���� k, i = 0, 1, . . . , N

)
.

Nem ilyen szép a helyzet, ha nem g-ortogonális bázis szerint koordinátázunk.

Legyen (v0,v1, . . . ,vN ) az M akármilyen bázisa. Ekkor például az x =
N∑
i=0

ξivi és

y =
N∑
i=0

ηivi vektorok pontszorzatát nem egyszerűen a kordinátáik Lorentz-szor-

zatával számı́thatjuk ki:

x · y =
N∑
i=0

(vi · vk)ξ
iηk.
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33.12. Feladatok
1. Mutassuk meg, hogy az R1+2 Minkowski-térben a (0, 1, 0), (1, 1, 1) és (0, 0, 1)

vektorokból kiindulva nem vihető végig a Gram–Schmidt-ortogonalizáiciós eljárás
(lásd 31.4.).

2. Legyen 0 < α < 1. Az (1, 1 + α) és az (1,−(1 + α)) vektorok térszerűek az
R1+1 Minkowski-féle vektortérben, de nem teljeśıtik sem a Cauchy–Schwartz-féle
egyenlőtlenséget, sem a háromszög-egyenlőtlenséget.

3. Legyen e ∈ S ∪T . Igazoljuk, hogy P :=
e⊗ e

e · e
az e irányába történő g-orto-

gonális vet́ıtés, azaz Px párhuzamos e-vel és x− Px g-ortogonális e-re minden
x ∈ M esetén.

34. Antiszimmetrikus leképezések Minkowski-térben

34.1. Ebben a fejezetben (M, I, g) olyan Minkowski-féle vektorteret jelöl,
amelyre

dimM = 4,

és bevezetjük a

H :=
M

I

jelet. A g Lorentz-szorzás valós értékű bilineáris formát ad H-n (lásd 29.1.), ame-
lyet megállapodásunk szerint szintén pontszorzással jelölünk. Ezzel H is négy
dimenziós Minkowski-tér, amelyre értelemszerűen minden alkalmazható, amit ed-
dig (M, I, g)-ről elmondtunk.

A fizikai alkalmazások kedvéért tegyük fel, hogy g nýıliránýıtott; ez csak bizo-
nyos fogalmazási könnyebbséget jelent, lényeges megszoŕıtást nem.

Vezessük be a

V (1) := {u ∈ H | u · u = −1,u pozit́ıv nyilú}

és u ∈ V (1) esetére a
Hu := {n ∈ H | u · n = 0}

jelölést.
Hu három dimenziós altér, amelyen a pontszorzás pozit́ıv definit, tehát Hu

három dimenziós euklideszi tér.

34.2. Most A(g) ≡ H∧H (lásd 30.5.) hat dimenziós vektortér; ezen adott egy
nemdegenerált szimmetrikus bilineáris forma (lásd 30.7.), amelynek az 1/2-szeresét
célszerű használni:

A •B :=
1

2
Tr(A∗B) = −1

2
Tr(AB).
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Ezzel
|A| :=

√
|A •A|.

Ha (n0,n1,n2, n3) a H-nak g-ortonormált bázisa, akkor

n0 ∧ n1, n0 ∧ n2 n0 ∧ n3,

n1 ∧ n2, n2 ∧ n3 n3 ∧ n1

•-ortogonális bázis H ∧H-ban. Következésképpen H ∧H minden eleme

3∑
k=1

αkn0 ∧ nk +

3∑
k=1

∑
0<i<k

αikni ∧ nk

alakú. Az n1,n2,n3 térszerű vektorok kifesźıtette lineáris altér három dimenziós
euklideszi tér, ezért a 32.4.-ben mondottak szerint van olyan m és n egymásra
és n0-ra g-ortogonális egységnyi hosszú vektor, és egy β valós szám, hogy a fen-
ti összeg második tagja βm ∧ n-nel egyenlő. Az első tagban pedig bevisszük az
összegzést a tenzorszorzás alá; az u := ±n0 átnevezéssel ı́gy jutunk a következő
eredményre.

Álĺıtás Legyen A ∈ H∧H. Ekkor minden u ∈ V (1), esetén létezik α, β ∈ R,
r,m,n ∈ Hu, |r| = |m| = |n| = 1, m · n = 0 úgy, hogy

A = αu ∧ r + βm ∧ n, (∗)

és ekkor
A •A = −α2 + β2.

34.3. Álĺıtás Legyen A ∈ H ∧ H az előző pont (∗) formájában adva.
KerA = {0} pontosan akkor, ha α ̸= 0, β ̸= 0, és r,m,n lineárisan függet-
lenek.

Bizonýıtás Tegyük fel, hogy α ̸= 0, β ̸= 0, és r,m,n lineárisan függetlenek, és
legyen x ∈ KerA, azaz

α(r · x)u− α(u · x)r + β(n · x)m− β(m · x)n = 0,

Ekkor persze u, r,m,n is lineárisan függetlenek, tehát r · x = u · x = n · x =
m · x = 0, azaz x g-ortogonális négy lineárisan független vektorra, amiből a g
nem elfajultsága miatt x = 0 következik, azaz KerA = {0}.

Ha α = 0, akkor u⊗ I ⊂ KerA, ha β = 0, akkor m⊗ I ⊂ KerA.
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Ha r,m,n lineárisan összefüggők, akkor r benne van az egymásra merőleges
m és n kifesźıtette śıkban. Mivel ebben a śıkban bármely egységnyi hosszú, egy-
másra merőleges m′ és n′ vektorra m′ ∧ n′ = ±m ∧ n áll fönn, az általánosság
megszoŕıtása nélkül vehetjük úgy, hogy r = n; ı́gy

A = (αu+ βm) ∧ n. (∗)

Van olyan nem nulla vektor, amely g-ortogonális mind αu + βm-re, mind n-re,
és az ilyen vektor benne van A magjában, tehát KerA ̸= {0}.

Megjegyezzük, hogy a fenti formula akkor is helytálló, ha α = 0 vagy β = 0,
vagyis az is igaz: KerA ̸= {0} pontosan akkor, ha minden u ∈ V (1) esetén létezik
α, β ∈ R, m,n ∈ Hu, |m| = |n| = 1, m · n = 0, és a (∗) teljesül.

34.4. Álĺıtás Legyen A ∈ H ∧H, KerA ̸= 0. Ekkor

(i) A • A > 0 pontosan akkor, ha van olyan u ∈ V (1) és m,n ∈ Hu

egymásra merőleges egységvektorok, hogy

A = |A|m ∧ n

(azaz A két egymásra g-ortogonális térszerű vektor antiszimmetrikus tenzor-
szorzata);

(ii) A •A < 0 pontosan akkor, ha van olyan u ∈ V (1) és r ∈ Hu, hogy

A = |A|u ∧ r

(azaz A egy időszerű és egy rá g-ortogonális térszerű vektor antiszimmetrikus
tenzoszorzata);

(iii) A •A = 0, A ̸= 0 pontosan akkor, ha van olyan w, r ∈ H, w ·w = 0,
r · r = 1, w · r = 0, hogy

A = w ∧ r

(azaz A egy fényszerű és egy rá g-ortogonális térszerű vektor antiszimmetri-
kus tenzoszorzata).

Bizonýıtás Írjuk az előző pont (∗) formuláját most ı́gy: A = (αu′ + βm′) ∧ n′;
ekkor A •A = −α2 + β2.

(i) Ha −α2 + β2 > 0, akkor az

u :=
βu′ + αm′

−α2 + β2
, m :=

αu′ + βm′

−α2 + β2
, n := n′

vektorok megfelelenek a követelményeknek.
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(ii) Ha −α2 + β2 < 0, akkor az

u :=
βu′ + αm′

α2 − β2
, r := n′

vektorok megfelelenek a követelményeknek.
(iii) Ha −α2 + β2 = 0, akkor

w := αu′ + βm′, r := n′.

Eredményünkből rögtön következik, hogy a következő két kijelentés egyenérté-
kű:

– KerA ̸= {0} és A •A > 0,
– van olyan u ∈ V (1), amelyre Au = 0.
Az elsőből a második a fentiek szerint nyilvánvalóan következik. Ha viszont a

második igaz, akkor KerA ̸= {0}, ezért A a fenti (i)-(iii) formájú lehet. Az (i)
felel meg az első kijelentésnek, Tegyük fel, hogy a (ii) forma igaz, vagyis (most
alkalmasan “vesszőzést” használva) A = |A|u′∧r. Ekkor u′(r ·u)−r(u′ ·u) = 0,
ami u′ és r lineáris függetlensége miatt csak úgy lehet, hogy r · u = u′ · u = 0,
de ez lehetetlen, mert két időszerű vektor – u′ és u – nem lehet g-ortogonális
egymásra. Hasonlóan zárhatjuk ki az (iii) lehetőséget, mert egy időszerű és egy
fényszerű vektor nem lehet g-ortogonális egymásra.

34.5. Azt már a legelején feltettük az (M, I, g) Minkowski-féle vektortérrel
kapcsolatban, hogy I iránýıtott, mert ı́gy tudtuk a vektorok pszeudohosszát értel-
mezni. Ez nem volt lényeges feltétel, mert enélkül is értelmes a vektorok pszeu-
dohossz-négyzete, amivel mindent meg tudtunk volna fogalmazni, csak egy kicsit
körülményesebben. Ugyancsak az egyszerűbb fogalmazás érdekében feltettük azt
is, hogy g nýıliránýıtott.

Most feltesszük, hogy M is iránýıtott. Ekkor H is iránýıtott, és megadható az

ϵ := n0 ∧ n1 ∧ n2 ∧ n3

Levi–Civita-tenzor, ahol (n0,n1,n2,n3) a H-nak pozit́ıvan iránýıtott g-ortonor-
mált bázisa.

Tudjuk, hogy a Levi–Civita-tenzor a

J : H ∧H → H ∧H, m ∧ n �→ ϵ(·, ·,m,n)

képlettel meghatározta lineáris bijekciót léteśıti (lásd 30.10.).
Ha (n0,n1,n2,n3) pozit́ıvan iránýıtott g-ortonormált bázis H-ban, akkor

J(n0 ∧ n1) = n2 ∧ n3, J(n0 ∧ n2) = n3 ∧ n1 J(n0 ∧ n3) = n1 ∧ n2,

J(n1 ∧ n2) = −n0 ∧ n3, J(n3 ∧ n1) = −n0 ∧ n2 J(n2 ∧ n3) = −n0 ∧ n1.
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Ebből is megállaṕıthatjuk azt a 30.10. álĺıtásból is következő tényt, hogy
J(J(A)) = −A minden A ∈ H ∧H esetén.

Továbbá – az A és B szerepére az ni∧nk (0 ≤ i < k = 0, 1, 2, 3) báziselemeket
véve – az

A • J(B) = J(A) •B

formulát kapjuk, amiből viszont

J(A) • J(B) = J(J(A)) •B = −A •B

minden A,B ∈ H ∧H esetén.

34.6. Az (R1+3,R,G) Minkowski-tér esetén 33.10. alapján egy mátrix ponto-
san akkor G-antiszimmetrikus, ha




0 α1 α2 α3

α1 0 −β3 β2

α2 β3 0 −β1

α3 −β2 β1 0




alakú. Könnyen adódik, hogy

J




0 α1 α2 α3

α1 0 −β3 β2

α2 β3 0 −β1

α3 −β2 β1 0


 =




0 β1 β2 β3

β1 0 α3 −α2

β2 −α3 0 α1

β3 α2 −α1 0


 .

34.7. Feladatok
1. Legyen x ∈ M fényszerű. Ekkor 33.3.(iii) szerint van az Mx-ben {x, e2, e3}

g-ortogonális bázis, amelyre e2 · e2 = e3 · e3 =: s2 > 0. Legyen

w :=
x

s
, n2 :=

e2
s
, n3 :=

e3
s
.

Mutassuk meg, hogy

{A ∈ H ∧H | Ax = 0} = {αn2 ∧ n3 + β2w ∧ n2 + β3w ∧ n3 | α, β2, β3 ∈ R},

és az ilyen A-ra A •A = α2.
2. Az előző példa jelöléseivel: ha y ∈ Mx, akkor (Ay) · (Ay) = (A •A)(y · y).
3. Tekintsük a 34.6. szerinti G-antiszimmetrikus mátrixot, és legyen α :=

(α1, α2, α3) ∈ R3, β := (β1, β2, β3) ∈ R3.
– Ha |α| < |β|, akkor a mátrix a 34.4. (i) tulajdonságú,
– ha |α| > |β|, akkor a mátrix a 34.4. (ii) tulajdonságú,
– ha |α| = |β| ̸= 0, akkor a mátrix a 34.4. (iii) tulajdonságú.
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Találjuk meg a különféle esetekben a 34.4. szerinti vektorokat, amelyekből an-
tiszimmetrikus tenzorszorzattal a mátrix előálĺıtható.

35. Komplex skaláris szorzatos terek

35.1. Valós vektorterek komplexifikáltját sokszor alkalmazzuk elméleti és gya-
korlati problémák megoldásánál. Különösen érdekes az euklideszi vektorterek
komplexifikáltja.

Vegyünk egy (E,D, b) euklideszi vektorteret. A b bilineáris leképezést ki tudjuk
terjeszteni EC ×EC → DC ⊗DC C-bilineáris leképezéssé is, szeszkilineáris leképe-
zéssé is (lásd 28.6.). A szeszkilineáris kiterjesztéssel lehet átmenteni a komplexifi-
kált vektortérre is a vektorok hosszának és merőlegességének a fogalmát. A

bC : EC ×EC → DC ⊗DC,

(u+ iv,x+ iy) �→ b(u,x) + b(v,y) + i
(
(b(u,y)− b(v,x)

)

szeszkilineáris kiterjesztés hermitikus és pozit́ıv definit (lásd 18.8.)
A szokásos módon bC-ből megadhatunk egy komplex értékű, pozit́ıv definit

hermitikus formát
EC

DC
× EC

DC
-n:

w

d
,
z

d
�→ bC(w, z)

d2
, amelyből bC rekonstruálható.

35.2. A mondottaknak megfelelően a következőkben azt vesszük, hogy adott
egy véges dimenziós Z komplex vektortér – nem szükésgképpen valós vektortér
komplexifikáltja –, és egy

Z× Z → C, (w, z) �→ ⟨w, z⟩

skaláris szorzat, azaz minden w, z ∈ Z esetén
S1) ⟨z, z⟩ ≤ 0, és egyenlőség pontosan akkor áll, ha z = 0,
S2) ⟨w, z⟩ = ⟨z,w⟩∗,
SL) ⟨w, ·⟩ lineáris leképezés.
Az S2 és SL tulajdonságok következménye, hogy minden z ∈ Z esetén ⟨·, z⟩

konjugált lineáris leképezés.
Megemĺıtjük, hogy egy Z véges dimenziós komplex vektortéren nagyon sokféle

skaláris szorzat vezethető be: ha adott egy {z1, . . . , zN} bázis, akkor a (zi, zk) �→
δik (i, k = 1, . . . , N) hozzárendelés egyértelműen kiterjeszthető hermitikus szesz-
kilineáris leképezéssé (lásd 18.8.).

A skaláris szorzatra érvényes a Cauchy–Schwartz-egyenlőtlenség, amelyet ugyan-
úgy lehet bizonýıtani, mint a 31.2-ben:

|⟨w, z⟩| ≤ ∥w∥∥z∥
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minden w, z ∈ Z esetén, és egyenlőség pontosan akkor teljesül, ha w és z párhu-
zamosak. Itt

∥z∥ :=
√
⟨z, z⟩

a z vektor hossza vagy normája.
A norma alapvető tulajdonságai: a Z minden w és z elemére, valamint minden

α komplex számra
N) ∥z∥ ≥ 0, és egyenlőség pontosan akkor áll, ha z = 0,
NP) ∥αz∥ = |α|∥z∥,
NA) ∥w + z∥ ≤ ∥w∥+ ∥z∥.
A vektorok által bezárt szög általában nem értelmezhető; viszont a merőleges-

ség – ortogonalitás – fogalma ugyanaz, mint euklideszi vektorterek esetén: a w és
z vektort ortogonálisnak nevezzük, ha ⟨w, z⟩ = 0.

Amint azt 18.8-ban elmondtuk, Z-ben is létezik ortonormált {e1, . . . , eN} bá-
zis (ahol N := dimZ), azaz

⟨ei, ek⟩ = δik (i, k = 1, . . . , N).

Ugyanúgy, mint 31.4-ben, megmutathatjuk, hogy bármely {w1, . . . ,wN} bázis-
ból ortonormált bázist késźıthetünk a Gram–Schmidt-ortogonalizációs eljárással:

zn := wn −
n−1∑
i=1

⟨ei,wn⟩ei, en :=
zn
∥zn∥

(n = 1, . . . , N).

Ugyanúgy, mint euklideszi vektortereknél, ha H a Z nem üres részhalmaza,
akkor a

H⊥ := {z ∈ Z | ⟨z,w⟩ = 0, w ∈ H}

jelöléssel ugyanazokat az összefüggéseket mondhatjuk el, mint 31.5-ben. Például,
ha M a Z lineáris altere, akkor Z = M ⊕ M⊥, továbbá (M⊥)⊥ = M, és az e
egységvektor (azaz ∥e∥ = 1) irányába történő merőleges vet́ıtés z �→ ⟨e, z⟩e.

35.3. A Z duálisa azonośıtható Z-vel. Pontosabban a

J : Z → Z⋆, z �→ ⟨z, ·⟩

képlettel meghatározott leképezés konjugált lineáris bijekció; ezt a 29.3-ban mon-
dottakhoz hasonlóan láthatjuk be.

Az {e1, . . . , eN} ortonormált bázis duálisa ebben az azonośıtásban önmaga.
Az A : Z → Z lineáris leképezés adjungáltja az az A∗ : Z → Z lineáris

leképezés, amelyet
⟨A∗w, z⟩ = ⟨w,Az⟩ (w, z ∈ Z)
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határoz meg. Könnyű belátni, hogy A∗ = J−1A⋆J , ahol A⋆ az A transzponáltja.
Az előző formulából és a transzponáltra vonatkozó ismerteink alapján megálla-

ṕıthatjuk, hogy minden A,B ∈ Lin(Z) és α ∈ C esetén

(A+B)∗ = A∗ +B∗, (αA)∗ = α∗A∗, (AB)∗ = B∗A∗,

det(A∗) = (detA)∗, Tr(A∗) = (TrA)∗,

és ha A bijekció, akkor A∗ is az, és

(A∗)−1 = (A−1)∗.

Figyeljük meg, hogy itt a ∗ jel két értelemben szerepel: egyrészt az adjungálást
jelöli, másrészt a komplex konjugálást.

Végül ugyanúgy, mint 31.6-ban Ker(A∗) = (RanA)⊥.

35.4. Az euklideszi terek szimmetrikus leképezéseinek a megfelelői az önadjun-
gált leképezések. Az S : Z → Z lineáris leképezés önadjungáltnak nevezzük,
ha S∗ = S. Az önadjungált lineáris leképezések igen fontosak az alkalmazások-
ban. Hasonló a szerepük, mint a valós számoknak a komplex számok körében.
Tetszőleges A ∈ Lin(Z) esetén A valós illetve képzetes része

ReA :=
A+A∗

2
, illetve ImA :=

A−A∗

2i

önadjungált leképezések, és A = ReA+ iImA.
Az euklideszi terek ortogonális leképezéseinek a megfelelői az unitér leképezé-

sek. Unitér az U ∈ Lin(Z), ha U∗ = U−1. Az olvasóra b́ızzuk, mutassa meg, ez
egyenértékű azzal, hogy U megtartja a skaláris szorzatot, azaz

⟨Uw,Uz⟩ = ⟨w, z⟩ (w, z ∈ Z),

ez pedig azzal, hogy U izometrikus, azaz

∥Uz∥ = ∥z∥ (z ∈ Z).

Ez utóbbi belátásához induljunk ki az

⟨U(w + z),U(w + z)⟩ = ⟨w + z,w + z⟩,

⟨U(w + iz),U(w + iz)⟩ = ⟨w + iz,w + iz⟩

egyenlőségekből.

35.5. Ha P ∈ Lin(Z) idempotens és önadjungált, azaz P 2 = P = P ∗, akkor
– és csak akkor – P a RanP -re történő ortogonális vet́ıtés, azaz minden z ∈ Z
esetén Pz és z − Pz ortogonális egymásra.
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Egyszerű tény, hogy a P és Q önadjungált projektorok értékkészlete pontosan
akkor ortogonális egymásra, ha PQ = QP = 0. Ekkor azt mondjuk, hogy P és
Q ortogonális egymásra.

Álĺıtás Legyenek P1, . . . ,Pn önadjungált projektorok. Ekkor P :=
n∑

i=1

Pi

pontosan akkor önadjungált projektor, ha PiPj = 0 (i, j = 1, . . . , n, i ̸= j)
(azaz a projektorok páronként ortogonálisak egymásra), és ebben az esetben

P a
n∑

i=1

RanPi projektora.

Bizonýıtás Nyilvánvaló, hogy ha a projektorok páronként ortogonálisak, akkor
P 2 = P = P ∗, és az értékkészletek között a mondott összefüggés áll fönn.

Tegyük most fel, hogy P 2 = P = P ∗. Ragadjunk ki egy k indexet, és legyen
z ∈ RanPk. Ekkor

∥z∥2 ≥ ∥Pz∥2 = ⟨Pz,Pz⟩ = ⟨z,P ∗Pz⟩ = ⟨z,Pz⟩ =
n∑

i=1

⟨z,Piz⟩ =
n∑

i=1

∥Piz∥2 ≥ ∥Pz∥2 = ∥z∥2,

és ebből az következik, hogy mindenütt egyenlőségnek kell állnia, azaz
n∑

i=1

∥Piz∥2

= ∥Pkz∥2 is teljesül, tehát minden i ̸= k esetén Piz = 0. Ez épp azt jelenti, hogy
Pi és Pk képtere ortogonális egymásra.

Megjegyezzük, az álĺıtás érvényes euklideszi terekben (valós skaláris szorzatos
terekben) is; ennek bizonýıtását adtuk ki a 31.12.5. feladatban.

35.6. A véges dimenziós komplex skaláris szorzatos vektorterek tipikus képvi-
selője CN a

⟨ξ,η⟩ :=
N∑

k=1

ξ∗kηk

skaláris szorzattal.
Könnyű ellenőrizni, hogy ha

A = (αik | i, k = 1, . . . , N),

akkor
A∗ = (α∗

ki | i, k = 1, . . . , N),

vagyis a mátrix adjungáltja a mátrix transzponáltjának a konjugáltja.
Az (e1, . . . , eN ) indexezett ortonormált bázisnak megfelelő

K : Z → CN , z �→ (⟨ek, z⟩ | k = 1, . . . , N)
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koordinátázás unitér, azaz ⟨Kw,Kz⟩CN = ⟨w, z⟩. Az A ∈ Lin(Z) mátrixa ebben
a koordinátázásban

(⟨ei,Aek⟩ | i, k = 1, . . . , N).

Ilyen koordinátázásban “minden a helyén van”: a vektorok skaláris szorzata
egyenlő a koordinátáik skaláris szorzatával, egy lineáris léképezés adjungáltjának
a mátrixa a mátrixának az adjungáltja stb.

35.7. Feladatok
1. Bizonýıtsuk be, hogy ha A ∈ Lin(Z), akkor A∗A önadjungált.

2. Bizonýıtsuk be, hogy ha Ak ∈ Lin(Z) (k = 1, . . . , n) és
n∑

k=1

A∗
kAk = 0, akkor

A1 = · · · = An = 0.
3. Ha A önadjungált, akkor TrA valós.
4. Jellemezzük azokat a 2 × 2-es komplex mátrixokat, amelyek mint C2 → C2

lineáris leképezések
(i) önadjungáltak,
(ii) unitérek.
5. Milyen A : Z → Z lineáris leképezés mellett lesz (w, z) �→ ⟨w,Az⟩ is skaláris

szorzat?
6. Euklideszi terekben a szimmetrikus illetve az antiszimmetrikus lineáris leké-

pezések lényegesen különbözők. Ezzel ellentétben, haA ∈ Lin(Z) antiönadjungált,
azaz A∗ = −A, akkor iA önadjungált.

7. Legyen A lineáris leképezés egy euklideszi vektortérben. Igazoljuk, hogy
(A∗)C = (AC)

∗. Speciálisan tehát egy szimmetrikus illetve ortogonális leképezés
komplexifikáltja önadjungált illetve unitér.

8. Legyen N valós skaláris szorzatos tér (euklideszi vektortér), és Z = NC.
Bizonýıtsuk be, hogy ∥z∗∥ = ∥z∥, ahol z∗ a z vektor komplex konjugáltja (lásd
28.2.). Közelebbről,

∥m+ in∥2 = ∥m− in∥2 = |m|2 + |n|2 (m,n ∈ N).

9. Legyen {v1, . . . ,vN} egy V komplex vektortér bázisa. Definiáljunk olyan
skaláris szorzást V-n, amelyre ez a bázis ortonormált.
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VII. OPERÁTOROK SPEKTRÁLIS

TULAJDONSÁGAI

Egy vektortérnek önmagába képező lineáris leképezéseit szokták operátorok-
nak is nevenzi. Most az egyszerűbb és rövidebb ı́rásmód kedvéért mi is ezt az
elnevezést használjuk.

Közelebbről: ebben a részben V adott véges dimenziós vektorteret jelöl, és
Lin(V) elemeit vizsgáljuk, amelyeket operátoroknak nevezünk; az egyszerűség ked-
véért az

I := idV

jelölést használjuk.

36. Invariáns alterek

36.1. Defińıció Azt mondjuk, hogy az M lineáris altér az A operátor
invariáns altere vagy M invariáns A-ra, ha A[M] ⊂ M.

Az M altér tehát akkor invariáns A-ra, ha A az M-beli elemeket M-be képezi.
Figyeljünk föl arra, ezzel nem zártuk ki annak a lehetőségét, hogy A az M-en
ḱıvüli elemeket is képezhet M-be.

Világos, hogy RanA az A invariáns altere. Ha A nem szürjekt́ıv (és egyben
nem injekt́ıv), akkor RanA olyan invariáns altere A-nak, hogy A az ezen ḱıvüli
elemeket is ide képezi.

A triviális alterek – {0} és V – minden operátorra invariánsak. Van olyan ope-
rátor, amelynek nincs is más invariáns altere; ilyen például az aritmetikai śıkon a
ϕ ̸= kπ szögű forgatás.

Ha M invariáns A-ra, akkor A leszűḱıtése M-re M → M lineáris leképezés.

36.2. Különösen fontos az az eset, amikor két kiegésźıtő altér invariáns az
operátorra.
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Defińıció Azt mondjuk, hogy (M,N) redukálja A-t, ha M és N kiegésźıtő
alterek, és mind M, mind N invariáns A-ra.

Érdemes megjegyezni, hogy előfordulhat, az M altér invariáns A-ra, de M
egyetlen kiegésźıtője sem az (lásd a 36.7.1. feladatot).

Nyilvánvaló, hogy ({0},V) bármely operátort redukálja.
Ha (M1,M2) redukálja A-t, és

A1 := A|M1
, A2 := A|M2

,

valamint
L : M1 ×M2 → V, (x1,x2) �→ x1 + x2,

akkor L−1AL = A1 ×A2. Emlékezzünk, hogy blokk-mátrixos ı́rásmódban (lásd
11.5.),

A1 ×A2 =

(
A1 0
0 A2

)
.

36.3. Emlékeztetünk a vet́ıtés (projektor) fogalmára (lásd 9.5.). Egy P ope-
rátor projektor, ha P 2 = P ; ekkor V = RanP ⊕ KerP , és P a KerP mentén a
RanP -re való vet́ıtés.

Álĺıtás (i) Az M altér akkor és csak akkor invariáns az A operátorra, ha
bármely P projektorra, amelyre RanP = M,

PAP = AP

teljesül.
(ii) Az (M,N) altérpár akkor és csak akkor redukálja A-t, ha

PA = AP ,

ahol P az a projektor, amelyre RanP = M, KerP = N, azaz P az N mentén
az M-re való vet́ıtés.

Bizonýıtás (i) Legyen P projektor, M = RanP . Ha M invariáns A-ra, akkor
minden x ∈ V esetén Px ∈ M, tehát APx ∈ M, azaz PAPx = APx.

Ha viszont PAP = AP , akkor minden x ∈ M esetén x = Px, ı́gy PAx =
PAPx = APx = Ax, ami azt jelenti, hogy Ax ∈ M.

(ii) Tegyük fel, hogy N, az M egy kiegésźıtő altere is invariáns A-ra, és legyen
P az a projektor, amelyre RanP = M és KerP = N. Ekkor I−P olyan projektor,
hogy Ran(I − P ) = N, tehát az előző szerint az (M,N) pár akkor és csak akkor
redukálja A-t, ha PAP = AP és (I−P )A(I−P ) = A(I−P ); ez utóbbi viszont
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egyenértékű azzal, hogy PAP = PA. Összevetve a két egyenlőséget megkapjuk
a ḱıvánt összefügggést.

36.4. Emlékeztetünk arra, hogy a V-nek bármely M alterével bevezettük a
V/M faktorteret, amely szintén vektortér, és a ΠM :→ V/M természetes ráképe-
zés lineáris (lásd 6.1.).

Álĺıtás Ha az M altér invariáns az A operátorra, akkor létezik egyértelműen
egy A/M : V/M → V/M lineáris leképezes úgy, hogy

A/M ◦ΠM = ΠM ◦A.

Bizonýıtás Az A/M egyértelműsége nyilvánvaló abból, hogy ΠM ráképezés; azt
kell csak megmutatnunk, hogy A/M jól értelmezett. Ehhez a fenti összefüggést
át́ırjuk más formába: (A/M)(x + M) = Ax + M minden x ∈ V esetén. Azt
kell tehát belátnunk, hogy ha x +M = y +M, akkor Ax +M = Ay +M. Ez
viszont M invarianciájából következik: x+M = y +M pontosan akkor teljesül,
ha x− y ∈ M, de ekkor A(x− y) ∈ M, azaz Ax+M = Ay +M.

36.5. Álĺıtás Ha M az A operátor invariánsa altere, akkor

detA =
(
det(A|M)

)(
det(A/M)

)
.

Bizonýıtás Legyen (v1, . . . ,vN ) a V olyan indexezett bázisa, hogy az első N1 :=
dimM elem az M bázisa, és legyen R nem nulla N -forma V-n. Ekkor

(detA)R(v1, . . . ,vN ) = R(Av1, . . . ,AvN ) =

= (det(A|M))R(v1, . . . ,vN1
,AvN1+1, . . . ,Avn),

hiszen rögźıtett N2 := N − N1 utolsó változó esetén az első N1 változóban R az
M-en N1-forma.

Definiáljuk most a következő N2-formát V/M-en:

R̂(x1 +M, . . . ,xN2 +M) := R(v1, . . . ,vN1 ,x1, . . . ,xN2).

A defińıció jó, hiszen ha például x1 +M = x′
1 +M, akkor x1 − x′

1 az M ele-
me, és ı́gy a v1, . . . ,vN1

lineáris kombinációja, ezért R(v1, . . . ,vN1
,x1, . . . ,xN2

) =
R(v1, . . . ,vN1

,x′
1, . . . ,x

′
N2

). Tehát

R(v1, . . . ,vN1 ,AvN1+1, . . . ,AvN ) = R̂(AvN1+1 +M, . . . ,AvN +M) =

=R̂
(
(A/M)(vN1+1 +M), . . . , (A/M)(vN +M)

)
=

=(det(A/M))R̂(vN1+1 +M, . . . ,vN +M) =

=(det(A/M))R(v1, . . . ,vN ),
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amivel a bizonýıtást befejeztük.

36.6. Az előző bizonýıtás első lépését kétszer alkalmazva kapjuk a következő
eredményt.

Álĺıtás Redukálja az (M,N) altérpár az A operátort. Ekkor

detA = (detA|M)(detA|N).

36.7. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy az

(
1 1
0 1

)
: K2 → K2 operátornak van nem triviális

invariáns altere, de nincs nem triviális altérpár, amely redukálja.
2. Legyen D a differenciálás operátora PN -en (a legfeljebb (N − 1)-fokú poli-

nomok vektorterén). Ha M ≤ N , akkor PM invariáns D-re. Van-e PM -nek olyan
kiegésźıtő altere, amely szintén invariáns D-re?

3. Legyen A1 ∈ Lin(V1), A2 ∈ Lin(V2). Igazoljuk, hogy
(
V1×{0}, {0}×V2

)
redukálja A1 ×A2-t.

4. Ha az M1 és M2 altér invariáns A-ra, akkor M1 +M2 is invariáns.
5. Legyen v ∈ V, p ∈ V⋆. Van-e invariáns altere v ⊗ p-nek? Redukálja-e ezt

az operátort valamilyen altérpár? (Útmutatás: válaszzuk külön a (p|v) = 0 és a
(p|v) ̸= 0 esetet.)

6. Redukálja az (M,N) altérpár az A operátort. A 10.4.(ii) álĺıtás szerint T :=
ΠM|N : N → V/M izomorfizmus. Mutassuk meg, hogy T (A|N)T−1 = A/M.

7. Legyen A a valós V vektortér operátora. Ha M invariáns A-ra, akkor
MC := M+ iM invariáns AC-re.
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37. Sajátalterek

37.1. Defińıció A λ szám (a K eleme) az A operátor sajátértéke, ha van
olyan x ̸= 0 vektor, hogy Ax = λx.

Ha λ az A sajátértéke, akkor az

Eλ := {x ∈ V | Ax = λx}

lineáris altér az A-nak a λ-hoz tartozó sajátaltere; nemnulla elemei az A
sajátvektorai.

Eλ dimenzióját a λ sajátérték geometriai multiplicitásának nevezzük.
Az A operátor sajátértékeinek az összességét az A spektrumának h́ıvjuk

és Sp(A)-val jelöljük.

Az identitásnak egyetlen sajátértéke van, az 1.
Létezik olyan operátor, amelynek nincs sajátértéke: például R2-ben a ϕ ̸= kπ

(k ∈ Z) szögű forgatásnak.
Nyilvánvalóak a következő tények:
(i) Az A operátor bármely sajátaltere invariáns A-ra.
(ii) Ha λ és µ az A operátor különböző sajátértékei, akkor Eλ ∩ Eµ = {0}.

Következésképpen

Eλ ∩
∑

λ̸=µ∈SpA

Eµ = {0},

vagyis az operátor sajátaltereinek rendszere független; ez azt is maga után vonja,
hogy egy olyan halmaz, amely az A különböző sajátértékű sajátvektoraiból áll,
lineárisan független.

(iii) Ha Ax = λx, akkor A2x = λ2x, aminek általánośıtásaként megállaṕıthat-
juk, hogy ha p polinom, akkor p(A)x = p(λ)x (lásd 8.3.).

(iv) λ pontosan akkor sajátértéke A-nak, ha A−λI nem injekt́ıv, azaz det(A−
λI) = 0.

(v) Ha T : V → U izomorfizmus, akkor A és TAT−1 sajátértékei azono-
sak, ugyanis TAT−1 − λidU = T (A − λidV)T−1, és det(TAT−1 − λidU) =
det(A− λidV).

37.2. Álĺıtás Legyen A operátor. Ekkor a

pA : K → K, ξ �→ det(A− ξI)

függvény N -ed fokú polinom, amelyben a legmagasabb hatvány együtthatója
(−1)N .
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Bizonýıtás A determináns tulajdonsága szerint (lásd a 21.3. álĺıtást)

(det(A− ξI))
N
∧

k=1
vk =

N
∧

k=1
(A− ξI)vk,

ahol v1, . . . ,vN a V tetszőleges bázisa. A tenzorszorzás multilinearitása miatt a
jobb oldal N + 1 tag összegeként ı́rható fel. Az első tag

N
∧

k=1
Avk = (detA)

N
∧

k=1
vk,

a második

− ξ
[
v1 ∧Av2 ∧ · · · ∧AvN +Av1 ∧ v2 ∧Av3 ∧ · · · ∧AvN+

· · ·+Av1 ∧Av2 ∧ · · · ∧AvN−1 ∧ vN

]
= ξc1 ∧

k=1
vk,

ahol c1 valamely szám, ugyanis tudjuk, hogy az N -formák tere egy dimenziós,

tehát a szögletes zárójelen belüli mennyiség a
N
∧

k=1
vk számszorosa. A harmadik

tag

ξ2
[
v1 ∧ v2 ∧Av3 ∧ · · · ∧AvN + (. . . )

]
= ξ2c2

N
∧

k=1
vk,

ahol a szögletes zárójelen belül (. . . ) helyén az összes olyan
N
∧

k=1
xk lehetőség sze-

repel, hogy valamely i és j (i ̸= j) esetén xi = vi, xj = vj és xk = Avk, ha k ̸= i,

k ̸= j. A negyedik tag ξ3c3
N
∧

k=1
vk alakú, és ı́gy tovább, az N + 1-edik, az utolsó

tag pedig (−ξ)N
N
∧

k=1
vk, amivel be is bizonýıtottuk, amit akartunk.

Az ı́mént bevezetett pA-t az A karakterisztikus polinomjának nevezzük.

37.3. Nyilvánvaló, hogy λ akkor és csak akkor sajátértékeA-nak, ha pA(λ) = 0,
azaz λ gyöke az A karakterisztikus polinomjának.

Ebből rögtön megállaṕıthatjuk, hogy nem nulla dimenziós komplex vektortéren
minden operátornak van sajátértéke.

Defińıció Ha λ sajátértéke A-nak, akkor λ-nak mint a pA gyökének a mul-
tiplicitását λ algebrai multiplicitásának nevezzük.

A sajátértékek geometriai és algebrai multiplicitása nem szükségképpen egyenlő.

Például C2-n a

(
1 1
0 1

)
karakterisztikus polinomja ξ �→ det

(
1− ξ 1
0 1− ξ

)
=

(1− ξ)2, amelynek az 1 kétszeres gyöke, azaz a λ := 1 sajátérték algebrai multipli-
citása 2, geometriai multiplicitása azonban csak 1, mert sajátaltere a C× {0} egy
dimenziós altér.
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1. Álĺıtás Egy A operátor λ sajátértékének algebrai multiplicitása nagyobb
vagy egyenlő, mint a geometriai multiplicitása.

Bizonýıtás Az Eλ sajátaltér invariáns altere A-nak, és persze A− ξI-nek is, ı́gy
a 36.5. álĺıtás szerint

det(A− ξI) =
(
det((A− ξI)|Eλ

)
)(
det((A− ξI)/Eλ)

)
=

= (λ− ξ)dimEλ
(
det((A− ξI)/Eλ)

)
,

hiszen (A− ξI)|Eλ
= (λ− ξ)idEλ

.
Ez azt jelenti, hogy λ az A karakterisztikus polinomjának legalább dimEλ-szo-

ros gyöke.

2. Álĺıtás Ha létezik N altér úgy, hogy (Eλ,N) redukálja A-t, akkor a λ
sajátérték algebrai és geometriai multiplicitása egyenlő.

Bizonýıtás Ekkor det(A − ξI) = (λ − ξ)dimEλ
(
det((A − ξI)|N)

)
, és a második

tényezőnek λ nem gyöke, hiszen (A − λI)|N injekt́ıv, tehát a determinánsa nem
nulla.

37.4. Álĺıtás Legyen A a valós V vektortér operátora. Ekkor

(i) SpA = R∩ SpAC, és AC-nek λ ∈ R sajátértékű sajátaltere megegyezik
az A-nak a λ sajátértékű sajátalterének komplexifikáltjával,

(ii) ha λ ∈ SpAC \ R, akkor λ∗ ∈ SpAC, és AC-nek a λ∗-hoz tartozó
sajátaltere a λ-hoz tartozó sajátaltér komplex konjugáltja.

Bizonýıtás Ha ξ valós szám, akkor (A − ξI)C = AC − ξidVC , és ı́gy 28.5. alap-
ján det(AC − ξidVC) = det(A − ξI), ezért AC karakterisztikus polinomja valós,
azaz valós számon az értéke valós (vagy másképp: az együtthatói valósak). Ebből
egyrészt az következik, hogy AC-nek a valós λ akkor és csak akkor sajátértéke, ha
sajátértéke A-nak, másrészt az, hogy ha a nem valós λ a sajátértéke, akkor λ∗ is.

Ha λ ∈ R azA sajátértéke, és Eλ jelöli azA sajátalterét, akkor Eλ+iEλ nyilván
része az AC λ-sajátalterének; viszont, ha λ(x + iy) = AC(x + iy) = Ax + iAy,
akkor λx = Ax és λy = Ay, tehát AC-nek a λ-sajátaltere része az Eλ + iEλ

altérnek.
Ha λ /∈ R az AC sajátértéke és ACz = λz, akkor a 28.7.1. feladat értelmében

ACz
∗ = (ACz)

∗ = λ∗z∗; a λ és a λ∗ szerepét felcserélve megkapjuk a sajátalte-
rekre bizonýıtandó összefüggést.

Legyen λ = α+ iβ az AC sajátértéke az x+ iy sajátvektorral. Ekkor könnyen
kapjuk, hogy

Ax = αx− βy, Ay = βx+ αy,
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amiből az következik, hogy az x és y generálta altér V-ben invariáns A-ra.
Mivel komplex vektortéren értelmezett operátornak van sajátértéke, láthatjuk,

hogy valós vektortéren értelmezett operátornak ha nincs is sajátértéke, van két
dimenziós invariáns altere.

37.5. Feladatok
1. Határozzuk meg a következő komplex mátrixok sajátértékeit és sajátaltereit:

(
0 1
0 0

)
,

(
1 0
0 i

)
,

(
1 1
0 i

)
,




1 1 1
1 1 1
1 1 1


 ,




1 i 1
0 1 i
0 0 1


 .

2. Legyen π ∈ PermN és A : CN → CN , (ξ1, . . . , ξN ) �→ (ξπ(1), . . . , ξπ(N)). Mik
az A sajátértékei és sajátalterei?

3. Mik a legeljebb (N − 1)-ed fokú polinomokon értelmezett
(i) D, (i) DMidK , M2

idK
D2

operátorok sajátértékei, sajátalterei?
4. Mutassuk meg, hogy minden vet́ıtés (projektor) sajátértéke csak a nulla vagy

az egy lehet.
5. Vizsgáljuk meg az előző feladatokban a sajátértékek geometriai és algebrai

multiplicitását.
6. Egy operátor pontosan akkor injekt́ıv, ha a nulla nem sajátértéke.
7. Bizonýıtsuk be, hogy ha A1 ∈ Lin(V1) és A2 ∈ Lin(V2), akkor
(i) Sp(A1 ×A2) = (SpA1) ∪ (SpA2),
(ii) Sp(A1 ⊗A2) = (SpA1)(SpA2)

(a legutolsó szimbólum komplexus-szorzást jelent).
8. Mutassuk meg, hogy SpA⋆ = SpA.
9. Igazoljuk, hogy bármely N -ed fokú polinom (N ∈ N) valamely operátornak

a karakterisztikus polinomja. (Útmutatás: tekintsük azt az N × N -es mátrixot,
amelynek az utolsó sorában tetszőleges számok állnak, és a főátló fölött 1-esek,
mindenhol máshol nullák.)

10. Legyen α1, α2, α3 ∈ R. Adjuk meg




0 −α3 α2

α3 0 −α1

−α2 α1 0




sajátértékeit és sajátaltereit mint valós mátrixnak is és mint komplex mátrixnak
is.
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38. Nilpotens operátorok

38.1. Defińıció Egy operátort nilpotensnek nevezünk, ha valamely po-
zit́ıv hatványa nulla. Az A ̸= 0 nilpotens operátor nilpotencia-indexe
az az n pozit́ıv egész szám, amelyre An = 0, An−1 ̸= 0; a nulla-operátor
nilpotencia-indexe nulla.

Például a legfeljebb (N − 1)-ed fokú polinomok vektorterén a differenciálás N
indexű nilpotens operátor.

A nilpotens operátorok nyilván nem lehetnek injekt́ıvek (tehát szürjektivek
sem). Szemléletesen úgy fogalmazhatunk, hogy a nem injekt́ıv operátorok között
a nilpotensek hasonĺıtanak a legjobban a nullára.

38.2. Álĺıtás Tetszőleges A operátorhoz van olyan egyértelműen meghatá-
rozott (M,N) altér-pár, amely redukálja A-t úgy, hogy A|M injekt́ıv és A|N
nilpotens.

Bizonýıtás Világos, hogy Ker(Ak) ⊂ Ker(Ak+1) minden k ∈ N esetén; V di-
menziójának a végessége miatt van egy olyan legkisebb n, hogy

Ker(An) = Ker(An+1),

továbbá
Ker(An) = Ker(An+i) (i = 1, 2, . . . ). (∗)

Ez utóbbit úgy láthatjuk be, hogy ha 0 = An+2x = An+1Ax, akkor az előző
egyenlőség miatt 0 = AnAx = An+1x, azaz x ∈ Ker(An+2) = Ker(An+1) =
Ker(An), és ı́gy tovább minden n+ i (i ∈ N) esetén.

Megmutatjuk, hogy N := Ker(An) és M := Ran(An) rendelkezik a ḱıvánt
tulajdonságokkal.

Nyilvánvaló, hogy mind N, mind M invariáns A-ra.
Az is nyilvánvaló, hogy A|N nilpotens és az indexe n.
Ha x ∈ M, azaz valamely y vektorral x = Any, és Ax = 0, akkor An+1y = 0,

tehát (∗) miatt 0 = Any = x, vagyis A|M injekt́ıv.
Legyen x ∈ M∩N. Ekkor egyrészt van olyan y vektor, hogy x = Any, másrészt

0 = Anx = A2ny, azaz ismét a (∗) miatt 0 = Any = x; tehát M∩N = {0}. Mi-
vel 9.4. szerint dimM+dimN = dimV, megállaṕıthatjuk, hogy M és N kiegésźıtő
alterek.

Tegyük most föl, hogy a (H,K) altér-pár redukáljaA-t,A|H injekt́ıv ésA|K nil-
potens. Legyen nK ez utóbbi operátor nilpotencia-indexe. Ekkor K ⊂ Ker(AnK)
⊂ Ker(An) = N. Minthogy A|H : H → H injekt́ıv és ezért szürjekt́ıv is, minden
k-ra H ⊂ Ran(Ak), speciálisan igaz ez k = n esetén is, tehát H ⊂ Ran(An) = M.
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Dimenziós okok miatt a H ⊂ M és K ⊂ N tartalmazás csak úgy lehet, hogy
K = N és H = M.

Természetesen, ha A injekt́ıv, akkor N = {0}, és ha A nilpotens, akkor M =
{0}.

38.3. Álĺıtás Ha A n indexű nilpotens operátor és x olyan vektor, hogy
An−1x ̸= 0, akkor az x,Ax, . . . ,An−1x vektorok lineárisan függetlenek, és
az általuk generált M lineáris altér invariáns A-ra. Továbbá létezik olyan N
lineáris altér, hogy az (M,N) pár redukálja A-t.

Bizonýıtás Tegyük fel, hogy
n−1∑
k=0

αkA
kx = 0. Alkalmazzuk az egyenlőségre az

An−1 operátort. A jobb oldal nulla, a bal oldalon az összegből a nulla indexű tagot
kivéve mind nulla lesz, hiszen A-nak n-edik és annál nagyobb hatványai szerepel-

nek; tehát α0A
n−1x = 0, amiből α0 = 0. Ezután a

n−1∑
k=1

αkA
kx = 0 egyenlőségre

az An−2 operátort alkalmazva az előzőhöz hasonlóan kapjuk, hogy α1 = 0. Foly-
tatva ezt az eljárást látjuk, hogy szükségképpen α0 = αi = · · · = αn−1 = 0, tehát
a szóban forgó vektorok lineárisan függetlenek.

Nyilvánvaló, hogy az általuk generált M lineáris altér invariáns A-ra.
Egésźıtsük ki az iménti lineárisan független halmazt bázissá V-ben. Legyen p

a V⋆-nak az az eleme, amelyre (p|An−1x) = 1, és minden más báziselemhez a
nullát rendeli; vezessük be ezzel a

P :=

n−1∑
k=0

Ak(x⊗ p)An−1−k

operátort. Mivel minden y ∈ V esetén Py =
n−1∑
k=0

Akx(p|An−1−ky), egyszerű

tény, hogy RanP = M és PAix = Aix (i = 0, 1, . . . , n − 1), tehát P |M = idM;
következésképpen P az N := KerP mentén az M-re való vet́ıtés (lásd a 9.7.9.
feladatot).

Megmutatjuk, hogy A felcserélhető P -vel.

AP =

n−1∑
k=0

Ak+1(x⊗ p)An−1−k =

n∑
i=1

Ai(x⊗ p)An−i =

=
n−1∑
i=1

Ai(x⊗ p)An−i;

az első egyenlőségnél az i := k+1 jelölésre tértünk át, a másodiknál azt használtuk
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ki, hogy An = 0. Még egyszerűbben kapjuk azt, hogy

PA =

n−1∑
i=0

Ai(x⊗ p)An−i =

n−1∑
i=1

Ai(x⊗ p)An−i,

tehát

AP = PA.

A 36.3. álĺıtás értelmében tehát az (M,N) altér-pár redukálja A-t, és ezzel
befejeztük a bizonýıtást.

38.4. Álĺıtás Ha A n indexű nilpotens operátor egy nem nulla dimenziós
vektortéren, akkor vannak olyan s és n = n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ ns pozit́ıv egész
számok és x1, . . . ,xs vektorok, hogy

x1,Ax1, . . . ,A
n1−1x1,

x2,Ax2, . . . ,A
n2−1x2,

...

xs,Axs, . . . ,A
ns−1xs (∗)

bázist alkotnak V-ben, és

An1x1 = An2x2 = · · · = Ansxs = 0.

Bizonýıtás Van olyan x1 ∈ V, hogy An1−1x1 ̸= 0, és persze An1x1 = 0. Az
előző pont szerint x1,Ax1, . . . ,A

n1−1x1 lineárisan függetlenek, az általuk kife-
sźıtett altérnek van A-ra invariáns V2 kiegésźıtője. Ha V2 = {0}, akkor kész
vagyunk. Ellenkező esetben a V2-re leszűḱıtve A szintén nilpotens, a nilpotencia-
indexe n2 ≤ n1. Van olyan x2 ∈ V2, hogy An2−1x2 ̸= 0, és persze An2x2 = 0.
Megismételve az előbbieket, a V2-beli x2,Ax2, . . . ,A

n2−1x2 lineárisan független
vektorok által kifesźıtett altérnek van a V2-ben olyan V3 kiegésźıtő altere, amely
invaráns A-ra. Ha V3 = {0}, akkor kész vagyunk. Ha nem, ı́gy folytatva, véges
lépésben kimeŕıtjük a lehetőségeket.

Érdemes megjegyezni, hogy ha van olyan 1 ≤ k1 ≤ s, hogy nk1 = 1, akkor
nk = 1 minden k1 ≤ k ≤ s esetén, és ekkor az xk vektorhoz tartozó (∗) sorozat
egy elemű.

A mátrixa az álĺıtásban léırt bázisban igen egyszerű: s blokkból álló blokk-di-
agonális mátrix, a k-adik blokk nk × nk-s mátrix, amely az 1× 1-es nulla mátrix,
ha nk = 1, és nk > 1 esetén olyan mátrix, amelyben a főátló alatt 1-esek állnak,
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máshol nullák: 


0 0 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0




.

38.5. Álĺıtás Ha A nilpotens operátor, akkor SpA = {0}. A nulla sajátér-
ték

– geometria multiplicitása dim(Ker(A)) =: s,
– algebrai multiplicitása dimV = N ,
– ha n az A nilpotencia-indexe, akkor n ≤ N − s+ 1.

Bizonýıtás Nilpotens operátor nem injekt́ıv, tehát a nulla sajátértéke. Ha λ az
A sajétértéke, akkor λn az An = 0 sajátértéke, azaz λn = 0, és ı́gy λ = 0. Tehát
a nilpotens operátor spektruma a nulla.

Defińıció szerint a nulla sajátérték geometriai multiplicitása az A magjának a
dimenziója. Mivel csak egy sajátérték van, ez az A karakterisztikus polinomjának
N -szeres gyöke, tehát az algebrai multiplicitás valóban a V dimenziója.

Az előző álĺıtásból – az ottani jelöléssel – nyilvánvaló: az An1−1x1,A
n2−1x2,

. . . ,Ans−1xs lineárisan független vektorok fesźıtik ki azA magját (tehát s az előző
álĺıtásban is épp a KerA dimenziója). Mivel az x1,Ax1 . . . ,A

n1−1x1,x2, . . . ,xs

vektorok lineárisan függetlenek, látjuk, hogy n1 − 1 + s ≤ N , amit bizonýıtani
akartunk, hiszen n1 = n.

38.6. Feladatok
1. Igazoljuk a 38.4. álĺıtás alapján, hogy nilpotens operátor nyoma nulla.
2. Bármely A és B operátor esetén AB −BA− I nem nilpotens.
3. Adjuk meg az 


1 0 0
0 1 0
1 0 1




mátrixnak (mint K3 operátorának) a 38.2. szerinti redukálását.
4. Legyen az A operátor injekt́ıv egy L lineáris altéren. Mutassuk meg, hogy

ekkor L ⊂ M, ahol M a 38.2-ben szereplő altér.

39. A Jordan-féle alak

39.1. Eddigi eredményeink csúcsaként általános jellemzést adhatunk komplex
vektortéren értelmezett operátorról. Valós vektortér operátoraira ezt a jellemzést
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a komplexifikálton keresztül hasznośıthatjuk.

Álĺıtás Legyen A a komplex V vektortér operátora. Legyenek λ1, . . . , λn az
A (különböző) sajátértékei azm1, . . . ,mn algebrai multiplicitással és s1, . . . , sn
geometriai multiplicitással, és legyenek Eλ1 , . . . ,Eλn a megfelelő sajátalterek.
Ekkor egyértelműen létezik egy N1, . . . ,Nn kiegésźıtő altér-rendszer, azaz

V =

n⊕
i=1

Ni,

úgy, hogy minden i = 1, . . . , n esetén

(i) dimNi = mi,
(ii) Ni invariáns A-ra,
(iii) Eλi ⊂ Ni,
(iv) (A − λiI)|Ni nilpontens az (mi − si + 1)-nél nem nagyobb nilpoten-

cia-indexszel.

Bizonýıtás Rögźıtsük tetszőlegesen az i = 1, . . . , n indexet. Alkalmazzuk a 38.2.
álĺıtást azA−λiI operátorra: ı́gy kapjuk azNi ésMi egyértelműen meghatározott
kiegésźıtő altereket, amelyen a szóban forgó operátor nilpotens, illetve injekt́ıv.

(A− λiI)|Mi injekt́ıv, tehát A-nak Mi-n a λi nem sajátértéke.
(A−λiI)|Ni nilpotens, ezért A-nak Ni-n csak λi a sajátértéke. Tegyük ugyanis

föl, hogy valamely 0 ̸= x ∈ Mi és λ ∈ C esetén Ax = λx; ekkor (A − λiI)x =
(λ − λi)x, vagyis λ − λi egy nilpontens operátor sajátértéke, ami csak úgy lehet,
hogy λ− λi = 0.

Ha tehát Eλi
jelöli a λi-hez tartozó sajátalteret, akkor Eλi

∩Mi = {0}, ami az
5.5.5 feladat alapján azt jelenti, hogy Eλi

⊂ Ni, tehát a λi geometriai multiplicitá-
sa megegyezik az (A−λiI)|Ni

nulla sajátértékének a geometriai multiplicitásával.
Ezért (A− λiI)|Ni

nilpotencia-indexe kisebb-egyenlő mint dimNi − si + 1.
Az (Mi,Ni) altér-pár redukálja (A−λiI)-t, ezért redukálja (A−ξI)-t is minden

ξ ∈ C esetén, tehát 36.6. alapján

pA(ξ) = det(A− ξI) =
(
det(A− ξI)|Ni

)(
det(A− ξI)|Mi

)
.

Mivel (A − λiI)|Mi
injekt́ıv, a determinánsa nem nulla. Viszont (A − λiI)|Ni

nilpotens, tehát a determinánsa nulla, de a fentiek szerint det(A− ξI)|Ni
̸= 0 ha

ξ ̸= λi.
Mindezek együtt azt jelentik, hogy a pA karakterisztikus polinomnak és a

det(A− ξI)|Ni
polinomnak λi ugyanannyi multiplicitású gyöke, és ez utóbbinak a

multiplicitása az (A − ξI)|Ni
nilpotens operátor nulla sajátértékének az algebrai

multiplicitása, ami éppen az Ni altér dimenziója; végülis tehát mi = dimNi.
Amit mondtunk, minden i-re igaz. Vegyünk egy j indexet; nyilvánvaló, hogy
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minden i ̸= j esetén Nj ⊂ Mi, ami maga után vonja, hogy

Nj ∩
n∑

j ̸=i=1

Ni = {0},

és ez a dimV =
n∑

i=1

mi =
n∑

i=1

dimN1 miatt azt jelenti, hogy N1, . . . ,Nn kiegésźıtő

altérrendszer.

39.2. A fenti eredményünket más, szemléletesebb formába is ı́rhatjuk. Legyen

Pi az Ni-re való vet́ıtés az Mi =
n∑

i̸=k=1

Nk mentén, és legyen Ji := (A− λiI)|Ni
.

Ekkor 9.6. szerint
n∑

i=1

Pi = I, és ı́gy

A = A
n∑

i=1

Pi =

n∑
i=1

APi =

n∑
i=1

[λiI+ (A− λiI)]Pi =

=

n∑
i=1

(λiI+ Ji)Pi. (∗)

Vagyis átfogalmazva az előbbi álĺıtást: ha A a komplex V vektortér operátora,
amelynek λ1, . . . , λn a (különböző) sajátértékei rendre az m1, . . . ,mn algebrai mul-
tiplicitással és az s1, . . . , sn geometriai multiplicitással, és Eλ1

, . . . ,Eλn
a megfelelő

sajátalterek, akkor egyértelműen léteznek

– P1, . . . ,Pn projektorok (vet́ıtések) úgy, hogy PiPj = 0, ha i ̸= j és
n∑

i=1

Pi = I,

– Ji : RanPi → RanPi nilpotens operátorok az (mi − si + 1)-nél nem nagyobb
nilpotencia-indexszel (i = 1, . . . , n),
úgy, hogy a (∗) egyenlőség igaz, tovább minden i = 1, . . . , n esetén

(i) dim(RanPi) = mi,
(ii) Eλi

⊂ RanPi,
(iii) PiA = APi.

39.3. Használjuk az előző jelöléseket. Az Ni altér tartalmazza az Eλi sajátalte-
ret. Ha egyenlők, akkor van Ni-ben sajátvektorokból álló bázis. Ha nem egyenlők,
akkor a 38.4. szerint választható Ni-ben olyan bázis, amelynek si tagja saját-
vektor, a többiek pedig a λi-hez tartozó ”háttérvektorok”, amelyeket az jellemez,
hogy v, (A − λiI)v, . . . , (A − λiI)

k−1v alakúak valamilyen k-ra úgy, hogy egyik
sem sajátvektor, de (A− λiI)

kv már igen.
Ha minden Ni-ben ilyen bázist választunk, akkor ezek a bázisok együttesen

a V bázisát alkotják, amelyben A mátrixa igen egyszerű. Minden olyan tag a
mátrixban, amely nem a főátlóban van és nem is alatta, nulla. A főátlóban A
sajátértékei állnak, mindegyik annyiszor, amennyi az algebrai multiplicitása. A
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főátló alatt pedig 1 vagy 0 áll. Ezt h́ıvjuk Jordan-féle alaknak. A Jordan-féle
alak tehát blokk-diagonális mátrix:




B(λ1) 0 . . . 0
0 B(λ2) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . B(λn)


 , (∗)

ahol 0 megfelelő méretű nulla-blokkokat jelöl, B(λi) pedig az i-edik sajátérték-
nek megfelelő blokk, és például egy 5 algebrai és 2 geometriai multiplicitású λ
sajátértéknek megfelelő blokk

B(λ) =




λ 0 0 0 0
0 λ 0 0 0
0 1 λ 0 0
0 0 1 λ 0
0 0 0 1 λ


 . (∗∗)

39.4. Hangsúlyozzuk, a Jordan-féle alak illetve a 39.2. (∗) alakú előálĺıtás
komplex vektortéren értelmezett operátorokra igaz. Természetesen nincs kizárva,
hogy valós vektortér egyes speciális operátoraira is hasonló mondható.

Közelebbről, egy valós vektortéren értelmezett A operátor esetén lehetséges,
hogy az operátor előáll 39.2. (∗) alakban, és lehetséges, hogy nem; ekkor a komp-
lexifikáltja olyan alakú.

Defińıció Egy operátort diagonalizálhatónak nevezünk, ha van olyan mát-
rixa (valamely koordinátázásban), amely diagonális.

Egy diagonális mátrix nemnulla tagjai a mátrix (mint lineáris leképezés) sajá-
tértékei. A diagonális mátrix sajátvektorai a standard bázisvektorok. Ezek alapján
nyilvánvaló a következő.

Álĺıtás Egy operátorra a következő kijelentések egyenértékűek:

(i) van a sajátvektoraiból álló bázis,
(ii) a sajátalterei kifesźıtik az egész teret.
(iii) diagonalizálható.
Ezekből következik, és komplex vektortér esetén egyenértékű is velük:
(iv) minden sajátértékének algebrai és geometriai multiplicitása megegye-

zik.

Legyen A egy valós vektortér olyan operátora, amely nem diagonalizálható, de
AC diagonalizálható. Ilyen például R2-n a ϕ ∈]− π, π[ szögű forgatás.

Ha λ az AC-nek nem valós sajátértéke és z egy hozzá tartozó sajátvektor, akkor
λ∗ is sajátérték z∗ sajátvektorral.
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A 37.4-ben mondottak szerint a z = x+ iy előálĺıtással az x és y generálta két
dimenziós altér V-ben invariáns A-ra, és

Ax = αx− βy, Ay = βx+ αy,

ahol α és β ̸= 0 a λ-nak a valós illetve a képzetes része.
Legyen λ az AC-nek m multiplicitású sajátértéke (az algebrai és geometriai

multiplicitás megegyezik, hiszen AC diagonalizálható), és (zk = xk + iyk | k =
1, . . . ,m) a hozzá tartozó sajátalterének egy indexezett bázisa. Ekkor a lineári-
san független (x1,y1, . . . ,xm,ym) vektorok az eredeti valós V vektortérben egy
M alteret fesźıtenek ki, amely invariáns A-ra. A|M mátrixa ebben a bázisban
blokk-diagonális, amelyben m darab azonos

(
α −β
β α

)
(∗)

diagonális blokk szerepel.
Ennek megfelelően V egy alkalmasan választott bázisában – amelyben az A-

nak a sajátvektorai és az imént megkonstruált t́ıpusú vektorok szerepelnek – az
A mátrixa olyan blokk-diagonális, amelyben egy blokk az a diagonális mátrix,
amelynek főátlójában az A sajátértékei állnak (mindegyik annyiszor, amennyi a
multiplicitása), majd (∗) t́ıpusú blokkok következnek.

39.5. Vegyünk egy diagonalizálható A operátort. Ekkor

A =
n∑

i=1

λiPi, (∗)

ahol λi az operátor sajátértékei, Pi az Eλi -re a
n∑

i̸=k=1

Eλk
mentén való vet́ıtés,

PiPj = δijPi és
n∑

i=1

Pi = I. Ebből azonnal adódik, hogy minden r ∈ N esetén

Ar =
n∑

i=1

λr
iPi, sőt, ha p tetszőleges polinom (valós vagy komplex, aszerint, hogy

a vektortér valós vagy komplex), akkor

p(A) =
n∑

i=1

p(λi)Pi.

Ennek megfelelően, ha f : K ↣ K olyan függvény, hogy SpA ⊂ Domf , akkor
értelmezzük az

f(A) :=
n∑

i=1

f(λi)Pi
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operátort.
Például, ha a valós vektortér A diagonalizálható operátorának minden sajá-

tértéke nemnegat́ıv, akkor értelmes a
√
A operátor. Komplex vektortér bármely

diagonalizálható operátorának értelmes a négyzetgyöke.
Speciálisan egy diagonális mátrix függvényére az

f




α1 0 . . . 0
0 α2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . αN


 =




f(α1) 0 . . . 0
0 f(α2) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . f(αN )




formulát kapjuk.

39.6. Vegyünk egy 39.2. (∗) alakú operátort (komplex vektortéren minden
operátor ilyen alakú). Mivel Ji értékkészlete benne van Pi értékkészletében és
PjPi = 0, ha i ̸= j, látható, hogy PjJi = δijJi. Ebből könnyen kapjuk, hogy

A2 =

n∑
i=1

(λ2
i + 2λJi + J2

i )Pi,

és álltalában minden r ∈ N esetén

Ar =

n∑
i=1

(
r∑

k=0

(
r

k

)
λr−k
i Jk

i

)
Pi.

A második összegzés, noha formailag 0-tól r-ig fut, már r előtt is véget érhet,
hiszen ha r nagyobb vagy egyenlő, mint az Ji nilpotencia-indexe, akkor az r-nél
nagyobb indexű tagok mind nullák. Elfogadva azt a megállapodást, hogy

(
r

k

)
:= 0 ha k > r,

és ri-vel jelölve az Ji nilpotencia-indexét azt ı́rhatjuk, hogy

Ar =

n∑
i=1

(
ri−1∑
k=0

(
r

k

)
λr−k
i Jk

i

)
Pi.

A p =
M∑
r=0

crid
r
K polinom k-adik deriváltjára (k = 0, 1, 2, . . . )

p(k) = k!
M∑
r=0

cr

(
r

k

)
idr−k

K
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áll fenn, tehát a fentiek alapján

p(A) =

M∑
r=0

cr

n∑
i=1

(
ri−1∑
k=0

(
r

k

)
λr−k
i Jk

i

)
Pi =

n∑
i=1

ri−1∑
k=0

1

k!

M∑
r=0

cr

(
r

k

)
λr−k
i Jk

i =

=

n∑
i=1

(
ri−1∑
k=0

1

k!
p(k)(λi)J

k
i

)
Pi.

Ennek megfelelően, ha f : K ↣ K olyan függvény, amely max{r1−1, . . . , rn−1}-
szer differenciálható és SpA ⊂ Domf , akkor értelmezzük az

f(A) =

n∑
i=1

(
ri−1∑
k=0

1

k!
f (k)(λi)J

k
i

)
Pi

operátort.
Speciálisan a 39.3. (∗) Jordan-alakú mátrixra

f




B(λ1) 0 . . . 0
0 B(λ2) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . B(λn)


 =




f(B(λ1)) 0 . . . 0
0 f(B(λ2)) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . f(B(λn))


 ,

és például a 39.3. (∗∗) alakú blokkra

f(B(λ)) =




f(λ) 0 0 0 0
0 f(λ) 0 0 0
0 f ′(λ) f(λ) 0 0
0 1

2!f
′′(λ) f ′(λ) f(λ) 0

0 1
3!f

′′′(λ) 1
2f

′′(λ) f ′(λ) f(λ)


 .

39.7. Feladatok
1. Határozzuk meg az 


1 0 1
0 0 0
0 0 −1




mátrixnak mint C3 operátorának a Jordan-féle alakját.
2. Melyek diagonalizálhatók az alábbi valós mátrixok közül:




0 0 1
1 0 0
0 1 0


 ,




1 0 0
0 1 1
0 −1 1


 ,




0 1 0
1 0 1
0 1 0


?
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Melyek diagonalizálhatók, mint komplex mátrixok?
3. Milyen α1, . . . , αN komplex számok esetén diagonalizálható az az N × N -

es mátrix, amelynek a mellékátlójában ezek a számok állnak, mindenhol máshol
nullák?

4. Legyen α1, α2, α3 ∈ R3. Adjuk meg a




0 −α3 α2

α3 0 −α1

−α2 α1 0




valós mátrix komplexifikáltjának a Jordan-féle alakját.
5. Adjuk meg a legfeljebb (N − 1)-ed fokú komplex polinomok vektorterén a

37.5.3. feladatban szereplő lineáris leképezések Jordan-féle alakját.
6. Igazoljuk, hogy ha A egy komplex vektortér olyan operátora, amelynek va-

lahanyadik hatványa diagonalizálható, akkor A maga is diagonalizálható. Adjunk
példát arra, hogy valós vektortér esetén ez nem feltétlenül igaz.

7. Értelmezzük az A operátor exponenciálását ı́gy: exp(A) :=
∞∑
k=0

Ak

k!
. Mutas-

suk meg, hogy ez és a 39.6-beli értelmezés megegyezik a 39.2. (∗) alakú operáto-
rokra.

8. Bizonýıtsuk be, hogy ha 39.6. szerint értelmes f(A) és g(A), akkor értel-
mes (fg)(A) és egyenlő f(A)g(A)-val. Mutassuk meg ennek alapján, hogy ha A

injekt́ıv (tehát egyben bijekt́ıv is), akkor A−1 =
1

idK
(A).

9. Vegyük a diagonalizálható operátor 39.5. (∗) alakját. Igazoljuk, hogy min-

den i = 1, . . . , n esetén van olyan pi polinom, hogy pi(A) = Pi. (Útmutatás:

tekinsük a
n∏

i̸=j=1

idK − λj

λi − λj
polinomokat.)

10. Ha A diagonalizálható, és a B operátor felcserélhető A-val, akkor B felcse-
rélhető az A minden függvényével. Ennek és az előző feladatnak az alapján lássuk
be, hogy B akkor és csak akkor cserélhető fel a 39.5. (∗) alakú operátorral, ha B
felcserélhető minden Pi-vel.

40. Operátorok spektruma skalárszorzatos téren

40.1. Most feltesszük, hogy a V véges dimenziós vektortéren adott egy ⟨ , ⟩
skaláris szorzat, vagyis egy olyan V×V → K leképezés, amelyre minden x,y ∈ V
esetén

(i) ⟨x, · ⟩ lineáris,
(ii) ⟨x,y⟩ = ⟨y,x⟩∗,
(iii) ⟨x,x⟩ ≥ 0, és egyenlőség pontosan akkor teljesül, ha x = 0.
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Ha K = R, akkor (V,R, ⟨ , ⟩) euklideszi tér. Következő eredményeink szinte
nyilvánalóan igazak bármely (E,D, b) euklideszi vektortérre, hiszen ebből egyér-
telműen származtatható egy fenti formájú, és viszont.

Ha K = C, akkor a 35. fejezetben tárgyalt komplex skaláris szorzatos térrel van
dolgunk.

Az x ∈ V normáját ı́gy értelmezzük: ∥x∥2 := ⟨x,x⟩.
40.2. Az A ∈ Lin(V) operátor adjungáltját az

⟨x,Ay⟩ = ⟨A∗x,y⟩ (x,y ∈ V)

egyenlőség értelmezi.
Az S operátort a valós esetben szimmetrikusnak, a komplex esetben önad-

jungáltnak szokás h́ıvni, ha
S∗ = S.

Összefoglaló elnevezésül most az önadjungált jelzőt használjuk.
Az U operátort a valós esetben ortogonálisnak, a komplex esetben unitérnek

szokás h́ıvni, ha
U∗ = U−1.

Összefoglaló elnevezésül most az unitér jelzőt használjuk. Emlékeztetünk, hogy
egy operátor pontosan akkor unitér, ha skalárszorzattartó, ami azzal egyenértékű,
hogy izometrikus (32.11. és 35.4.). Bevezetünk még egy fontos operátor-t́ıpust:
az N operátor normális, ha

NN∗ = N∗N .

Nyilván mind az önadjungált, mind az unitér operátorok normálisak.
A normális operátorok fontos tulajdonsága, hogy minden x ∈ V esetén

∥Nx∥2 = ⟨Nx,Nx⟩ = ⟨N∗Nx,x⟩ = ⟨NN∗x,x⟩ = ⟨N∗x,N∗x⟩ =
= ∥N∗x∥2.

40.3. Álĺıtás Ha az M altér invariáns az A operátorra, akkor M⊥ invariáns
A∗-ra.

Bizonýıtás Minden x ∈ M és y ∈ M⊥ esetén Ax ortogonális y-ra, azaz 0 =
⟨y,Ax⟩ = ⟨A∗y,x⟩, ı́gy A∗y ortogonális x-re.

Ha tehát az M altér invariáns az S önadjungált operátorra, akkor M⊥ is az,
ı́gy (M,M⊥) redukálja S-et.

Ugyanez igaz unitér operátorra is: ha M invariáns U -ra, akkor U |M : M →
M bijekció, vagyis M invariáns U−1-re is; következésképpen M⊥ invariáns az
(U−1)∗ = U∗∗ = U operátorra.
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Normális operátorrra is elmondható ez, de meglehetősen körülményesen bizo-
nýıtható; ennél kevesebb is elég lesz a továbbiakban.

40.4. 1. Álĺıtás Ha Eλ az N normális operátor λ sajátértékű sajátaltere,
akkor (Eλ,E

⊥
λ ) redukálja N -et.

Bizonýıtás Eλ invariáns N -re; elég megmutatnunk, hogy invariáns N∗-ra is,
hiszen ekkor E⊥

λ invariáns az N∗∗ = N operátorra. Íme: ha x ∈ Eλ, akkor
N(N∗x) = N∗Nx = λN∗x, azaz N∗x is Eλ-ban van.

A 37.3.2. álĺıtásából és az előző eredményből azonnal adódik:

2. Álĺıtás Normális operátor minden sajátértékének az algebrai és geometri-
ai multiplicitása egyenlő; következésképpen komplex vektortéren értelmezett
normális operátor diagonalizálható.

40.5. Álĺıtás Legyen N normális operátor. Ekkor

(i) Nx = λx egyenértékű azzal, hogy N∗x = λ∗x,
(ii) N különböző sajátértékű sajátalterei ortogonálisak egymásra.

Bizonýıtás (i) N −λI is normális, ezért a 40.2. végén mondottak szerint ∥(N −
λI)x∥2 = ∥(N − λI)∗x∥2 = ∥(N∗ − λ∗I)x∥2.

(ii) Ha λ és µ az N különböző sajátértékei, x illetve y hozzájuk tartozó saját-
vektorok, akkor

µ⟨x,y⟩ = ⟨x,Ny⟩ = ⟨N∗x,y⟩ = ⟨λ∗x,y⟩ = λ⟨x,y⟩,

és ez csak úgy állhat fönn, ha ⟨x,y⟩ = 0.

40.6. Álĺıtás
(i) Önadjungált operátor sajátértékei valósak.
(ii) Unitér operátor sajátértékei egységnyi abszolútértékűek.

Bizonýıtás (i) Ha S önadjungált, és Sx = λx, x ̸= 0, akkor λ⟨x,x⟩ = ⟨x, λx⟩ =
⟨x,Sx⟩, és ⟨x,Sx⟩ valós, hiszen ha a vektortér valós, akkor eleve az, egyébként
pedig ⟨x,Sx⟩∗ = ⟨Sx,x⟩ = ⟨x,Sx⟩.

(ii) Ha U unitér, és Ux = λx, x ̸= 0, akkor ∥x∥ = ∥Ux∥ = |λ|∥x∥.
40.7. Feladatok
1. Adjunk példát olyan operátorra, amelynek vannak különböző sajátértékhez

tartozó nem ortogonális sajátvektorai.
2. Bizonýıtsuk be, hogy egy komplex skaláris szorzatos vektortér operátora

pontosan akkor normális, ha a valós és a képzetes része (lásd 35.4.) felcserélhetők
egymással.
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3. Adjunk példát olyan normális operátorra, amely nem önadjungált és nem
unitér.

4. Bármilyen A operátor és egységnyi abszolútértékű α, β komplex számok
esetén αA+ βA∗ normális.

5. Igazoljuk, hogy ha minden x vektorra ∥Ax∥ = ∥A∗x∥, akkor A normális.
6. A determináns és az adjungált 35.3-ban adott összefüggése alapján mutassuk

meg, hogy bármely A operátorra Sp(A∗) = (SpA)∗, azaz A∗ sajátértékei az A
sajátértékeinek a konjugáltja.

7. Mutassuk meg, hogy ha az S önadjungált operátor pozit́ıv definit, azaz
⟨x,Sx⟩ > 0 minden 0 ̸= x esetén, akkor S sajátértékei pozit́ıvak. Ha pedig
pozit́ıv szemidefinit, azaz ⟨x,Sx⟩ ≥ 0 minden x esetén, akkor S sajátértékei nem-
negat́ıvak.

8. Legyen S és T pozit́ıv definit önadjungált operátor. Igazoljuk, hogy ST
sajátértékei pozit́ıvak. (Útmutatás: STx = λx, 0 < ⟨Tx,STx⟩ = λ⟨Tx,x⟩ =
λ⟨x,Tx⟩.)

41. A spektráltétel

41.1. A komplex vektortéren értelmezett N normális operátor diagonalizálha-
tó, ezért 39.5. (∗) alakú; a normális operátor különböző sajátalterei ortogonálisak
egymásra, ezért a formulában szereplő projektorok önadjungáltak (ortogonális ve-
t́ıtések). A mondottakat a következőképp foglalhatjuk össze.

Álĺıtás Legyen N egy komplex skaláris szorzatos vektortér normális operá-
tora. Ekkor egyértelműen léteznek

– egy n természetes szám,
– λ1, . . . , λn különböző komplex számok,
– P1, . . . ,Pn ortogonális projektorok úgy, hogy PiPj = 0, ha i ̸= j és

n∑
i=1

Pi = I,

és ezekkel

N =
n∑

i=1

λiPi. (∗)

Ekkor {λ1, . . . , λn} = SpN , és minden i = 1, . . . , n esetén
(i) Eλi

= RanPi,
(ii) PiN = NPi.

A normális operátor (∗) alakját az N spektrális előálĺıtásnak nevezzük.
Az N normális operátor diagonalizálása unitér koordinátázással (lásd 35.6.)
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történik: választható az N sajátvektoraiból álló (e1, . . . , eN ) ortonormált bázis,
és az ennek megfelelő koordinátázásban lesz az N mátrixa diagonális.

41.2. Ha V valós skaláris szorzatos vektortér, és S szimmetrikus operátor, ak-
kor SC önadjungált, ı́gy minden sajátértéke valós; 37.4. szerint S-nek is vannak
sajátértékei, sőt SpS = SpSC. S sajátalterei merőlegesek egymásra, minden sa-
játértékének az algebrai és a geometriai multiplicitása megegyezik. SC sajátalterei
Eλ + iEλ alakúak ahol Eλ az S sajátaltere. SC sajátalterei kifesźıtik VC-t, ı́gy S
sajátalterei kifesźıtik V-t.

Ezért valós skaláris szorzatos tér szimmetrikus operátorára az előbbi formában
igaz a spektráltétel; speciálisan, minden szimmetrikus operátor diagonalizálható,
méghozzá ortogonális koordinátázással.

41.3. Ha V valós skaláris szorzatos vektortér és N normális operátor (de nem
szimmetrikus), akkor a 28.7.3 (iii) összefüggés miatt NC, az N komplexifikáltja is
normális, ı́gy diagonalizálható. Ezért minden igaz N -re, amit 39.4-ben elmond-
tunk, de a skaláris szorzat jelenléte miatt egy kicsivel ki is egésźıthetjük azokat.

Az NC-nek a λ nem valós sajátértékű z sajátvektora és λ∗ sajátértékű z∗ sa-
játvektora ortogonális egymásra, hiszen λ ̸= λ∗. Tehát a z = x + iy előálĺıtással
0 = ⟨x+ iy,x− iy⟩C = ∥x∥2−∥y∥2+ i(⟨x,y⟩+ ⟨y,x⟩), amiből (lévén a valós ska-
láris szorzat szimmetrikus) ⟨x,y⟩ = 0 és ∥x∥2 = ∥y∥2; továbbá tudjuk azt is, hogy

∥z∥2 = ∥x∥2+∥y∥2. Tehát x és y merőlegesek egymásra, és ∥x∥ = ∥y∥ =
1√
2
∥z∥.

Ha tehát λ azNC-nekmmultiplicitású nem valós sajátértéke, és (zk = xk+iyk |
k = 1, . . . ,m) a hozzá tartozó sajátalterének ortonormált indexezett bázisa, akkor

(
√
2x1,

√
2y1, . . . ,

√
2xm,

√
y
m
) ortonormált bázisa az eredeti valós V vektortér

egy M alterének, amely invariáns N -re.

Speciálisan tekinsünk egy U ortogonális operátort. Ekkor UC unitér. U sajá-
tértékei +1 és −1 lehetnek.

Ha λ = α+ iβ az UC-nek nem valós sajátértéke, akkor |λ|2 = 1, tehát α2+β2 =
1. Ezért van egyetlen olyan ϕ ∈]− π, π[, hogy α = cosϕ, β = sinϕ. Ez azt jelenti,
hogy ha z = x + iy az UC-nek a λ sajátértékű sajátvektora, akkor U leszűḱıtése
az x és y generálta śıkra éppen a ϕ szögű forgatás (lásd 8.2. (viii)).

UC-nek a sajátvektoraiból álló ortonormált bázisra vonatkozó diagonális mát-
rixa olyan, hogy a főátlóban 1-esek állnak (annyiszor, amennyi az 1 sajátérték
multiplicitása), aztán −1-esek (annyiszor, amennyi a −1 sajátérték multiplicitá-
sa), majd (

eiϕ 0
0 e−iϕ

)

alakú (diagonális) blokkok következnek különféle ϕ-kkel (amelyek között persze
azonosak is lehetnek).

Ennek megfelelően V egy alkalmasan választott ortonormált bázisában az U
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mátrixa olyan, hogy az UC mátrixában a fenti blokkot a

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)

blokkra cseréljük ki.

41.4. Tekintsünk egy A operátort egy V véges dimenziós vektortéren. A V-n
sokféleképpen lehet skaláris szorzatot megadni. Az A operátor sajátértékei, azok
algebrai és geometriai multiplicitása független attól, adtunk-e meg skaláris szorza-
tot, és ha igen, hogyan. Az is független a skaláris szorzattól, diagonalizálható-e az
operátor vagy sem. Ezt ezért érdemes hangsúlyozni, mert a spektráltétel skaláris
szorzatos vektortéren értelmezett normális operátorra vonatkozik, és úgy tűnhet, a
skaláris szorzat szerepet játszik abban, hogy a normális operátor diagonalizálható.
Nem ı́gy van.

Egy operátor adjungáltja különféle skaláris szorzatokra vonatkozóan más és
más. Hogy egy operátor normális-e vagy sem, függ a skaláris szorzattól. Egy nem-
diagonalizálható komplex operátor semmilyen skaláris szorzatban sem lehet nor-
mális. Ha viszont az operátor diagonalizálható, akkor van olyan skaláris szorzat,
amelyre normális: vegyünk az operátor sajátvektoraiból álló bázist, és definiáljuk
úgy a skaláris szorzatot, hogy ez a bázis legyen ortonormált.

A spektráltételt ı́gy is kamatoztathatjuk: adott egy A komplex operátor; ha
találunk olyan skaláris szorzatot, amelyre A normális, akkor A diagonalizálható.
Hasonlóképpen, ha A valós operátor, és találunk olyan skaláris szorzatot, amelyre
A szimmetrikus, akkor A diagonalizálható.

41.5. Lássuk a mondottaknak egy érdekes fontos alkalmazását. Legyen V valós
vektortér. Mint tudjuk, egy T : V → V⋆ illetve egy S : V⋆ → V lineáris leképezés
szimmetrikussága, pozit́ıv definitása stb. értelmes (lásd 14.7. és 18.2.). Ugyanak-
kor ezeknek a leképezéseknek a sajátértéke nem értelmes fogalom. Egy A : V → V
lineáris leképezés sajátértékeiről értelmes beszélni, de szimmetrikusságáról, pozit́ıv
definitásáról stb. nem (ha nincs adva skaláris szorzat V-n).

Álĺıtás Legyen V valós vektortér, T ∈ Lin(V,V⋆) szimmetrikus és nega-
t́ıv szemidefinit, S ∈ Lin(V⋆,V) szimmetrikus és pozit́ıv definit. Ekkor
ST ∈ Lin(V)

– minden sajátértékének az algebrai és geometriai multiplicitása mege-
gyezik,

– nem nulla sajátértékei negat́ıvak.

Bizonýıtás Ekkor ugyanis S−1 ∈ Lin(V,V⋆) is szimmetrikus és pozit́ıv definit.
Következésképpen

(x,y) �→ ⟨x,y⟩ := (S−1x|y)
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skaláris szorzat V-n. ST szimmetrikus és negativ szemidefinit erre a skalárszor-
zatra nézve, ugyanis

⟨x,STy⟩ = (S−1x|STy) = (x|S−1STy) = (x|Ty) = (Tx|y) = ⟨STx,y⟩

és
⟨x,STx⟩ = (x|Tx) ≤ 0.

Találtunk tehát egy olyan skaláris szorzatot, amelyre nézve az operátor szim-
metrikus és negat́ıv szemidefinit: ebből már az előzőekben mondottak és a 40.7.7.
feladat alapján következik, amit álĺıtottunk.

41.6. Egy másik érdekes és fontos alkalmazás az, hogy akár valós, akár komplex
skaláris szorzatos vektortéren bármely operátor feĺırható egy unitér operátor és egy
pozit́ıv szemidefinit önadjungált operátor szorzataként (ez arra emlékeztet, hogy
minden komplex szám (speciálisan valós is) feĺırható egy egységnyi abszolútértékű
komplex szám és egy nem negat́ıv valós szám szorzataként).

Álĺıtás Legyen A a V skaláris szorzatos vektortér operátora. Ekkor létezik
egy egyértelműen meghatározott |A| önadjungált, pozit́ıv szemidefinit ope-
rátor, és egy U unitér operátor, amely Ran|A|-n egyértelmű, úgy, hogy

A = U |A|.

Bizonýıtás Az adjungálás tulajdonságai miatt A∗A önadjungált, és pozit́ıv sze-
midefinit, hiszen ⟨x,A∗Ax⟩ = ⟨Ax,Ax⟩ ≥ 0. Ezért egyrészt A∗A diagona-
lizálható, másrészt a sajátértékei nemnegat́ıvak, ı́gy a 39.5. szerint értelmes a
négyzetgyöke,

|A| :=
√
A∗A,

amely ugyancsak önadjungált, pozit́ıv szemidefinit.
Definiáljuk U -t az |A| értékkészletén úgy, ahogy kell: U |A|x := Ax. Meg

kell mutatni, persze, hogy ez az értelmezés jó: ha |A|x = |A|y, akkor Ax =

Ay. Átrendezve és átnevezve: azt kell megmutatnunk, hogy ha |A|x = 0, akkor

Ax = 0. Íme: ha |A|x = 0, akkor 0 = ⟨|A|x, |A|x⟩ = ⟨x, |A|2x⟩ = ⟨x,A∗Ax⟩ =
⟨Ax,Ax⟩ = ∥Ax∥2, amiből Ax = 0.

Ezzel egyben azt is beláttuk, hogy U izometrikus: ∥U |A|x∥2 = ∥|A|x∥2.
Semmi más teendőnk nincs, mint U -t kiterjeszteni az egész V-re unitér operá-

torrá azáltal, hogy megadunk egy (Ran|A|)⊥ → (RanA)⊥ izometrikus leképezést.
Látjuk, hogy U egyértelmű az |A| értékkészletén. Azt kell csak igazolnunk,

hogy |A| az egyetlen olyan pozit́ıv szemidefinit önadjungált operátor, amelyet egy
unitérrel szorozva A-t kapjuk. Tegyük fel, hogy A = LS, ahol L unitér, S önad-
jungált. Ekkor A∗A = SL∗LS = S2, amiből S =

√
A∗A.
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41.7. Végül egy fontos megjegyzést teszünk, hogy esetleges tévedéseket kikü-
szöböljünk.

Vegyünk egy N × N -es, valós, szimmetrikus M mátrixot; például, konkrét
szemléltetésül, legyen

M :=




1 0 1
0 3 0
1 0 1


 .

Az M mátrixnak mint a ⟨ , ⟩ skaláris szorzatra nézve szimmetrikus RN → RN

lineáris leképezésnek a sajátvektoraiból álló bázisban a mátrixa olyan diagonális,
amelyben a főátlóban a sajátértékek szerepelnek. Például az előbb emĺıtett konkrét
esetben ez 


0 0 0
0 2 0
0 0 3


 . (1)

Ugyanakkor az M mátrixot a 17.8. szerint RN × RN → R szimmetrikus bili-
neáris formának is felfoghatjuk, az itteni jelöléssel a

(ξ,η) �→ ⟨ξ,Mη⟩

hozzárendeléssel. Mint ilyennek, van szerinte ortogonális bázis, és ilyen bázisban
a mátrixa olyan diagonális, amelyben a főátlóban 0, −1 és 1 állhat. A konkrét
példánkban ez 


0 0 0
0 1 0
0 0 1


 . (2)

Ugyanannak a mátrixnak tehát két különböző diagonális alakja is van! Nézzünk
utána alaposan, miről van szó.

Az (RN )⋆ ≡ RN azonośıtás miatt különböző objektumok azonos formában je-
lennek meg. A fönn-lenn indexezéssel tudunk különbséget tenni RN és a duálisa
között, azonban, mint emĺıtettük a 15. fejezetben, mátrix formában megadott
konkrét lineáris leképezésekre ez az indexelés hasznavehetetlen.

Az első esetben – amikor a mátrix egy RN → RN lineáris leképezést reprezen-
tál, amely szimmetrikus a ⟨ , ⟩ skaláris szorzatra vonatkozóan –, akkor fönn-lenn
indexes mennyiségnek kell tekinteni, és ı́gy egy (v1, . . . ,vN ) indexezett bázisban a
mátrixa

(⟨ri,Mvk⟩ | i, k = 1, . . . , N),

ahol (r1, . . . , rN ) a szóban forgó bázis reciprok vektorrendszere, azaz ⟨ri,vk⟩ =
δik. Ekkor csak a sajátvektorokból álló bázisban lesz M mátrixa diagonális – a
speciális példát tekintve – (1) alakú.

A második esetben – amikor a mátrix egy RN × RN → R szimmetrikus biline-
áris formát reprezentál (vagy, ha úgy akarjuk, a 17.6-beli azonośıtás szerint egy
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RN → (RN )⋆ lineáris leképezést) –, akkor lenn-lenn indexes mennyiségnek kell
tekinteni, és a (v1, . . . ,vN ) indexezett bázisban a mátrixa

(⟨vi,Mvk⟩ | i, k = 1, . . . , N).

Ekkor nagyon sok M -ortogonális bázis van, M mindben diagonális – a speciális
példát tekintve – (2) alakú. Például, ha (v1, . . . ,vN ) ilyen bázis, és T olyan
mátrix, amelyre T ∗MT = M , akkor (Tv1, . . . ,TvN ) is ilyen bázis, ugyanis
⟨Tvi,MTvk⟩ = ⟨vi,T

∗MTvk⟩ = ⟨vi,Mvk⟩.
Legyen (v1, . . . ,vN ) az M mátrixnak mint RN → RN lineáris leképezésnek a

sajátvektoraiból álló ortogonális bázis (ilyen van), Mvi = λivi, ahol a λi-k nem
szükségképpen különbözők (mindegyik annyiszor fordul elő, amennyi a multipli-

citása). Ennek a bázisnak a reciprokrendszere ri :=
vi

|vi|2
(i = 1, . . . N), tehát

M -nek mint RN → RN lineáris leképezésnek a mátrixa ebben a bázisban

⟨ri,Mvk⟩ = λiδ
i
k,

és mint mondtuk, csak ilyen bázisban lesz diagonális; figyeljük meg, a bázisvekto-
rok hossza lényegtelen.

Válasszuk úgy a sajátvektorokat, hogy

|vi| :=

{
tetszőleges, ha λi = 0,

1√
|λi|

ha λi ̸= 0 (i = 1, . . . , N).

Ekkor – de csak ekkor – (v1 . . . ,vN ) egyben M -ortogonális bázis is lesz:

⟨vi,Mvk⟩ = (signλi)δik.

Megismételjük, ennek a bázisnak megfelelő transzformáltjai is azM mint szimmet-
rikus bilineáris forma szerint ortogonálisak lesznek, tehát az M : RN × RN → R
bilineáris forma diagonális mátrixú az ilyen transzformált bázisban, az M : RN →
RN lineáris leképezés azonban nem (kivéve persze, ha a transzformált bázis elemei
is sajátvektorok).

41.8. Feladatok
1. Adjuk meg az 


0 1 i
1 0 0

−i 0 1




önadjungált mátrix spektrálelőálĺıtását, majd diagonalizáljuk.
2. Igazoljuk a spektráltétel seǵıtségével, hogy a 40.7.7. feladat ford́ıtottja is

igaz: ha az S önadjungált operátor sajátértékei pozit́ıvak (nemnegat́ıvak), akkor
S pozit́ıv (szemi)definit.
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3. Adjuk meg KN -en a

(ξ,η) �→
N∑

k=1

kξ∗kηk

skalárszorzatot. Mi lesz az A mátrix adjungáltja erre a skaláris szorzatra? Mik
lesznek az önadjungált operátorok?

4. Jellemezzük R2-n a normális operátorokat (vagyis azokat a 2 × 2-es valós
mátrixokat, amelyek felcserélhetők a transzponáltjukkal).

5. Jellemezzük C2-n a normális operátorokat (vagyis azokat a 2× 2-es komplex
mátrixokat, amelyek felcserélhetők a transzponáltjuk konjugáltjával).
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VIII. AFFIN TEREK

A vektorok mintájául fizikai terünk iránýıtott szakaszai szolgálnak. A fizikai
terünk pontjai maguk azonban nem feleltethetők meg természetes módon egy vek-
tortér pontjainak. Viszont a fizikai tér bármely indexezett pontpárjához rendel-
hetünk egy vektort, egészen különböző pontpárokhoz is ugyanazt a vektort. A
hozzárendelés alapvető tulajdonsága, hogy bármiképp is válasszunk egy pontot
a térből, az összes lehetséges iránýıtott szakaszt megkapjuk úgy, hogy ez a pont
legyen a kezdőpontjuk, és ha a végpontjuk más, az iránýıtott szakaszok is mások.
Ezt ı́gy szemléltethetjük:

9. ábra
További alaptulajdonság, hogy három pontból választott pontpárokhoz megfe-

lelő rendben hozzárendelt három vektor összege nulla:

10. ábra
Ezeket a tulajdonságokat megtesteśıtő matematikai fogalom az affin tér.
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42. Affin terek

42.1. Defińıció A (V,V,−) hármast affin térnek h́ıvjuk, ha

(i) V nem üres halmaz,
(ii) V vektortér,
(iii) − : V × V → V leképezés, amelyet (x, y) �→ x − y formában ı́runk,

kivonásnak h́ıvunk, és a következő tulajdonságokkal rendelkezik:

(I) minden y ∈ V esetén Oy : V → V, x �→ x− y bijekció,
(II) minden x, y, z ∈ V esetén

(x− y) + (y − z) + (z − x) = 0.

V-t a V affin tér alatti vektortérnek h́ıvjuk, és azt is mondjuk, hogy V
affin tér a V vektortér fölött.

Az affin tér dimenziója az affin tér alatti vektortér dimenziója. Az affin
tér iránýıtott, ha az alulfekvő vektortér iránýıtott (tehát egyben szükség-
szerűen valós és véges dimenziós).

A matematikában elterjedt szokás szerint a továbbiakban az affin teret (mint
a vektorteret is) egyetlen betűvel jelöljük,

Álĺıtás Legyen V affin tér. Ekkor

(i) x− y = 0 pontosan akkor, ha x = y,
(ii) x− y = −(y − x) minden x, y ∈ V esetén,
(iii) ha n ∈ N és x1, . . . , xn ∈ V , akkor

(x1 − x2) + (x2 − x3) + · · ·+ (xn−1 − xn) + (xn − x1) = 0.

Bizonýıtás (i) A defińıció (II) pontjában y := z := x választással 3(x − x) = 0,
azaz x− x = 0. Az (I) tulajdonság szerint viszont, ha x ̸= y, akkor x− y ̸= 0.

(ii) A (II) tulajdonságból z := x választással kapjuk a ḱıvánt eredményt.
(iii) Teljes indukcióval bizonýıtunk. n = 1, 2, 3 esetére már tudjuk, hogy igaz

az egyenlőség. Tegyük fel, hogy n-re igaz. Ekkor

(x1 − x2) + · · ·+ (xn − xn+1) + (xn+1 − x1) =(
(x1−x2)++ · · ·+(xn−x1)

)
+
(
(x1−xn)+ (xn−xn+1)+ (xn+1−x1)

)
= 0.

Eredményünk következménye az átzárójelezhetőség:

(x− y) + (u− v) = (x− v) + (u− y).
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42.2. Jegyezzük meg, hogy az előző álĺıtás (ii) pontjában a − jel két különböző
dolgot jelöl. A zárójelen belül az affin térbeli kivonást, a zárójelen ḱıvül viszont
az alulfekvő vektortérbeli kivonást. Ez a kis pongyolaság nem okoz zavart, ha
ügyelünk, viszont igen célszerű; annyira, hogy még meg is tetézzük.

Adott y ∈ V esetén az 0y inverzét ı́gy jelöljük:

V → V, x �→ y + x. (∗)

Tehát a defińıció szerint

y + (x− y) = x (x, y ∈ V ), (∗∗)

továbbá egyszerű meggondolás adja, hogy

(x+ x) + y = x+ (x+ y) (x ∈ V,x,y ∈ V).

Itt a bal oldalon mindkét összeadás a (∗) szerinti műveletet jelöli, a jobb oldalon
a zárójelen ḱıvül is ezt, a zárójelen belül azonban a V-beli összeadást.

Összefoglalva tehát:
(i) a vektoroknak van összege, különbsége, számszorosa, ezek mind vektorok;
(ii) az affin tér elemeinek van különbsége, ez vektor (nincs összegük, számszo-

rosuk);
(iii) egy affin térbeli elemnek és egy vektornak van összege, ez az affin tér eleme.
Az összeadással és a kivonással a megszokott szabályok szerint számolhatunk,

de csak olyan átalaḱıtás végezhető el – erre ügyelnünk kell –, amely a fentiek szerint
értelmes. Az előző pont végén szereplő bal oldalt nem zárójelezhetjük át akárhogy,
például (x+ u)− (y + v) nem értelmes; hasonlóan, (∗∗)-ban sem zárójelezhetünk
át, (y + x)− y nem értelmes.

42.3. Lássunk példát affin térre!
(i) Egy V vektortér önmaga fölött a vektori kivonással affin tér. Tehát minden

vektortér egyben affin tér is.
(ii) Legyen M a V vektortér nem triviális lineáris altere és x /∈ M. Ekkor

x + M, az M-nek az x-szel való eltoltja, a vektori kivonással affin tér M fölött,
de nem vektortér a V-beli műveletekkel.

(iii) Legyen P a polinomk vektortere. Ekkor {p ∈ P | p(0) = p(1) = 1} a
pontonkénti kivonással affin tér a {p ∈ P | p(0) = p(1) = 0} vektortér fölött.

(iv) Legyen T nem üres halmaz, V vektortér, S a T nem üres részhalmaza, x0

a V eleme. Ekkor {f ∈ VT | f(s) = x0 (s ∈ S)} a pontonkénti kivonással affin
tér a {f ∈ VT | f(s) = 0 (s ∈ S)} vektortér fölött.

(v) Ha Vi affin tér a Vi vektortér fölött (i ∈ I), akkor X
i∈I

Vi affin tér X
i∈I

Vi

fölött az (xi)i∈I − (yi)i∈I := (xi − yi)i∈I kivonással.

42.4. Az affin tér elemeinek lineáris kombinációja általában nem értelmezhető,
hiszen nincs számszorosuk és összegük. Értelmezhető viszont egy ”speciális lineáris
kombinációjuk”, az affin kombináció.
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Álĺıtás Legyen F véges indexhalmaz, xi ∈ V és αi ∈ K; ez utóbbiak olyanok,
hogy

∑
i∈F

αi = 1. Ekkor van egyetlen olyan x0 ∈ V , hogy
∑
i∈F

αi(xi−x0) = 0.

Bizonýıtás Legyen x a V tetszőleges eleme, és x0 := x+
∑
k∈F

αk(xk − x). Ekkor

∑
i∈F

αi(xi − x0) =
∑
i∈F

αi

(
(xi − x)−

∑
k∈F

αk(xk − x)

)
=

=

n∑
i∈F

αi(xi − x)−
∑
i∈F

αi

∑
k∈F

αk(xk − x) = 0.

A ḱıvánt tulajdonságú x0 tehát létezik. Tegyük fel, x′
0 is ugyanolyan tulajdon-

ságú. Ekkor

0 =
∑
i∈F

αi(xi − x0)−
∑
i∈F

αi(xi − x′
0) =

∑
i∈F

αi

(
(xi − x0)− (xi − x′

0)
)
=

=
∑
i∈F

αi(x
′
0 − x0) = x′

0 − x0,

azaz x′
0 = x0.

Bontsuk föl formálisan a zárójelet a
∑
i∈F

αi(xi−x0) = 0 bal oldalán; azt kapjuk,

hogy

(∑
i∈F

αixi

)
−x0 = 0. Ez az átalaḱıtás azonban az eddigi szabályaink szerint

nem megengedett, mert az affin térbeli elemeket nem lehet számmal szorozni és
összeadni. Viszont ez sugallja az affin kombináció célszerű bevezetését.

Defińıció Az előző álĺıtásban szereplő egyértelműen meghatározott x0-t az
xi elemek αi (i ∈ F ) együtthatós affin kombinációjának nevezzük, és ı́gy
jelöljük: ∑

i∈F

αixi.

Ha speciálisan az együtthatók mind nemnegat́ıvak (tehát szükségképpen a
[0, 1] elemei), akkor konvex kombinációról beszélünk.

Ennek megfelelően definiálhatjuk a konvex halmazokat, valamint egy részhal-
maz konvex burkát affin térben ugyanúgy, mint vektortérben.
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42.5. Defińıció A V affin tér nem üres M részhalmazát affin altérnek ne-
vezzük, ha van olyan M lineáris altér V-ben, hogy {x− y | x, y ∈ M} = M.

Azt mondjuk, hogy M az M vezette affin altér. M dimenziója az M
dimenziója.

Egy valós affin tér egy dimenziós affin altereit egyenseknek, a két di-
menziósakat śıkoknak nevezzük. Hiperśık a véges dimenziós affin térben
az olyan altér, amelynek a dimeniója eggyel kevesebb az egész tér dimenzió-
jánál.

Két affin altér párhuzamos, ha olyan lineáris altér vezeti őket, amelyek
közül az egyik része a másiknak.

Igen könnyű meggyőződni arról, hogy azM vezetteM affin altér a V -ből örökölt
kivonással affin tér M fölött.

Ha M a V lineáris altere és x ∈ V , akkor x+M := {x+x | x ∈ M} az egyetlen
olyan affin altér, amely átmegy x-en (azaz tartalmazza x-et) és M vezeti.

V potjai nulla dimenziós affin alterek.

42.6. Egyszerű tény, hogy affin alterek metszete affin altér, ezért értelmes a
következő meghatározás.

Defińıció A V affin tér egy nemüresH részhalmazát tartalmazó affin alterek
metszetét a H affin burkának nevezzük.

Nyilvánvaló, hogy a H affin burka a legszűkebb affin altér, amely tartalmazza
H-t.

Álĺıtás H affin burka egyenlő a H elemeiből késźıtett összes lehetséges affin
kombinációk összességével; az alatta fekvő lineáris altér Span{y−z|y, z ∈ H}.

Bizonýıtás Vegyünk a H elemeiből késźıtett két affin kombinációt. Nulla együtt-
hatók alkalmas bevezetésével tekinthetjük úgy, hogy mindkét affin kombináció
ugyanazokból az elemekből áll. Két ilyen affin kombináció különbségére, bármely
x ∈ H esetén

∑
i∈F

αixi −
∑
i∈F

βixi =

(∑
i∈F

αixi − x

)
−

(∑
i∈F

βixi − x

)
=

∑
i∈F

αi(xi − x)−
∑
i∈F

βi(xi − x) =
∑
i∈F

(αi − βi)(xi − x)

teljesül, tehát a különbség valóban az emĺıtett altér eleme.
Egyszerű tény, hogy bármely rögźıtett x ∈ H esetén Span{y − x| | y ∈ H} =

Span{y − z|y, z ∈ H}, amiből viszont látszik, hogy ennek a lineáris altérnek min-
den eleme előáll a H elemeinek affin kombinációiból vett különbségként: ha αi
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(i ∈ F ) akármilyen együtthatók, akkor az α0 := 1−
∑
i∈F

αi, x0 := x jelöléssel

∑
i∈F

αi(xi − x) =


 ∑

i∈F∪{0}

αixi


− x0.

Ezzel beláttuk, hogy a H elemeinek összes lehetséges affin kombinációja affin
altér a mondott lineáris altér fölött; ez a lineáris altér nyilván a legszűkebb, amely
tartalmazza a H elemeiből vett különbségeket, és ezzel befejeztük a bizonýıtást.

42.7. Az affin teret pszeudo-euklideszinek, euklideszinek, Minkows-
ki-félének mondjuk, ha az alatta fekvő vektortér olyan. Pontosabban, például
(V,B,h) pszeduo-euklideszi affin tér, ha V affin tér V fölött, és (V,B,h) pszeu-
do-euklideszi vektortér.

42.8. Feladatok
1. Mutassuk meg, hogy az affin tér alábbi defińıciója egyenértékű az eredetivel.
A (V,V,+) hármas affin tér, ha
(i) V nem üres halmaz,
(ii) V vektortér,
(iii) + : V × V → V leképezés, amelyet (x,x) �→ x + x formában ı́runk, és a

következő tulajdonságokkal rendelkezik:
(I) minden x ∈ V esetén V → V , x �→ x+ x bijekció,
(II) minden x ∈ V , x,y ∈ V esetén

(x+ x) + y = x+ (x+ y).

2. Legyen V vektortér. Ekkor {1} ×V a K×V affin altere {0} ×V fölött.
3. Legyen V affin tér V fölött, és V = M⊕N. Ekkor V -nek az N vezette affin

alterei affin teret alkotnak M fölött az

(x+N)− (y +N) := PMN(x− y)

kivonással, ahol PMN az N mentén az M-re való vet́ıtés.
4. Mi R2-ben az (1, 0) és (0, 10) pontok generálta affin altér?
5. A V affin tér H részhalmazát affin-függetlennek nevezzük, ha bármely

x ∈ H nincs benne a H \ {x} generálta affin altérben.
a) Lássuk be, hogy H pontosan akkor affin-független, ha bármely x ∈ H esetén

{y − x|y ∈ H \ {x}} lineárisan független.
b) Igazoljuk, hogy egy N dimenziós affin térben legfeljebb N + 1 elemű affin-

független halmaz létezhet.
6. Legyen A egy dimenziós iránýıtott affin tér az A vektortér fölött. Ekkor

rendezést vezethetünk be A-n ı́gy: a < b pontosan akkor, ha a− b < 0. Elemezzük
ennek a rendezésnek a tulajdonságait és definiáljuk A intervallumait.
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43. Affin leképezések

43.1. Defińıció Legyen V és W affin tér a V illetve az W vektortér fölött.
Az A : V → W leképezést affinnak nevezzük, ha létezik egy A : V → W
lineáris leképezés úgy, hogy

Ay −Ax = A(y − x) (x, y ∈ V ),

vagy másképp ugyanez:

A(x+ x) = Ax+Ax (x ∈ V,x ∈ V).

A-t az A affin leképezés alatti lineáris leképezésnek h́ıvjuk, és azt is
mondjuk, hogy A affin leképezés az A lineáris leképezés fölött.

Ha V és W iránýıtott, az A affin leképezés iránýıtástartó, ha A olyan.
A V → W affin leképezések összességét Aff(V,W )-val jelöljük.

Álĺıtás Egy affin leképezés alatti lineáris leképezés egyértelműen meghatá-
rozott.

Bizonýıtás Tegyük fel, hogy A és A′ az A alatti lineáris leképezések. Ekkor a
második defińıciós formulából Ax + Ax = Ax + A′x, azaz Ax = A′x minden
x ∈ V esetén, tehát A = A′.

43.2. Lássunk példát affin leképezésre!

(i) Ha y a V affin tér eleme, akkor Oy : V → V, x �→ x− y affin leképezés idV
fölött.

(ii) Ha x ∈ V, akkor Tx : V → V , x �→ x+ x affin leképezés idV fölött.

(iii) Ha a V és W vektortereket affin tereknek tekintjük, egy A : V → W
leképezés pontosan akkor affin, ha van olyan A : V → W lineáris leképezés és
a ∈ W, hogy Ax = a+Ax.

Valóban, az ilyen leképezés affin az A lineráis leképezés fölött; ha viszont A
affin az A fölött, akkor az a := A0 defińıcióval A a fenti alakú.

A vektorterek közötti affin leképezések tehát a lineáris leképezések (ha a = 0)
és azok, amelyeket olykor “inhomogén lineáris” leképezéseknek h́ıvnak (ha a ̸= 0).

A mondottak szerint tehát az

W × Lin(V,W) ≡ Aff(V,W), (a,A) ≡ (x �→ a+Ax)

azonośıtást tehetjük.
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Ezeket az affin leképezéseket igen jól kezelhető formában tudjuk előálĺıtani a
következőképpen.

A V → K × V, x �→ (1, x) injekció affin leképezés a V → K ×V, x �→ (0,x)
lineáris leképezés fölött. Ezzel beágyazzuk V-t a K × V affin alterének. Hason-
lóképp járunk el W-vel is. Így az a ∈ W és A ∈ Lin(V,W) meghatározta affin
leképezést az (

1 0
a A

)

blokkmátixszal megadott K × V → K × W lineáris leképezésnek az {1} × V-re
való leszűḱıtésével reprezentálhatjuk.

43.3. Álĺıtás Legyen A : V → W affin leképezés A fölött.

(i) A = 0 pontosan akkor, ha A konstans leképezés;
(i) A pontosan akkor injekt́ıv vagy szürjekt́ıv, ha A olyan; ha A injekt́ıv,

akkor A−1 affin leképezés A−1 fölött;
(iii) ha M a V -nek M vezette affin altere, akkor A[M ] az W -nak A[M]

vezette affin altere;

(iv) ha N az W -nak N vezette affin altere, akkor
−1

A (N) a V -nek
−1

A(N)
vezette affin altere;

(v) A megőrzi az affin kombinációt, azaz ha F véges indexhalmaz, xi ∈ V ,
αi ∈ K,

∑
i∈F

= 1, akkor

A
∑
i∈F

αixi =
∑
i∈F

αiAxi.

Bizonýıtás Az (i)-(iv) pontok bizonýıtása igen egyszerű, ráb́ızzuk az olvasóra.
(v) Az x0 :=

∑
i∈F

αixi konvex kombináció értelmezése
∑
i∈F

αi(xi − x0) = 0 volt,

tehát

0 = A
∑
i∈F

αi(xi − x0) =
∑
i∈F

αiA(xi − x0) =
∑
i∈F

αi(Axi −Ax0),

azaz Ax0 =
∑
i∈F

αiAxi, amit bizonýıtani akartunk.

Jegyezzük meg, hogy (iv) szerint bármely u ∈ W esetén
−1

A{u} a V -nek KerA
vezette affin altere.

Láttuk az előző pontban, hogy egy A : V → W lineáris leképezés is affin leké-

pezés (önmaga fölött). Tehát minden u ∈ W esetén
−1

A{u} a V-nek affin altere (a
KerA eltoltja).
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43.4. Ugyancsak egyszerűen láthatók be a következő tények.
(i) Ha A : V → W és B : U → V affin leképezés A illetve B fölött, akkor A ◦B

affin leképezés AB fölött.
(ii) Ha Ai : V → Wi affin leképezés Ai fölött (i ∈ I), akkor (Ai)i∈I affin

leképezés (Ai)i∈I fölött.
(iii) Ha Ai : Vi → Wi affin leképezés Ai fölött (i ∈ I), akkor X

i∈I
Ai affin leképe-

zés X
i∈I

Ai fölött.

43.5. Legyen V és W affin tér. Mivel a W vektorteret affin térnek is tekint-
hetjük, értelmes beszélni a V → W affin leképezésekről is.

Álĺıtás Ha A,B : V → W affin leképezések A illetve B fölött, akkor

A−B : V → W, x �→ Ax−Bx (∗)

affin leképezés A−B fölött; továbbá Aff(V,W) a pontonkénti műveletekkel
vektortér, és Aff(V,W ) a fenti kivonással affin tér Aff(V,W) fölött.

Bizonýıtás (A−B)x− (A−B)y = (Ax−Bx)− (Ay−By) = (Ax−Ay)− (Bx−
By) = A(x−y)−B(x−y) = (A−B)(x−y), tehát A−B valóban affin leképezés
A−B fölött.

Legyenek F,G : V → W affin leképezések az F ,G : V → W lineáris leké-
pezések fölött. Lévén F és G vektortér értékű leképezés, értelmes a pontonként
értelmezett összegük. Erre (F + G)x − (F + G)y = (Fx + Gx) − (Fy + Gy) =
(Fx − Fy) + (Gx − Gy) = F (x − y) + G(x − y) = (F + G)(x − y), ı́gy F + G
affin leképezés F +G fölött. Hasonlóan láthatjuk be, hogy α ∈ K esetén αF affin
leképezés αF fölött. Tehát Aff(V,W) vektortér.

Azt kell már csak megmutatnunk, hogy a (∗) kivonás teljeśıti a 41.1. defińıció
(I) és (II) követelményét.

Legyen B ∈ Aff(V,W ). Tegyük fel, hogy valamely A,A′ ∈ Aff(V,W ) esetén
A − B = A′ − B. Ekkor a V minden x elemére Ax − Bx = A′x − Bx, amiből
azonnal adódik, hogy A = A′, vagyis az A �→ A−B leképezés injekt́ıv. Ha viszont
F ∈ Aff(V,W), akkor V → W , x �→ Ax := Bx + Fx affin leképezés, amint ezt
könnyű látni, és F = A−B, vagyis az A �→ A−B leképezés szürjekció.

Legyen A,B,C ∈ Aff(V,W ). Ekkor minden x ∈ V esetén

(
(A−B) + (B − C) + (C −A)

)
x = (A−B)x+ (B − C)x+ (C −A)x =

(Ax−Bx) + (Bx− Cx) + (Cx−Ax) = 0,

tehát (A−B) + (B − C) + (C −A) = 0.

43.6. Egy N dimenziós V affin teret K : V → KN affin bijekcióval koordinátá-
zunk; P := K−1 az affin tér paraméterezése. Egy ilyen koordinátázás meghatároz-
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za a V egy o := P0 pontját, és a V-nek egy (Pe1, . . . ,PeN ) indexezett bázisát,
ahol természetesen 0 a KN nulla-vektora és (e1, . . . , eN ) a standard bázisa.

Ford́ıtva, ha adott a V egy o eleme és a V egy (v1, . . . ,vN ) indexezett bázisa,
amelynek a duálisa (p1, . . . ,pN ) akkor a V → KN , x �→

(
(pi|x− o) | i = 1, . . . , N

)
leképezés affin koordinátázás.

43.7. Feladatok
1. Mely leképezés affin az alábbiak közül:
(i) K3 → K, (ξ1, ξ2, ξ3) �→ ξ1 + 1,
(ii) R3 → R3, (ξ1, ξ2, ξ3) �→ (ξ1 + 1, ξ2 + 2, ξ3 + 3),
(iii) {(ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3 | ξ1 + ξ2 + ξ3 = 1} → R, (ξ1, ξ2, ξ3) �→ ξ1 + ξ2.
2. Bizonýıtsuk be, hogy ha A : V → V affin leképezés idV fölött, akkor van

olyan x ∈ V, hogy A = Tx.
3. Mutassuk meg, hogy Oy ◦O−1

z = Tz−y (y, z ∈ V ).
4. Bizonýıtsuk be, hogy ha A,B : V → W ugyanazon lineáris leképezés fölötti

affin leképezés, akkor A−B konstans.
5. Igazoljuk, hogy az Aff(V,W) vektortér – következésképpen az Aff(V,W )

affin tér – dimenziója dimW + (dimV)(dimW). (Útmutatás: elég ezt belátni az
Aff(V,W) vektortérre; használjuk a 43.2 (iii)-ben mondottakat).

6. Legyen A : V → V affin leképezés A fölött, o ∈ V . Ekkor Oo ◦ A ◦ O−1
o :

V → V affin leképezés. Mutassuk meg hogy ennek a 43.2.(iii)-ben megadott
mátrixalakja (

1 0
Ao− o A

)
.

7. Adjuk meg a 43.2.(iii)-beli mátrixalak seǵıtségével az (a,A), (b,B) ∈ V ×
Lin(V) által meghatározott V → V affin leképezések kompoźıcióját.


