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ELOSZO 5

ELOSZO

A fizikai mennyiségeket szokas skalarokra, vektorokra és tenzorokra osztalyozni.
Azt mondjdk, a skalart egyetlen adat, a nagysdga jellemzi; a vektornak a nagy-
sagan kiviil irdnya is van; a tenzor pedig olyan mennyiség, amelyet még ennél is
tobb adattal lehet csak leirni.

A vektorokat kozelebbrél tgy hatérozzak meg, mint ,,irdnyitott szakaszokat”.
Két ilyen iranyitott szakasz Gsszegét a parallelogramma-szabaly szerint értelmezik.
Az irdnyitott szakaszok szamszorosat pedig nyijtdssal, zsugoritassal, tiikkrozéssel.

Ez a definici6 azonban nem kielégité. Ugyanis példaul a gyorsulds is vektor-
mennyiség, értékei azonban korantsem iranyitott szakaszok. A relativitdselmélet-
ben felbukkané vektorok pedig olyan mennyiségek, amelyeknek nincs nagysaga. A
kvantummechanika allapotvektorai pedig mar semmiféle kapcsolatba sem hozha-
tok az irdnyitott szakaszokkal.

A legnagyobb baj az, hogy fizikai teriink irdnyitott szakaszai és a veliik végzett
fenti miiveletek nem matematikai fogalmak.

Calunk az, hogy bevezessiik a vektorok matematikai fogalmat, amely vissza-
tiikrozi az irdnyitott szakaszok és miiveleteik fizikai tulajdonsagait. Az irdanyitott
szakaszok tehat e vektorok mintajaul szolgdlnak, és szemléltetik azokat.

A vektorok fogalman keresztiil eljutunk a tenzorokhoz is, pontos matematikai
értelmet adva a mar kevésbé szemléletes megfeleld fizikai mennyiségeknek.

Konyviinkben K mindig a valds vagy komplex szdmok testét jeloli. Bar szin-
te minden ugyanigy targyalhaté akarmely test esetén, a fizikaban nincs sziikség
ennél nagyobb Aaltalanossagra, ezért a fogalmak egyszeriibb begyakorolhatdsdga
érdekében maradunk a valds és a komplex szamoknal.
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|. VEKTORTEREK

1. Vektorterek

1.1. Definicié A (V,+,-) hdrmas vektortér a K folétt, ha
(i) V nem iires halmaz (amelynek elemeit vektoroknak hivjuk);

(ii) + : V. X V — V leképezés, amelyet (x,y) — x + y formdban irunk,
Osszeadasnak hivunk, és a kovetkezd tualjdonsdgokkal rendelkezik:

Al) minden ¢,y € V esetén x + y = y + x (az 6sszeadds kommutativ),

A2) minden x,y,z € V esetén (x +y) +z = x + (y + z) (az dsszeadds
asszociativ),

A3) létezik olyan 0 € V (nullavektor a neve), amelyre minden x € V
esetén ¢ + 0 = x,

A4) minden x € V esetén létezik —x € V (az x ellentettje), amelyre
x+ (—x)=0;

(iii) - : K x V — V leképezés, amelyet (o, x) — « - formdban irunk,
szammal szorzasnak hivunk, és minden x,y € V valamint o, 8 € K esetén

P)l-x=uwx,

MP) a- (8- x) = (af) - ¢ (a szdmmal szorzds asszociativ),

AP) (a+8) - =a-x+ [ x (a szdmmal szorzés disztributiv a szdmok
Osszeaddsdra nézve),

PA) a- (x4+vy) =a-x+ a-y (a szdmmal szorzds disztributiv a vektorok
Osszeaddsdra nézve).

Az Gsszeaddst és a szammal szorzast a vektortér miiveleteinek nevezziik.

Meghatarozasunk a mér ismert sémat koveti: Al-A4 és P rogziti az Osszeadds
illetve a szdmmal szorzas sajat tulajdonsdgait, ezutdn kovetkeznek a szamok mi-
veleteivel val6 kacsolatuk (MP és AP) majd az egymadssal valé kapcsolatuk (PA)
jellemzése.

A matematikaban elterjedt szokds szerint a tovabbiakban a vektortereket csak
egyetlen betiivel, a vektorok halmazaval jeloljik, és azt mondjuk, V vektortér K
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folott, és ezen az iménti definiciét értjiik, vagyis a miiveleteket ,,odagondoljuk”
a jelolt halmaz mellé; tovabbd az egyszerliség kedvéért altaldban a szorzas jelét
elhagyjuk, azaz o - « helyett ax-et frunk. Ugyancsak szokds szerint, ha a félreér-
tés veszélye nem &ll fonn, ugyanazzal a 4+ szimbdélummal jeliiljiik az Osszeaddst a
kiilénbo6zé vektorterekben is (mint ahogy mar a definiciéban is ugyanugy jeloltiik
a vektorok és a szdmok Osszeaddsat). A kiillonbozd vektorterek nullavektordt is
ugyanazzal a 0 szimbdolummal jeloljiik, ha a félreértés elkeriilheté. Ha sziikséges,
indexszel utalunk a vektortérre: Oy .

Mivel megallapodasunk szerint K csak kétféle lehet, sokszor elhagyjuk a ,,K
folott” megnevezést, és egyszerlien vektorteret mondunk. Természetesen, ha 1é-
nyesges, hogy valds vagy komplex szamokrdl van-e szd, kimondjuk a megkiilon-
boztetést; aszerint, hogy K = C vagy K = R, komplex illetve valés vektortérrol
beszéliink.

1.2. Lassunk néhany példat, hogy kozelhozzuk a vektortér fogalmat.

(i) K a testmiiveletekkel — vagyis a szokdsos Osszeaddssal és szorzédssal — vektor-
tér onmaga f6lott.

(i) KY (N € N) is vektortér K f5lott, ha az dsszeaddst és a szdmmal szorzast
igy értelmezziik:

(517"')5]\])—"_(7717"'77’]\7) = (§1+7717"'7§N+77N)7
ally,. ., éNn) = (a1, ..., aéN).

Itt a nullavektor az a szdm N-es, amelynek minden tagja nulla: 0 = (0, ...,0).

R? elemeit, vagyis a valés szdmpéarokat egy sik pontjaival tudjuk szemléltetni,
ha sikon két egymdst metszé egyenest, azokon egységnyi tavolsdgot jeloliink Kki.
Kétféle szemléltetést mutat az 1. dbra.

Hasonléan szemléltethetjiik R? elemeit a teriink pontjaival, hdrom egymaést egy
pontban metszé egyenes segitségével. Ezért R2-t aritmetikai siknak, R3-at aritme-
tikai térnek hivjuk.

A

1.4bra
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(iii) A szémértékii sorozatok (az N — K leképezések) Osszessége, azaz K is
vektortér a tagonként értelmezett miiveletekkel, vagyis ha &, € KV, akkor

(6 + n)n =& + Tns

(af)n = aby

minden n pozitiv egész szamra.
Ugyancsak vektortér a szamértékii véges sorozatok Osszessége,

KM = {¢: K - N| &, = 0 véges sok n kivételével},

a tagonként értelmezett miveletekkkel.

(iv) Legyen V vektortér K folott, és T nem iires halmaz. Ekkor VT, vagyis a
T — V fiiggvények halmaza vektortér a K f6lott a pontonként értelmezett miive-
letekkel; ha ¢, € VT, akkor

(@ +9)(t) := d(t) + (1),
(ag)(t) := ag(t)

minden ¢t € T esetén.
Itt a nullavektor az azonosan nulla fiiggvény. Ezt is 0-val jeloljiik, ha félreértés
veszélye nem forog fonn.
(v) Az elébbi példak dltaldnositdsa a vektorterek Descartes-szorzata. Legyen I
indexhalmaz, és V; (i € I) vektortér K 516tt. Ekkor ‘>e<l V,; is vektortér az
1

(xi)ier + (Yi)ier == (i + Yi)ier,

a(xi)ier = (aTi)ier

miiveletekkel.

Itt a nullavektor (0;);cr, ahol 0; a V; nullavektora.

(vi) A valds vagy komplex polinomok halmaza valds illetve komplex vektortér a
(iv) szerinti pontonkénti miiveletekkel; ugyancsak vektortér a legfeljebb (N —1)-ed
foku polinomok Osszessége (N € N).

(vii) Egy K C R intervallumon értelmezett valds vagy komplex értékii

— folytonos,

— differencialhato,

— integréalhaté
fliggvények Osszessége egy-egy valds illetve komplex vektorteret alkot a ponton-
kénti miveletekkel.

(viii) Van olyan vektortér is, amelynek csak egyetlen eleme van. Legyen ugyanis
{a} egyelemii halmaz. Az a+a := a, aa := a miiveletek kielégitik az 1.1. definicié
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kovetelményeit, és a a nullavektor. Megallapodasunk szerint barmely vektortér
nullavektorat a 0 szimbélummal jeloljik, hacsak nem mertl fel félreértés. Ennek
megfelelden barmely egyelemi vektortérre a {0} jelolést hasznéljuk.

(ix) Jegyezziik meg, hogy minden komplex vektortér egyben valés vektortér is,
ha a szdmmal szorzast lesziikitjiik a valdés szamokra.

Példaul, ha CN-en csak valés szammal val6 szorzéast vesziink, olyan valés vek-
torteret kapunk, amelyet RV -nel azonosithatunk (az azonositds pontos értelmét
késébb targyaljuk) azaltal, hogy CV-nek a (£1,...,&x) elemét gy tekintjiik, mint
az R*N-nek a (Re¢y,Imé&y, ..., Reéy, Iméy) elemét.

(x) Az eddigi példék igen fontosak, és lépten-nyomon el6fordulnak mind fizikai,
mind matematikai alkalmazdsokban. A most kovetkezo arra lesz igazan jo, hogy
egy kicsit mélyebben atérezziik a vektortér definiciéjanak a lényegét.

Vezesziink be R-en Osszeadast és valos szammal val6 szorzast igy:

3

g i= (VE+ )

a- €=t

Ezzel R vektortér onmaga f6lott. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a fenti for-
muldban 4+ és - a most definialt vektori miveleteket, + és az egymas mellé iras a
szokasos testmiiveleteket jeloli.

Ez a vektortér nem azonos a standarddal, vagyis azzal, amelyet (i)-ben adtunk
meg. Az a tanulsdg tehat, hogy ugyanazon a halmazon altaldban t&bbfélekép-
pen lehet miiveleteket értelmezni gy, hogy vektortérhez jussunk. Véssiik tehat
jol észbe, hogy a vektortér nem csupan halmaz, noha a szokasos jelolésben és
széhasznédlatban csak a vektorok halmaza jelenik meg, de mindig hozzaértjiik a
miiveleteket is, amelyeket pontosan meg kell hatarozni.

1.3. Most a vektorok Osszeadasanak és szammal szorzdsanak az 1.1. definiciébol
kovetkezd legegyszeriibb és minduntalan hasznalt tulajdonsdgait vesziik szamba.

Allitas (i) Az A3-ban szereplé nullavektor egyértelmti,
(ii) @0 = 0 (a € K),
(iii) 0z = 0 (x € V),
(iv) ha ax = 0, akkor « = 0 vagy = 0,
(v) az Ad-ben szereplé —x egyértelmii és —x = (—1)x.
(vi) ha  # 0 és ax = Bz, akkor o = 3.

BizoNYITAS (i) Tegyiik fel, hogy létezik 0 és 0’ nullavektor. Ekkor A3 szerint
0+0 =0¢és0 +0=0, amibdl Al kovetkeztében 0 = 0’.
(ii) A3 szerint 0 + 0 = 0, tehdt PA miatt «(0 4+ 0) = a0 + a0 = «0. Adjunk
mindkét oldalhoz —a0-t, hasznaljuk fel A2-t, és megkapjuk a kivant eredményt.
(iii) AP és P alapjan 40z = (14 0)z = @; mindkét oldalhoz —z-et hozzdadva
megkapjuk a kivant eredményt.
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(iv) Legyen ax = 0, és tegyiik fel, hogy o # 0,  # 0. Ekkor MP és az itteni

(ii) eredményiink szerint 0 = — (ax) = x, ami ellentmondads.
a

(v) Tegyiik fel, hogy &’ és &’ olyanok, hogy « + &’ = 0 és « + «”’ = 0. Ekkor
a mésodik egyenldéség mindkét oldaldhoz x’-et hozzdadva az elsd miatt Al és A2
segitségével azt kapjuk, hogy ' = . Ezt az egyértelmii elemet jeloljiik —z-szel.
Tovabbd x + (—1)z = (1 — 1)@ = 0, tehdt (—1)x = —=.

(vi) Ha ax = B, akkor az eddigiek Osszevetésébdl (v — B)x = 0, tehdt « # 0
miatt o — 5 = 0.

1.4. Az Osszeadds asszociativitdsa miatt a zardjelet egymas utédni Osszeaddsok-
ndl elhagyjuk, azaz x + y + z := (x +y) + z = ¢ + (y + z). Ertelemszerfien ezt a
jelolést kiterjesztjiik akarhdny véges sok vektor Osszegére is.

Vezessiik be az

r—y:=x+(-y) (x,y V)
jelolést. Ekkor A2, Al majd A4 alkalmazdsdval konnyen megmutathatjuk, hogy

y+(z—y) ==

Ezzel a jeloléssel az el6z6 eredmények alapjan a vektorok Osszeadédsara és kivo-
nasara ugyanazok a szamolési szabdlyok érvényesek, mint amiket a szdmokra jol
ismertink. Példaul

rT+ty==z2 és r=z-y

egyenértékiiek.

A szammal vald szorzésra is a jol ismert szabalyok alkalmazhatok. Példaul, ha
ax = fx és x # 0, akkor a = (8; ha ax = ay és a # 0, akkor © = y.

1.5. Gyakran hasznaljuk a kovetkezd elnevezést: az x és y vektor parhuza-
mos, ha az egyik a masik szdmszorosa, azaz van olyan « szdm, hogy = ay vagy
y = ax. A nullavektor barmely vektorral parhuzamos: 0 = Ox.

Valés vektorterek esetén a nemnulla parhuzamos vektorokat egyenlé (azonos)
illetve ellentétes iranytnak mondjuk aszerint, hogy egymaésnak pozitiv vagy ne-
gativ szdmszorosai.

A vektorok tulajdonsdgai csak az 1.1. definiciéban szereplé miiveletek és az
azzal meghatarozhaté fogalmak. A valds vektoroknak az ,,irdnya” tehdt értelmes
tulajdonsag. Vegyiik azonban észre azt a nagyon fontos tényt, hogy a vektoroknak
nincs nagysdga. Nem értelmezhetjiik az eddigiek alapjan, hogy egy vektor milyen
nagy, vagy hogy egy vektor nagyobb (hosszabb), mint egy mésik. Kivétel valds
vektorterek esetén a pdrhuzamos vektorok: ha x és y parhuzamosak, nem nulldk,
akkor azt mondhatjuk, hogy @ hosszabb, mint y, ha y = az és |a| > 1.

1.6. A V vektortér H és G részhalmazdnak a komplexus-6sszege a

H+G={zx+y|xcHyecG}
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halmaz. Ha x € V, akkor az  + G := {x} + G jeldlést hasznéljuk.
Ertelemeszertien hasonléképp definialjuk a halmazok H — G komplexus-kiilonb-
ségét.
Ha A C K, H C V, akkor

AH :={ax|a€c A,z c H}

a két halmaz komplexus-szorzata. o € K illetve x € V esetén oH = {a}H,
Ax = A{zx}.

Altalénosithatjuk a komplexusosszeget akarhany részhalmazra. Legyen I in-
dexhalmaz és H; (i € I) a V vektortér részhalmaza. Ekkor

i Y

i€l i€l

FCI,Fvéges,miGHi,iEF}.

1.7. Feladatok

1. Vegyiik rendre azon (&1, &2, &3) elemeket K3-bol, amelyekre

(i) & =0,

(i) &1 +& =0,

(if) & + & = 1,

(iv) &1&2 = &s.

Vektorteret alkotnak-e ezek a halmazok a K3-beli 6sszeaddssal és szammal szor-
zassal?

2. Vegyiik rendre azokat a p polinomokat, amelyekre

(i) p harmadfokd,

(i) 2p(0) = p(1),

(iii) p(t) > 0 ha t € [0, 1],

(iv) p(t) = p(1 4+ t) minden t € R esetén.

Vektorteret alkotnak-e ezek a halmazok a pontonkénti dsszeadassal és szorzas-
sal?

3. Adjuk meg a

{(&,&) eR? | + &5 <1}, {(&1,&) ER? | & =34}

halmazok komplexus-6sszegét és komplexus-kiilonbségét.

4. Adjuk meg az el6bbi két halmaznak az {« € R | |a| < 1} halmazzal valé
komplexus-szorzatat.

5. Bizonyitsuk be, hogy ha H,G C V és A C K, akkor

H+G=|J@+G) =] H+y),

xcH yelG
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AH = UaH: U Azx.

acA xeH

6. Mi a feltétele annak, hogy a V vektortér H részhalmazara

(i) H+ H C H, (i) H+ H=H, (ii) H+ H=H — H,

(iv) —H = H, (v) H+ H =2H, (vi)2H =H
teljestiljon?

2. Linedaris kombinacidk

2.1. Tobb vektor osszegére ugyantigy hasznalhatjuk a szumma-jelet, mint sza-
mok esetében. Kozelebbrdl, ha az F nemiires véges halmaz minden i eleméhez
hozza van rendelve egy x; vektor a V vektortérben, akkor ezeknek a vektoroknak

az Osszegét Y. x; jeloli. A szumma-jelet olykor tires halmazra is alkalmazzuk;
i€k
definici6 szerint az iires halmazra vett Gsszeg legyen a nullavektor.

Definicié Legyen F véges halmaz. Az x; € V (i € F) vektorok linedris

kombindcidja egy > oux; alakud dsszeg, ahol o; € K (i € F). A linedris
i€F

kombindcickban a vektorok szorzoit egytitthatoknak nevezziik.

2.2. Hangsulyozzuk, mindig csak véges Osszeg szerepelhet linedris kombinéci-
Okban (amely lehet egy elemil vagy iires is). Ha egy végtelen halmaz elemeinek
linedris kombindciéirdl beszéliink, akkor mindig a halmazbdl vett véges sok elem li-
nearis kombindciéit értjiik. Ennek értelmében egy vektortér barmely részhalmaza
esetén beszélhetlink a részhalmaz elemeinek 6sszes lehetséges linearis kombinacio-
jardl, amelyet a kovetkez6 meghatdrozasban formalizalunk.

Definicié Legyen H a V vektortér részhalmaza; ekkor

SpanH := {x € V | & a H elemeinek linedris kombindcidja}.

Allitas Legyen H és G a V vektortér részhalmaza. Ekkor
(i) H C SpanH,
(ii) SpanH = Span(SpanH),
(iii) ha H C G, akkor SpanH C SpanG.

B1zONYITAS A H elemeinek 1 egyiitthatds egy tagi linedris kombinéciéi maguk a
H elemei, tehét vildgos, hogy (i) fenndll. Ugyancsak nyilvdnvaléan igaz (iii) is.
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Az eddigiek alapjén SpanH C Span(SpanH). Legyen x € Span(SpanH). Ek-
kor © = > a;x;, ahol F valamely véges halmaz, és x; € SpanH (i € F); ez
i€F
utébbi viszont azt jelenti, hogy &; = > aiz!, ahol E; valamely véges halmaz,
keE;
ésxt € H (k€ E;,i € F). Ezzel

T = Z Z a;apx), € SpanH.

i€EF keE;

2.3. A linearis kombin&cidk alapvet6 szerepet jatszanak a vektorterek elmé-
letében. Gondoljunk a szemléletes képre, az ,,irdnyitott szakaszokra”. A sikban
(2.8bra) barmely vektor eléallithaté két alkalmasan vélasztott vektor linedris kom-
bindcidjaként (vigydzzunk, hogy a szokdsos szemléltetésiink ne zavarjon meg: a
vektorok merolegességének nincs értelme; ez majd csak késébb, az euklideszi struk-
tura keretein beliil vélik értelmessé).

3r1 + 22

2. &bra
A fizikai teriinkben hdarom alkalmas vektorrél mondhatjuk el ugyanezt. A sik
két dimenzids, a tér hdrom dimenziés — ezeknek a kijelentéseknek adunk most
pontos értelmet.

Definicid A V vektortér H részhalmazat linedrisan fiiggetlennek nevez-
ziik, ha a H kiilénboz6 elemeinek barmely nem iires linedris kombindcidja
csak dgy lehet nulla, ha minden egyiitthaté nulla (a nulldt csak a trivalis

linedris kombindciéval lehet elGéllitani).
Ellenkezé esetben az adott részhalmaz linearisan 6sszefiiggd.

J6l kezelhet6 formaban ezt {gy fogalmazhatjuk meg. Legyen I indexhalmaz. A
kiilonboz6 elemekbdl 4116 {x; | « € I} halmaz linedrisan fliggetlen, ha az I barmely

nem fiires, véges F részhalmazdra ) a;x; = 0 csak ugy teljesiilhet, hogy a; = 0
=
minden ¢ € F esetén.
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Az {x; | i € I} részhalmaz linedrisan Gsszefiiggd, ha létezik az I-nek véges rész-
halmaza és {«; | i € F'} szdmhalmaz, amelynek legaldbb egy eleme nem nulla, és

Z ;L = 0.
=

Ha I véges, akkor nem kell (eleve) véges F' részhalmazdt venniink, elég magét
az I-t. Ugyanis Y a;x; = Y. a;x;, ahol a; :=0, haie I\ F.

= i€l

Sokszor masként is fogalmazunk. Példaul azt mondjuk, hogy az x és y vektorok
linedrisan fuggetlenek, ahelyett, hogy azt mondandnk, az {x,y} halmaz linedrisan
fliggetlen.

Az ires halmaz a definicié szerint linedrisan fiiggetlen. Az is viladgos, hogy
nemnulla vektorbdl allé egy elemii részhalmaz linedrisan fiiggetlen.

Végil megemlitjik azt a nyilvanvalé tényt, hogy ha a V vektortérnek a H
részhalmaza linedrisan fiiggetlen és G C H, akkor G is linedrisan fiiggetlen.

2.4. Vesslink most egy-egy pillantast az 1.2-ben targyalt példakra.

(i) K-ban mint vektortérben bérmely két elem parhuzamos egymadssal, tehdt
egynél tobb tagu részhalmaz linearisan 6sszefiiggd.

(i) KN-ben az

e; :=(1,0,0,...,0), es:=(0,1,0,...,0), ... , en:=(0,0,...,0,1)

vektorok linedrisan fiiggetlenek. Valéban, ha

N
0= E ae; = (ai,az,...,an),
=1

akkor oy = a9 = --- = ay =0.

(iii) Teljesen hasonléan lithaté be, hogy KN-ben és K™-ben azok az e,, soro-
zatok, amelyeknek n-edik tagja 1, a tobbi nulla, linedrisan fiiggetlenek (n € N).

(iv)Ha f,g: T — V olyanok, hogy f # 0, és létezik ty € T gy, hogy f(to) =0,
g(to) # 0, akkor f és g linedrisan fiiggetlenek.

Valéban, ha af + fg = 0, azaz a T minden ¢ elemére «f(t) + Bg(t) = 0, akkor
Byg(to) = 0, amibdl g = 0; vegyiink egy olyan ¢-t, amelyre f(t) # 0, és ezutdn azt
kapjuk, hogy a = 0.

Ha f,g: T — V olyanok, hogy létezik t1,ts € T gy, hogy 0 # f(t1) = g(t1) és
f(ta) # g(ta), akkor f és g linedrisan fiiggetlenek.

Valéban, ha af + Sg = 0, akkor a t;-beli tulajdonsdg miatt o + 8 = 0, azaz
B =—aq, és gy af(ta) — ag(tz) = 0 miatt o = 0.

(v) Ha H linedrisan fiiggetlen az U vektortérben és G linedrisan fiiggetlen a
V vektortérben, akkor {(u,0v),(0uy,v) | w € H,v € G} linedrisan fliggetlen
U x V-ben.

(vi) A polinomok vektorterében {idg | n € Ny} linedrisan fliggetlen.
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N
Val6ban, ha valamely N € Ny esetén Y a,idf = 0, akkor a polinomok jol
n=0
ismert tulajdonsaga szerint ag = a3 =--- = ay = 0.

(vii) A {0} vektortérben csak az iires halmaz linedrisan figgetlen.

(viii) Legyen V komplex vektortér, és jeloljiik Vg-rel azt a valds vektorteret,
amelyet V-bdl gy kapunk, hogy a szdmmal szorzast leszikitjiik R-re.

Ha H linearisan fliggetlen V-ben, akkor linedrisan fiiggetlen Vg-ben is; sét
{x,ix | * € H} is linedrisan fliggetlen Vr-ben (ami persze linedrisan osszefiiggd
V-ben).

Ha H linedrisan 6sszefligg6 Vg-ben, akkor linearisan 6sszfliggé V-ben is.

2.5. Folytassuk vizsgalatainkat a linedris fiiggetlenséggel kapcsolatban. A vek-
torok H halmaza linedrisan 6sszefiiggd, ha

-0€H,

— létezik ¢,y € H ugy, hogy x és y parhuzamos.

Valéban, az els6 esetben a nullat az 1 -0 nemtrividlis linearis kombinaciéval al-
lithatjuk el6, a masodik esetben pedig, ha y = ax, az 1y — ax nemtrivialis linedris
kombinécioval.

Ezeknek az egyszerli eseteknek az altaldnositdsa és mas oldalrél vett megfogal-
mazasa a kovetkezd

A||ftés Egy vektortér H részhalmaza pontosan akkor linedrisan fiiggetlen,
ha minden x € H esetén x ¢ Span(H \ {z}).

B1zoNYIiTAS Ha H linedrisan 6sszefiiggd, akkor van a H-nak olyan kiilonbozd vek-
torokbdl all6 {x1,...,x,} véges részhalmaza és a; # 0 (i = 1,...,n) szdmok,
n

hogy > a;x; = 0. Ekkor példdul
i=1

0n =3 (- 2ar) € Spanlir\ (2.))

Ha viszont van olyan @ € H, hogy « € Span(H \ {x}), akkor 1étezik a H-nak

egy {x1,...,2x,} véges részhalmaza, amely nem tartalmazza x-et, és aq,...,a,
n n

szdmok gy, hogy © = Y o, azaz € — Y ayx; = 0, vagyis a nullat eléallitottuk

i=1 i=1
H-beli elemek nemtrivélis linearis kombinacidjaként.

2.6. Allitds Ha a vektorok H halmaza linedrisan fiiggetlen, akkor barmely
x ¢ H esetén H U {x} pontosan akkor linedrisan 6sszefiiggd, ha x € SpanH.

BizoNYiTAS . Ha @ € SpanH, akkor az el6z8 4llitds szerint H U {x} linedrisan
osszefiiggd, hiszen @ € Span((H U {z}) \ {z}).
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n
Ha H U {x} linedrisan osszefiiggd, akkor 0 = ax + > a;x;, ahol x1,...,2, a

=1
H-nak kiilonb6z6 elemei, és minden «; # 0. Ekkor a # 0, mert kiilonben 0 H-beli
elemek linearis kombinécidja volna, ami nem lehet, mert H linearisan fliggetlen.
Ezért

n
.
x = —Z;’azi € SpanH.

=1

2.7. A||ftés Legyenek H és G egy vektortér linedrisan fiiggetlen részhalma-
zal, és HN G = (). Ekkor

(i) H UG linedrisan fiiggetlen,
(ii) (SpanH) N (SpanG) = {0}
egyenértékiiek.

BizoNYITAS Tegyiik 6, (i) teljesiil, és az x vektor eleme az (ii) bal oldaldnak.
Ekkor vannak egymdstdl kiillonbozé ¢y, ..., x, € H és y1,...,Ym € G és alkalmas

szamok tgy, hogy
n m
xTr = Zaimi = Zﬂjyj
i=1 j=1

Atrendezve egy oldalra, a nullat eléallitjuk H U G-beli elemek lineédris kombinaci-
djaként, ami csak gy lehet, ha minden egyiitthaté nulla, igy & = 0.
Tegyiik fel, hogy (ii) teljesill, és allitsuk el6 a nulldt a H U G elemeinek linedris

kombinacidjaként,
n m
0= Zaimi + Zﬂjyj7
i=1 j=1

ahol ¢1,...,x, € H és y1,...,Yym € G. Ekkor

n m
E oLy = — E 5jyj§
i=1 j=1

a bal oldal a SpanH eleme, a jobb oldal a SpanG eleme, csak gy lehetnek egyenldk,
ha mindeketté nulla. Ebb6l viszont mér kovetkezik a H és G linedris fiiggetlensége
miatt, hogy az Gsszes egyiitthato nulla, azaz H U G linearisan fiiggetlen.

2.8 Allités Ha a vektorok H halmaza linedrisan fiiggetlen és R olyan rész-
halmaz, hogy H C SpanR, akkor minden h € H esetén van olyan r € R,
hogy (H \ {h}) U {r} linedrisan fiiggetlen.



2. Linearis kombinacick 17

B1zoNYiTAS Tegyiik fel, hogy az 4llitds nem igaz: 1étezik h € H gy, hogy minden
r € R esetén (H \ {h}) U {r} linedrisan Osszefiiggd. Minthogy H \ {h} linedri-
san fiiggetlen, az el6z6 allitds szerint az R minden r elemére v € Span(H \ {h})
teljesiil, azaz R C Span(H \ {h}), és igy SpanR C Span(H \ {h}). Minthogy
H C SpanR, ez azt jelenti, hogy h € Span(H \ {h}), ami ellentmondés, 1évén H
linearisan fliggetlen.

2.9. Allitds Ha a vektorok H véges halmaza linearisan fiiggetlen és R
olyan részhalmaz, hogy H C SpanR, akkor van az R-nek linedrisan fiiggetlen
részhalmaza, amely a H-val azonos szamossagu.

Bi1zoNYITAS . Az el8bbiek szerint egy tetszélegesen vélasztott hy € H elemhez
létezik 1 € R gy, hogy Hy := (H \ {h1}) U {r1} linedrisan fliggetlen. Vildgos,
hogy H; C SpanR, ezért egy tetszdlegesen vélasztott ho € H \ {h;} elemhez van
olyan ro € R, hogy Hy := (Hy \ {ha}) U {r2} = (H \ {h1, h2}) U{ry, 72}, amely
szintén része SpanR-nek, linedrisan fiigetlen. Specidlisan {r1,rs} is linedrisan fiig-
getlen. Folytatva az eljarast, ha H szdamossiga n, azt kapjuk, hogy van az R-nek
{r1,...,7,} linedrisan fiiggetlen részhalmaza.

2.10. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy R3-ban (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) és (1,1,1) linedrisan
Osszefliggdk, de koziiliikk barmelyik harom linearisan fiiggetlen.

2. Milyen £ komplex szdmra lesznek (1 + £, — &) és (1 — &4 + ) linedrisan
osszefiiggdk C2-ben?

3. Milyen ¢ valds szamra lesznek (£,1,0), (1,£,1)) és (0, 1,&) linedrisan &ssze-
fiiggdk R3-ban?

4. Bizonyitsuk be, hogy ha x, y, z linearisan fiiggetlen vektorok, akkor x + y,
z + « is linedrisan fliggetlenek.

5. Legyenek z1,...,x, linedrisan fliggetlen vektorok. Igazoljuk, hogy barmely
Qg, ... 0y, szam esetén {xy + arxy | k= 2,...,n} linedrisan fiiggetlen.

6. Bizonyitsuk be, hogy barmely nem iires H, G C V esetén

(i) Span(H U G) = Span(H + G) = SpanH + SpanG,

(i) Span(H N G) C SpanH N SpanG.

Altaldnositsuk ezeket a részhalmazok H; (i € I) rendszerére.

7. Mutassuk meg, hogy Span{z,y} = Kz + Ky.
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3. Bazisok

3.1. Definicid A V vektortér B részhalmazédt bdzisnak nevezziik, ha

(i) B linedrisan fiiggetlen,
(ii) V = SpanB.

Més széval, a {v; | © € I} linedrisan fiiggetlen halmaz bézis, ha minden x
vektorhoz létezik az I-nek F' véges részhalmaza és «; (i € F) szdmok 1gy, hogy

T =) a;v;.
i€F

Allitds A nemnulla & vektorhoz a {v; | i € I} bdzis esetén egyértelmiien meg
van hatdrozva az I véges F részhalmaza és «; € K tgy, hogy a; #0 (i € F)
ésx= > au;.

icF

BizoNYiTAS Tudjuk, hogy van a fenti tulajdonsdgt F részhalmaz és a; # 0 (i € F)

szdmok. Tegyiik fel, hogy van az I-nek egy mdsik F véges részhalmaza és 8; # 0
(j € E) szdmok tgy, hogy

r = ZO&Z"UZ' = Zﬂj’l}j.

ieF JEE

Ekkor

Y awit Y (ak—Brve— Y B =0,

i€F\E kEFNE JEE\F

amibdl a linedris fliggetlenség miatt ; =0 (i € F\ E), o, — B =0 (k € FNE),
B; =0 (j € E\ F), mi csak ugy lehet — 1évén az egyiitthaték nem nulldk —, hogy
F=FEéar,=0 (ke E=F).n

Egy kicsit atfogalmazhatjuk az eredménytlinket: a V minden eleméhez egyér-
telmtien léteznek oy (i € I) szdmok, gy, hogy a szdmok koziil csak véges sok nem

nulla, és
T = E ;v;.
el

Az Gsszeg, noha formailag esetleg végtelen, értelmes, ha akdrhany sok nulla Gssze-
gét is nulldnak definidljuk. Az «; szdmok neve: a vektornak az adott bazisra
vonatkozé koordinatai.

3.2. Vegyiik észre azt az egyszeril tényt (a 2.6. alapjdn), hogy ha L és K
linearisan fiiggetlen halmazok, és L valddi részhalmaza K-nak, akkor L nem lehet
bézis.
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A kovetkezo éllitas bizonyitasa pedig azt mondja, hogy — megfelel6 értelemben
— maximalis linedrisan fiiggetlen halmaz bazis.

1. Allitds Bédrmely vektortérben van bdzis.

B1zoNYITAS Legyen C a V vektortér linedrisan fiiggetlen halmazainak osszessége.
Ez nem iires, mert az lires halmazt tartalmazza. Vezessiink be C-n rendezést a hal-
mazelméleti tartalmazassal. Konnyt latni, hogy barmely C-beli lancnak a halma-
zelméleti unidja linedrisan fiiggetlen. fgy az unio6 a lanc felsé korlatja C-ben; Zorn
lemma&ja szerint tehat van maximalis elem C-ben, mondjuk B. Az ilyen maximalis
linedrisan fliggetlen B bézis, mert ha nem volna az, akkor létezne x ¢ SpanB, és a
2.6. 4llitas szerint BU{a} linedrisan fiiggetlen volna, ami ellentmond B maximadlis
voltanak. m
A {0} vektortérben az iires halmaz a bézis.

2. Allitds Ha L linedrisan fiiggetlen halmaz a V vektortérben, akkor van
olyan bdzisa V-nek, amely tartalmazza L-et (szokdsos széhaszndlattal: L
kiegészithetS bazissd).

B1zoNYITAS Legyen Cj, az L-et tartalmazé linedrisan fiiggetlen halmazok Osszes-
sége, és érveljiink ugyanigy, mint az elobb.

3.3. Allitas Ha egy vektortérnek van véges sok elembdl 4ll6 bézisa, akkor
barmely bazisa ugyanannyi elemii.

BizoNYiTAS Zarjuk ki a {0} vektortér trividlis esetét. Legyen A és B bazis, és
tegyiik fel, hogy A elemeinek a szama N € N, a B elemeinek a szdma M € N.
Ekkor A C SpanB miatt a 2.9. &llitas szerint N < M; ugyanakkor B C SpanA
miatt M < N.

M 7 L Ve ’, 3 o, ’ 7z 7’ 7z ’ .
Definicié Egy vektorér véges dimenziés, ha van véges szdmossagt bazi-
sa; az ellenkezé esetben végtelen dimenzids. A véges dimenzids vektortér
dimenzidja a tetszlleges bdzisdnak szdmossdga (mint természetes szam). A

végtelen dimenzids vektortér dimenzidja végtelen (a kibévitett valds szdmok
plusz végtelenje).

A V vektortér dimenzidjanak a jelolésére a dimV szimbélumot hasznaljuk. A
dimenzidkra a végtelennel kibévitett valds szamok miiveleteit alkalmazzuk, tehat
példaul dimV + dimU igy értendé.

Bebizonyithato, hogy barmilyen vektortér két bézisa azonos szamossagu. fgy a
végtelen dimenzids vektorterek dimenzigjaban is kiilonbséget tehetnénk a bazisok
szamossaga szerint. Ennek azonban a fizikai alkalmazédsok szempontjabol nincs
jelentOsége, ezért nem foglalkozunk vele.
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3.4. (i) KN N dimenzids: a 2.4. (ii)-ben megadott e1, ..., ex vektorok bazist
alkotnak. Ezt a KV standard bazisdnak hivjuk.

(ii) A polinomok vektorterében {id} | n € No} bézis, tehdt ez végtelen dimen-
zi6s. Ugyanakkor a legfeljebb (N — 1)-ed foki polinomok vektortere N dimenzids.

(iii) K™-ben a 2.4. (iii)-ben megadott e, (n € N) vektorok bézist alkotnak.
Viszont KN-ben ez nem bézis, mert példaul az azonosan 1 sorozat nem allithaté
el6 linedris kombinacigjukként.

(iv) Ha A és B bazis az U illetve a V vektortérben, akkor {(u,0v), (0u,v) |
u € A,v € B} bazis U x V-ben. Kévetkezésképpen dim(U x V) = dimU +dimV.

(v) A {0} vektortérben az iires halmaz bazis, tehét ez nulla dimenzids.

(vi) Ha B bézis a komplex V vektortérben, akkor {v,iv | v € B} bézis Vg-ben.

3.5. Legyen A egy dimenziés vektortér. Ekkor barmely nem nulla elem bazis.
Ha tehdt 0 # a € A, akkor minden b € A esetén egyértelmiien létezik a K-nak

b
E—val jelolt eleme, amellyel

b
b= —a.
Vegyiik észre, hogy ha b # 0, akkor
a 1
b5

a
Egy dimenzids vektortéren a szdimmal szorzas meghatarozza az Osszeadést, va-
gyis barmely Osszeget kifejezhetiink a szorzason keresztiil. Valéban, ha 0 # a,b €
A, akkor

b b
a+b:a+a:(1+>a.
a a

Miésszéval, ha A valamely nem iires halmaz, és adott egy Kx A — A, (o, a) —
aa leképezés, amelyre 1étezik 0 € A gy, hogy minden a € A esetén

(i) la=a, (i) 0a=0, (i) a(fa)= (af)a a,p € K),

(iv) K— A, a — aa bijekci6 ha a # 0,
akkor A ellatva az adott leképezéssel mint szammal szorzassal, és tetszoleges 0 # a
esetén az

AxA— A (aa,fa)— (a+B)a
Osszeadéssal, amely fiiggetlen a-t6l, egy dimenzids vektortér lesz.

3.6. Feladatok

1. Egészitsiik ki két kiilonb6z6 médon az (1,14,0,0) és (0,0,1,4) elemekbdl allé
halmazt bazissa C*-ben.

2. Adjunk meg két bazist C*-ben tigy, hogy ne legyen kozos elemiik.

3. Legyen H az a részhalmaza R*-nek, amelynek elemei olyanok, hogy két koor-
dinatajuk 0, két koordinatajuk 1. Vélasszuk ki a H-nak két maximalis linedrisan
fliggetlen részhalmazat.

4. Mutassuk meg, hogy 3.5-nek megfeleléen az 1.2. (x)-beli példdban a szdmmal
szorzasbol az adott Osszeadds kovetkezik.
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4. Alterek

4.1. Definicié A V vektortér nem tires M részhalmazét linedris altérnek
nevezziik, ha

(i) ¢,y € M, akkor x +y € M,
(ii)) x € M, a € K, akkor ax € M.

A definicié nyilvan egyenértékii azzal, hogy ha @,y € M, akkor ax + fy € M
minden «, 8 € K esetén, azaz Span{zx,y} C M.

A||ftés A 'V vektortér M részhalmaza akkor és csak akkor linearis altér, ha
M = SpanM.

Bi1zoNYITAS Ha M = SpanM, akkor M nyilvdnvaléan lineéris altér. Tegyiik most
fol, hogy M linedris altér; azt tudjuk, hogy M C SpanM (ez minden részhalmazra
igaz, nem csak linedris altérre); azt kell csak megmutatnunk, hogy SpanM C M.
Vegyiink az M elemeib6l képezett ax + By + vz linedris kombindciét. Az Gsszeg
mindhdrom tagja eleme M-nek, ezért ax + Sy is eleme M-nek, {gy (ax+ Sy)+~2
is. Hasonléképp érvelhetiink akarhany tagu linaris kombinécié esetén. m

A linedris jelzét gyakran elhagyjuk és csak altérrél beszéliink.

A nullavektor minden altérben benne van, hiszen egy altér az x elemével egyiitt
a Oz elemet is tartalmazza.

A nullavektorbdl 4116 egy elemil halmaz, és maga V is altér. Ezeket trivialis-
nak hivjuk. Valédinak mondunk egy alteret, amely a V valddi részhalmaza.

Ha egy M altérre lesziikitjiik a V-beli 6sszeadast és szammal szorzést, akkor M
is vektortér; kérjik az olvasét, igazolja ezt a kijelentést (vagyis hogy teljesiilnek az
1.1. definiciéban rogzitett tulajdonsdgok M-re). Ennek megfelelden beszélhetiink
egy M altér dimenzidjarol.

Valos vektortérben az egy dimenzids altereket egyeneseknek, a két dimenzi-
osakat sikoknak nevezziik; az olyan alteret a véges N dimenzids vektortérben,
amelynek a dimenzidja N — 1, hipersiknak hivjuk. Altaldnosabban ezeket az
elnevezéseket hasznéljuk ilyen alterek ugynevezett eltoltjaira is; tehat ha x vek-
tor egy valds vektortérben M pedig egy illetve két dimenzids altér, akkor @ + M
egyenes illetve sik.

4.2. Léssunk példét alterekre!

(i)
M := {(&,&) € R? | 26, — 36 = 0} = {(3a,20) | a € R}

egy dimenzids altér R2-ben (3. dbra)

A geometriai szemléltetésben R? nem trividlis alterei olyan egyenesek, amelyek
atmennek a kezdSponton. Ilyen altér eltoltja dltaldban olyan egyenes, amely nem
megy at a kezdSponton.
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M

3. abra
R3 nem trividlis alterei pedig ilyen szemléltetésben a kezdSponton athaladé
egyenesek és sikok. Példaul

M; = {(3a, 2c, ) | @« € R} (egyenes),

My = {(§1,€2,63) € R | 261 — 36 =0} (sik).
(ii) Legyen M, N € N, M < N. Ekkor

{(51,...,51\/[,0,...,0) |§1,...,5M GK}

a KV altere.

(iii) K™ a KN valédi linedris altere.

(iv) Ha U és V vektorterek, akkor U x {0y} és {Oy} x V alterek U x V-ben.

(v) A K intervallumon értelmezett K értéki folytonos fiiggvények, a differen-
cidlhaté fiiggvények, az integralhaté fiiggvények egy-egy alteret alkotnak a KX
vektortérben.

(vi) A legfeljebb (N — 1)-ed foku polinomok alteret alkotnak a polinomok vek-
torterében.

(vii) Py := {pédros polinomok} és P_ := {pdratlan polinomok} alterek a poli-
nomok vektorterében.

(viii) Legyen V vektortér, T nem iires halmaz, és S a T valédi nem iires rész-
halmaza. Ekkor

[6:T—VIo)=0 (teT\S)

a VT nemtrividlis altere. A V*° vektorteret azonosithatjuk — majd ennek pon-
tos értelmet adunk, mit jelent — ezzel az altérrel azaltal, hogy az S-en értelmezett
fliggvényeket kiterjesztjiik a T-n értelmezett fliggvényekké gy, hogy az S-en kiviil
legyenek nullak.
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4.3. Allitds Egy vektortér linedris altereinek metszete is linedris altér.

BizoNyfTAs Legyen M; (i € I) altér a 'V vekortérben. Mivel a nullavektor min-
den M; eleme, az M;-k metszete nem iires. Ha x és y a metszet eleme, akkor
x,y € M;, és {gy Span{z,y} C M; minden i € I esetén, vagyis Span{x,y} része
az M;-k metszetének. Ez pontosan azt jelenti, hogy (| M; is linedris altér.
il

Definicié A vektorok egy H részhalmazét tartalmazé alterek metszetét a H

dltal kifeszitett (generdlt) linedris altérnek vagy a H linedris burka-

nak hivjuk.

Mivel az egész tér tartalmazza H-t, a linearis burok nem {ires, amely el6z6
allitas szerint linedris altér; nyilvan a legsziikebb, amely tartalmazza H-t.

4.4. Allitds A H kifeszitette linedris altér egyenld SpanH-val.

B1zoNvYiTAS Jelolje most Ly a H kifeszitette linedris alteret. A 2.2. allitas (ii)
pontja és 4.1. alapjan SpanH linearis altér, amely tartalmazza H-t, tehat Ly C
SpanH. Viszont H C Ly, igy SpanH C SpanLy = Ly.

4.5. Allitds Ha M és N linedris altér, akkor Span(M UN) =M + N.

B1zoNYITAS Egyszerti tény, hogy MUN C M+N C Span(MUN), és nyilvdnvald,
hogy M + N linedris altér, tehat Span(M UN) Cc M + N.

4.6. A 3.2.2. allitas kovetkezménye, hogy ha M a V vektortér altere, akkor az
M barmely A bézisdhoz 1étezik a V-nek olyan B bézisa, hogy A C B; kozelebbrol:
A = BNM. Ezért dimM < dimV, sét, ha M a véges dimenziés V vektortér
valédi altere, akkor dimM < dimV.

Ennek alapjan konnyl megmutatni, hogy ha M és N alterek, dimM = dimN <
o0 és M C N, akkor M = N.

A||ftés Ha M és N alterek egy vektortérben, akkor
dim(M NN) + dim(M + N) = dimM + dimN,
amit szemléletesebben irhatunk, ha az alterek metszete véges dimenzios:

dim(M + N) = dimM + dimN — dim(M N N).
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B1zoNYITAS Legyen rendre
A:={vy,...,v.},

By = {vl,...,vr,’vr-ﬁ-l--wvm}?

N ! !
By :={vi,...,v,v. ..., 0}

az MNN, M és N bdzisa. Az nyilvdnval4, hogy Span(By U (B \A)) = M+ N.
Megmutatjuk, hogy By U (B \ A) linedrisan fuggetlen.
Tegyiik fel, hogy

Z o;v; + Z ij;‘ =0.
=1

j=r+1

A bal oldal mésodik tagja — nevezziik x-nek — a Bn \ A linedris burkdnak eleme.
Az els6 tag, amely —x-szel egyenls, az M eleme, tehdt x is eleme M-nek, azaz
@ € Span(A) N Span(Bn \ 4). Alkamazzuk a 2.7. allitdst a H := A, G := BN\ A
szereposztassal, és azt kapjuk, hogy * = 0, amibdl a lineéris fiiggetlenség miatt
B; = 0 minden j-re és o; = 0 minden é-re.

4.7. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy ha x, y és z ugyanannak a vektortérnek az elemei, és
x +y + z =0, akkor x és y ugyanazt az alteret fesziti ki, mint y és z.

2. Legyen M altér a 'V vektortérben és &,y € V \ M. Bizonyitsuk be, hogy ha
y € Span(M U {x}), akkor € Span(M U {y}).

3. Hény dimenziés C3-nak a {(£1,&2,&3) | &1+ & +E& =0, &5 + & = 0} altere?

4. Legyen M; C R* az (1,0,1,1), (0,1,1,1) és (2,—2,0,0) vektorok kifeszitette
altér, My C R?* pedig a (2,-1,1,1), (3,—1,2,2), (1,—1,0, 1) vektorok kifeszitette
altér. Hatdrozzuk meg My, My, M; N My és My + My dimenzidjét!

5. Talaljunk R3-nak olyan két dimenziés N alterét, hogy M NN egy dimenziés
legyen, ahol M := {(&1,&2,&3) | &1 + 262 + 383 = 0}

6. Bizonyitsuk be, hogy a valés V vektortér x és y # x vektordn dthaladé
egyenes (vagyis egy egy dimenzids altér eltoltja, amely tartalmazza x-et és y-t)
r+Ry—z)=y+R(x—y).

Az egymdstdl kiillonbozé x, y és z vektorokon athaladé sik x +R(y—x)+R(z—
7. Mutassuk meg, hogy N dimenzids vektortérben két kiillonb6z6 hipersik met-
szete N — 2 dimenzios.

8. Legyenek M, (i € I) alterek egy vektortérben. Bizonyitsuk be, hogy

Z M, = Span (U Mi> .

i€l i€l
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9. Allapitsuk meg, hany dimenziés a [—, 7] intervallumon folytonos fiiggvények
vektorterében az {1, sin, sin?, sin o(2id), cos, cos?, cos 0(2id)} elemek kifeszitette li-
nedaris altér, és adjuk meg két kiilonbozd bazisat. Szamoljuk ki a bazisbol kimaradd
fliggvények koordinatdit az adott bazisra vonatkozdan.

10. Mi az tires halmaz linearis burka egy vektortérben?

5. Kiegészito alterek

5.1. Definicié A V vektortér M és N alterét (egymdst) kiegészitének
nevezziik, vagy azt mondjuk, hogy M az N, illetve N az M kiegészitije,
ha

(i) MNN = {0},

(i) M+ N=V.

Ahelyett, hogy M és N egymads kiegészitoi, azt is szokds mondani, hogy V az
M és N direkt Gsszege; jelolésben V.= M @ N. Ez tehdt az iménti definicié (i)
és (ii) feltételét egyiitt jelenti; az (i) tulajdonsdgrél azt mondjuk, hogy M és N
fiiggetlen, az (ii) tulajdonsagrdl pedig azt, hogy M és N kifesziti V-t.

Allitas Barmely altérnek létezik kiegészitGje.

B1zONYITAS Legyen M altér, és adjuk meg egy A bézisat. Ekkor a 3.2.2. allitds
szerint van a V-nek olyan B bézisa, amelyre A C B teljestl. Egyszeri tény, hogy
N := Span(B \ A) az M kiegészitije. m

A bizonyitasbdl az is latszik, hogy ha V.= M @ N, akkor

dimM + dimN = dimV (= dim(M + N)).

5.2. (i) {0} és V egymas kiegészitéi.

(ii) Egy nemtrividlis altérnek nagyon sok kiegészitdje van. Példdul egy haromdi-
menzids vektortér kétdimenzids alterének (sikjanak) kiegészit&je minden olyan egy
dimenzids altér (egyenes), amely nincs benne a sikban. Szokés ezeket az egyenese-
ket a sikra transzverzélisnak nevezni (vigydzzunk, hogy a szokdsos szemléltetésiink
ne zavarjon meg: a sikra transzverzalis egyenesek egyike sem meréleges a sikra,
mert a merolegességnek nincs értelme; ez majd csak kés6bb, az euklideszi struktira
keretein beliil valik értelmessé).

(iii) Ha U és V vektortér, akkor U x V-ben U x {0y} és {0y} x V kiegészitd
alterek.

(iv) A 4.2.(vii) jeloléseivel P, és P_ kiegészit$ alterek a polinomok vektorteré-
ben.
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(v) A 4.2.(viii) jeloléseivel és azonositdssal VS és VT\S kiegészité alterek V-
ben.

5.3. Allitds A V vektortér M és N linedris altere pontosan akkor kiegészi-
t6k, ha V barmely eleme egyértelmiien eléallithaté egy M-beli és egy N-beli
vektor Gsszegeként.

B1zoNYITAS Legyenek M és N kiegészit6 alterek. Ekkor V.= M + N miatt a V
barmely x eleméhez létezik y € M és z € N 1dgy, hogy * = y + z. Tegytk ol,
hogy valamely y' € M és 2’ € Nesetén y+2z =x =y’ +2'. Ekkorz—a' =y’ —y.
A bal oldalon M eleme, a jobb oldalobn N eleme &ll; mivel a két altér metszete a
nulla, ez azt jelenti, hogy ©' —x =4y —y =0, azaz © = ' és y = y': az x ilyen
elééllitasa egyértelm.

Ha viszont V minden eleme el6all egyértelmiien egy M-beli és egy N-beli vektor
Osszegeként, akkor nyilvan V = M + N. Tegyiik fel, hogy 1étezik 0 # v € M NN.
Hay € Mész e N,akkory+ve M, z—v e N, ésx:=y+z=(y+v)+(z—v),
tehat x eldallitasa nem egyértelmii. EbbOl az ellentmondasbdl kévetkezik, hogy
MANN = {0}.

5.4. Az el6bbi fogalmakat és allitasokat altaldnosithatjuk akarhany altérre.

Definicié Legyen I indexhalmaz. A V vektortér M; (i € I) altereinek 6sz-
szessége

(i) fiiggetlen, ha M N < > M1> = {0} minden k € I esetén,
i€I\{k}
(ii) kifesziti V-t, ha > M; = V.
i€l
Ha az (i) és (ii) tulajdonsdg egyszerre teljesiil, akkor kiegészits altér-
rendszerrdl beszéliink.

Természetesen itt is hasznaljuk azt az elnevezést, hogy a vektortér a kiegészito
altérrendszer direkt dsszege, jelolésben V. = @ M.
iel
Egyszertien bizonyithatok a kovetkez6 tények.

Allités Az {M,; | i € I} altérrendszer akkor és csak akkor

(i) fiiggetlen, ha minden {0 # x; € M, | i € I} halmaz linedrisan fiigget-
len,
(ii) fesziti ki V-t, ha a 'V minden eleme elédllithaté Y x; alakban, ahol
i€F
F az I-nek véges részhalmaza és 0 # x; € M, (i € F).
Ha az altérrendszer fiiggetlen, akkor a fenti eléallitisban az x; # 0 vekto-
rok egyértelmiiek.
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5.5. Feladatok

1. Kiegészit6 alterek-e a 4.2. (i)-ben adott M; és My alterek?

2. Adjuk meg C*-ben az {(«, ai, 3, Bi) | a, B € C} altér két kiilonbozé kiegészi-
t6jét (1asd a 3.6.1. feladatot).

3. Igazoljuk, hogy egy vektortérben a {v; # 0 | ¢ € I'} halmaz pontosan akkor
béazis, ha {Kv; | i € I'} kiegészit6 altérrendszer.

4. Adjuk meg a legfeljebb (IV — 1)-ed foku polinomok alterének két kiilonbozo
kiegészitGjét a polinomok vektorterében.

5. Mutassuk meg, hogy ha M és N kiegészit6 alterek és L linearis altér, akkor
L=LNnM+LNN.

6. Faktorterek

6.1. Eddig a fizikai teriink irdnyitott szakaszait mintdz6 matematikai fogalma-
kat és a hozzajuk kapcsolédo legegyszertibb Osszefliiggéseket targyaltuk, amelyek
szintén természetesen tiikrozik a fizikai tertink bizonyos tulajdonsigait (dimenzid,
sik, egyenes). Most egy kicsit elvontabb matematikai fogalommal ismerkediink
meg, amely elengedhetetleniil fontos a vektorterek elméletében és alkalmazasai-
ban.

1. Allitds Legyen M a V vektortér altere. Ekkor a V-n értelmezett kévet-
kez6 « relacio ekvivalencia:

Ty ha x—yeM,
és az x ekvivalencia-osztalya @ + M.

B1zONYITAS Valéban, a reldcié nyilvdnvaléan szimmetrikus és reflexiv. Tranzitiv
isshax—yeMésy—zeM, akkorx —z=(x—y)— (y—2) € M.
Tovéabba, ugyancsak egyszeri tény, hogy y — x € M egyenértékli azzal, hogy
ycx+M. nm
Jelolje az ekvivalencia-osztélyok halmazat V /M.

2. Allitas V /M az aldbbi miiveletekkel vektortér:
@+M)+(y+M):=(+y)+M (z,yeV),

a-(x+M):=ax+M (aeK,xzeV).

B1zoNYITAS El8szor is azt kell megmutatnunk, hogy ez a meghatérozas j6. Eléfor-
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dulhat ugyanis, hogy x 2z’ y #y',dex+ M =2’ + M, y+ M = y' + M, tehst
a fenti definicié csak akkor helyes, ha ez esetben (z +y) + M = (2’ + ¢') + M.
Ez viszont igy van: ugyanis van olyan u és v eleme M-nek, hogy ' = = + u,
Yy =y+wv,tehdt (@' +y)+M=(x+y)+ (u+v)+M=(x+y)+M.

Az olvaséra bizzuk annak igazolasit, hogy a + dsszeadds kommutativ és asz-
szociativ. Az M (vagyis a 0 + M) ekvivalencia-osztdly az 6sszeadds nulla-eleme —
azaz (@ + M)+ M =x+M - és —(x + M) := —x + M az = + M ellentettje.
Osszefoglalva tehat + kielégiti az 1.1. definiciéban felsorolt A1-A4 tulajdonségot.

Ugyancsak az olvasora hagyjuk, mutassa meg — konnyd —, hogy a - szdmmal
szorzas definicidja jb, és eleget tesz az 1.1. definicié P, MP, AP, és PA tulajdonsé-
gainak. m

Megjegyezzik, hogy az imént definialt Osszeadds és szammal szorzas megegyezik
a komplexusmiiveletekkel.

Az adott miiveletekkel V /M vektortér; ez V-nek az M szerinti faktortere.

6.2. Szemléletes képet alkothatunk a faktortérrél, ha V = R? és M egy dimen-
7zi6s altér. Ekkor V /M elemei az M-mel parhuzamos egyenesek, és a miiveleteket
a 4. dbra mutatja.

4. abra
Hasonléképpen R3-nak egy két dimenzids altér szerinti faktortere az altérrel
parhuzamos sikok Gsszessége.

6.3. Allitds Ha A az M altér bazisa, B a'V olyan bazisa, amely tartalmazza
A-t, akkor
{x+M|xzecB\A} (%)

a V /M bdzisa. Kovetkezésképpen
dimM + dim(V/M) = dimV,
amit szemléletesebb forméaba irhatunk, ha M véges dimenzids:

dim(V/M) = dimV — dimM.
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n
BizoNYITAS Teljesiiljon a B\ A véges sok x1,...,x, elemére > a;(x; + M) =
i=1

n
0 (= M), vagyis a faktortér miiveleteinek az értelmezése szerint ( ozlmi) +M =
=1

?

n
0(= M). Ez azt jelenti, hogy > a;@x; € M (hiszen & + M = M pontosan akkor
i=1
teljesiil, ha * € M). Viszont a bdzisok adott tulajdonsigai alapjin ez csak ugy
n

lehet, hogy > a;@; = 0, amibdl a; = 0 minden i-re; tehdt (*) linedrisan fiiggetlen
i=1
halmaz V /M-ben.
Vegyiik ezutén a V/M tetszéleges @ + M elemét. Ekkor van a B = AU (B '\

k
A)-nak véges {y1,...,yx} U{x1,..., &} részhalmaza, amellyel x = > By; +
i=1

a;x;. Itt az elsé tag az M eleme, tehat

or

&
Il
-

T+ M= (iaﬂi) +M:zm:ai(wi—|—M),

vagyis a V/M minden eleme a (x)-beli vektorok linedris kombinécidja.

Definicié V/M dimenzidjat az M kodimenzidjanak hivjuk és igy jeloljiik:
codimM := dim(V /M). Bédrmely V vektortérben az M alteret hipersiknak
nevezzziik, ha codimM = 1.

Az el6z6 allitas masodik részét az imént bevezetett jeldléssel

dimM + codimM = dimV

alakba is frhatjuk.
Erdemes megjegyezni, hogy M barmely kiegészitd alterének a dimenzidja meg-

egyezik M kodimenzidjaval.

Felhivjuk a figyelmet arra, el6fordulhat, hogy V és M végtelen dimenzids, de
V /M véges dimenziés. Viszont ha V végtelen dimenzids és M véges dimenzids,
akkor V/M is végtelen dimenzids.

6.4. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy V/V = {0} és V/{0} = V.

2. Igazoljuk, hogy ha N az M kiegészit6 altere, akkor V /M minden elemében
(ekvivalencia-osztalyban) pontosan egy N-beli elem van.

Mas szobval,
V/M = {xz+ M|z c N},

éshax+M=y+M, x,y € N, akkor x = y.
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3. Mutassuk meg, hogy véges dimenzids vektortér esetén a hipersik itteni és
4.1-beli definicidja megegyezik.

7. Konvex kombinacidok

7.1. A linedris kombindcié egy specidlis és kiilonleges gyakorlati alkalmazdsok-
ban fontos esete a konvex kombinacié.

1. Definicié Legyen F nem iires véges halmaz. Az z; € V (i € F) vektorok
konvex kombindciGja egy > a,;x; alaku 0sszeg, ahol a; € [0,1] (i € F) és
i€F

Z Q; = 1.
i€F

Trivialisnak mondjuk a konvex kombinaciét, ha x; = a minden i-re
vagy o; = 0 egyetlen i-t kivéve (vagyis a konvex kombindcié ,,lényegében”
egy elemil).

2. Definicid A V vektortér K részhalmazat konvexnek nevezziik, ha K
barmely x1 és x5 elemével egyiitt tartalmazza azok minden konvex kombi-
ndciojat is.

7.2. Minden linedris altér konvex halmaz.

Nyilvanvalé, hogy akarhany konvex halmaz metszete is konvex halmaz.

Ezért értelmezhetjik a H részhalmaz konvex burkat dgy, mint a H-t tar-
talmazd konvex részhalmazok metszetét, amely természetesen a H-t tartalmazé
legsziikebb konvex részhalmaz.

Ugyanigy, mint a linearis burok esetén, megmutathatjuk, hogy a H konvex
burka egyenlé a H elemeibdl vett 0sszes lehetséges konvex kombinaciok halmaza-
val.

H konvex-fiiggetlen, ha egyik eleme sincs benne a tobbiek konvex burkaban.

Ha egy vektor a H kiilonb6z6 elemeinek a konvex kombinécidja, az elemek és
az egyutthaték pontosan akkor egyértelmiiek, ha H konvex-fliggetlen.

Konvex kombinéaciék konvex kombindaciéja is konvex kombinacio.

7.2. A kiilonbo6zd x1 és xa vektorok konvex burka az xi-et és xo-t 0sszeko6to
egyenesszakasz:

[Cﬂl,LEQ] 2:{0415131 “+ oo ‘ 1,090 € [0, 1}, a1 + Qg = ].} =
={z; + a(zs —x1) | @ € [0,1]}.

Ez valéban része az x1-en és xo-n atmend egyenesnek.
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A nem egy egyenesbe es§ a1, xs és @3 vektorok (azaz egyik sem allithaté eld
a masik kettd konvex kombindcidjaként) konvex burka az @1, 2, €3 csticsponti
haromszog.

Ezeket a meghatérozdsokat az R? szokésos geometriai szemléltetésébdl vettiik
at.

Altaldban, ha @1,...,x, olyan vektorok, hogy egyikiik sincs benne a tobbi-
ek konvex burkdban, akkor ezeknek a vektoroknak a konvex burka az xq,...,x,
csticspontii poliéder.

A K konvex halmaz egy pontjat extremadlisnak nevezziik, ha nem allithato
el6 K elemeinek nem trivialis konvex kombinaciéjaként.

Egy poliéder extremdlis pontjai épp a csticspontjai.

7.3. Definicié Egy vektortér K # () részhalmazat nulla csiicsii kiipnak
hivjuk, ha K barmely elemének minden pozitiv szamszorosa is K-ban van.

Allitas Egy vektortér K részhalmaza pontosan akkor

(i) nulla csticsi kiip, ha RTK = K,

(ii) nulla csticsti konvex kiip, ha barmely z,y € K ésa, 3 € R{, a+3 # 0
esetén ax + fy € K.

BizonyiTAS (i) A defincié szerint K pontosan akkor nulla csticsi kip, ha RT K C
K viszont RYK D K is teljesiil, hiszen 1 € RT.

(ii) Ha az adott fetétel teljesiil, akkor K konvex is (o + = 1), kip is (5 = 0).
Ha viszont K konvex kip, akkor x,y € K és o/, ' € [0,1], &/ + 8’ = 1, valamint
v € RY esetén y(o'z + B'y) € K; latjuk, hogy o := o/, B := v’ jeloléssel a
szoban forgd feltétel teljestil. m

A legegyszeriibb nulla csiicst kupok a félegyenesek, amelyek egy nem nulla
vektor pozitiv (illeve negativ) szamszorosai: R*x illetve R™a, ahol x # 0.

A K részhalmazt x© csicsu kupnak hivjuk, ha K — x nulla csiucsu kip; maés
széval, ha van olyan K nulla csticsa kip gy, hogy K = o + Kj.

7.4. (i) Konvex halmaz példdul
K:={zeC| |z <1}, K:={z€eC||z] <1}

K-nak nincs extremalis pontja, K extremélis pontjainak az Osszessége S' =

{zeC ||z =1}
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(ii) Kup példdul

{z € C|z#0,|Ilmz| = |Rez|},
{z € C|Rez > 0, [Imz| = Rez},
{z € C||Imz| < |Rez|},

{z € C| Rez > 0,|Imz| < Rez}.

Ezek koziil csak az utolsé konvex kup. Kiupot kapunk akkor is, ha ezekhez a

halmazokhoz a nullat is hozzavesszuk.

7.5. Feladatok
1. Igazoljuk, hogy egy egy vektortér K részhalmaza pontosan akkor konvex, ha

minden z1,29 € K esetén [z1,x9] C K.

2. Mutassuk meg, hogy ha K konvex halmaz, akkor barmely a € K esetén aK

is konvex.

3. Milyen feltételek mellett lesz két konvex halmaz komplexus-6sszege is kon-

vex? Es két kiapé?

4. Vegyl'ik rendre azon (£1, s, €3) elemek halmazat K3-bol, amelyekre
(i) & = & + &3,

(1) |€1|2 <& + &/,

(ii) [&1]* < [&f* +1&]% & #0,

(iv) &16§2 = &3,

(v) [&] >0, [&] >0,

(vi) £16263 <0,

(vii) [&] <1, [&| <1, [|&]<1,

(viti) [&1] + €] + €] < 1.
Dontsiik el, ezek koziil melyek konvexek és melyek kipok. Mik a konvex hal-

mazok extremalis pontjai?
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Il. LINEARIS LEKEPEZESEK

8. Linearis leképezések

8.1. Definicié Legyen V és W (azonos K test feletti) vektortér. Az A :
V — W leképezést linearisnak nevezziik, ha minden z,y € V és a € K
esetén

(i) A(x +y) = Az + Ay, (ii) A(ax) = aAx.

Megéllapodas szerint a linearis leképezések mellél, ha lehet, elhagyjuk a zaro-
jelet; ezt alkalmaztuk mar az elébb is, amikor A(x) helyett Az-et {rtunk.

Az (ii) tulajdonsdgbdl — a = 0 helyettesitéssel — rogtén adédik, hogy A0 = 0.

A meghatarozo6 két tulajdonsig egyenértékii azzal, hogy A felcserélhetd a line-
aris kombinacio képzésével, azaz

n n
i=1 i=1

8.2. A kovetkezd példdkban felsorolt leképezések linedrisak.

(i) Barmely V vektortér esetén idy : V. — V.

(ii) Barmely V és W vektortér esetén 0 : V. — W, x — 0; ezt a nulla-leképe-
zésnek hivjuk, és ugyanazzal a 0 szimbolummal jel6ljiik, mint a nullavektorokat;
ez Osszhangban van a konstans leképezésekre vonatkozé megallapodasunkkal.

(iii) M, N € N, M < N esetén K¥ — KM (&,...,6n) = (&1,. .., &nr)-

(iv) prg : KV — K, (&1,...,&Nn) = & a k-adik kanonikus projekcié (k =
1,...,N).

(v) Ha U és V vektorterek, akkor pry : U x V — U, (u,v) — u és pry :
UXxV =V, (u,v) — v; hasonléan,

pr _)G(IVi = Vi, (xi)ier — (kel).
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(vi) Legyenek M és N kiegészit alterek V-ben. Ekkor a V minden x eleme
egyértelmiien el6all xpy + xn alakban, ahol xpy € M és xn € N. A

PMN :V > ‘/v7 T +— TM
leképezést az N mentén az M-re valo vetitésnek nevezziik. Specialisan
Pioyv =idv, Py 0y = 0.

Az aritmetikai sikon igen szemléletes egy ilyen vetités (5. dbra)

2(z + M)
(z+ M) + (v + M)
-+ M
y+ M

5. abra
(vii) Ha T nem iires halmaz és V vektortér, akkor barmely ¢ € T esetén (1dsd
az 1.2.(iv) példat) a ¢-beli kiértékelés:

6 VT =V, fe f(b).

(viii) A polinomok P vektorterén
— a differencialas:

n n
D:P—P, > aid =Y kayidh !,
k=0 k=1
— az adott ¢ polinommal valé szorzas:
M,:P—=P, p~ qp

(ix) A ¢ szogli forgatds az aritmetikai sikon:

Ry :R* 5 R? (&,&) — (& cosd — Ersing, & sing + & cos @).
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8.3 Jelolje Lin(V, W) a V — W linedris leképezések Gsszességét. Igen konnyti
megmutatni, hogy ha A, B € Lin(V, W), akkor a pontonként értelmezett A + B
Osszegik és o szdmszorosuk szintén V. — W linedris leképezés. Példaul

(A+B)(zx+y)=A(x+y)+ B(x+y)= Az + Ay + Bz + By =
=Ax + Bx + Ay + By =
=(A+ B)xz + (A+ B)y.

Ez azt jelenti, hogy Lin(V, W) a pontonként értelmezett miiveletekkel vektor-
tér; més széval, a WV vektortér altere.

Ugyancsak egyszer(i tény, hogy ha A € Lin(V, W), B € Lin(U,V), akkor
Ao B € Lin(U,W):

(AoB)(x+y) = A(B(x +y)) = A(Bx + By) = ABx + ABy =
=(AoB)x+ (Ao B)y (z,y € U),

és hasonl6 egyenlGségeket irhatunk a szdmmal szorzasra is.
Megéllapodas szerint a linearis leképezések kompoziciéjat szorzasnak nevez-
ziik, és tobbnyire elhagyjuk a kompozicié jelét, azaz

AB :=AoB.

Kiilonoésen érdekes az U = V = W eset. A Lin(V) := Lin(V, V) jeloléssel
tehdt van egy

Lin(V) x Lin(V) — Lin(V), (A, B)~ AB

szorzasunk, amely a kovetkezo tulajdonsagokkal rendelkezik:

L1) A(BC)=(AB)C,

L2) A0 =0A =0,

LA) A(BB+C)=AB+ AC, (B+C)A=BA+CA,

LM) A(aB) = aAB.

Egy vektorteret, amelyen értelmezett a fenti tulajdonsagu szorzés, algebranak
neveziink. Ezzel a sz6hasznélattal élve Lin(V) algebra.

Kiilon felhivjuk a figyelmet arra, hogy ez a szorzas a szamok kozotti szorzastol
két 1ényeges tulajdonsagban kiilonbozik.

El6szor: ha dimV > 1, akkor nem kommutativ. Példaul az aritmetikai sikon az
5. abra jeléléseivel PMN/PMN = PMN 7£ PMN’ = PMNPMN/~

Maésodszor: két nemnulla linedris lelépezés szorzata is lehet nulla. Példdul az
el6bbi jeloléseket hasznélva Py P = 0.

Megjegyezzitk még, hogy ha A € Lin(V) és n € N, akkor A™ jeloli A-nak
dnmagéval vett n-szeres szorzatat, és definicié szerint A® := idy. B4r a szorzas
altaldban nem kommutativ, A" A™ = A™A" = A(tm),
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n
Ennek megfeleléen, ha p polinom, p = > «ayidk, akkor értelmezhetjiik a
k=0

p(A) = ZakAk V-V
k=0

linedris leképezést.

8.4. Alapvet6 az a tény, hogy egy linedris leképezést egyértelmiien meghataroz-
nak barmely bazison felvett értékei. S6t ennél egy kicsit tobbet is mondhatunk.

Allitds Ha B a V vektortér bazisa, akkor barmely W vektortér esetén tet-
széleges A : B — W leképezés egyértelmiien kiterjesztheté V.— W linearis
leképezéssé.

BizoNYITAS Legyen B = {v; | i € I}, és definidljuk A kiterjesztését — amelyet
szintén A-val jeloliink — a kovetkezéképp:

AZaivi = Z%A’Ui (F C I véges, a; €K, i € F).
i€F icF

Mint tudjuk, V minden eleme el6all a baziselemek egyértelmii, nem nulla egytitt-
hatés linearis kombinacidjaként, tehat a kiterjesztés jol definidlt. Ha megmutat-
juk, hogy ez a kiterjesztés linearis, akkor mar az is kovetkezik, hogy ez az egyetlen
linearis kiterjesztés, hiszen barmely ilyennek rendelkeznie kell a fenti definidlé tu-
lajdonsaggal.

Tehat csak azt kell belatnunk, hogy a kiterjesztés linedris. fme: ha

wzzai’vn y:ZBj'Uja

i€F jea
akkor
ay hakeF \ G,
THy= > Wk %=1 B ha k€ G\ F,
keFuG ap+ 06 hake FNG.
Kovetkezésképpen

Az +y) Z Vi Avy, = ZO@AM + Z BjAv; = Az + Ay.
keFUG i€l JjeG

Azt, hogy Aax = aAx, még ennél is egyszeriibb megmutatni. m

Teljesen hasonléan bizonyithaté be az, hogy ha {M; | i € I} kiegészitd altér-
rendszer, és adottak A; : M; — W linearis leképezések, akkor van egyetlen olyan
A € Lin(V,W), hogy A|m, = A;.
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Ezt a tényt sokszor hasznaljuk fel olyan formaban, hogy egy altéren definialt
linearis leképezés kiterjesztheto linearis leképezéssé az egész térre ugy, hogy tet-
szOlegesen de természetesen linearisan — példaul nullanak — definidljuk az altér egy
kiegészitojén.

8.5. Ime még néhany fontos tudnivalé linedaris leképezésekkel kapcsolatban .

(i) Legyenek V és W, (i € I) vektorterek. Ekkor az A; : V. — W, linedris
leképezések egyiittese,

(Ai)ier : V= ,>€(I W;, x— (Aix)ier

is linearis leképezés.
(ii) Legyenek V; és W, (i € I) vektorterek. Ekkor az A; : V; — W, linedris
leképezések Descartes-szorzata,

ié A;: Z_)él V; — ié W, (xi)ier = (AiTi)icr

is linedaris leképezés.
(iii) Legyen M a V vektortér linedris altere. A

IIng : V= V/M, r—x+M

természetes sziirjekcio linedris.

(iv) Legyen V és W komplex vektortér. Tudjuk, ezek egyben valds vektorterek
is. Nyilvanvald, hogy egy A : V — W C-linearis leképezés egyben R-linedris
is, hiszen ha a komplex szammal szorzas kihozhatd a leképezés elé, akkor a valds
szammal szorzas is.

Ezzel szemben egy R-linedris leképezés nem sziikségképpen C-linearis. Példaul
a C — C komplex konjugalds R-linearis de nem C-linedris.

Az A : V — W R-linedris leképezés pontosan akkor C-linedris is, ha Aix =
1Az minden x € V esetén.

(v)Hawv € V, akkor K — V, a — «w linedris leképezés. Viszont, ha A : K — 'V
linearis leképezés, akkor a v := A1l jeldléssel Aa = av. Tehat minden V-beli vek-
torhoz egyértelmiien hozzarendelhetiink egy K — V linearis leképezést és viszont.
A kolesonos megfeleltetés linedris és olyan ,,természetes”, hogy altala azonosithat-
juk egymdssal Lin(K, V)-t és V-t (az azonositds pontos értelmét késébb targyal-
juk).

8.6. Komplex vektorterek esetén sokszor taldlkozunk a linedris leképezések
mellett konjugdlt linearis leképezésekkel is.

Ha V és W komplex vektorterek, az A : V — W leképezést konjugalt linea-
risnak nevezziik, ha minden x,y € V és a € C esetén

(i) A(x +y) = Az + Ay, (ii) A(ax) = a*Ax.
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A 'V — W konjugélt linearis leképezések is komplex vektorteret alkotnak a
potonkénti miiveletekkel. Két konjugdlt linearis leképezés kompozicidja linearis.
Egy linedris és egy konjugdalt linedris leképezés kompozicidja konjugalt linedris.

A konjugdlt linearis leképezéseket is meghatarozzak egy béazison felvett értékei:
a 'V vektortér egy {v; | i € I} bézisdn adott A leképezés egyértelmiien kiterjeszt-
het6 V-re konjugdlt linearis leképezéssé a kovetkezoképp:

AZaivi ::ZajAvi (F C I véges, a; €K, i € F).
i€eF i€F

CN-ben a (&1,...,én) = (£5,...,&%) komplex konjugalds konjugélt linedris
bijekcid.

8.7. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy a polinomok P vektorterén az

- . - (073
S:P P, apid® — Y T gkt

integralas linedris leképezés!
2. Haszdljuk az el6z6, valamint a 8.2.(vii) jeloléseit, és igazoljuk, hogy

DMy, — My, D =idp, DS =idp # SD.

3. Mely leképezések linearisak a kovetkezok koziil:

(1) R? — R27 (51752) = (527£1)7

(11) R? — sz (flagQ) = (513 752)7

(111) R? — RQ? (61752) — (61751)3

(IV) R? — R7 (§1a€2) =1 +§1a

(v) € = C?, (&1,&) = (&1 + &2,1&1),

(vi) C* = C?, (&1,&2) = (&1, 6162).

4. Mutassuk meg, hogy a C — C, £ — £* komplex konjugdlds nem C-linedris,
de R-linearis. Ez azon mulik, hogy a komplex szammal szorzas nem cserélheto fel
a konjugalédssal, de a valés szammal szorzas igen.

5. Adjunk meg olyan A, B : V — V linedris leképezéseket, hogy AB = 0 de
BA #0.

6. Legyen M a V vektortér valddi altere. Mutassuk meg, hogy barmely nem
nulla dimenziés W vektortér esetén van olyan nem nulla V — W linedris leképe-
zés, amely az M-en nulla.

7. Igazoljuk, hogy minden CV — CM konjugélt linedris leképezés egy CV —
CM linearis leképezés és CM komplex konjugéldsinak a kompoziciéja.

8. Legyen H a V vektortér részhalmaza és A € Lin(V, W). Bizonyitsuk be,
hogy A[SpanH| = Span(A[H]).
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9. Mutassuk meg, hogy a 8.2.(v)-ben bevezetett linedris leképezésekre
(i) PN = Pun, (i) Pnm = idy — Pun

teljesiil.
10. Legyen p és ¢ polinom, A € Lin(V). Ekkor

(i) p(A) +q(A) = (p+q)(A), (i) p(A)g(A) = (pg)(A).

9. Magtér, képtér

9.1. Allités Legyen A € Lin(V, W).
(i) Ha M linedris altér V-ben, akkor A[M] linedris altér W-ban; speciéli-
san, RanA az W linedris altere.

-1
(ii) Ha N linedris altér W-ben, akkor A (N) linedris altér V-ben.

BizonNYiTAs (i) Legyen a,b € A[M]. Ekkor van olyan x,y € M, hogy Az = a,
Ay = b. Kovetkezésképpen barmely «, 3 € K esetén aa + b = acAx + fAy =
A(ax + By) € A[M].

~1
(ii) Legyen x,y € A(N). Ekkor Az, Ay € N, tehat barmely a, 8 € K esetén

A(ax + By) = aAx + Ay € N, azaz ax + By € A( ). m
Specialisan,

KerA = {z € V | Az = 0} — A({0})

az A magja vagy magtere linedris altér V-ben.

9.2. Linedris leképezések linedrisan Gsszefliggd vektorokat linedrisan 6sszefiiggd
vektorokba képeznek. Kozelebbrdl, ha A € Lin(V, W) és H a V-nek linedrisan
Osszefliggd részhalmaza, akkor A[H| az W-nek linedrisan osszefiiggd részhalmaza.
Ez abbdl kovetkezik, hogy A0 = 0: ha a nulla eléallithaté H-beli elemek nem
trividlis linedris kombindcidjaként, akkor A[H]-beli elemek nem trividlis linedris
kombinécigjaként is.

Ezzel szemben linedrisan fiiggetlen halmaz linearis leképezés altali képe nem
sziikségképpen linearisan fiiggetlen.

Allitas Legyen A € Lin(V,W). A kovetkez§ hdrom kijelentés egyenértékii:
(i) A injektiv,
(ii) KerA = {0},
(iii) a 'V bdrmely H linedrisan fiiggetlen részhalmazara A[H| linedrisan
fliggetlen.



40 II. LINEARIS LEKEPEZESEK

BizoNyiTAs (i)=(ii). Ha KerA # {0}, akkor van olyan 0 # & € V, hogy Ax =
0 = A0, azaz A nem injektiv.

(ii)=-(iii). Tegyiik fel, hogy van olyan {x; | i € I} linedrisan fiiggetlen rész-
halmaz, hogy {Ax; | i € I} linedrisan Osszefiiggs. Ekkor van az I-nek F véges
részhalmaza és o; 20 (i € F), hogy 0 = > a;Ax; = A > oyx;. Az x;-k linedris

ieF i€F
fiiggetlensége miatt > ayx; # 0, tehat KerA # {0}.
ieF

(iii)=-(i). Ha A nem injektiv, akkor létezik x,y € V, & # y, és Ax = Ay,
azaz A(x —y) = 0. Tehdt A a linedrisan fiiggetlen {& — y} halmazt a linedrisan
Osszefiiggd 0-ba képezi. m

Az allitds elsé két pontjat gyakran hasznaljuk, ezért érdemes kiilon is megfo-
galmazni: A akkor és csak akkor injektiv, ha Ax = 0 maga utdn vonja, hogy
x =0.

9.3. El6z6 eredményiink legels6é alkalmazasdval a kovetkezd bizonyitasban ta-
lalkozunk.

Allitas Legyen A € Lin(V,W). Ha N a KerA kiegészits altere, akkor A|n
injektiv, tovibbd RanA = Ran(A|N).

BizoNYiTAs N N KerA = {0}, tehdt ha x € N és Az = 0, akkor & = 0, te-
hat A leszlikitése N-re injektiv. Minden & € V felirhaté y + z alakban, ahol
y € N és z € KerA, tehat Az = Ay, igy nyilvanvald, hogy A-nak és N-re vald
lesziikitésének az értékkészlete ugyanaz.

9.4. Az eldz8 éllitds szerint A|n injektiv, {gy N és Ran(A|n) = RanA ba-
zisal azonos szamossaguak, ezért az 5.1. Aallitas utdni megjegyzésiink értelmében
megallapithatjuk, hogy

dim(KerA) + dim(RanA) = dim(DomA).

Szokdsos elnevezés szerint az A linedris leképezés

— rangja rank A := dim(RanA),

— elfajuldsanak foka defA := dim(KerA),

— értelmezési dimenzidja dimA := dim(DomA).
Ezekkel a fogalmakkal az el6z6 Osszefiiggést igy is irhatjuk:

defA + rankA = dimA.
9.5. JelentOs szerepet kapnak a kés6bbiekben az alterekre valé vetitések. Ha

M és N kiegészité alterek a 'V vektortérben, 8.2.(v)-ben bevezettitk a Py leké-
pezést, az N mentén az M-re vald vetitést. Igen egyszerii tények, hogy

PI%/IN = PMN7 M = RzanPMN, N = KeI‘PMN.



9. Magtér, képtér 41

Most ugyanezt forditott oldalrdl kozelitjiik meg.

Alll'tés Legyen P : V — V olyan lineéris leképezés, hogy P?> = P. Ek-
kor RanP és KerP kiegészité alterek, és P a Ker P mentén a RanP-re valo
vetités.

BizoNYiTAS Ha x € RanPNKer P, akkor egyrészt van olyan y € V, hogy Py = =,
mésrészt Px = 0; mivel 0 = Px = P?y = Py = x, latjuk, hogy RanPNKerP =
{0}. Tovabb4 barmely « € V esetén x — Pz € KerP, hiszen P(xz — Px) =
Px — P?x =0, ezért az

x = Pz + (z — Px) (%)
felbontas mutatja, hogy V. = RanP + KerP, vagyis az elézével egylitt: V =

RanP @ KerP. A (x) egyenl6ség egyben azt is mutatja, hogy P a KerP mentén
a RanP-re val6 vetités.

Definicié Egy P : V — V linedris leképezést projektornak hivunk, ha
P2=P.

9.6. Vilagos, hogy Pnm = idv — Puvn, méasképpen: Pyn + Pnm = idvy, to-
vabbd PnmviPvn = PunPnm = 0. Ennek egyszerti dltaldnositdsa: ha {M; | i =
n

1,...,n} kiegészitd altérrendszer, és P; a > My mentén az M;-re valé vetités,
iz
akkor
n
PPj=0hai#j > P =idy. ()
i=1

Ezt is megfordithatjuk.

A||ftés Ha P, ..., P, olyan projektorok, amelyekre (x) teljesiil, akkor
KerP; = > RanP;.
iZi

n
B1ZONYITAS Az egyszeriiség kedvéért vegyiik az i = 1 esetet. Ha x € > RanP,
i=2

n
akkor léteznek xo,...,x, vektorok tgy, hogy & = > Pyxy, és ezért Pix =
k=2

> Py Pyxj;, = 0. Ha viszont Pix = 0, akkor & = Y Prx = > Pa.
k=2 k=1 k=2

9.7. Feladatok

1. A leképezések egyiittesére és Descartes-szorzatara vonatkozé altaldnos isme-
reteink alapjan
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(i) ha A; € Lin(V,W,) (i € I), akkor

Ker ((Al)lel) = m KerAi.
i€l

(ii) ha A; € Lin(V;, W;) (i € I), akkor

Ran (X Ai> = X RanA,.
iel i€l

Ker (X Ai> = X KerA,.
iel il

2. Mutassuk meg, hogy ha M a V vektortér linearis altere, akkor a Ilpg : V —
V /M természetes sziirjekcié magja M.

3. Adjunk meg olyan C3 — C3 linearis leképezést, amelynek

(i) magtere 2 dimenzids,  (ii) képtere két dimenzids.

4. Adjunk meg olyan C* — C* lineéris leképezést, amelynek képterét az
(1,0,0,0) és (0,1,0,%) vektorok feszitik ki.

5. Mi a polinomok vektorterén értelmezett differencialds illetve integralas ér-
tékkészlete és magja?

6. Mutassuk meg, hogy egy V — V linearis leképezés magtere és képtere nem
sziikségképpen kiegészit alterek (noha a dimenziéjuk Osszege megegyezik a 'V
dimenzidjaval).

7. Legyen A, B € Lin(V). Bizonyitsuk be, hogy

rank(A 4+ B) < rankA + rankB,
rankAB < min{rank A, rankB},
defAB < defA + defB,;

ha A injektiv, akkor rankAB = rankB, és ha B sziirjektiv, akkor rank AB =
rank A.

8. Legyen N linedris altér W-ban. Mutassuk meg, hogy azok a V. — W linea-
ris leképezések, amelyek értékkészlete benne van N-ben, linedris alteret alkotnak
Lin(V, W)-ban. Ez az altér természetes médon azonosithaté Lin(V, N)-nel.

9. Bizonyitsuk be, hogy ha P € Lin(V) olyan, hogy P|ganp = idranp, akkor
P2 =P.

10. Legyen P; az N7 mentén M;j-re, P, az Ny mentén az Ms-re vetités. Iga-
zoljuk, hogy

(i) Py + P, pontosan akkor vetités, ha PP, = P, P, = 0; ekkor Py + Py az
N; NNy mentén az My + My-re vald vetités.

(ii) Py — P, pontosan akkor vetités, ha Py P, = P,P; = P»; ekkor P, — P; az
N + M mentén az My N Na-re valé vetités.
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(iii) Ha Py Py = P,P; =: P, akkor P az N; + Ny mentén az M; N Ma-re vald
vetités.

11. Tgazoljuk, hogy A, B € Lin(V, W) esetén {x € V | Ax = Bz} linedris
altér. Mi ez az altér, ha B = 07

12. Legyen A € Lin(V), és definidljuk az L4 : Lin(V) — Lin(V), X — AX
leképezést. Mutassuk meg, hogy L 4 linedris és Lin(V) — Lin(Lin(V)), A~ La
linedris injekcid, amely azonban nem sziirjekcié, ha dimV > 1.

13. Legyen {v1,v2,v3} a V vektortér bazisa. Hatdrozzuk meg az

A(’Ul) = 72"01 + v + V3, A(’Ug) =1 — 2’02 + v3, A(’Ug) =V + V2 — 2’1)3

formulakkal meghatdrozott A : V — V linedris leképezés
(i) magjéit, a magjanak egy bézisat,
(ii) képterét, a képterének egy bazisét,
-1
(iil) az A{vy + vo + v3} linedris alteret.

14. Legyen {wv1,v2,v3,v4}) a 'V vektortér bazisa, {w, ws, ws} a W vektortér
béazisa. Hatarozzuk meg o € R esetén az

Aa(vl) = awi + ws + 2ws, Aa('vg) = 2w + ws,

Aa(’vg) 1= dwy + awo, Aa(v4) 1= 2wy + dws

formuldkkal meghatarozott A, : V — V linearis leképezés
(i) magjdt, a magjanak egy bazisit,
(ii) képterét, a képterének egy bazisét.
Milyen a-ra van 3wy + aws — ws az A, értékkészletében?

10. lzomorfizmusok

10.1. Ha A : V — W injektiv linedris leképezés, akkor az inverze A~' :
RanA — V is linearis leképezés. Errol konnyil meggy6z6dni: ha a = Ax, b= Ay,
akkor

A Y aa + Bb) = A7 (aAx + BAY) = A" (A(ax + By)) = ax + By =
=aA ta+BA .

Kiilonosen fontosak a bijektiv linearis leképezések, ezeket izomorfizmusoknak
nevezzik. Nyilvdnvald, hogy két izomorfizmus szorzata (kompozicija) is izomor-
fizmus. Egy izomorfizmus nem nulla szdmszorosa szintén izomorfizmus. Ezzel
szemben két izomorfizmus Osszege nem sziikségképpen izomorfizmus. Példaul ha
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A izomorfizmus, akkor —A is az, de A— A = 0 mar nem (kivéve, ha a vektorterek
nulla dimenzidsak).

Az injekciok kompoziciéjanak az inverzére vonatkozé dltaldnos formula szerint,
ha A és B olyan izomorfizmus, amelyek Gsszeszorozhaték (azaz kompondlhatdk),
akkor (AB)~! = B~1A~!. Tovabb4 egyszerti megmutatni, hogy ha 0 # «, akkor

1
-1 _
(aA)~ 1 = O[A.

Ha A olyan izomorfizmus, amely egy vektorteret énmagaba képez, akkor A™ is
izomorfizmus; az A~" := (A") ! jelélést szoktunk haszndlni (n € N).

10.2. Az alabbi eredmény a 9.4. egyszerl kovetkezménye.

Allitds Legyen V és W vektortér, dimV = dimW < oo. Ekkor egy A :
V — W linedris leképezésre az alabbi harom tulajdonsag egyenértékii:

(i) injektiv, (i) sziirjektiv, (iii) bijektiv.

Tudjuk a leképezések altalanos tulajdonsdgabdl, hogy egy A € Lin(V, W)

(i) injektiv, ha létezik B € Lin(W, V) tgy, hogy BA = idv,

(ii) sziirjektiv, ha létezik C € Lin(W, V) tgy, hogy AC = idw.

Jé megjegyezni, hogy azonos véges dimenziéju vektorterek kozotti A linedris
leképezésre a fenti két tulajdonsag akarmelyikébdl kovetkezik a masik, és az, hogy
A izomorfizmus, tovabbd ekkor B = C = A~!. Végtelen dimenziés vektorterek
esetén a fenti két tulajdonsdgbol egy nem elég ahhoz, hogy A izomorfizmus legyen.
Példat erre a 8.7.2. feladatban lattunk.

10.3. Allitds Ha Vv vagy W véges dimenzids, pontosan akkor létezik V. —
W izomorfizmus, ha dimV = dimW.

Bi1zoNYiTAS Ha van A : V — W izomorfizmus, akkor a 9.4. formuldja szerint
dimW = dim(RanA) = dim(DomA) = dimV.

Ha viszont V és W dimenzidja ugyanaz az N szam, akkor vegyiik a V egy
{vi|i=1,...,N} és az W egy {u; | i = 1,..., N} bézisdt. Az az A linedris
leképezés, amelyet a 8.4. allitds szerint Av; := u; (i = 1,..., N) hatdroz meg,
izomorfizmus. m

Megjegyezziik, hogy az allitdsnak az a fele, hogy ha létezik V. — W linedris
bijekcié, akkor dimV = dimW, igaz végtelen dimenzid esetén is.

10.4. Sokszor j6 hasznat vessziik az alabbi egyszerli tényeknek.

Allitds Legyen V.= M @ N. Ekkor

()MxN-=>V, (z,y)—x+uy,
i) N—=V/M, z—z+M
linearis bijekcick. m
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Az utébbi a 6.3. allitds kovetkezménye és ugy is megfogalmazhatd, hogy a
IIng 0 V — V /M természetes sziirjekcidnak a lesziikitése izomorfizmus N és V/M
kozott.

10.5. A faktorterek a linedris leképezesekkel kapcsolatban valnak nagy jelen-
tOséglivé az aldbbiak szerint.

Allitas Legyen A € Lin(V,W). Ekkor egyértelmiien létezik egy Ay :
V/KerA — RanA izomorfizmus tigy, hogy A = Agolla, aholIl4 : V —
V /KerA a természetes sziirjekcio.

B1zoNYITAS Definidljuk Ag-t gy, hogy az eldirt tulajdonsiggal rendelkezzen:
Ay(Mlpzx) = Ax (xeV).

Az a kérdés persze, jé-e ez a meghatarozds: baj volna, ha llgpx = Iy, de
Ax # Ay. Mivel ll g = I1 oy azt jelenti, hogy ITa(x—y) = 0, azaz x—y € KerA,
latjuk, hogy Il ax = Il 4y, pontosan akkor teljesiil, ha Ax = Ay. Az Ag jol defi-
nidltsdgan tal ez rogton azt is mutatja, hogy Ag injektiv. m

Eredményiink szerint tehdt V /KerA és RanA azonos dimenziéjiak, ezért

codim(KerA) = dim(RanA).

10.6. Azok a vektorterek, amelyek izomorfak — azaz van kozottik izomorfiz-
mus — linedris szerkezetiiket tekintve ugyanolyanok. Ez azt jelenti, hogy barmilyen
allitas, ami egy vektortérre igaz, és csak az 1.1. definiciobdl és kdvetkezményeibél
fakadé fogalmakat tartalmaz, igaz a vektortérrel izomorf vektortérre is.

Az egyik legfontosabb tény, hogy egy K folétti N dimenzids vektortér izomorf
K¥-nel. KV elemei egyszeriek, jél, kezelhet8k, ezért sokszor konnyebb KV-nel
dolgozni egy 4ltaldnos N dimenziés vektortér helyett. Ugyanakkor KV olyan tu-
lajdonsdgokkal is rendelkezik, amelyek nincsenek kapcsolatban a linedris szerkeze-
tével, tehat KV-re olyan &llitasok is igazak lehetnek, amelyeknek nincs is értelme
egy altaldnos N dimenziés vektortérre. Péld4ul szokds KV-ben pozitiv elemek-
r6l beszélni, vagyis azokrdl, amelyeknek minden koordinatdja pozitiv, és ezekre
bizonyos allitasokat megfogalmazni. Pozitiv elemek akarmilyen véges dimenzids
vektortérben nem léteznek.

Ha {v; |=1,...,N} egy V vektortér bazisa és {e; | i =1,..., N} a KV stan-
dard bézisa, akkor v; — e; izomorfizmust definidl V és KV kozott. Tehat V és
KV kozott annyi izomorfizmus van, ahdny bézisa V-nek. Minden bézis és izo-
morfizmus egyenrangi; egyik sem ,,jobb”, , kiilénlegesebb” a tobbinél. Ezt ugy
szoktuk megfogalmazni, hogy egy N dimenziés vektortér és KV ugyanolyanok, de
nem azonosak.

Ha van két vektortér kozott egy , kiilonleges”, | kitiintetett”, ,,jobb, mint a
t6bbi” izomorfizmus, akkor a két vektorteret azonosnak tekintjik (azonositjuk) a
széban forgd izomorfizmus altal.
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Harom példéaval vilagitjuk ezt meg.
Az els6 a 4.2.(viii)-ben szerepelt. Legyen V vektortér, 7' nem iires halmaz, és
S a T valédi nem iires részhalmaza. Egy ¢ : S — V fiiggvényhez definaljuk az

o(t) ha te S,

h:T >V, ¢t
¢TIV, H{0 ha t¢S

fiiggvényt. Ezzel megadtunk egy V° — VT ¢ — ¢A> injekciét, amely izomorfiz-
mus V* és VT azon linedris altere kozott, amely az S-en kiviil nulla fiiggvényekbél
all. Ez az izomorfizmus ,,természetes”, ,, magatol értet6do”, és altala azonositjuk
V3.t a VT megfelels alterével, amit azzal fejeziink ki, hogy elhagyjuk a kalapot a
¢-16l, vagyis ugyanazzal a szimbélummal jeloljiik a VS egy elemét és a VT -nek a
megfelel6 elemét, amely az S-en kiviil nulla.

A mésodik 8.5.(v)-ben szerepelt: V és Lin(K, V) elemei ,,természetes médon”
megfeleltetheték egymasnak; ez a megfeleltetés izomorfizmus a két vektortér ko-
zOtt, ami altal azonositjuk a két vektorteret.

A harmadik egy szintén sokat hasznalt azonositds: ha A egy dimenzids vek-
tortér, akkor az alaptest elemei és az A — A linedris leképezések kozott van egy
egyszerll” megfeleltetés: az o szamnak az a-val vald szorzast, vagyis az a — aa
linearis leképezést feleltetjiilk meg. Ezzel az izomorfizmussal elfogadjuk a K és
Lin(A) azonositasat.

Az idézéjelbe tett szavak nem matematikai fogalmak. Hogy mi ,,természetes”,
kitiintetett” stb., az végiil is izlés dolga. Vailasztani egy izomorfizmust és ez-
zel az azonositast megcsinalni, az mar matematika, és lényegében nem mas, mint
elhagyni egy jelolést: ugyanazzal a szimbdlummal két dolgot jelolni, és kozben
tudni, mi a ,,természetes” kapcsolat a két dolog kozott. A vektorterek elemeinek
azonositasat, valamint a vektorterek azonositasat harmas egyenloségjellel jeloljiik;
ha egy vektorteret egy masiknak egy linedris alterével azonositjuk, akkor hiarmas
nyilat irunk. Az emlitett példaknédl:

VISV 9=,
V =Lin(K,V), u=(a~ au),

K=Lin(A) a=(a~ aa).

10.7. Feladatok

1. Melyek izomorizmusok a 8. fejezetben definialt leképezések koziil?

2. Mutassuk meg, hogy adott o, 3,7,d € K esetén a K? — K2, (£,&) —
(€1 + B2,7&1 + 0&2) linedris leképezés pontosan akkor bijekcid, ha af — vd # 0.

3. A € Lin(V) akkor és csak akkor izomorfizmus, ha létezik n € N gy, hogy
A" izomorfizmus. Ennek alapjan bizonyitsuk be, hogy ha A2 — A +idy = 0,
akkor A izomorfizmus.
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4. Tgazoljuk, hogy K™ izomorf a polinomok vektorterével.

5. Ha A : V — V izomorfizmus, akkor L 4 (ldsd a 9.5.12. feladatot) is izomor-
fizmus.

6. Ha A € Lin(V, W)

(i) injektiv, akkor létezik B € Lin(W, V) tgy, hogy BA = idv;

(ii) sziirjektiv, akkor létezik C' € Lin(W, V) gy, hogy AC = idw.

11. Matrixok

11.1. Most az A : KY — KM linesris leképezést vizsgdljuk meg kozelebbrol.
Jedlje eq,...,en a KV standard bazisét, és pr; : KM — K az i-edik kanonikus
projekciét (i =1...,M). Legyen

ok = pri(Aeg) (i=1,...,M; k=1,...,N). (%)
Az igy megadott indexezett szdm M x N-es, pontosabban
(g |i=1...,M; k=1...,N) e KM*N ()
egyértelmiien meghatdrozza az A linedris leképezést. Ugyanis,
N N
ha x = Zﬁkek, akkor Ax = ngAek,

k=1 k=1

és igy — 1évén pr; linearis —
N
Pl"i(Aw)ZZOéikﬁk (i=1,...,M).
k=1

Viszont az is nyilvanval6, hogy ha akérhogy adjuk is meg a KM*N egy elemét
%) forméaban, akkor (ha e}, ..., el jelsli a KM standard bazisvektorait), az
1 M

M
ekHZaikelM (k=1,...,N)
i=1

formuldval linedris leképezést hatdroztunk meg (eldirjuk értékeit egy bdzison),
amelyhez a (*) utasitdssal megadott szdmok épp a kiinduldsul vett KM *N_beli
elemet adjék.

A KN — KM linedris leképezéseket tehat — a standard bézis , kitiintetett” szere-
pe éltal - KM*N elemeivel azonosithatjuk (figyeljitk meg az M és N sorrendjének
felcserélédését).
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11.2. KM*N elemeit M x N-es matrixoknak hiviuk. Egy ilyen maétrix te-
h4t nem mds, mint az {1,..., M} x {1,..., N} halmazon értelmezett K értéki
fliggvény. Az egyébként szokasostdl eltéroen ezt a Descartes-szorzatot most gy
reprezentéaljuk, hogy a vizszintes tengelyen balrdl jobbra irjuk a szamokat 1-t6l
N-ig és a fliggoleges tengelyen fontrol lefelé 1-t6l M-ig. Ennek megfeleleléen a
(%) métrixot igy jelenitjiik meg:

1] 12 Q1N
Q2] Q22 QN
ap1 Gp2 0 OMN

A miétrixban szerepl§ szamokat a matrix tagjainak, a vizszintesen egymaés
mellett 4ll6 tagok egylittesét a métrix sorainak, a fliggolegesen egymas alatt &l-
16 tagok egylittesét a matrix oszlopainak nevezziikk. Ennek megfeleléen az oy
matrixtag sorindexe i, oszlopindexe k.

Az azonos sor-és oszlopindexii tagok Osszességét a matrix féatléjanak hivjuk.
A matrix mellékatléja azokbdl a tagokbdl all, amelyek sor-és oszlopindexének az
osszege N + 1.

f6atlé ha N < M f6atlé ha N > M
°
° °
° °
° ° ’
°
mellékatlé ha N < M mellékatlé ha N > M
°
° °
° °
° .
°

Egy N x N-es (ligynevezett négyzetes) matrix diagonalis ha a f84tlén kiviili
tagjai nulldk. Az egységmatrix az a diagonalis matrix, amelynek féatléjaban
mindeniitt 1 &ll.

11.3. A matrixok mint linedris leképezések adott vektoron felvett értékeinek
kiszamitasara szemléletes, jol kezelhet6 modszert taldlhatunk. Az itt meghonoso-
dott szokédsnak megfeleléen irjuk KV elemeit oszlop formaba az M x N-es métrix
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mellé jobbra. A matrix hatdsa a vektoron az a vektor (KM eleme) lesz, amelynek
i-edik tagjat ugy kapjuk, hogy a matrix i-edik sorat ,,0sszeszorozzuk” a vektorral,
vagyis a matrix ¢-edik sordnak els6 tagjat osszeszorozzuk a vektor elso tagjaval, a
sor masodik tagjat a vektor méasodik tagjaval, és igy tovabb, majd az igy kapott
N darab szorzatot ¢sszeadjuk:

(6551 (€55 I Q1N &1

o111 +aéo + .. ainén
Q21 Q2 . 02N & .
: : a01€1 + a22és + ... aonéN:
' a1y + oo + .. apnéN
aM1 pM2 QN N ¢ ¢ ¢

Ezt a sémat sor-oszlop szorzasnak nevezziik.
Jegyezziik meg azt a fontos tényt, hogy egy marix k-adik oszlopa épp a k-adik
standard bézisvektornak a matrix (mint linedris leképezés) dltali képe.

11.4. Lin(KN,KM) vektortér a pontonként értelmezett miiveletekkel. KM >N
ugyancsak vektortér a tagonként értelmezett miiveletekkel. Konnyli meggy&z6dni
arrdl, hogy a 11.1-ben értelmezett

Lin(KV, KM) = KMV A= (ag |i=1,...,M; k=1,...,N)
azonositas linearis, azaz ha
B=pul|i=1,...,.M; k=1,...,N),

akkkor
A-l—BE(CMZk-i-ﬁZk‘Z:l,,M, k:].,...7N),
aA = (aqy li=1,...,M; k=1,...,N).

Tovabb4a, ha A € Lin(KY,KM) és B € Lin(KX,K"), matrix alakjuk olyan
mint fenn, azzal a kiilonbséggel, hogy B-nél a sor- illetve oszlopindex N-ig illetve
K-ig fut, akkor a 11.3-ban mondottak alapjan egyszeri meggy6z6dni arrél, hogy

N
AB = (Zaikﬂkj‘izlw'wM; j:l,...,K>.
k=1

Ennek megfeleléen a fenti jobb oldalon all6 matrixot a két szoban forgd matrix
szorzatanak mondjuk. Szemléletesen az

ar1 Q12 v Q1N 511 512 BIK
a1 Q2 - Qan Ba1 P22 - ook

apM1 a2t QMN Byn1 Bn2 - BNk
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matrixszorzas eredménye az a matrix, amelynek ij-edik tagja az els6 matrix i-edik
soranak és a méasodik matrix j-edik oszlopanak a kordbban ismertetett ,,0sszeszor-
zésa” .

Erdemes megjegyezni, hogy valaszthattuk volna a Lin(KY,KM) = KN*XM az0-
nositast is. Ennek megjelenitésében a vektorokat sorba irnank, és ,,oszlop-sor”
szorzast hasznalnénk a sor-oszlop szorzas helyett.

11.5. Egy kicsit mddosithatjuk a 11.1. (x) formuldjat, hogy &dltaldnositdsra
alkalmas képletet kapjunk. Minden £ = 1,..., N esetén megadhatjuk a

in, : K= K", ¢ (0,0,...,0, £,0,...,0)
(k)

linedris injekciét, amelyre ing(1) = ex. Mivel a K — K linedris leképezések az
1 x 1-es matrixok, azaz K elemei, lathatjuk, hogy A matrixdnak ik-edik tagja,
mint K — K linearis leképezés

Qi = pr; o Aoing

forméban allithato eld.
Legyenek most V1,..., V vektorterek; ekkor

N
ink:Vk—>XVj, 513'—)(0,0,...,0,113,0,...,0)
j=1 (%)
linearis injekcié minden k = 1,..., N esetén.

Ha W is vektortér és
N
A: k)—<1 Ve, —>W

linedris leképezés, akkor

Ak::AOink:Vk—>W (k’zl,...,N)

linedris leképezések, és ha ezeket sorba rendezziik, _2(1 V,; elemeit pedig oszlopba,

1=
akkor a szokdasos sor-oszlop szorzassal szamolhatunk:
N
Az, ..., zN) = E Ay =
k=1

= (A, ... Ay)

TN
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A fent leirt hozzarendelés linedris bijekcid, amellyel a
N N
Lin k>§1 Vi, W | = k)fl Lin(V, W), A= (Aoin,...,Aoiny)

azonositast tesszik.
Tovabba, ha W1, ..., W, vektorterek,

N M
k=1 =1

M
linedris leképezés, és szokdsosan pr; : X W; — W, a kanonikus projekcid, akkor
=1

A, =prijoAoin; : Vi, = W, (i=1,...,M; k=1,...,N)

lineéris leképezések. Ha ezeket az elébbiek mintdjara matrixba rendezziik, a Des-
cartes-szorzat elemeit oszlopba irjuk, akkor az A linedris leképezés értékeinek a
kiszdmitasara formailag ugyanigy jarhatunk el, mint KV — KM esetén:

Ay A - Ay Ty
Ay Ay - Aoy T2
Ay Apo - Ayn TN

Szokds az ilyen alakokat blokk-matrixnak illetve blokk-vektornak nevezni.
Ennek megfeleléen tehat a

i=1 T k=1li=

N M N M
Lin | X Vi, X W, X X Lin(Vi, W),
A=(Ayli=1,...,M; k=1,...,N)

azonositast tehetjiik.
Megemlitjik, hogy M = N esetén, ha A; : V, — W, linedris leképezés, akkor

A 0 - 0
N 0 Ay - 0
i=1 : : " :
0 0 .

11.6. Sokszor j6 hasznat vessziik az alabbi egyszer® tényeknek.
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Legyen U és V vektortér. Az el6z6ek szerint minden U x V — U x V linedris

leképezés
A B
C D

alaku, ahol
A:U—->TU, B:V - U, C:U—->V, D:V V.

Egyszer(i szdamoldssal gyézédhetiink meg arrél hogy ha A bijektiv, akkor (a
szokdsos sor-oszlop szorzdst alkalmazva a blokk-mdtrixokra is)

A B\ (A 0)\/[1 A~'B
C D) \C 1 0 D-CA'B)’

ahol az identitasok helyett 1-et irtunk.
Hasonléan, ha D bijektiv, akkor

A B\ (1 B A—-BD'C 0
(e 5)-( )" 1)

Ha a blokk-métrix bijektiv, akkor A és D bijektiv, tovdbbda D — CA™'B és
A — BD™'C is bijektiv. Ha A és D — C A~!B bijektiv, vagy D és A— BD~'C
bijektiv, akkor a blokk-matrix is bijektiv.

11.7 Feladatok

1. Adjuk meg a 8.7.3 feladatban leirt linedris leképezések (figyelem: nem mind
az!) matrixét!

B
)

leképezés (tehdt egyben izomorfizmus), ha ad — S # 0 (l4sd a 10.6.2. feladatot).
3. Igazoljuk, hogy a

0 1 0 —i 1 0
"11:(1 0)’ ”2::(1' 0)’ "3::<0 —1)

ugynevezett Pauli-matrixok és a

(10
70=10 1

egységmatrix bazist alkotnak C2*2-ben, mind izomorfizmusok, és

2. Mutassuk meg, hogy az (: matrix akkor és csak akkor injektiv linedris

o} = oy (k=0,1,2,3),
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01022—02012i03, O’gO’3=—0’30’2=i0’1, G30’1=—0’10’3=i0’2.

Kovetkezésképpen, ha A és B akdrmilyen 2 x 2-es métrix, akkor (AB — BA)?
az egységmatrix szamszorosa.

4. Egy M x N-es métrix k-adik oszlopa az a KM-beli vektor, amelybe a métrix
mint linedris leképezés a KV k-adik standard béazisvektort képezi. Ebbél kovet-
kezik, hogy a mérix mint linedris leképezés rangja (azaz képterének a dimenzidja)
a maximadlis linearisan fiiggetlen oszlopainak a szdma.

Ezen észrevétel alapjan feleljiink a kévetkezd kérdésekre!

(i) Melyek injektivek a felsorolt matrixok kozil:

1 0 1 1
0o 1], 2 2
T 1 3 3

(ii) o mely értékei mellett izomorfizmusok az aldbbi matrixok:

—=Q O
S = O
SO Q0 K
— o Q9
O = D
<. 0 =
O = O

1
o
0

Q =0

5 AP, : KN - KN, (&,....6n) — (0,...,0,&,0,...,0) (k=1,...,N)
lineéris leképezés matrixa olyan, hogy minden tagja nulla, a f6atlé k-adik tagjat
kivéve, amely 1.

Mutassuk meg, hogy ha A olyan N x N-es mdtrix, amelyre AP, = P, A (k=
1,...,N), akkor A diagonlis.

6. Bizonyitsuk be, hogy ha A olyan N x N-es matrix, amely felcserélheté min-
den N x N-es métrixszal (azaz AB = BA minden B € KVN*¥ esetén), akkor
A az egységmdtrix szamszorosa. (Utmutatés: Vegyiik azokat a B maétrixokat,
amelyeknek csak egy tagja 1, a tobbi nulla.)

7. Legyen V és W1, ..., Wy, vektortér. Mutassuk meg, hogy a

M M
Lin (V7 )_(1 Wi> = .)_(1 Lin(V,W,), A= (prioA,...,pryr0A)

azonositds helyénvald (vagyis a formuldnak megfelelé hozzarendelés linedris bijek-
ciét hatdroz meg).
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I1l. DUALITAS

12. A dualis tér

12.1. A linearis leképezések koziil kiilontsen fontosak azok, amelyek egy vek-
tortérbdl az alaptestbe képeznek.
Legyen V vektortér a K test folott. Ekkor a kovetkez6 jeloléseket és elnevezé-
seket hasznaljuk:
V* :=Lin(V,K)

a 'V dudlisa; V* elemeit linedris funkciondloknak (forméknak) vagy kovek-
toroknak hivjuk. A p kovektornak az x vektoron felvett értékét

(plz)

jeloli (a fliggvényeknél megszokott p(x), a linedris leképezéseknél megszokott px
helyett). Ha hangsiilyozni akarjuk mely vektortér dualitdsi leképezésérél van szd,
indexet frunk:

(plz)v.

12.2. A dudlis tér egyik legfontosabb tulajdonsiga, hogy szétvéalasztja a vek-
tortér pontjait, ami a kovetkezo tényen alapszik.

Allitds Ha 0 # x € V, akkor van olyan p € V*, hogy (p|z) # 0.

B1zoNYITAS Legyen B a V-nek olyan bézisa, amely tartalmazza x-et (ilyen van
a 3.2.2. allitas szerint). Definidljuk ezutan p-t ugy, hogy (p|z) :=1 és (ply) := 0,
hay € B\ {z} (ldsd a 8.4. &llitdst). m

Eredménytinket méas hasznos forméban is megfogalmazzuk:

(i) ha ¢ € V és (p|x) = 0 minden p € V* esetén, akkor « = 0;

(ii) ha ¢,y € V, x # y, akkor van olyan p € V*, hogy (p|x) # (p|y);

(iii) ha ¢,y € V és (p|x) = (p|y) minden p € V* esetén, akkor & = y.
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A fenti egyenértékii allitasok barmelyikére mint szétvalasztasi tulajdonsag-
ra fogunk hivatkozni. Tulajdonképpen (ii) mutatja, miért hasznaljuk, ezt az elne-
vezést.

A szétvalasztasi tulajdonsigot szemléletessé is tehetjiilk. Ha 0 # p € V*| akkor
Ranp egy dimenzids, igy 10.4. alapjén codim(Kerp) = 1, vagyis a 6.3. szerint

w+y+Kerp

olyan hipersik, amely elvalasztja egymastol a két vektort: x a hipersik ,,egyik ol-
daldn” van, y a ,,médsik oldaldn”: 0 # (p | € —h) = —(p|y — h) a hipersik minden
h elemére. A mondottakat R2-ben a 6. abra szemlélteti.

Kerp hipersik (altér). Ha p € V* olyan, hogy (p|x) # (ply), akkor

\

6. abra
A szétvélasztési tulajdonsdg egy sokat hasznalt kovetkezménye, hogy ha A, B €
Lin(V, W),

A =B pontosan akkor, ha (f|Ax) = (f|Bx)

minden f € W* és @ € V esetén.
12.3. Rogzitett € V esetén a

V'S K po (plz)
leképezés linedris (az x pontbeli kiértékelés). Ez azt jelenti, hogy minden x vek-
torhoz megadhaté a V* egy linedris funkcionélja, azaz (V*)* =: V** egy eleme.
Mas széval adott egy L : V. — V** leképezés, amelyet

(L(z)lp) := (plz) (€ V,pe V)

jellemez. Igen egyszerii megmutatni, hogy L lineéris; példaul, ha ,y € V, akkor
minden p € V* esetén

(L(z +y)lp) = (plz +y) = (plz) + (Ply) = (L(z)|p) + (L(y)lp) =
= (L(z) + L(y)|p),
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azaz L(x +y) = L(x) + L(y), hiszen az egyenldség két oldaldn &ll6 leképezések
minden pontban ugyanazt az értéket veszik fel.

V* szétvalaszté tulajdonsdga miatt L injektiv; ugyanis ha L(x) = 0, akkor
minden p € V* esetén 0 = (L(x)|p) = (p|x), tehdt « = 0, azaz KerL = {0}.

Az L : 'V — V** linedris injekcié annyira természetes, hogy dltala azonositjuk
V-t a V** egy alterével. Mas szdval, az L jelolést elhagyjuk, az  egy elemét V**
elemének is tekintjiik:

V=V (z|p)v+ = (plx)v  (xeV,pe V")

12.4. Definicié Legyen {v; | i € I} a V vektortér bézisa. Ekkor a

1 ha i=j,
(pilvj) := (1, €1)
0 ha i#j

formuldval meghatdrozott {p; | i € I} C V* halmazt az adott bdzis dudli-
sanak nevezziik.

p; tehat az a linedaris funkciondal, amely a v; bazisvektoron 1-et vesz fel, a tobbin
nullat.

Allitas (i) Egy bézis dudlisa linedrisan fiiggetlen halmaz.
(ii) Ha V véges dimenzids, akkor barmely bazisanak duédlisa bazis V*-ban.

B1zoNvYiTAS Haszndljuk az el6z8 definicié jeloléseit.
(i) Tegytik fel, hogy az I valamely F véges részhalmazdra és «; (i € F') szdmokra

> a;p; = 0; ekkor minden j € F' esetén
ieF

0= (Z ip;

i€EF

Uj) = ai(pilvy) = aj.

ieF
(ii) Legyen N := dimV. Ekkor barmely kovektor a pi,...,pn kovektorok
linearis kombinacidja:

N

p=> (plo)pr  (PEV?) (%)
k1

E formula helyességérol ugy gyézédhetiink meg, hogy megmutatjuk, az egyenld-
ség két oldalan allo linearis funckionalok ugyanazt az értéket veszik fel a vy, ..., vn
bézisvektorokon. m
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Kovetkezésképpen
dimV* = dimV,

amit lehet tovabb vinni: dimV** = dimV”*. Ennek kiilénosen véges dimenzids
vektorterek esetén van jelentésége. Ugyanis ekkor V a V**-nak olyan linedris al-
tere (az el6z8 pont szerinti azonositdsban), hogy a dimenziéjuk megegyezik, azaz
maguk is megegyeznek. Tehat

V=V*™ ha dimV < oco.

Fontos megjegyezni, hogy ha V véges dimenzids, akkor V és V* izomorfak,
mert a dimenzidjuk ugyanaz; dltaldban azonban nem azonosithatdék (nincs koztiik
kitlintetett izomorfizmus), csak egyes speciélis esetekben, amelyekrol kés6bb lesz
Sz0.

A (%) formula gyakran felbukkan alkalmazasokban, és még inkdbb annak ,,du-
alisa”:

N
Z (pr|z)v (xeV). ()

Ez kovetkezik a (x) formuldbdl, hiszen {pi,...,pn} dudlisa {vy,...,vn}, tehdt
felcserélhetjitk a szerepiiket; kozevetleniil is belathatjuk a (xx) egyenléséget az-
zal, hogy megmutatjuk, az egyenlGség két oldalan all6 vektorokon a pi,...,pn
béziskovektorok ugyanazt az értéket veszik fol, amibél kovetkezik, hogy minden
kovektor ugyanazt az értéket veszi fel, tehat a szétvélasztasi tulajdonsdg miatt a
két oldal egyenlo.

Végiil vegyiik észre, hogy

N

(plz) =Y (plvr)(prlz) (peV*,zeV).
k=1

12.5. Lassunk néhany példat vektortér dudlisara!
(i) KV duélisat azonosithatjuk K¥-nel, hiszen a 11. fejezet alapjan (KV)* =
N
Lin(KV,K) = K*N = KN, Eszerint # € KY a ¢ — (7€) = Y m¢& linedris
funkcionalnak felel meg. =

A standard bézis dudlisa ebben az azonositdsban énmaga (részletesebben 1dsd
a 15. fejezetben).

(ii) Ha T nem iires halmaz, K* (vagyis a T — K fiiggvények vektortere) duali-
sénak eleme minden ¢ € T esetén a t-beli kiértékelés: §; : KT — K, f— f(t). A
{6: | t € T} halmaz linedrisan fliggetlen, de nem bézis, ha T nem véges halmaz.
Vegyiik ugyanib az olyan fiiggvényeket, amelyek csak véges sok pontban nem nul-
lak: KT .= {f : T — K | f(t) = 0 véges sok t kivételével}. Ilyen fiiggvényekre
jelentse Z f a fliggvény értékeinek az Gsszegét. Igen konnyl latni, hogy f+— > f
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linedris funckiondl K(T)-n. Terjesszitk ki K”-re dgy, hogy legyen nulla a KT
egy kiegészitdjén. (KT)*-nak ez az eleme nincs benne a kiértékeld funkcionalok
kifeszitette altérben.

(iii) Emlékezziink az e, bazisvektorokra KM-ben (ldsd 3.4.(iii)). Ha p €
(KM)* akkor ((ple,) | n € N) € KN. Ha viszont # € KN, akkor e, — m,
linedris funkcionélt hatdroz meg K(M-en. Végiilis tehét a

KN

(K(N)) , (7€) Z Tén (W€ KN, £ e K(N))

neN

azonositast tehetjilk (az itt szerepld Osszeg értelmes, mert valdjaban csak véges
sok szdmot kell Gsszeadnunk).

Az el6z6 példaval Gsszevetve, itt §,, = pr,, az n-edik kanonikus projekcié, amely
a fenti azonositasban éppen e, ; az ezektdl linedrisan fiiggetlen ott megadott func-
kiondl itt az azonosan 1 sorozat K"-ben.

KM tehst valédi altere a sajat duslisdnak. Jegyezziik meg azt a fontos tényt
is, hogy mar KM is szétvalasztja K™ elemeit: ha (n]€) = 0 minden n € KM
esetén, akkor & = 0, hiszen vehetjiik az 7, := & (n € N) sorozatot.

(iv) Az el6z6 példa szerint taldltunk egy olyan V vektorteret, amely valédi alte-
re V*-nak. Legyen U a V egy kiegészitéje V*-ban. Vegyiik az U egy nem nulla p
elemét; a p: V — K linedris funciondlt terjessziik ki V*-ra gy, hogy U-n legyen
nulla. Ez olyan eleme V**-nak, amely nincs benne V-ben, tehat példat hoztunk
arra, hogy V valédi altere V**-nak.

12.6. Az el6z6 pont els6 példajanak altaldanositasaként 11.5. alapjan sokszor

hasznaljuk a
N N
_Z(l ‘/2 = _Z(l V*,

azonositast, amelyet a kovetkezd formula hataroz meg: ha

N N
(pl,...,pN)Ei)Z(lVf, (wl""’mN)ei):<1Vi’

akkor
N

(1 sp)l(@r, - 2w) = D (pil).

i=1

12.7. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy a polinomok P vektorterének a dudlisa CNo-val azo-
nosithaté gy, hogy az f : P — K linedris funkciondlnak az ((f|idg) | n € No)
sorozatot feleltetjik meg.

2. Az el8bbi feladat alapjan adjuk meg az {idg | n € Ny} bézis dudlisét!
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3. Legyen x a 'V vektortér nem nulla eleme, a € K. Igazoljuk, hogy van olyan
p € V*, amelyre (p|z) = « teljesiil.

4. Bizonyitsuk be, hogy ha M a nullan atmend hipersik, akkor van olyan szdm
szorzo erejéig egyértelmiien meghatarozott p € V*, hogy M = Kerp.

5. Legyen p1,...,pm € V* és aq,...,a,, € K. Milyen feltétel mellett 1étezik
x € V Ugy, hogy (pi|x) =«a; (i=1,...,m)?

6. Legyen x,y € V, és teljesiiljon az, hogy ha p € V* és (p|z) = 0, akkor
(ply) = 0. Igazoljuk, hogy ekkor van olyan « szdm, amellyel y = a.

7. Bizonyitsuk be, hogy R C V* akkor és csak akkor linearisan osszefliggo, ha
van olyan p € R és véges L C R\ {p}, hogy Kerp D [ Kerp'.

p'eL
8. Ertelmezziik a V vektortér nem iires H részhalmazénak annulldtorat a

H®:={p e V* | H C Kerp}

formulaval. Bizonyitsuk be, hogy
(i) HY linedris altér V*-ban,
(ii) H° = (SpanH)?,
(iii) SpanH C (H%)?, és ha V véges dimenzids, akkor egyenlSség all,
(iv) ha M lineéris altér V ben, akkor dimM + dimM° = dimV.

13. Egy rangt linearis leképezések

13.1. Legyen V és W vektortér, p € V*, w € W. Vezessiik be az
wep: VoW, z— (pz)w

jelolést.

Nyilvanvald, hogy w ® p linearis leképezés, amely pontosan akkor nulla, ha w
vagy p nulla. Ha w # 0 és p # 0, akkor értékkészlete Kw, az w kifeszitette
linearis altér, vagyis a rangja egy. Igen fontos eredmény, hogy minden egy rangu
linearis leképezés ilyen alaku.

A||ftés Legyen A : V — W egy rangu linedris leképezés. Ekkor létezik
0£peV*és0+#we W igy, hogy A =w®p. Tovdbbd, ha A = w' @ p’,
1

akkor van olyan nem nulla o szdm, hogy p' = —p, w' = aw.
a

B1zoNYITAS Legyen w olyan vektor W-ban, amely kifesziti A értékkészletét. Ve-
gyik az f: Kw — K, aw — « linearis funkciondlt. Barmely @ € V esetén Ax az
w-nak z-t6l fliggd o, szdmszorosa: Ax = a,w; vildgos, hogy f(Ax) = ag. Le-
gyen p := f o A. Ekkor a V minden z elemére (w ® p)x = (plz)w = f(Azx)w =
azw = Awx, ést ezt akartuk bizonyitani.
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Az olvaséra bizzuk, lassa be azt az egyszerii tényt, hogy w és p egy szam szorzo
illetve oszté erejéig egyértelmii. W

Megjegyezziik, hogy V = K¥, W = KM esetén w ® p az az objektum, amelyet
olykor a w és p diadikus szorzatdnak hivnak (ldsd 15.5.).

13.2.  Allitds Legyen {w; | i € I} és {pr | k € K} linedrisan fiiggetlen
halmaz W -ben illetve V*-ban. Ekkor

{w; @pr|i€el, ke K} CLin(V,W)
linedrisan fliggetlen.

B1zoNYiTAS Tegyiik fel, hogy F' az I-nek, G a K-nak véges részhalmaza és oy
(i € F\ k € G) olyan szamok, hogy

Z Z a;pw; Q@ pr = 0.
ieF keQ

Ekkor minden x € V esetén

0= (Z > agw; ®pk> =Y au(plm)w; =

i€F keG icF keG
5 (z aik@km) w.
i€F \keG
igy a w;-k fiiggetlensége miatt
> culprlz) =0 (i€ F).
keG
Mivel ez minden x-re igaz, az x-et kiemelve azt kapjuk, hogy
Zaikpkzo (iEF),
keG

amibdl most mar a py-k fliggetlensége miatt oy, = 0 minden i € F és k € G
esetén.

13.3.  Allités Legyen {w; | i = 1,...,M} bédzis W-ben és {py | k =
1,..., N} bdzis V*-ban. Ekkor

{w; @pr |i=1,...,.M; k=1,...,N}

bézis Lin(V, W)-ban.
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B1zoNYiTAS Emlékezziink, hogy véges dimenzids vektortérrdl 1évén sz6, V** = V.
Ezért a 12.4. &llitas szerint a fent adott bazisok dudlisa bazis W*-ban illetve V-
ben; jelolje ezeket {f; |i=1,..., M} illetve {v; | k=1,..., N}. Ekkor

M N

A=) "(filAv)w; @ pr.

i=1 k=1

E formula helyességérol ugy gyézédhetiink meg, hogy megmutatjuk, az egyenlo-

ség két oldalan all6 linearis leképezések ugyanazt az értéket veszik fol a vy, ..., vy
bazisvektorokon:
N
(Z fz‘Avk wz ®pk> Z f2|A’Uk pk|v])
i=1 k=1 k=1

‘ME"M

\,
Il
-

(filAvj)w; = Av;.

Itt felhasznéltuk, hogy (p;|vj) = 0;;, valamint értelemszertien alkalmaztuk a
12.4. (x%) Osszefiiggését. m

Emlitsiik meg azt a fontos speciélis esetet, amikor W = V. Ha {vy,...,on}
bézis V-ben és {p1,...,pn} ennek a dudlisa, akkor {v; @ p; | i,k = 1,...,N}
bézis Lin(V)-ben.

13.4. (i) Az el6z8 két allitds kovetkezménye, hogy ha a 0 - oo := 0 megdllapo-
déssal éliink, akkor

dim(Lin(V, W)) = (dimV) (dimW).

Véges dimenziés vektorterek esetére ezt mar korabban is megallapithattuk vol-
na, ugyanis Lin(KY,KM) = KMXNazaz a KV — KM linedris leképezések di-
menziéja M N, és barmely N illetve M dimenzids vektortér izomorf KV -nel illetve
KM_mel, és tudjuk, hogy a linedris szerkezettel kapcsolatos allitdsok izomorf vek-
torterekre egyszerre érvényesek.

(ii) Egy rangi linedris leképezések linedris kombindcidja véges rangi; ezért,
ha mind V mind W végtelen dimenziés, akkor a 13.3. allitds (értelemszerii &t-
fogalmazdssal) nem igaz. Ugyanis ekkor van olyan V. — W linedris leképezés,
amelynek a rangja végtelen; ilyet példaul igy adhatunk meg, hogy a 'V egy bézi-
sanak megszamlilhaté eleméhez hozzarendeljiik a W egy bédzisanak megszamlal-
haté (kiilonbozd) elemét, az esetleg fennmaradé tobbi béazisvektorhoz pedig nulldt
rendeliink.

Ezzel szemben, ha V vagy W koziil az egyik véges dimenzids, igaz marad a
13.3. Allitas; kérjiik az olvasét, bizonyitsa ezt be.
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13.5. Feladatok
1. Bizonyitsuk be, hogy ha A € Lin(V, W) rangja m, akkor vannak ws, . .., wy,
linearisan fiigetlen vektorok W-ban, és p1, ..., D, linedrisan fliggetlen vektorok
m
V*-ban ugy, hogy A = > w; ® p;. (Utmutatzis: legyen wy, ..., w,, a RanA egy
i=1
bazisa, f1,..., fm ennek a dudlisa, és p; := f; 0 A.)
2. Bizonyitsuk be, hogy
(i) rogzitett w € W esetén V* — Lin(V, W), p —» w ® p,
(ii) rogzitett p € V* esetén W — Lin(V, W), w — w @ p
lineéris leképezések!
3. Legyen x,y € V, p,q € V*, A € Lin(V). Igazoljuk, hogy
(i) (x @ p)(y ® q) = (ply)x ® q (a bal oldalon a linedris leképezések szorzata
azaz kompozicidja 4ll),
(ii) A(z @ p) = (Az) @ p.
4. Legyen {v1,...,vn} bazis V-ben és {p1,...,py} ennek a dudlisa. Mutassuk
meg a 12.4 formulai alapjan, hogy

N N
ka®pk=idv, Zpk®vk:idv*.
k=1 k=1

5. Mutassuk meg, hogy ha A € Lin(V) rangja egy, akkor
(i) van olyan a € K, hogy A% = oA,

(ii) ha « # 1, akkor idy — A izomorfizmus.

6. Legyen © € V, p € V*. Igazoljuk, hogy

i) ha (plx) # 0, akkor zOPp
(plz

a Kerp mentén az Kz-re valé vetités;

(
(ii) ha (p|x) # 1, akkor — és csak akkor — idy — & ® p izomorfizmus és

TRPp
1~ (pla)’

7. Legyen A € Lin(V) olyan, hogy felcserélheté minden V. — V linedris le-
képezéssel (azaz BA = AB minden B € Lin(V) esetén). Bizonyitsuk be, hogy
ekkor van olyan « szam, amellyel A = aidy. (Ijtmutatzis: vegyilkk B szerepére
az € ® p leképezéseket, és szamitsuk ki AB-nek és BA-nak az y helyen felvett
értékeit, ahol &,y € V és p € V* tetszbleges.)

8. Legyen {vy,...,vnN} bazis V-ben és {p1, ..., pn} ennek a dudlisa. Igazoljuk,

hogy
{Mv—wipﬂak:L“wN}

olyan bézis Lin(V)-ben, amely csupa izomorfizmusbdl 4ll. Milyen més szdm tehet6

(idv —z@p)~ ! =idv +

még 3 helyébe, hogy igaz maradjon az &allitas?
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9. Az el6z6 két feladat eredményeire tamaszkodva bizonyitsuk be, hogy ha
dimV < oo, A € Lin(V), és TA = AT minden T € Lin(V) izomorfizmus esetén,
akkor A az idv szdmszorosa.

14. Transzpondltak

14.1. Egy linedris funckionalt linearis leképezéssel kompondlva ismét linearis
funckiondalt kapunk. Ugy is felfoghatjuk, hogy egy linearis leképezés a vele vald
komponaléassal ,,transzformélja” a linearis funkcionalokat.

Definicié Az A : V — W linedris leképezés transzpondaltja az
AW V* f foA
leképezés.

A transzponalt leképezést az
(A" fle)v = (fl[Az)w  (z €V, fe W)

egyenlGség jellemazi.

Ezekbdl a formulakbdl vilagos, hogy Aa linearis leképezés.

Csak a fenti definiciét kell alkalmaznunk, hogy kénnyedén bebizonyitsuk az
alabbi kijelentéseket.

Allitas Legyen A € Lin(V, W).
(i) Ha B € Lin(V, W), akkor

(A+B)" = A"+ B*.

(ii) Ha o € K, akkor
(aA)* = aA”.

(iii) Ha B € Lin(W, V), akkor
(AB)* = B*A*.

(iv) (idv)* = idy-.
(v) Ha A bijekcid, akkor A* is az, és

(A7) =(A") " m
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Csak az utolséhoz fiiziink egy kis eligazitast: az AA™! = A1 A = idy egyen-
18ségbél (iii) és (iv) szerint (A~1)*A* = A*(A~1)* = idy+ adddik.

Az els6 két Osszefliggés azt jelenti, hogy a Lin(V, W) — Lin(W*, V*), A — A*
leképezés linedris. Kovetkezésképpen a nulla-leképezés transzpondltja is a nulla-
leképezés (ami persze kozvetleniil is azonnal 14thatd).

14.2. Ha A € Lin(V,W), akkor A* € Lin(W*,V*), és A* = (A*)* €
Lin(V*W**). Minthogy V. C V** és W C W** az A linedris leképezés fel-

foghaté egy linedris altéren értelmezett V** »— W™** linearis leképezésnek. fgy
értelmes az aldbbi allitas.

Allités Legyen A € Lin(V, W); ekkor
AcC A7,
és ha 'V véges dimenzios, akkor

A=A".

B1zONYITAS Ha & € V C V**, f € W*, akkor
(flA7z)w = (A7|flw = (z[A*f)v = (A" flz)v = (flAz)w.

A 12.2. végén levs megjegyzés alapjin ez igazolja az allitas els6 részét; a ma-
sodik rész a V = V** szerint teljestl. B

Allitdsunk egyszer( de fontos kévetkezménye, hogy ha A* = 0, akkor A = 0;
més szoéval a transzpondlds, az A — A* leképezés injektiv. Ezért véges dimen-
7i6s vektorterek esetén a transzpondlds egyben sziirjektiv is (hiszen Lin(V, W)
és Lin(W*, V*) dimenzidja megegyezik), azaz izomorfizmus. Végtelen dimenzié
esetén ez nem sziikségképpen igaz; példat a 12.5. (iii) és (iv) alapjan hozhatunk.
Van olyan V vektortér, amely valédi linedris altere V*-nak, és mar V is szétva-
lasztja V elemeit. Terjessziik ki idy-t F': V* — V* linedris leképezéssé tgy, hogy
legyen nulla a 'V egy kiegészitGjén. Tegyiik fel, hogy valamely A : V — V linedris
leképezésre F' = A*. Ekkor minden x,y € V esetén (y|x) = (Fl|x) = (y|Ax),
amibdl A = idy kovetkezik; {gy A* = (idv)* = idv+ # F, ami ellentmondés.

14.3. Allitds Az A : V = W linedris leképezés pontosan akkor sziirjektiv,
ha A* injektiv.

B1zoNYiTAs Tegyiik fel, hogy A sziirjektiv és A* f = 0. Ekkor

0= (A"flz) = (f|Az) (*)
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minden x € V esetén. Mivel W minden eleme el6dll Ax alakban, ez azt jelenti,
hogy f = 0, azaz A* injektiv.

Ha A nem sziirjekti{v, akkor W # {0} és van olyan 0 # f € W*, hogy f|rana =
0 (14sd a 8.7.6. feladatot). Erre az f-re és minden V-beli @-re fenndl a () egyen-
16ség, ami azt jelenti most, hogy A*f = 0, tehat A* nem injektiv. m

Tovéabb 1lépve megallapithatjuk, hogy A* pontosan akkor sziirjektiv, ha A**
injektiv. Mivel A C A** azt is allithatjuk, hogy ha A* sziirjektiv, akkor A injek-
tiv (viszont A injektivitdsabdl nem kovetkezik szitkségképpen A** injektivitdsa,
igy A* szirjektivitdsa sem). Ha viszont dimV < oo, akkor az is igaz, hogy A*
pontosan akkor sziirjektiv, ha A injektiv.

14.4. Erdekes és fontos az egy rangu linedris leképezések transzponaltja. Meg-
mutatjuk, hogy

(wep)'=pew (weW,peV"),

aminek ugy van értelme, hogy W C W** | tehat a jobb oldalt W* — V™ linedris
leképezésnek tekinthetjik. Valéban, minden f € W* és € V esetén

(wep)flz)y, =(fllw@p)z)y, = (flw)wplz)v = (W f)w- (plr)v =
=((pow)flz)v.

14.5. Definicié Az A : V — V* linedris leképezést szimmetrikusnak
illetve antiszimmetrikusnak nevezziik, ha minden x,y € V esetén

(Az|y)v = (Aylz)v = (z|Ay)v-,

illetve
(Az|y)v = —(Ayl|z)v = —(z|Ay)v-.

Mivel A* : V** — V* a fenti egyenlOségek azt mondjak, hogy A* lesziikitése
V re éppen A illetve —A; mas szoval,

A pontosan akkor szimmetrikus, ha A C A,

A pontosan akkor antiszimmetrikus, ha — A C A*.

Természetesen, ha V véges dimenzids, akkor egyenloség all:
A=A" illetve —A=A".
Altaldban az A € Lin(V, V*) szimmetrikus illetve antiszimmetrikus része

— ﬂ illetve H = u

S: :
2 ’ 2
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Ezek szimmetrikus, illetve antiszimmetrikus V. — V* leképezések, és
A=S+H, A*ly=8S—-H.

Jegyezziik meg jol, hogy V — V linedris leképezésre nem értelmezhetd a szim-
metrikussdg és antiszimmetrikussdg fogalma; viszont V* — V linearis leképezé-
sekre igen, hasonléan az el6z6hoz.

14.6. Feladatok

1. Adjuk meg a polinomok vektorterén a differencidlds, a polinommal vald
szorzds és az integralds transzpondltjdt (1dsd 8.2.(vii), 8.7.1 és 12.7.1.).

2. Mi az

R: K(N) N K(N), (Rg)n — { 0 ha n= 17
(o1 ha n>1
jobbra tolds transzponaltja (14sd 12.5(iii))?
3. Legyen x € V, p € V* és A € Lin(V). Igazoljuk, hogy

(xr@p)A=xz® A*p.

4. Mutassuk meg (lasd az annulldtor 12.7.8. feladatban bevezetett fogalmat),
hogy az A : V — W linedris leképezésre

(i) KerA* = (RanA)Y,

(i) (KerA)? = RanA*.

5. Ertelmezziik az A : V. — W konjugélt linedris leképezés transzponaltjat az
(A* flx) := (f|Az)* (f € W*,x € V) formuldval. Igazoljuk, hogy A* konjuglt
linedris. Melyek érvényesek most is a 14.1. allitds Osszefiiggései koziil?

6. Ha A : V — V lineéris bijekci6, x € V, p € V* és (p|A~1z) # 1, akkor —
és csak akkor — A — ¢ ® p is bijekcid, és

(A"'z) @ (A7Y)'p

_ 1 _ g1
(A—z®p) AT+ = (p|A Ta)

7. Adjuk meg a p € V* azaz a p: V — K linedris leképezés transzponéltjat a
K* =K, Lin(K, V*) = V* azonositdsok alapjan!

15. Oszlop- és sorvektorok

15.1. A 11. fejezetben mondottak szerint KV dudlisdt azonosithatjuk K -nel:

(KM)* = Lin(KY,K) = K>V = KV,
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Ez egyrészt igen j6, mert konnyen szamolhatunk ilyen linearis funkciondlokkal,
masrészt egy kicsit kellemetlen, mert Gsszetéveszthetjiik a vektorokat és kovekto-
rokat (linedris funckiondlokat). Ha mar elég gyakorlatunk van, az Gsszetévesztés
veszélye kicsiny, és matematikai szempontbdl nem is lényeges. Fizikai tartalmukat
tekintve azonban a vektorok és kovektorok kiilonbo6zok, és nem célszerii elmosni
koztiik a kiilonbséget (ldsd kés6bb a koordindtdzas cimii fejezetet). Ezért sokszor
megkiilonboztetd jelolést alkalmaznak KV és (KV)* elemeire. Ezt tekintjiik most
at.

Amikor a KN — KM linedris leképezéseket matrixokkal azonositottuk, a vekto-
rokat oszlopba frtuk. A KV — K linedris leképezés az ottani megallapodés szerint
viszont egy sor. Ezért a vektorokat oszlopvektoroknak, a kovektorokat sorvek-
toroknak is szoktdk mondani. Jel6lésben gy kiilonboztetik meg 6ket, hogy az
oszlopvektorok tagjainak indexét foliilre, a sorvektorokét alulra irjak:

51
52
E=(E"k=1,...,N)=| . | ek?,
5}\/
r=(m|k=1,....,N)=(m m - 7n)c XY,
és a mart megismert ,,sor-oszlop” szorzassal
51
52 N
(mlf) =(m m - 7wn)| . Zngk.

5}\7 k=1

Ebben és az utdna levé fejezetben kovetkezetesen alkalmazzuk ezt az alsé-f6lsé
indexelést, a konyviink mas részében azonban nem.

15.2. A kanonikus projekciék
pri: KN 5K, €& (i=1,...,N)

linedris funkcionalok, azaz (KV)* elemei. Azért irtunk most a projekcickhoz folsé
indexet, mert a pri(£) = £ egyenléségben igy 4ll az i ,,szabad index” (amire nem
Osszegzlink) mind a két oldalon azonos helyzetben. Ezt a szabdlyt is jegyezziik
meg.

Ha mint szokdsosan ey, ..., ey jeloli a KV standard bézisat, akkor

(pr'lex) = &',



68 III. DUALITAS

vagyis pr',...,pr"N épp a standard bézis dudlisa. Nem nehéz beldtni, hogy pr’
mint sorvektor az a szam N-es, amelynek az i-edik tagja 1, a tobbi nulla:

pr' =(0,...,0,1,0,...,0),
(i)

azaz a standard bazis duslisa a (KV)* = KV azonositdsban énmaga. Ezért célsze-

rlien azt irjuk, hogy
e’ :=pr'.

15.3. Az eddigieknek megfelelGen a matrixokat is als6-fols6 indexekkel jeloljiik,
aszerint, honnan hova leképezéseknek tekintjiik 6ket. Kozelebbrol, ha az attekint-
het6ség kedvéért ugyanolyan szimbolummal jeloljiik a standard bazisvektorokat
K"-ben és KM-ben,

A: KN—>KM = ( p = (e'|Aey) |i=1,...,M;k=1,...,N),
R:KN — (pir = (e;|Rex) |i=1,...,M;k=1,...,N)
B : (KV)* —>( My = (8% == (es|Be¥) |i=1,...,M;k=1,...,N)
S: (KN - KM = (0% := (e|Se¥) |i=1,...,M;k=1,...,N).

Q

Tehat ha & € KV és m € (KV)*, akkor

N ) N
Ag) =) aleh, (RE)i =) puth,
k=1 k=1

N N
)i = Zﬂikﬂm (Sﬂ')i = Zaikﬂ'k.
k=1 k=1

Figyeljik meg a szabdlyt: mindig ellentétes helyzetben levé indexekre Gsszeg-
ziink.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy bér ez az ,,als6-f61s6” indexezés hasznos, jol is
kezelhetd, a matrixok konkrét alakjaban ezt nem tudjuk visszatiikrozni: vektort

ugyanis lehet sorba vagy oszlopba irni, de matrixnél az ilyen megkiilénboztetés le-
0 1 2
1 2 0
Maésrészt a sor-oszlop szorzas altalanos szabdlya is elvész, hiszen ha sorvektorra
hat a matrix, akkor sor-sor szorzast kell alkalmazni, és az eredmény lehet sorvektor
is, oszlopvektor is.

Itt ragadjuk meg az alkalmat, hogy hangstilyozzuk, a ,,sor” és ,,0oszlop” nem
matematikai fogalmak; ne higgyiik, hogy vektor és oszlop, kovektor és sor sziik-
ségszeriien Osszetartozo dolgok. Forditva is megéllapodhattunk volna.

hetetlen. Honnan tudjuk példaul, hogy ( melyik tipusu a fentiek koziil?
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15.4. Az A € Lin(KY,KM) transzponaltja A* € Lin((KM)* (KN)*). Métri-
xanak ik-adik tagja

(a*)k = (67;|A*ek:)(KN)* = (A*e"le;)xn = (€¥|Ae;)xn = ;.

Szemléletesen: A* métrixa az A méatrixdnak a f6atléra valé titkrozottje:

oy aly - aly
a21 a22 P a2N
A= . ,
OlMl OLMQ aMN
(Oz*)ll (Oz*)12 (Oz*)lM Ozll 0[21 Ole
A — (@)t (a%)® - (o)™ B aty  a?y oo oM,
(OZ*)Nl (Ol*)NQ (a*)N]\/I aly oy - oMy

Tersmészetesen hasonlé formuldk érvényesek KV — (KM)* stb. linedris leké-
pezések transzponaltjara. Ezért értelmezziik ugy egy M x N-es matrix transz-
ponaltjat, mint azt az N X M-es matrixot, amelyet a féatlora vald titkrozéssel
nyeriink.

Az indexek alsé-16ls6 elhelyezése jOl tiikrozi azt a tényt, hogy a szimmetrikussag
csak V. — V* illetve V* — V linedris leképezésekre értelmes. A fenti jel6léseknek
megfeleléen B : KN — (KN)* illetve R : (KV)* — K pontosan akkor szimmet-
rikus, ha B;;, = B illetve p** = p¥* minden i, k esetén. Azt, hogy A : KV — KV
szimmetrikussdganak nincs értelme, abbél latjuk, hogy a’y nem lehet egyenld sem
aF;-vel sem ay,'-vel az azonos jelll indexek kiilonb6zé helyzete miatt.

Mindez persze csak az absztrakt formuldkban jelentkezik. Egy akarmilyen konk-

rét matrix lehet szimmetrikus: példaul (? (1)> Ha ez egy K? — K2 leképezés

maétrixa, akkor a szimmetrikussiaga a ,,véletelen” miive, ,,nem jelent semmit”; ha
viszont K2 — (K2)* leképezés matrixa, akkor szimmetrikussiga ,,sziikségszerti”,
és jol meghatarozott ,,jelentése van”. A kovetkez6 fejezetben pontosan latjuk, mi
a tartalma ezeknek a kijelentéseknek.

15.5. Vizsgaljuk meg a KV — KM egy rangt linedris leképezéseket. Legyen
n=0li=1...M) e KMé& m:=(m | k =1,...,N) € (KN)*. Az
n® m € Lin(KY,KM™) matrixot az hatdrozza meg, hogy minden & = (¢F | k =
L,...,N) € K¥ esetén (n @ m)€ = (7|€)n, azaz

N
> mem)ih = (Zwk§> (i=1,...,M).

k=1
Ebbél jol latszik, hogy
(n@m) =n'n (i=1,...,M;k=1,...,N).
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Ennek megfeleléen, ha 9 = e;, m = e”, akkor olyan métrixot kapunk, amelynek
az ik-adik tagja 1, a tobbi nulla.

15.6. Feladatok

1. Adjunk meg egy olyan nem nulla linedris funkcionalt C3-on, amely nulla
értéket vesz fel az

1 1
1], 1
1 )
vektorokon.
2. Adjuk meg a C3
1 1 )
1], i, 1
1 1
bézisdnak a dudlisat!
3. Szamitsuk ki az
1
1| ® (1, 2)

matrix tagjait!

16. Koordinatazas

16.1. Azzal kell kezdeniink, hogy egy kicsit pontositjuk a K¥-re mondottakat.
Nevezetesen, amikor az ey, ..., ey standard bazisrél beszéltiink, a 3. fejezet értel-
mében az {ej,...,exn} halmazra kellett volna utalnunk. Ha azonban ezt tessziik,
akkor értelmét veszti példaul az, hogy egy linearis leképezést adott médon matrix-
szal azonositunk, hiszen a métrix tagjainak a sorrendje igen fontos (ha két tagot
feleseréliink, altaldban az eredetitdl killonb6zé mérixot kapunk), a fenti halmaz-
ban viszont értelmetlen a sorrend. Amikor tehat az eq,...,en standard bézisrél
beszéltiink tulajdonképpen az (eq,...,ey) indexezett N-esre kellett gondolnunk.
Most pontossa tessziik ezt.

Definicié Legyen V vektortér, I indexhalmaz. A VI-nek a (v; | i € I)
elemét a V indexezett bazisdnak nevezziik, ha {v; | i € I} (amely a V
részhalmaza) bézis V-ben.

16.2. Legyen V a K f6l6tti N < oo dimenzids vektortér. Mint tudjuk, V
izomorf KN-nel. Egy K : V — K izomorfizmust a V koordinatazasanak
hivunk.
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A K koordinitézds meghatarozza V-nek egy indexezett bazisit a v; := K le;
(i =1,...,N) formuldval. Forditva, a V-nek egy (v1,...,vy) indexezett bézisa
meghatdrozza a V egy koordindtazasit a Kv; := e; (i = 1,..., N) formuldval.
Tehat koordindtazdsok és indexezett béazisok kolcsondsen egyértelmiien megfelel-
tethetok egymasnak.

A (vy,...,vy) indexezett bazis meghatdrozta koordindtdzast igen jol hasznal-
haté alakban tudjuk megadni a 12.4. (x*) képlet alapjan. Ha (p!,...,p") az
adott bazis dudlisa (most haszndljuk az als6-fels6 index formalizmusét), akkor

Kz = ((p'|lz)|i=1,...,N) (xeV),

azaz Kx éppen az x vektornak az adott bazisra vonatkozé koordinataibol allo
indexezett N-es.
A koordinatazéas inverzét, a V paraméterezésének hivjuk:

P=K":KV>V, (li=1...,N)~> v,

16.3. Erdekes és fontos kérdés, mi a kapcsolat egy vektornak két kiillonb6zo
koordinatazas szerinti koordinatai kozott.
Legyen az el6zéekben adott indexezett bézis mellett egy mésik (v],...,vY)

indexezett bazis is, amelynek a dudlisa (p/l, - 7p/N). Ekkor a 12.4. (%) szerint

N
Zp|v (i=1,...,N),
k=1

N
vp =Y (pIlop)v;  (k=1,...,N).

Kovetkezésképpen minden i-re

N N N N )
N z(z (o)) W),,;,
k=1

j=1 j=1 \k=1
amibol
N
Z j|17k p|v) ;. (*)
k=1
Szokéas a

T = ((p*v)) | k,i=1,...,N)
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matrixot a ,,vesszétlen” bazisrol a ,,vesszés” bazisra valé attérés matrixanak ne-
vezni. Hasonléan,
.
— J A
T .= ((p lvg) | 7,k = 1,...,N)

a ,,vesszitlen” bazisrdl a ,,vesszOsre” vald attérés matrixa. A fenti Gsszefiiggés azt
mondja, hogy az egyik méatrix a mésiknak az inverze:

T'T =idg~, azaz T =T7'.

Ha ¢ = (& |i=1,...,N)és & = (€% |i=1,...,N) az = vektor koordinatéi a
,,vesszStlen” illetve ,,vesszés” bézisban, akkor & = K'K 1€, és

N N
gli: (p/i | ngvk> :ng(p/ihjk) (kzlv"'vN)7
k=1

k=1

azaz

K'K'=T.

Latjuk, hogy az attérés matrix adja meg az igynevezett vektori transzforma-
ciés szabalyt, amely megmondja, hogyan valtoznak meg a vektorok koordindtai,
ha egy béazisrdl attériink egy masikra.

16.4. Erdekes kozelebbrsl szemiigyre venni a V = KV esetét. Legyen a ,,vesz-
szOtlen” bazis a standard bézis, és hivjuk a vesszOs bazist ,,ijnak”. Ekkor a K :
KN — KV koordinitdzds az egységmatrix (K identitdsa). Az ,4j” bézis szerinti
K’ koordinatazas tehat egyenld az ,,1ij” bdzisrdl a standard bézisra valé 4ttérés
matrixaval.

16.5. A 'V vektortér (v; | i = 1,..., N) indexezett bézisdnak megfelel K kordi-
natdzas meghatdrozza a V* egy koordinatézasat: azt, amelyik a (p’ |i=1,...,N)
duélis bazis elemeihez rendeli a (KV)* (e, ..., e"V) standard bazisanak az elemeit.
Azt allitjuk, hogy ez a koordinatazas (K ~1)* = P*. Valéban, mindenk =1,..., N
és€=(&|i=1,...,N) € KV esetén

N N
(K1 | €)yn = (P | K7€), = (pl Zf’“w) => &Pl =¢ =
k=1 v k=1
= (61|€)K1\7,
tehat (K~1)*p’ = e!, amit az inverz-képzés és transzponalds felcserélhetdsége

folytan gy is frhatunk, hogy p' = K*e'.
A 16.3. végén levo képletbdl adddik, hogy egy maésik, ,,vesszés” koordindtazasra
val6 attérésnél a kovektori transzformacios szabaly

(P (P*) "= (T7)".
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A kovektorok koordinatai masképp valtoznak egy masik béazisra val6 attérésnél,
mint a vektorok koordinatai. El6fordulhat példaul, hogy egy vektornak és egy
kovektornak a koordindtdi egy bézisban ugyanazok, mondjuk (1,2,1). Egy mésik
bézisban azonban mar kiillonbo6zok a koordinatéik.

16.6. A koordindtazassal a linedris leképezéseket atvissziik matrixokba.

Az A :V = W linedris leképezés matrixa a K : V — KV illetve az L : W —
KM koordinatdzdsban az LAK ! : KN — KM linedris leképezés.

Ha (v | k=1,...,N)és (w; |i=1,...,M) a K illetve az L koordindtazas-
nak megfelelé indexezett bazis V-ben illetve W-ban, és (p* |k =1,..., N) illetve
(fi|i=1,...,M) a hozzajuk tartozé dudlis bazis, akkor a 15.3. szerint az A
matrixanak ik-adik tagja

(e'|LAK ey )xn = (€'|LAv)xn = (L*e'|Avy) = (fi|Avy),
tehdt A matrixa a széban forgé bazisokban
(f'|Avg) [i=1,...,M;k=1,...,N).

Vegyiik észre, hogy a 13.3. allitds szerint a linedris leképezés matrixanak tagjai
épp a linedris leképezés koordindtdi a Lin(V, W) megfeleld indexezett bézisdra
vonatkozdan.

Az Az € W koordindtdi az adott bazisban LAz = (LAK!')(Kz), tehdt
gy szamithatjuk ki ezeket a koordinatdkat, hogy alkalmazzuk A métrixdt az x
koordinataibol allé oszlopvektorra.

16.7. Kiilonones érdekes azoknak a linearis leképezéseknek a matrixa, amelyek
V és/vagy V* kozott hatnak.

A cLin(V,V) miétrixa KAK ' = ((pi|A'U;€) li,k=1,...,N),

R € Lin(V,V*) miétrixa P*RP = ((v;|Rvy) |i,k=1,...,N),

B € Lin(V*,V*) mitrixa P*B(P*)"' = ((v;|Bp") |i,k=1,...,N),

S € Lin(V*, V) miétrixa KSK* = (p'|Sp* |i,k=1,...,N);

itt mindig dgy hasznaltuk K-t illetve az inverzét P-t hogy a formuldk ,,szépek”
legyenek: egyszertiek, és vagy csak K vagy csak P szerepeljen benniik.
Ha vesziink egy masik, ,,vessz0s” koordinatazast, akkor
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KAK)'=KK'KAK'K(K')"' =T(KAK )T},

K'S(K')*=K'K'KSK*(K*)"Y(K')* = T(KSK*)T*,

és hasonlé formulakat irhatunk a tobbi esetre is; lathatjuk, hogy az egyik bazisrol
a méasikra valé attérésnél a V — V linedris leképezések matrixainak valtozasa, a
transzformaciés szabdly méas, mint a V — V* stb. linedris leképezések matri-
xaié.

16.8. Jdl latszik az el6zd pont formulaibol, hogy egy V. — V* illetve V¥ — V
linedris leképezés pontosan akkor szimmetrikus, illetve antiszimmetrikus, ha bar-
mely bézisra vonatkozé méatrixa szimmetrikus illetve antiszimmetrikus.

Elofordulhat, persze, hogy egy V. — V linedris leképezés métrixa valamely
béazisban szimmetrikusnak adédik, de ez csak a ,,véletlen” miive: méas bazisban a
maétrixa méar nem lesz szimmetrikus, amint arrdl a transzformaécids szabaly alapjan
konnyen megy06z6zdhetiink..

16.9. Feladatok

1. Vegylik a V két indexezett bazisat, a ,,vesszotlent” és a ,,vesszoset” az el6zéek
szerint. Definidljuk az Z : V — V linedris leképezést az Zv; :== v, (i=1,...,N)
formuldval. Mutassuk meg, hogy Z matrixa mindkét bazisra vonatkozdan ugyan-
az, és egyenld a ,,vesszétlen” bazisrdl a ,,vesszdsre” vald attérés matrixaval, azaz
KZK '=K'Z(K')"'=T.

Mi a Z maétrixa, ha értelmezési tartomdnydban (V-ben) a K koordindtézdst,
értékkészletében (ez is V!) a K’ koordindtazdst vesszik?

2. Bizonyitsuk be a 16.3. (x) Osszefiiggést a 13.5.4. feladat alapjén.

3. Legyen w € W, p € V*. Adjuk meg w ® p matrixat a V és W egy-egy
indexezett bazisara vonatkozdan.

4. Mutassuk meg, hogy ha A € Lin(V) métrixa ugyanaz minden koordindta-
zésban, akkor van olyan « szdm, hogy A = aidy.

5. Mia (vy,...,vy) indexezett bdzisrdl az (ayvy, ..., ayvy) indexezett bazisra
val6 attérés matrixa, ahol aq,...,an adott nem nulla szamok?

6. Mutassuk meg, hogy A € Lin(V) métrixa ugyanaz az elébbi feladat mindkét
bézisara vonatkozdan.

7. Tekintsiik a legfeljebb (N — 1)-ed foku polinomok vektorterét. Mi a

(i) differencidlds,

(ii) a p— (t — p(t + 1)) linedris leképezés
métrixa az (idf | k= 0,1,..., N — 1) indexezett bdzisban?

8. Hatédrozzuk meg a legfeljebb (N — 1)-ed foki polinomok vektorterén a

(i) DMiq,

(i) M2, D
(lasd 8.2. (vii)) métrixat az (id% | k =0,1,..., N — 1) indexezett bazisban.
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9. Adjuk meg C3-ban a standard bézisrél az
(1 ¢« 0), (01 %), (¢ 0 1)

indexezett bazisra vald attérés matrixat!
10. Legyen az A : C? — C3 linedris leképezés matrixa (a standard bazisban)

0 1 -1
-1 0 1
1 -1 0

Mi az A matrixa az el6z6 feladatban szerepl6 bézisban?
11. Legyen az A € Lin(C?) métrixa (a standard bazisban)

1 1
1 1)/)°
1 1 . 1 -1
(1) o ()
indexezett bazisban?

12. Feleljiink az el6z6 két feladat kérdéseire, ha az adott matrixokat C3 — (C3)*
illetve C? — (C2)* linedris leképezéseknek tekintjiik.

13. Legyen I indexhalmaz, és jellje K) azokat az I — K leképezéseket, ame-
lyek legfeljebb véges sok helyen nem nulldk. A pontonkénti miiveletekkel K(/)
vektortér. Legyen e; az az eleme ennek a vektortérnek, amely az ¢ helyen 1 értéket
vesz fel, mashol nullat. Ekkor (e; | i € I) a K() indexezett bazisa.

Ha (v; | i € I) a V vektortér indexezett bazisa, akkor V. — K v; > e;

/////

Mi az A métrixa az

érvényben a fejezetben mondottak koziil az ilyen esetre (amikor tehdt az index-
halmaz nem feltétleniil véges)?
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IV. MULTILINEARIS LEKEPEZESEK

17. Bilinedris leképezések

17.1. Definicié Legyen U, V és W vektortér (azonos K test folott). Az
R :U xV - W leképezést bilinearisnak nevezziik, ha

(i) minden u € U esetén V — W, v — R(u,v) linedris,

(ii)) minden v € V esetén U — W, u — R(u,v) linedris.

Egyszerti tény, hogy R(0,v) = R(u,0) = 0 minden v € V és u € U esetén.
A fenti meghatarozé tulajdonsigok egyenértékiiek azzal, hogy

r s
§ aiui7§ /ijj = § § alﬁ] uu’“j
i—1 J=1

=1 j=1

ahol a szokasos jeleket hasznéltuk linearis kombinaciokra.

Igen konny( belatni — az olvaséra bizzuk, tegye meg a 8.3-beli bizonyitds min-
tdjara —, hogy az U x V — W bilinedris leképezések a pontonkénti miivelettel
ellatva vektorteret alkotnak (a WYV alterét). Jelolje

Lin*(U x V, W)

ezt a vektorteret.
Az is egyszerti tény, hogy ha R € Lin?(U x V, W) és
— A € Lin(U’,U), B € Lin(V’, V), akkor Ro (A x B) € Lin?(U’ x V/, W),
— C € Lin(W,W'), akkor C o R € Lin?(U x V,W').

17.2. A kovetkezé példakban felborolt leképezések bilinearisak.
(i) KN xK¥ = K, (&n) — Z &m;. Vegyiik észre, hogy N = 1 esetén ez épp

i=1
a SzZOorzas.

(ii) P x P = P, (p,q) — pq, ahol P a polinomok vektorterét jeloli.
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(i) Kx V=V, (o, ) — az.

(iv) Lin(V,W) x V = W, (A,x) — Ax; specidlisan (a W = K esete) V* x
V =K, (p,x) — (p|lx).

(v) Lin(V) x Lin(V) — Lin(V), (A, B) —» AB.

(vi) W x V* = Lin(V, W), (w,p) —» w ® p.

17.3. Alapvet6 jelentéségili az a tény, hogy egy bilinedris leképezést egyérelmii-
en meghataroznak barmely bazisok Descartes-szorzatdan felvett értékei. S6t ennél
egy kicsit tobb is mondhaté.

Allitds Ha W vektortér, A az U vektortér bézisa, B a V vektortér bazi-
sa, akkor tetszbleges R : A x B — W leképezés egyértelmiien kiterjesztetd
U x V — W bilineéris leképezéssé.

Bi1zoNYITAS Legyen A = {u; | i € I} és B = {v; | j € J}. A Kkiterjesztést —
amelyet szintén R-rel jeloliink — a kovetkezOképp definialjuk:

R Zaiui;Zijj 1122%5]‘1{(%7”3‘)

icF jeG i€F jeG
(F C I véges, G C J véges, ay,B; €Ki € F,j € G).

Ezutén a bizonyitds menete lényegében ugyanaz, mint a 8.4. bizonyitasaé.

17.4. Egy bilinearis leképezés értékkészlete dltalaban nem linedaris altér. Most
az értékkészlet kifeszitette alteret jellemezziik.

Allitas Legyen R : U x V — W bilinedris leképezés. Ekkor Span(RanR)

n

minden eleme Y R(u;,v;) alakd, ahol n € N, és uyq,...,u, az U-nak,
i=1

v1,...,V, a V-nek elemei, amelyek vehetSk linedrisan fiiggetlennek, ha az

osszeg nem nulla.

n n
B1ZONYITAS A széban forgé altér elemei > a; R(u;,v;) = >, R(aju;,v;) alaki-
i=1 =1

n

ak; az u} := a,u; jeloléssel és a vessz6 elhagydsdval végil is a Y R(u;,v;) alakra
i=1

jutunk.

Legyen m a v;-k koziil kivélaszthato legtobb linearisan fliggetlen vektor szama;
ha m = 0, akkor minden v; nulla, az 6sszeg is nulla. Tegyiik fel, hogy m > 0; az
altalanossag megszoritasa nélkiil vehetjik gy, hogy éppen vq,...,v,, linedrisan
fliggetlenek. Ekkor

m
v; = E Qi Vg (t=m+1,...,n),
k=1
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és

3

i:R(ui,'vi) => R(u;,v;) Z R (uz, Za;ﬂ'vk> =
i=i 1

7 i=m-+1

R(uy,vg) + Z ZamR(ui,Uk):

i=m+1 k=1

R <uk + Z Oékiui,vk> .

i=m-+1

1 Il
1 Tz

ES
Il

1

Az U-beli vektorok dtnevezésével azt kaptuk, hogy a széban forgd altér elemei

> R(ug,vy) alakiak, ahol a vy-k linedrisan fiiggetlenek.
k=1
Legyen most r az up-k kozil kivalaszthaté legtobb linearisan fiiggetlen vektor

szama; ha r = 0, akkor minden wuy nulla, az 6sszeg is nulla. Tegyiik fel, hogy
r > 0; az altalanossag megszoritasa nélkiil vehetjik ugy, hogy éppen wuq,...,u,
linearisan fliggetlenek. Ekkor ugyantgy, mint az elébb, azt kapjuk, hogy

ZR (ug,vr) ZR(uJ,vJ—Q— Z 5321)1).

=1 1=r+1

Befejezésiil csak azt kell megmutatnunk, hogy {vj + Z Bjivi | j=1,. }
i=r+1

linedrisan fliggetlenek. Ime: tegyiik fel, hogy
0= (1+ 3 in) =L owm+ 3 S|
i=r+1 k=r+1 \j=1

A vk linedris fliggetlensége miatt minden egyiitthatd, specialisan aj, . . ., «, nul-
la.

17.5. Kiilonosen fontos szerepet jatszanak azok a bilinedris leképezések, ame-
lyek az alaptestbe képeznek (hasonléan, mint az alaptestbe képezd linedris leké-
pezések).

Allitas Legyen U és 'V vektortér (azonos K test f6l6tt). Ekkor az

i:Lin(V,U*) — Lin?(UxV,K), (i(B))(u,v) := (Bv|u)u = (u|Bv)y

(B €Lin(V,U"),u e UjveV)

leképezés linedris bijekcio.
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B1zONYITAS Az i leképezés linedris, mert

(i(B+C))(u,v) =((B + C)v|u) = (Bvlu) + (Cvlu) =
(i(B)) (u, ) + (i(C)) (u, v) =

(Z(B) + Z(C)) (u,v),

és hasonléan érvelhetiink a szammal szorzast illetéen.

Ha i(B) = 0, azaz minden u € U és v € V esetén (Bv|u) = 0, akkor Bv =0
minden v-re, tehat B = 0, vagyis i injektiv.

Legyen most R € Lin?(U x V,K). Ekkor minden v € V esetén u — R(u,v)
linedris funkciondl U-n, azaz R(-,v) € U*. A j(R) : V —» U*, v — R(-,v)
leképezés linedris, vagyis a Lin?(U x V,K) minden R eleméhez egyszertien hoz-
zérendelhetjiik a Lin(V, U*) egy j(R) elemét. Az olvaséra bizzuk, mutassa meg,
hogy i(j(R)) = R, amibdl kovetkezik, hogy i rdképezés (tehdt bijekcid, és az
inverze j).

17.6. Az imént targyalt izomorfizmus annyira természetes, hogy el is hagyjuk a
jelolését, vagyis azonositjuk a szoban forgd linedris illetve bilinedris 1éképezéseket,
és azt rjuk, hogy

Lin(V,U*) = Lin*(U x V,K),
(Bv|u) = (u|Bv) := B(u,v) (ueU,veV).

Az azonositdsbdl az is kovetkezik, hogy
dim(Lin?(U x V,K)) = (dimV)(dimU),

ami kiilénosen akkor érdekes, ha a vektorterek véges dimenzidsak.
Egy fontos formulat emlitiink meg ezzel az azonositassal kapcsolatban. Ha
R € Lin*(U x V,K), A € Lin(U’,U), B € Lin(V', V), akkor

Ro(Ax B)= A*RB.
Valéban, minden v’ € U’, v’ € V' esetén
(Ro (A x B))(u',v') = R(Au', Bv') = (Au/|RBv’) = (u/|A*RBY').
17.7. A 17.5. 4llitds mintdjara beldthatjuk, hogy
i:Lin(V,U) — Lin*(U* x V,K), (i(4))(f,v) == (f|Av)u,

(A €eLin(V,U),f e U v eV),
és
j: Lin?(U* x V,K) — Lin(V,U*), j(R)v := R(-,v)
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(R € Lin*>(U* x V,K),v € V)
linedris injekcidk, és j o4 : Lin(V,U) — Lin(V,U**) a természetes bedgyazds
(Lin(V,U) a Lin(V,U**) linedris altere).
Ezek az injekcidk is annyira természetesek, hogy elhagyjuk Oket a jelolésbol,
vagyis azonositjuk a széban forgé linearis illetve bilineéris leképezéseket:

Lin(V,U) = Lin?(U* x V,K) = Lin(V,U*).

Ha U véges dimenzids, akkor U = U**, tehat mind ¢ mind j sziikségképpen
bijekcio, és a fenti formulakban = helyett = All.

17.8. A mondottak szerint a (KM)* x KN — K bilineéris leképezések azono-
sithaték KV — KM linedris leképezésekkel, azaz M x N-es métrixokkal.

Az A= (aiy |i=1,...,M;k=1,...,N) métrix a kovetkezd bilinedris leké-
pezésnek felel meg:

M N
) = ZZT( alpeh = (| AE).

k=1

—

1=

Szemléletessé is tehetjiik ezt a formuldt: a benne szerepld kettOs Osszeget az
alabbi elrendezésbdl sor-oszlop szorzasbdl kapjuk:

Ozll Cv12 CVlN 51
a21 a22 PR a2N
(’7T1 DEEEY 7TM) .
: : : ¢
aMl aM2 DY aMN

Természetesen az egyéb fonn-lenn indexes matrixok (ldsd a 15. és 16. fejeze-
tet) is megfeleld bilinedris leképezésekkel azonosithatdk; példdul a két alsé indexes
métrixok, azaz a KV — (KM)* linedris leképezések a KM x KV — K bilinedris
leképezésekkel.

Furcsanak tiinhet, hogy az azonositdsokban megfordul a sorrend, példaul a V —
U linearis leképezéseket U x xV — K bilinedris leképezésekkel azonositjuk. Ez
azért van, hogy KV és KM esetén a matrixokra a fenti, j6l attekinthetd balrél-
jobbrdl szorzasi sémat alkalmazhassuk.

17.9. Ha U és V véges dimenzids, akkor az R : UxV — K bilinearis leképezést
is matrixszal reprezentélhatjuk a K : V — KV és L : U — KM koordinatézasok-
kal:

Ro (L' x K7 € Lin? (KM x KY,K) = Lin((KV, (KM)*).

Ha (w1,...,up) és (v1,...,vy) az L illetve a K koordindtdzdsnak megfeleld
indexezett bézis, akkor R matrixa

(R(uj,vp) |i=1,...,M;k=1,...,N),
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hiszen a fennallé azonositas szerint a széban forgd matrix ik-adik tagja
(e,; ‘ Ro (L' x Kﬁl)ek) = R(L 'e;, K 'e;) = R(u;,vyp).

17.10. Feladatok

1. Bilineérisak-e a

(i) KN x KN = KN, (&) = (&1, &an2, -, EN1IN),

(i) KM x KN - K, (€,1) = Exm
leképezések?

2. Mutassuk meg (példdul bdzisokat hasznalva), hogy a 0oco := 0 megéllapodds-
sal dim(Lin?(U x V, W)) = (dimU)(dimV)(dimW).

3. Bizonyitsuk be a 17.4. allitas kovetkez6 altaldnositdsat:

i : Lin(V,Lin(U, W)) — Lin*(U x V,W), (i(B))(u,v) := (Bv)u

M N
(x Ui> » (x vk> LK
=1 k=1

bilinedris leképezés blokk-métrixat a 17.8. altaldnositasaként a 11.5. mintdjara.

leképezés linearis bijekcid.
4. Ertelmezziik az

18. Bilinearis formak

18.1. A V x V — K bilinearis leképezéseket a V-n adott bilinearis funcio-
naloknak vagy bilinearis formaknak szokas hivni.

Definicié Az R : V x V — K bilinedris formdt szimmetrikusnak illetve
antiszimmetrikusnak mondjuk, ha

R(x,y) = R(y,x) illetve R(x,y)=—R(y,x)

minden x,y € V esetén.
A szimmetrikus vagy antiszimmetrikus R bilinedris forma magja

KerR :={x € V| R(-,x) = 0}.
R nem elfajult (nem degenerdlt), ha a magja nulla.

Az el6z6 pontban targyaltak szerint

Lin?(V x V) = Lin(V,V*), R(z,y) = (Ry|z)v.
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A V — V* linearis leképezésekre mar definidltuk a szimmetrikussdg és anti-
szimmetrikussdg fogalmat (lasd 14.5.); az a fenti azonositds szerint megegyezik az
itteni szimmetrikussaggal illetve antiszimmetrikussaggal. A bilinedris forma magja
pedig a megfelel6 linearis leképezés magjaval egyenlé. A bilinearis forma pontosan
akkor nem elfajuld, ha a megfelel6 linedris leképezés injektiv.

Ha V véges dimenziés, az R : V x V — K bilinearis leképezés métrixa a
(v1,...,vN) indexezett bazisban

(R(vi,vg) |4, k=1,...,N).

Ha R szimmetrikus, akkor minden bézisra vonatkozé matrixa szimmetrikus; ha
R egy bézisra vonatkozé matrixa szimmertrikus, akkor R szimmetrikus.

18.2. Valds vektorterek esetén igen fontos szerepet jatszanak a kovetkezd fo-
galmak.

Definiciéd A V valés vektortéren adott R szimmetrikus bilinedris forma

(i) pozitiv definit, ha R(x,x) >0 (0 # x € V),

(ii) pozitiv szemidefinit, ha R(x,z) > 0 (x € V),

(iii) indefinit, ha van olyan x és y vektor V-ben, hogy R(x,x) > 0 és
R(y,y) <0.

A negativ definit és negativ szemidefinit tulajdonsdgot az (i) és (ii)
mintajara definidljuk ellenkezé elGjellel.

Vildgos, hogy pozitiv (szemi)definit bilinedris forma negativja negativ (szemi)-
definit. Egyszerii tény tovabbd, hogy pozitiv (negativ) definit bilinearis forma
magja nulla.

Az el6z6 pontban targyalt azonositas szerint a V. — V* illetve a V¥ — V
szimmetrikus linedris leképezésekre is hasznaljuk a pozitiv definit stb. fogalmat.
Konkrétan példaul az A : V — V* szimmetrikus linearis leképezés pozitiv definit,
ha (Az|xz) > 0 minden 0 # x € V esetén.

18.3. Allitds Mind a szimmetrikus, mind az antiszimmetrikus bilinedris
formak alteret alkotnak a bilinedris formak vektorterében; ezek kiegészit
alterek.

B1zoNYITAS Egyszerti tény, hogy szimmetrikus bilinedris formak sszege is szim-
metrikus stb. A két altér kozos része a nulla: egy bilinedris forma, amely szimmet-
rikus is, antiszimmetrikus is, sziikségképpen nulla. Ha R : V x V — K bilineéris,
akkor az

SR(x,y) := - (R(z,y) + R(y,x)),

AR(J:, y) = (R(:L'a y) - R<y7 SE))

DN = N =
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formulaval elGallitott bilinedris formak szimmetrikusak illetve antiszimmetrikusak,
ésR=SR+AR. m

A bizonyitasban szereplé SR-t és AR-t az R szimmetrikus részének illetve
antiszimmetrikus részének hivjuk.

18.4. Ha p,q € V*, akkor 13.1. szerint p®q: V — V* y — (q|y)p linedris
leképezés. 17.5. szerint mint bilinearis forma

pq:VxV =K, (z,y)— (plz)(qly).

Bevezetjiik a

1
PVq:=pRq+qIp, qu3:§p\/(17

1
PAQ:=pRq—qRDP, pAq:= §pAq

jeloléseket. Konnyl latni, hogy p 7 q és p A q a p ® q szimmetrikus illetve
antiszimmetrikus része.

Matematikakonyvekben kizarolag a A és V jel jelenik meg, de hol a mi alta-
lunk is igy definidlt mennyiséget, hol a mi altalunk a A illetve v/ jelekkel definialt
mennyiséget értik alatta. A kétféle jel bevezetésével erre a kettOsségre akartuk
felhivni a figyelmet; a tovabbiakban azonban csak a A és V jelekkel meghatéarozott
mennyiségeket hasznaljuk.

Allitds Ha dimV = N < oo, akkor a szimmetrikus bilinedris formak alteré-

N(N+1
nek a dimenzidja %, az antiszimmetrikus bilinedris formak alterének
N(N -1)

a dimenzidja . Kozelebbrdl, ha{p; |i=1,...,N} aV* egy bdzisa,

akkor

{pi®pi |1 <4,k <N},
{piVpe|1<i<k<N},
{pinpr|1<i<k<N}

rendre bazis a bilinedris formak vektorterében, a szimmetrikus bilinearis for-
mak alterében és az antiszimmetrikus bilinearis formak alterében.

BI1zoNYITAS A bilinedris formék vektorterét illetéen a Lin?(V x V,K) = Lin(V, V*)
azonositasra és a 13.3. allitasra hivatkozhatunk, de kozvetleniil is érvelhetiink az
alabbiakhoz hasonléan.

Mivel a fenti mésodik és harmadik halmaz fiiggetlen alterekben vannak, és az
N(N +1) o mAsik N(N -1)

egyik 5 , elembdl 4ll (amint az a kombinatorikdbdl
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jol ismert), Gsszesen tehat N? elembél, amennyi a bilinedris formak vektorének
a dimenzidja, 2.7. szerint elég beldtnunk, hogy kiilon-kiilon linedrisan fiiggetlen
halmazok.

Tegylik fel, hogy

Nk
Z Z QikPi V Pk-
k=1i=1

Ekkor minden € V esetén

il
Mz

k N /N
> ain(pi(pel®) + pr(pilz)) =) (Z 5ik(Pk|$)> Pis

1i=1 i=1 \k=1

b
Il

ahol
Gk ha ¢ < k,
ﬁik = ZOéik hai= k‘,
677 ha ¢ > k.

A pi-k linedris fliggetlensége miatt el0szor azt kovetkeztetjiik, hogy minden
k=1,...,N esetén a nagy zardjelen beliili 6sszeg nulla, amibdl, 1évén x tetszole-
ges, Zf;l Bikpi = 0 adddik, és ismét a p;-k linedris fliggetlensége miatt B;x = 0
minden 7, k esetén, amibdl viszont a;; = 0 minden i, k esetén.

Teljesen hasonléan érvelhetlink az antiszimmetrikus béazisra vonatkozoéan.

18.5. Allitds A V-n adott R bilinedris forma pontosan akkor antiszimmet-
rikus, ha R(x,2x) = 0 minden « € V esetén.

B1zoNviTAS Ha R antiszimmetrikus, akkor teljesiil a fenti egyenléség. Tegyiik
most fel, hogy ez teljesiil; ekkor minden x,y € V esetén

0=R(z+y,z+y)=R(x z)+ R(x,y)+ Ry, =) + R(y,y),
amibdl R(x,y) = —R(y,z). ®

Ha tehat R szimmetrikus és R(x, ) = 0 minden z-re, akkor R = 0.

Erdemes viszont megjegyezni, eléfordulhat, hogy R # 0 szimmetrikus, és van
olyan & # 0, amelyre R(x,x) = 0; az ilyen x-et az R izotrép vektordnak szokds
nevezni. Példaul az

PxRP =R, ((£0,&), (no,m)) — —&omo + &m

bilinedris formanak (a, &) izotrép vektora minden « # 0 esetén.



18. Bilinedris formak 85

18.6. Definicid Legyen R a véges dimenziés V vektortéren adott szim-
metrikus bilinedris forma. AV egy {v1,...,vy} bédzisdt R-ortogondlisnak
vagy R szerint ortogonalisnak mondjuk, ha

R(v;,v;) =0 (i,k=1,...,N,i#k).

Allitas Létezik R-ortogonalis bézis. Ezen til, ha V valds vektortér, ak-
kor létezik (az R szimmetrikus bilinedris formdhoz) egyértelmiien z, n és p
nemnegativ egész szam gy, hogy ha {v1,...,vy} R-ortogonalis bdzis, akkor

=0 =z darab i index esetén,
R(v;,v;){ <0 n darab i index esetén,

>0 p darab i index esetén.

B1zoNYITAS Az R-ortogondlis bazis 1étezését a vektortér dimenzidjara vonatkozd
teljes indukciéval mutatjuk meg.
Nyilvdnvald, hogy egy dimenzids vektortéren minden (sziikségképpen egy ele-
mfl) bézis barmely szimmetrikus bilinearis forméra vonatkozéan ortogonalis. Te-
gyiik fel, hogy minden N — 1 dimenziés vektotéren van barmely szimmetrikus
bilinearis forma szerint ortogonalis bazis.
Legyen R szimmetrikus bilinedris forma egy N dimenzids vektortéren, és zar-
juk ki a trividlis R = 0 esetet. Ekkor van olyan & € V, hogy R(x,x) # 0. Ilyen
x-et rogzitve, a V — K, y — R(y,x) linedris funkciondl nem nulla, {gy magja
N — 1 dimenziés altér, amelyben @ nincs benne. R lesziikitése ennek az altérnek
onmagaval vett Descartes-szorzatdra szintén szimmetrikus bilinearis forma, tehat
az indukcios feltevés szerint ebben van R-ortogonalis bazis. E bazishoz hozzavéve
x-et az egész V-n R-ortogonalis bazist kapunk.
Tegyiik most fel, hogy {v1,...,vn} és {v],..., vy} a valés V vektortér két
R-ortogonalis bédzisa, amelyeket a z, n és p illetve a 2/, n’ és p’ nemnegativ egész
szamok jellemeznek.
Konnyen jutunk arra a felismerésre, hogy z = 2z’ = dim(KerR). Ugyanis, ha v;
olyan, hogy R(v;,v;) = 0, akkor az R-ortogonalitds miatt R(vg,v;) = 0 minden
k=1,...,N esetén, ami maga utdn vonja, hogy R(-,v;) = 0, azaz v; benne van
R magjdban. Ha viszont © € KerR, akkor R(vg, ) = 0 minden k = 1,..., N
N

esetén, és a > & v, eléallitasbdl 14tjuk, hogy & = 0 minden olyan ¢ esetén, amelyre
i=1

R(v;,v;) # 0, azaz x az izotrép bazisvektorok linedris kombinécidja; tehét

KerR = Span{v; | R(v;,v;) = 0},



86 IV. MULTILINEARIS LEKEPEZESEK

és természetesen ugyanez igaz a ,,vessz0s” bazisra is.
Vezessiik be az

M_ := Span{v; | R(v;,v;) < 0}, M, := Span{v; | R(v;,v;) > 0}

jelolést, és hasonléan M’ -t, M, -t. Vegyiik észre, hogy KerR, M_, M, csakugy,
mint KerR, M’_, M/_ kiegészité altérrendszer.
Megmutatjuk, hogy

(KerR+M_) N M/, = {0}.

Tegyiik fel, hogy x a fenti bal oldal eleme,

!
r = E CYz"Ui:E Brvy,

i€F.UF, kEF)

ahol F, és F,, azoknak az indexeknek az Osszessége, amelyekre a ,,vesszGtlen” ba-
ziselemek KerR-ben illetve M _-ban vannak, és FZQ azoké az indexeké, amelyekre
a ,,vesszGs” béaziselemek M/, -ban vannak. Ekkor

R(z,z)= - ) of|R(v,v)| = Y BiR(v},v}). (%)

i€F, kEF},

Minthogy «a;-k és Bx-k valdsak, ez azt adja, hogy a; = 0 (i € F,,) és B, = 0
(k € F), azaz x = 0.

Ebb6l azt szarmaztatjuk, hogy dimM’, < codim(KerR + M_), vagyis p’ < p.
Felcserélve a vessz0sok és vesszotlenek szerepét forditott egyenldséget kapunk, te-
hat p’ = p, és kovetkezésképpen n’ =n. m

A bizonyitasbdl latszik az a fontos tény, hogy R pontosan akkor nem elfajuld,
ha R-ortogonélis bazisban nincs izotrép vektor. Tovabba az is nyilvanvald, hogy
R pontosan akkor pozitiv (negativ) definit, ha z = n = 0 (z = p = 0), pozitiv
(negativ) szemidefinit, ha n = 0 (p = 0), és indefinit, ha n # 0, p #£ 0.

Természetesen mindig rendezhetjiik ugy az R-ortogondlis bazist, hogy az el-
s6 z elem legyen izotrép, az ezeket kéveté n elem legyen ,,negativ”’, a tobbiek
,,pozitivak”. Sét, az R-ortogondlis bézist mindig normélhatjuk is: a (v1,...,vN)
indexezett R ortogondlis bazist normaltnak nevezziik, ha

0 1=1,...,z2,
R(v;,v;)) = ¢ —1 i=z+1,....,2+n,
1 t=z+n+1,...,N.

Ilyen béazisban R maétrixa diagonalis; a {64tlé elsé z tagja nulla, az ezutdn ko-
vetkezd n tag —1, a tobbi 1.
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Felhivjuk a figyelmet arra, igen fontos a most bebizonyitott tételnél, hogy valds
vektortérrél van szé. Komplex vektortér esetén, ha R(x,x) # 0, akkor van olyan
a szdm, hogy R(ax,ax) > 0, tehat mindig vehetd olyan R-ortogonilis bézis,
amelynek az R magjan kiviili elemei mind ,,pozitivak”.

18.7. Az el6bbiekhez hasonlé eredményt szarmaztathatunk antiszimmetrikus
bilinedris formara is. Itt nem kell kikotniink, hogy a vektortér valés legyen.

Allitas Legyen R antiszimmetrikus bilinearis forma az N dimenziés V vek-
tortéren. Ekkor létezik olyan r nemnegativ egész szam, 2r < N, és olyan
(v1,...,vN) indexezett bdzis, hogy

R(’Ugi_h’vgi) = 7R(’U21',’027;_1) =1 ha 1= 1, caey Ty

R(vj,v;) =0 minden mds j és k esetén.

B1zZONYITAS Ismét a teljes indukcié médszeréhez folyamodunk. Egy dimenzids
vektortérre az allitas nyilvdnvaldan igaz. Tegyiik fel, hogy igaz az allitas N — 1
dimenziés vektortérre.

Legyen R egy N dimenzids V vektortéren adott antiszimmetrikus bilinedris
forma, és zarjuk ki az R = 0 trividlis esetet. Legyen v; és vo olyan vektor, hogy
R(v1,v2) = 1. Nyilvdnvald, hogy v; és va nem pérhuzamos egymédssal, tehat két
dimenziés alteret feszitenek ki; jeloljiik ezt M-mel. Konnyti belétni, hogy

K:={z eV |R(v,z) = R(vs,x) =0}

linedris altér, és M N K = {0}.

Belatjuk, hogy K az M kiegészit6je, azaz minden vektor el6allithatd egy M-be-
li és egy K-beli vektor Gsszegeként. Mds széval, barmely vektorbol egy alkalmas
M-beli vektort kivonva K-beli elemet kapunk. Legyen y € V, a1 := R(v1,y),
ag = R(vq,y); ekkor y — (a1v1 + azvs) a K eleme.

R lesziikitése a K x K altérre szintén antiszimmetrikus bilinearis forma, tehat
az indukcids feltevés szerint van olyan s € Ny, 2s < N —2, és a K egy (vs,...,vn)
indexezett bazisa gy, hogy

R(vgi_1,v2;) = —R(v24,v2i-1) =1 ha i=2,...,r:=s+1,

R(vj,v) =0 minden més j és k esetén.

K-nak ezt a bazisat kiegészitve vi-gyel és vo-vel megkapjuk a 'V kivant bazi-
sat. |

R matrixa egy ilyen bazisban: egy 2r x 2r-es blokkban a f6atlé folott valtakozva
r darab 1 és r — 1 darab 0 &ll, alatta ugyancsak valtakozva r darab —1 és r — 1
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darab 0, minden més tag nulla. A béazis alkalmas atrendezésével a gyakorlatban
inkabb hasznéalatos kévetkezé blokk-format kapjuk:

0 0 O
o o 1,],
0 -1, 0

ahol 0 alkalmas méretii — (N — 2r) x (N — 2r)-es, (N — 2r) x r-es stb. — nulla
blokkokat jelol, 1, pedig az r X r-es egységmatrixot.

18.8. Komplex vektortéren minden nem nulla bilinearis forma indefinit; ha
R(x,x) # 0, akkor van olyan « és 8 komplex szidm, hogy R(ax,az) > 0,
R(px,fx) < 0. Komplex vektortéren a bilinedris formdk mellet nagy szerepet
jatszanak a kovetkezékben targyalt leképezések.

Definicié Legyen V komplex vektortér. Egy R : V x V — C leképezést
szeszkilinearisnak neveziink, ha

(i) minden © € V esetén R(x,-) linedris,

(ii) minden y € V esetén R(-,y) konjugdlt linedris.

Az R szeszkilinearis forma hermitikus illetve antihermitikus, ha
R(ma y) = R(y7 m)* illetve R(mv y) = 7R(y7 .’I})*
minden x,y € V esetén.

Megjegyezziik, a matematikai irodalomban altaldban azt kovetelik meg, hogy
R az els6 valtozdban legyen linedris és a méasodik valtozéban konjugélt linearis;
viszont fizikai alkalmazédsokban az itteni megallapodast hasznaljék.

Ha B :={v; | i € I} a V bézisa, akkor R : B x B — C leképezés egyértelmiien
kiterjesztet6 V x V — C szeszkilinedris leképezéssé az

R(Y aw, ) By | =Y Y aipR(u;,v))

ieF jeG i€F jEG

(F,G C I végesek, a;,3; € C,i e F,j € G)

formulaval.

Nyilvanvald, hogy ha R antihermitikus, akkor <R hermitikus, tehat elég a her-
mitikus formakkal foglalkoznunk.

A hermitikus formdk magjat és nem elfajultsdgat ugyanigy definidljuk, mint
a szimmetrikus forméaét.

Ha R hermitikus forma, akkor R(x,x) valdés minden a-re, és {gy nem iires
tartalmat nyer a pozitiv definit, pozitiv szemidefinit stb. tulajdonsag.
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A hermitikus forma szerint ortogonalis bazis fogalmat is bevezetjik, és a bizo-
nyitast szinte szo szerint lemésolva igzolhatjuk a 18.6. allitast hermitikus formara.
Azon mulik a dolog, most a (%) formula az

R(z,x) = - Y |0’ |R(vi,vi)| = ) B> R(v}.vy,)

i€F. kEF},

alakot Olti.

Ha * : KV — KV a komplex konjugélas és R : KV x KV — K bilinearis for-
ma, akkor (1, &) — R(n*,£) szeszkilinedris. Igy tehat minden komplex métrix (=
bilinedris forma) egyben szeszkilinedris formdnak is tekintheto.

Az (ai | i,k = 1,...,N) komplex métrix mint szeszkilinedris forma ponto-
san akkor hermitikus, ha ay; = o, minden i,k = 1,..., N estén, azaz egyenld a
transzponaltjanak a konjugaltjaval.

18.9. Ha R : V xV — K bilinedris vagy szeszkilinearis forma, akkor a V. — K,
z — R(x,x) leképezést az R-hez tartoz6 kvadratikus formanak nevezziik.

Kiilénbo6z6 bilinearis formakhoz tartozhat ugyanaz a kvadratikus forma: ha
két bilinearis forma szimmetrikus része megegyezik, akkor a megfelel$ kvadratikus
formak is egyenlok. Viszont kiilonb6z6 szimmetrikus formakhoz kiilonbozé kvad-
ratikus formak tartoznak. Ezt a kévetkez6 igynevezett polarizacids formulabdl
lathatjuk, amely szimmetrikus bilinedaris forma értékeit adja meg a megfelel6 kvad-
ratikus forma értékeivel.

Ha R szimmetrikus bilinedaris forma, akkor

R(z,y) = (R(:I:—l—y,m—i-y)—R(:B—y,w—y)) (z,y € V).

| =

Kiilon érdekesek a szeszkilinedris formak, mert ilyet egyértelmiien meghataroz a
megfelel6 kvadratikus forma; egyszerii szdimolds mutatja, hogy ha R szeszkilinedris

forma, akkor
N+1

> i*R(@+iy,z +i'y).
k=0

1

R = —

(y2) = &
Ha R hermitikus, akkor

ReR(z,y) = ~(R(x+y,z+y) — Rz +y,z +7y)),

o~ =

1
ImR(x,y) = _Z(R(w +iy,x +iy) — R(x — iy, = — iy)).
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18.10. Feladatok

1. Tekintsiik a szokdsos (R3)* = R? azonositast és ennek alapjan adjuk meg az
(1,1,i) ® (1,2,3), (1,1,4) vV (1,2,3) és az (1,1,i) A (1,2, 3) matrixot!

2. Adjuk meg a 18.7-ben szerepel6 bazis olyan atrendezését, amellyel az idézett
matrixhoz jutunk!

3. Ertelmezziik a szimmetrikussdg, antiszimmetrikussag valamint a mag fogal-
mat V x V. — W bilinedris leképezésre. Melyek altalanosithaték az ilyenekre a
fejezet eredményei koziil?

2 1
rint ortogonélis bazist! Hatdrozzuk meg ennek a bilinedris formanak a definitési
tulajdonsagat!

4. Adjunk meg R2-ben az <1 2 matrixu szimmetrikus bilinedris forma sze-

5. Adjunk meg R?-ben az _é f matrixi antiszimmetrikus bilinearis for-
mahoz a 18.7 szerint megkonstrudlt bazist!
1 01

6. Adjunk meg R3-ban a | 0
1

3 0 | matrixd szimmetrikus bilinearis forma
0 1
szerint ortogonalis bézist!

7. A Pauli métrixok (l4sd 11.7.3.) hermitikus formak C?-n. Adjuk meg a
szerintiik ortogondlis béazisokat!

8. Mutassuk meg, hogy a bilindris formak szimmetrikus és antiszimmetrikus
részének a definiciéja sszhangban van a Lin?(V x V) = Lin(V, V*) azonosftdssal
és a 14.5-ben mondottakkal.

9. Igazoljuk a 18.6. eredménye alapjan, hogy egy R pozitiv szemidefinit biline-
aris formdra R(x,x) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha x € KerR.

Lassuk be tovabba, ha R; és R, ugyanazon a vektortéren adott pozitiv szemi-
definit szimmetrikus bilinearis formak, akkor Ry + Ry is pozitiv szemidefinit, és
pontosan akkor pozitiv definit, ha (KerR;) N (KerRz) = {0} (ami teljesiil példdul,
ha az egyik pozitiv definit).

10. Adjunk példat arra, hogy két szimmetrikus bilinearis forma koziil az egyik
vagy egyik sem pozitiv szemidefinit, az Osszegiikk mégis az.

11. Legyen R szimmetrikus (hermitikus) vagy antiszimmetrikus forma V-n.
Mutassuk meg, hogy V/KerR-en az (x + KerR,y + KerR) — R(x,y) formulé-
val j6l definidlt, nem elfajulé szimmetrikus (hermitikus) illetve antiszimmetrikus
format értelmeztiink.
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19. Multilinearis leképezések

19.1. Definicié Legyen n pozitiv egész szdm, Vi (k = 1,...,n) és W
n
vektortér (azonos K test felett). Az R : /gX1 V. — W leképezést n-linedris-

nak nevezziik, ha barmelyik n — 1 valtozéjanak régzitése mellett a maradék
valtozoban linearis.

Multilinearisnak mondunk egy leképezést, ha n-linearis valamely n ese-
tén.

Tehat, ha nem akarjuk — példaul sziikségtelen — pontositani, milyen n-re defi-
nidlt n-linearis leképezésrol van sz6, multilinearisrél beszéliink.

A multilinearis leképezések meghatdrozé tulajdonsiga egyenéretékii azzal, hogy

T s t

r S t
Zaimi;ZﬂjijuaZ’Ykzk ZZ Z%BJ eR(xi, Y5, 2k),
i=1 j=1 k=1

=1 5=1

ahol a szokasos jeleket hasznéltuk linearis kombinécidkra.
n
A X Vi — W n-linedris leképezések a pontonkénti miivelettel ellatva vektor-

teret alkotnak JelOlje ezt a vektorteret

Lin" ( X Vk,W> .
k=1

19.2. A kovetkez6 leképezések multilinearisak.

(1) K" — K? (617"‘76774) = kﬁlgk;

n
(ii) P a polinomok vektortere, P — P, (p1,...,pn) = [] pk;
k=1

N
(111) (KN)S - K) (57 n, C) = kzl flkak-

19.3. A 17.10.3. feladat most kovetkez6 altalanositdsa sokszor j6 szolgalatot
tesz (példdul a differencidlszémitasban).
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Allitas Legyen n pozitiv egész szam, V1,...,V, és W vektortér. Ekkor az

n—1 n
i : Lin <VmLin”_1 ()_(1 Vi,W>> — Lin™ ()_(1 Vi,W) ,

i(B)(x1,...,2y) = (Bxy)(®1,...,Ln1)

n—1
(B € Lin (Vn,Lim”_1 ()_(1 Vi,W>> ,x1 € Vi,...,z, € Vn>

leképezés linearis bijekcio.

B1zoONYITAS Az i leképezés nyilvanvalban linedris és injekcid, mert ¢(B) = 0 maga
utén vonja, hogy B = 0.

n
Ha R € Lin" 4)_(1 V,;, W |, akkor minden @,, € V,, esetén az (x1,...,Tn_1) —
R(xy,...,xn_1,2Ty,) leképezés (n — 1)-linedris; konnyi latni, hogy a j(R) : V,, —
n—1
Lin"~! 'X1 Vi, W |, z+— R(,...,-,x) leképezés linedris és i(j(R)) = R, tehat
1=

i rdképezés (és igy bijekcid, az inverze j). m

Noha az iménti bizonyitds roppant egyszerii, az allitds tartalma nem szembe-
sz0kd, ezért érdemes koriiljarni, mirdl is van szé. Talan az a legjobb, ha forditott
iranyban megyiink, vagyis az i helyett a j leképezést vessziik szemiigyre. Ha egy
n-linedris leképezés egy valtozdjat rogzitjik, akkor (n — 1)-linedris leképezést ka-
punk, és a rogzitett valtozétdl linedrisan fiigg, milyen lesz ez az (n — 1)-linedris
leképezés.

Szokdsosan a targyalt izomorfizmussal azonositjuk a széban forgd vektortere-
ket, vagyis elhagyjuk az ¢ illetve j jelolését és azt irjuk (az el6bb emlitett forditott
ranézéssel), hogy

n n—1
Lin" (})_(1 Vi,w> = Lin (Vn,Lin"_l ()_(1 Vz-,W>> :

B = (z,— B(-,..., xy,)).

Ezt tovdbb ,ragozhatjuk”. A jobb oldalon szerepl6 (n — 1)-linedris leképezésre
is alkalmazhato az azonositas,

n—1 n—2
Lin" ! (,X1 Vi, W) = Lin (Vn_l, Lin" 2 (,X1 Vi, W)) ,
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és ezt betehetjiik az el6bbi formuldba. Tovabba gy is alkalmazhaté az azonosités,
hogy a Descartes-szorzatban a két utolsé tényezdt eggyé csoportositjuk. Kozelebb-
rol tehat

n n—2
Lin"™ <_X1 Vi,W) = Lin (Vn, Lin (Vn_l,Lin”2 (,X1 VW))) . (%)

n n—2
Lin"™ (_X1 Vi,W> = Lin® <Vn_1 X V,,,Lin" 2 <_X1 Vi,W>> . (%)

és persze ezért a két jobb oldal is azonosithaté. Ezt folytathatjuk tovabb harom,
négy stb. valtozo ,,dthelyezésével”, igy a (x) jobb oldala egyre bonyolultabb, &t-
tekinthetetlenebb lesz, végiil Lin(V,,,Lin(V,_1,...,Lin(V;, W) ...)) adédik. A
bal oldali objektum viszont nagyon egyszerti, és nem lesz t1il bolnyolult a (xx) jobb
oldala sem; ez az egyik fontos gyakorlati jelent6sége az azonositasnak: bonyolult
objektumok egyszertivé valnak.

19.4. A gyakorlatban azok a legfontosabb multilinearis leképezések, amelyek
minden valtozdja ugyanabbdl a vektortérbdl vald, azaz Vi, = V minden k esetén.

Vegyiik az {1,,...,n} egy m permutdciéjat, és definidljuk az R : V" — W
n-linedris leképezés m-permutéltjat:

R, : V"W, (1,...,2) = R(®r1),. s Tr(n))-

Nyilvanvald, hogy R, is n-linedris. R szimmetrikus illetve antiszimmetri-
kus, ha
R, =R, illetve R, = (signm)R

minden 7 € Perm,, esetén.

Mas széval, egy n-linedris leképezés szimmetrikus, ha értéke ugyanaz a vél-
tozdinak barmely atrendezése esetén; antiszimmetrikus, ha valtozdinak paratlan
permutaciéju atrendezése esetén eléjelet valt, paros permuticidji atrendezésénél
viszont nem valtoztatja az értékét.

Példdul, ha R : V3 — W antiszimmetrikus, akkor minden x,¥y, 2 € V esetén

R(m7 y’ Z) :R(y’ z’ m) = R(z7 m7 y) =
=—-R(z,y,xz) = — R(y,xz,z) = —R(x, z,y).

A szimmetrikus illetve antiszimmetrikus n-linedris leképezések egy-egy linedris
alteret alkotnak az n-linearis leképezések vektorterében. Ez a két altér fiiggetlen
— azaz csak a nulla a koz0s elemiik — azonban, ha n > 2 és dimV > 1, mar nem
kiegészité alterek, amint ezt a kdvetkezo fejezetben latjuk (14sd a 19.8.3. feladatot
is).
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Barmely R : V" — W n-linedris leképezésnek definidljuk a szimmetrikus
illetve antiszimmetrikus részét:

1 . 1 .
SR = Z R,, illetve ] Z (signm)R.

wEPerm,, wEPerm,,

19.5. Allitds Az R : V* — W n-linedris leképezés akkor és csak akkor
antiszimmetrikus, ha R(x1,...,x,) = 0 valahdnyszor x4, . .., x, kizil ketts
megegyezik.

B1zoNviTAS A feltétel sziikségessége nyilvanvald, hiszen az azonos két véltozot
felcserélve egyrészt semmi sem valtozik, masrészt a forma értéke eléjelet valt.

Tegyiik fel, hogy R rendelkezik a fenti tulajdonsdggal. Ekkor a V minden
x1,...,xT, €V eleme esetén

0= R(:Bl + X2, +w2,w37...,:cn) =
= R(x1;m17w3a .. '7:1377.) + R($1,w2,$3, s 7mn)+
+ R(x2, 1, x3,...,2,) + R(x, xa, T3, ..., 24).

Az itt szerepld tagok koziil az elsé és a negyedik nulla, ezért
R(xs,x1,3,...,2,) = —R(x1, X2, T3, ..., 2,).

Ugyanilyen eredményre jutunk az 1 és 2 index helyett barmelyik ¢ és j indexre.
Mivel minden permutécié transzpozicidk kompoziciéja (szorzata), és a permutacié
akkor péros illetve paratlan, ha az 6t el6allitéd transzpozicidk szama péros illetve
paratlan, az allitast igazoltuk.

19.6. Allitds Ha R : V" — W antiszimmetrikus n-linedris leképezés és
x1,...,%, a 'V linedrisan osszefiiggs elemei, akkor R(x1,...,x,) = 0.

B1zONYITAS Van a széban forgé vektorok kozott olyan, amely a tobbiek lines-
ris kombinacidja; az altaldnossdg megszoritasa nélkiil vehetjiik gy, hogy x; =

> a;x;. Ekkor
i=2

n n
R(x1,22,...,2,) = R ( E aia:i,a,'Q,...,wn) = g a;R(xi, xa,...,x,) =0,
i=2 =2

mert az utolsé 6szeg minden tagja nulla az el6zéekben mondottak szerint.
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"oz

19.7. Az el6z6 allitas forditottja dltalaban nem igaz: egy nemnulla antiszim-
metrikus multilinedris leképezés linearisan fliiggetlen vektorokon is vehet fel nulla
értéket (ldsd a 20.8.1. feladatot). A kivételt a kovetkez§ allitds adja meg.

Allitds Ha dimV = N <00,0# R: VYN - W N-linedris antiszimmetri-
kus leképezés, vy, ..., vy € V linedrisan fiiggetlenek (tehat bézist alkotnak),
akkor R(vy,...,vn) # 0.

BizoNYiTAs Tegyiik fel, hogy R(vy,...,vy) = 0. Bérmilyen xy,...,xy vektor
az adott bazisvektorok linearis kombinacidja,

mk—zalkk'vﬂw (k:L...,N),

’L)C =
tehat

N N
R(zq,...,xN Z Z Qg1 Qi NR(Viy -, 0 ).

Ha a jobb oldali 6sszeg valamelyik tagjdban R két valtozdja megegyezik, akkor az

a tag nulla; ha viszont v;,, ..., v;, mind kiilonb6z6k, akkor van olyan m € Perm,,,
hogy v;, = vy (k=1,...,N). Ez a feltevésiink szerint maga utdn vonja, hogy
R(xy,...,xzx) = 0 minden «1,...,xzy € V esetén ami ellentmond annak, hogy
R #0.

19.8. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy egy szimmetrikus multilinedris leképezés szimmetrikus
része 6nmaga, antiszimmetrikus része pedig nulla. Ertelemszertien hasonlé llitas
igaz antiszimmetrikus multilinedris leképezésre is.

2. Ha R = R, + Ry, ahol Ry szimmetrikus, Ry antiszimmetrikus n-linedris
leképezés, akkor SR = R, AR = R».

3. Mutassuk meg, hogy a K3 — K, (&,7, ) — &112(3 trilinedris leképezés nem
allithaté elé egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus trilinearis forma Gsszege-
ként (nem egyenl a szimmetrikus részének és az antiszimmetrikus részének az
Osszegével).

4. TIgazoljuk a Lin"(K",K) = K, R = R(1,1,...,1) azonositdst, amelynek

n
megfelelden o € K a (&1,...,&,) — a [] & n-linedris leképezéssel azonos.

k=1
5. Fogalmazzunk meg allitast a 17.1. végén mondottakhoz hasonléan arra vo-

natkozéan, hogy n-linedris leképezés és linearis leképezések megfelel6 komozicidja
szintén n-linearis.
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20. Multilinearis formak

20.1. Legyen n pozitiv egész szam. A V" — K n-linedris leképezéseket V-n
adott n-linearis formaknak nevezziik.
Legyen pr € V* (k=1,...,n), és definidljuk a kdvetkez6 n-linedris formékat:

BV oK (@ @) [ @«l=r), (1)

n n n n
YV Pr =58 ® pr, V pri=n! 7 pr,
=1 k=1 k=1 k=1

Apk:A®Pk, /\pk:n'APk
k=1 k=1

Bilinearis leképezésekel kapcsolatban mar emlitettiik, hogy matematikakony-
vekben kizardlag a A és V jel jelenik meg, de hol a mi altalunk is igy definialt
mennyiséget, hol a mi altalunk a 37 illetve A jelekkel definidlt mennyiséget értik
alatta. A kétféle jel bevezetésével erre a kett&sségre hivjuk fel a figyelmet; a tovab-
biakban azonban csak a A és V jelekkel meghatarozott mennyiségeket hasznéljuk.

Vezessiik be rendre a

LV, UV AV?
jeleket a fent definidlt n-linedris formdk &ltal Lin™ (V"™ K)-ban kifeszitett altérre.
20.2 Vegyiik kozelebbrél szemiigyre a fenti formakat. Ha = € Perm,,, akkor

n

[ @clzr) = [[@rrci)|20),
k=1

i=1
tehat
® — ® ppo (+)
2 Pr R COF
Kovetkezésképpen,
n
Z ® Pk
TrEPermn
n n
A = i
k:lpk Z signm k'gl DPr(k)>
wE€Perm,,
hiszen mikozben 7! befutja az {1,...,n} dsszes permutdciéjat, m is befutja. Rész-

letesebben tehét

(&Pk) @)= Y [0 = X (e ©

w€Perm,, k=1 wE€Perm,, k=1
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n
> sienr [[(orl@apry) =

VRS
>3
i)
=
N——
)
o
8
2
I

wEPerm,, k=1
= Z Signﬂ' H(pﬂ.(k) \a:k) (3)
wEPerm,, k=1

Példaul tehat

P1V P2V P3=p1 QP2 P3+ P2 & P3 X pP1+ P3P QP2
+P3 @ P2 ®Pp1+ P2 ®P1 @ P3 + p1 ®Pp3 D P2,

P1AP2AP3 =Pp1 ®P2 ®P3+ P2 QP3p1+ P3P P2
—P3 @ P2 ®P1 — P2 ®P1 X Ps — P1 D P3 Q Pa.
A (x) Osszefliggésbél
n n . n
V Prk) = V. Pk k/z\lpw(k) = signmw k/z\lpk-
A definiciébdl nyilvanvald, hogy

(V*)n N Lin"(Vn,K), (pl, o ,pn) — k@?lpk

n-linedris leképezés, és az el6z6 két formula alapjan megallapithatjuk, hogy
(V)" - Lin"(V*",K), (p1,.-.,Dn) — k\?lpk’

(V)" = Lin"(V",K), (p1,...,pn) — k&pk
szimmetrikus illetve antiszimmetrikus n-linedris leképezés.
Jegyezziik meg, ebbdl adédik az a fontos tény, hogy ha p1, ..., p, koziil legalabb

kett6 parhuzamos egymédssal, akkor kKI pr = 0.

20.3. A 18.4. allitds bizonyitasanak mintdjara igazolhatjuk, hogy ha dimV =
N < o0 és {p1,...,pn} a V* egy bézisa, akkor

n
@ Py,
i=1

lgkigN,il,...,n},
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{lei 1§k1§k2§---§kn§N7},

A
z‘=1pki

n
rendre bazis ® V*-ban, V V*-ban és A V*-ban. Kovetkezésképpen — az N elem
n-ed rendii ismétléses varidcidéinak, n-ed rendii ismétléses kombinéciéinak és n-ed
rend kombindciéinak szamat tudva — megallapithatjuk, hogy

1§k1<k2<--~<kn§N}

dim (é V*) — (dimV)" = N™,

aim (Vv*) = (“: 1), dim (AV*) = { (()JZ), mn <

Ez azt is mutatja, hogy ha N > 1 és n > 2, akkor a szimmetrikus n-linedris
formak altere és az antiszimmetrikus n-linearis formdk altere nem kiegészitok: a
dimenziéjuk 6sszege kisebb az n-linearis formék terének dimenziéjanal.

Két fontos tényt allapithatunk meg a mondottakbdl: ha dimV = N < oo, akkor
a

(i) ®V* = Lin"(V"™,K), tovdbbd VV*és AV* egyenlé a V" — K szimmetri-
kus illetve antiszimmetrikus n-linedris formak alterével,

(ii) Az N-lineéris antiszimmetrikus formak vektorterének a dimenzidja 1:

N
dim (/\ V*) =1.

20.4. Az antiszimmetrikus multilinedris formakat kiilsé forméaknak is szo-
kas nevezni, és az antiszimmetrikus n-linearis forma helyett egyszertien n-format
szokds mondani.

A kiils6 formakra vonatkozoéan kiilonosen fontosak a 19.6.-19.7. allitasok, ezért
megismételjiik 6ket:

—ha R n-forma és @1, ..., x, linedrisan osszefiiggdk, akkor R(xq,...,x,) =0,

—ha dimV = N < o0 és R # 0 N-forma, x1,...,xny € V linedrisan fiiggetle-
nek, akkor R(x1,...,xN) # 0.

Még egy fontos, sokat haszndlt formula, amely a 20.2-ben mondottakbdl kovet-
kezik: ha vy,...,vy a V béazisa és py,...,pn ennek a dudlisa, akkor

(}ﬁlpo (v1,...,vn) = 1. (%)

20.5. KV-en az n-lineéris formakat n indexes hipermatrixokkal, vagyis a
KNXNx...xN elemeivel azonosithatjuk.
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A (pij.k | 3,4,...,k =1,...,n) hipermétrix a kovetkezd n-linedris formdnak

felel meg:
N

N N
(5,71,-~-7C)HZZ"'ZPij...k&m---Ck-

i=1j=1 k=1

Vegyiik észre, hogy p;;. 1, éppen a multilinedris formanak az (e;,e;,...,ex)
helyen felvett értéke, ahol e; az i-edik standard béazisvektor.

A multilinearis forma pontosan akkor szimmetrikus illetve antiszimmetrikus,
ha a hipermaéatrixa szimmetrikus illetve antiszimmetrikus a kévetkez6 értelemben:

Pr(i)mw(§)...w(k) = Pij...k>
illetve
Pr(iyr(G)...n(k) = (S18NT)pij. &

minden 7 € Perm,, esetén.
Antiszimmetrikus hipermétrix olyan tagja, amely azonos indexeket is tartalmaz,
nulla. A szemléltetés kedvéért vegyiik a harom indexes Levi-Civita-hipermatrixot:

€123 = €231 = €312 = 17 €321 — €213 = €132 = —1,

€5 =0 hai, j, k koziil ketté megegyezik.

Az N dimenziés vektortéren adott n-linearis formakat a vektortér koordinata-
zésa segitségével n indexes hipermatrixokkal reprezentalhatjuk. Az R n-linedris
forma hipermétrixa a (v1,...,vy) indexezett bazisnak megfelel6 K koordindta-
zasban

Ro(K'x...x K™') = (R(v;,vj,...,v) | i,4,....,k=1,...,N).

R pontosan akkor szimmetrikus illetve antiszimmetrikus, ha barmely bazisra
vonatkozo hipermaétrixa szimmetrikus illetve antiszimmetrikus.

20.6. Megfordithatjuk V és V* szerepét, hiszen V. C V**. Ennek megfelel6en,
ha z, € V (k=1,...,n), definidlhatjuk a kévetkezé n-linedris formékat V*-on:

k@lmk : (V*)n —>K7 (pla"'vpn) = H(pk|mk)’
- k=1

n
V T = n!S ® T,
k=1

n
Az :=nlA @ xp,
k=1
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és jeloljiikk rendre az ilyen n-linedris formdk &ltal Lin™((V*)™, K)-ban kifeszitett
altereket a
@V, VUV, AV
szimbdélumokkal.
Ha V véges dimenzids, akkor BV = Lin™((V*)",K), tovdbbd UV és AV
egyenlé a (V*)" — K szimmetrikus illetve antiszimmetrikus n-linearis formék
alterével.

Koénnyen igazolhatjuk a kovetkezd formuldkat, amelyeket gyakran fogunk hasz-
nélni:

(® pk) (wlv"'aa:n) (k@lwk)(plv"'apn)v

n n
(k\—/lpk) @1,y ) = (k\:/1wk)(p1""’pn)7

n n
(k/_\lplc> (X1, ) = (k/:\1wk>(pl""’p")’

ahol ezeknek a kifejezéseknek az értékét a 20.1. (1) és a 20.2. (2)-(3) képletek
adjak meg. Megkérjiik az olvasdt, bizonyitsa be, hogy az aldbbi azonositasok he-
lyénvaldk (vagyis az adott formuldkkal linedris injekci6t hatdrozunk meg a széban
forgd vektorterek kozott):

HV* = (év)*, (k% P

fos
8
ol
N———
Il

= ((% pk> (T1,..., Tp),

v = (@V)*, (

Aves (Av) (A

és ha V véges dimenzids, akkor = all = helyett.

20.7. Természetesen most is igaz, hogy

V"® - Lin"((V)",K), (z1,...,2,) — ,ﬁl Lk

V" o Lin" (V)" K),  (@1,...,%,) — k&mk

szimmetrikus illetve antiszimmetrikus n-linedris leképezés.
Ez utébbinak fontos kovetkezményét talaljuk.

Allitds x1,...,x, € V pontosan akkor linedrisan fiiggetlenek, ha &1 A --- A\
x, # 0.
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B1zoNYITAS Ha lineédrisan osszefiiggdk, akkor valamelyik a tobbiek linedris kom-
n

bindcidja. Az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil vehetjik gy, hogy 1 = > ayx;.

i=2
Ekkor

n
k/:\lwk: 22aiwi/\w2/\--~/\wn20.
i=

Ha linedrisan fiiggetlenek, akkor van olyan p1,...,p, € V*, hogy (pilz;) = ¢
tehét

R
n n
<k/_\1mk> (P1,--,Pn) = 1€U1pk|mk =1#0.

20.8. Feladatok

1. Vegyiik az N dimenziés V vektortéren a nem nulla py A- - -Ap,, n-format (n <
N). Ekkor van olyan 0 # « € V, hogy (px|®) = 0 minden k-ra. Taldljunk ezutdn
i,..., &, linedrisan fiiggetlen vektorokat ugy, hogy (p1A- - -Apn)(x1,...,2,) =0.

2. Bizonyitsuk be a 19.7. &llitast N-formakra a kovetkezd dtmutatas alap-
jan. Az N-formak vektortere egy dimenziés. Ha tehdt vq,...,vy a V bézisa és
Pp1,...,pNn a dudlisa, akkor p; A--- A py az R szadmszorosa.

21. Determinansok

21.1. Legyen V véges N dimenziés vektortér, A € Lin(V). Ha R a V-

N
n adott N-forma, akkor R o (X A) szintén N-forma; ne feledjiik, ez utébbi az
(1,...,zN) = R(Azy,..., Azy) leképézés.

N
Koénnyt 14tni, hogy a R — R o (X A) hozzédrendelés linedris. A 20.3. végén

N
tett megjegyzésnek megfeleléen a V-n adott N-formak tere, A V* egy dimenzids,
gy a linedris leképezései szdmokkal azonosithatdk (ldsd 10.6.) Tehét létezik egy
egyértelmiien meghatdrozott det A-val jelolt szam, az A determindnsa, amellyel

N
o (X A) = (det A)R

N
minden R € A'V* esetén.
A definiciébdl azonnal adédik, hogy

det(aidy) = o™ (e € K).



102 IV. MULTILINEARIS LEKEPEZESEK

21.2. Allitas Legyen V mint az el6bb, és A, B € Lin(V). Ekkor
det(AB) = (det A)(det B).
Kévetkezésképpen det A # 0 pontosan akkor, ha A bijekcid, és ekkor

det(A™1) = (det A)~'.
B1zONYITAS Legyen 0 # R € AV*. Ekkor
det(AB)R = Ro (X AB) = ((det A)R) o (X B) = (det B)(det A)R.

Ha A bijekcié, akkor 1 = det(idy) = det(AA™) = (det A=1)(det A), és gy
det A # 0,tovabba det(A~!) = (det A)~L.

Ha A nem bijekcid, akkor a V egy bézisat linearisan Osszefiiggd halmazba ké-

N
pezi, ezért 20.4. szerint barmely R N-formdra Ro (X A) =0, azaz det A=0. m

Megjegyezziik azt a nyilvanvald, sokszor felhasznalt tényt, hogy
det(AB) = det(BA).

21.3.  Allitas Legyen A € Lin(V), (v1,...,vn) a V indexezett bdzisa.
Ekkor

N N
N Av, = (det A) A vg.
k=1 k=1

B1zoNYiTAS Legyen (p1,...,pn) € V*. A 20.6-ban mondottak szerint

N N
</\A’l}k>(p1,.-.7pN)(/\pk)(A'Ul,-.-,A'UN)
k=1 k=1
N
= (det A) <k/=\1pk> (v1,...,vn) =

= ((det A) kz\l ’Uk> (P1;---,PN)-
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21.4. Allitas Legyen (vy,...,vy) a'V indexezett bazisa, (p1,...,pn) ennek
a dudlisa. Ekkor az A : V — V linedris leképezésre

N N

det A = Z signm H(pw(k)|Avk): Z sign H(pk|Avﬂ(k)).

w€Perm,, k=1 wEPerm,, k=1
Kovetkezésképpen det(A*) = det A.

BiZoNYITAS A 20.4. (x) formula és 20.6-ban mondottak szerint

det A —(det A) Kk&pk) (vl,...,vN)} _ (k]/_\\flpk> (Avi, ..., Avy),

és most mdar csak a 20.2. (3) Osszefiiggését kell alkalmaznunk, hogy megkapjuk a
kivant formulat.

Ebbdl kozvetleniil szarmaztathatjuk a transzponalt determindnsara vonatkozo
formulat. Mindossze azt kell észrevenniink, hogy wvy,...,vny a pi1,...,pN bazis
dudlisa, tehat A* determindnsat ugy kapjuk, hogy a fenti formuldban A helyett
A*-ot {runk, vy helyett py-t és viszont; ezutén az (v;|A*pr)v- = (A*prlv;)v =
(pr|Av;)v formuldkbdl adédik a kivant egyenléség.

21.5. Emlékezziink, hogy (p;|Avy) az A matrixdnak az ik-adik tagja a széban
forg6 bézisban. Az el6z6 pont képlete tehat azt mondja meg, hogyan lehet az A
determindnsat meghatdrozni az A egy tetszbleges matrixabdl.

Mivel egy N x N-es matrix mint KV — K linedris leképezés énmaga métrixa
a standard bézisban, az (a; | i,k = 1,..., N) métrix determindnsa az el6z6 pont
képlete alapjan

N N

Z signm H O (k) = Z signm H ke (k) - (*)

wEPerm,, k=1 wEPerm,, k=1

Az A métrixa egy K koordinitazasban K AK ~!, tehdt az elézéek azt mondjik,

hogy
det A = det(KAK™1)

minden K koordindtazas esetén. Ezt egy kicsit dltaldnositani is tudjuk.
Allitas Legyen A € Lin(V) és T : V — U linedris bijekcié. Ekkor TAT ! €

Lin(U) és
det A = det(TAT ™).
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BizoNyiTAS Koénnyii a bizonyitds, ha U = V: ekkor a 21.2. allitds miatt igaz a
képlet. Ha azonban U # V, masképp kell érvelniink. Legyen L az U egy koor-
dindtézésa; ekkor LT a V koordindtézésa, tehdt det A = det((LT)A(LT)™ ') =
det(LTAT'L') = det(TAT1).

21.6. Legyen V, véges dimenzids vektortér (i = 1,...,n). A 11.5. szerint a
X V, — X V; linedris leképezések blokk-matrixokkal azonosithatok. Az olyan

blokk—matrlx determindnsa, amelyben a f84atlé alatt (vagy folott) csupa nulla &ll,
egyenld a diagondlisban all6 linedris leképezések determinansanak a szorzatéval,
amit szemléletesen igy irhatunk:

A A - Aygy,
0 Ay - Ay,

det ) ) . = (det Aq1)(det Agg) . ..det(Any,).
0 0 --- A,,

Pontosan a kovetkezoképpen fogalmazhatunk.

Allités Ha az A : _2(1 Vi, — _Z(l V,; linedris leképezés (A | i,k =1,...,n)

blokk-métrixa olyan, hogy A;; =0 hai >k =1,...,n (illetve A;; = 0 ha
i<k=1,...,n), akkor

det A = H det Ak‘k~
k=1

BI1ZONYITAS Az n = 2 esetet tekintjiik; ennek mint4jara teljes indukciéval bizo-
nyithatunk. Legyen a két vektortér U és V, és a blokk-matrix

(5 3)

ahol A € Lin(U), B € Lin(V,U), D € Lin(V).

Vegyiink egy (uq,...,ups) indexezett bézist U-ban és egy (v1,...,vy) indexe-
zett bazist V-ben. Ekkor ((u;,0),(0,vg) |i=1,...,M,k=1,..., M) indexezett
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bazis U x V-ben. A 21.3. 4llitas alapjan

(5 B)) (Htw0) 1 (A0n) -
(406 ) (5) (405 B) ()

_ (% (Aui,o)> A (,ﬁl(o,ka)) .

i=1

S

i=1

_ <(det A) A (ui,0)> A <(det B) k%jl(o?v,c)) _
— (det A)(det B) <_A/<[l(ui,0)> A (k]/_\<1(0,vk)> .

1=

Specialisan, diagonalis blokk-matrix determinansa is a f6atlébeli tagok deter-
mindnsdnak a szorzata, tehdt ha A; € Lin(V;), akkor

det (z)_(1 Ai) = 1:[1 det A,;.

21.7. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy N dimenzids vektortéren értelmezett A linearis leképe-
zésre det(—A) = (—1)V det A.

2. Tekintsiik a legfeljebb (N — 1)-ed fokt polinomok vektorterét. Mi

(i) a differencidlds,

(ii) a p — (t — p(t + 1)) linedris leképezés
determinansa?

3. Mi a determindnsa a legfeljebb (N — 1)-ed foku polinomok vektorterén a

(i) DMiq,

(i) M, D?
linearis leképezésnek?

4. Bizonyitsuk be a 21.5. (x) képlet alapjén, amely egy métrix determindnsét
adja meg, hogy ha x1,...,x, € V és p1,...,p, € V*, akkor

< lek) (@1,...,@,) = det((pil@;) | k,i=1,....n).

5. Igazoljuk, hogy — értelemszeri jelolésekkel —

>3

k

N - B
) <Z akipi> = det(a;ﬂ» | ki=1,... ,n) k/:\lpk'

i=1
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6. Hasznéljuk a 11.6. jeloléseit. Igazoljuk, hogy ha ha A injektiv, akkor

A B\ -1
det (C’ D) = (det A)det(D — CA™"B),

és ha D injektiv, akkor

A B _
det (C D) = (det D) det(A — BD™'C).

7. Legyen, « € V, p € V*. Bizonyitsuk be, hogy det(idv —z ®@ p) = 1 — (p|x).
(ﬁtmutatés: a szoban forgé linearis leképezés pontosan akkor izomorfizmus, ha
(p|x) # 1. Ez utébbi esetben alkalmazzunk teljes indukciét V dimenzidja szerint,
a V = U x A felbontéssal, ahol dimU = dimV — 1, dimA = 1, és hasznaljuk fel
az eléz6 feladatot, valamint a 13.5.6. feladatot.)

22. Matrixok determinansa

22.1. Most kozelebbrol megvizsgaljuk az N x N-es matrixok determinansat,
amelyet a 21.5. (x) képlete ad meg. Ez N! tagi 0sszeg. Minden tag N tényezds
szorzat. Egy ilyen tag képzésének a szabalya: vesziink a matrix minden oszlopa-
bél (sordbdl) egy matrixtagot gy, hogy ezek a vélasztott matrixtagok kiillonbo6z6
sorban (oszlopban) legyenek, és az igy kapott N tagot Osszeszorozzuk. Minden
lehetséges médon elvégezve ezt az eljardst, megfelel6 el6jellel ellatva megkapjuk az
Osszeg minden tagjat.

Sokszor kell 2 x 2-es és 3 x 3-as matrix determinanséat kiszamitanunk.

Q1] Q12
det = Q102 — Q20ig]
a1 Qo ’
vagyis a foatlobeli tagok szorzatabdl levonjuk a mellékatlobeli tagok szorzatat.
Q11 Q12 013
det | a1 oo 23 | = aniaooasz + a3t + arzasaan
Q31 Q32 (33
— (311322 — (21 (¥12(¥33 — (¥32(x23(X1 1 -
Pozitiv el6jellel kell venni a féatloval | parhuzamosan” valasztott tagok szor-

zatdt, negativ elGjellel a mellékatloval parhuzamosan vélasztott tagok szorzatat,
amint azt a kovetkezd séma mutatja: Pozitiv el6jel:
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Negativ elgjel:

22.2. A 21.5. (x) képletbdl azonnal kovetkeznek az alabbi Gsszefiiggések, ame-
lyek jol haszndlhaték matrixok determindnsdnak kiszamitasara. Ezeket a matrixok
oszlopaira fogalmazzuk meg, de ugyanugy igazak a sorokra is, hiszen egy matrix-
nak és a transzponaltjanak ugyanaz a determinansa.

(i) Ha egy métrix két oszlopét felcseréljiik, akkor a determindns eldjelet vélt.

(ii) Ha egy métrix egy oszlopat megszorozzuk egy szammal, akkor a determindns
is szorzddik azzal a szdmmal; példaul

Aaiy Q12 Q1N Qg1 Q12 Q1N

Ao Q22 Q2N Q21 Q22 Q2N
det . = Adet . .

Aant  an2 NN aN1  ON2 NN

(iii) Ha egy matrix egy oszlopahoz hozzaadunk egy oszlopvektort, akkor a deter-
mindns két matrix determindnsédnak az Osszege lesz: az eredetié, és azé, amelyben
a szoban forgd oszlopot kicseréljiink az adott oszlopvektorral; példaul

o+ P o Q1N

a1 + P11 a2 QoN
det . =

an1 + Br1 an2 QNN

a1 o2 alN Bi1 a2 a1N

21 [eH)) QN Q22 Q2N
det . + det .

QN1 QN2 anny BNt an2 aNnN

(iv) Mivel egy métrix oszlopai épp a standard bézisvektorok képei, a 21.2. &l-
litas szerint egy matrix determinansa pontosan akkor nulla, ha oszlopai linedrisan
Osszefiiggdk. Specialisan, ha egy matrix egy oszlopa egy méasiknak a szamszorosa,
akkor a matrix determindnsa nulla.

Ezt a tényt és az elozd Osszefiiggést Osszevetve: ha egy matrix egy oszlopé-
hoz hozzaadjuk egy mésik oszlopanak egy szamszorosat, akkor a determinans nem
véaltozik (az igy nyert matrix determindnsa ugyanaz, mint az eredetié).

22.3. Egy N x N-es matrix ik-adik aldeterminansat dgy kapjuk meg, hogy
kiemeljik” a métrix i-edik sordt és k-adik oszlopdt, és az igy maradé (N — 1) x
(N — 1)-es matrixnak vessziik a determindnsat.
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Rogzitsiink egy k, oszlopindexet. Vegyiik azokat az osszeadandé tagokat a méat-
rix determindnsdnak 21.5. (x) alakjdban, amelyekben a;y, szerepel. (N —1)!ilyen
van: ahanyféleképpen a matrix minden oszlopabdl, a k.-ediket kivéve, ki tudunk
venni matrixtagokat ugy, hogy mindegyik kiilonb6zé sorban legyen, és ne legyen
az els6 sorban. Ezekbdl az dsszeadandékbdl kiemelve iy, -et, megkapjuk a matrix
1k,-edik aldeterminansat egy megfelel6 eléjellel. Teljesen hasonlé gondolatmenet
kovethetd aop, -rel, stb. igy jutunk el végiil az igynevezett kifejtési tételhez.

Allitds Ha Ay, jeloli az (cuy | i,k = 1,..., N) mdtrix ik-adik aldetermindn-
sat, akkor

N
det(oug |4,k =1,...,N) = Z(—l)”kr%mkr
=1
(ky =1,...,N)

B1zONYITAS Az elébbi gondolatmenetet az egyszertiség kedvéért a k., = N esetre
formalizaljuk:

N N—-1
Z signm H (k) = Z signmo ()N H Qr(k)k =
k=1

mTEPerm,, k=1 wEPerm,,
N N-1
= E ;N E signm H Or(k)k =
i=1 m,m(N)=1i k=1
N N-1
— i+ N : _
= E a;n(—1)° E signo H Qo (k)k =
=1 o€Permy_ k=1

N .
= Z(fl)Z+NOziNAiN.
i=1

Erdemes szavakban is osszefoglani a kifejtési tételt: a méatrix determinansat ugy
is kiszamithatjuk, hogy egy tetszilegesen valasztott oszlop tagjait rendre megszo-
rozzuk a hozzajuk tartozé aldetermindnssal, megfelel6 elGjellel latjuk el, és az igy
kapott mennyiségeket osszeadjuk. A megfelel6 el6jel meghatarozasara a kovetkezd
sémat rajzoljuk fel:
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Ha tehat paratlan indext oszlop szerint fejtjiik ki a determinanst, akkor pozitiv
el6jellel kell kezdeni, ha péaros szerint, akkor negativ elGjellel, aztdn véltogatni az
el6jeleket.

Megjegyezzik, hogy olyan oszlop szerint érdemes alkalmazni a kifejtést, amely-
ben sok a nulla.

Végiil tjra megemlitjiikk, minden igaz marad, ha oszlop helyett sorra mondjuk
el ezeket.

22.4. Az el6z6 formuldk arra is lehet&séget nyujtanak, hogy egy matrix inverzét
meghatarozzuk. Emlékeztetlink, hogy egy matrix mint lineéris leképezés pontosan
akkor bijekcié, ha a determindnsa nem nulla.

Allitas Ha az A = (ayy, | i,k = 1,...,N) madtrix dermindnsa nem nulla,

akkor
1 1

- det A

(-1)"** Ay | kyi=1,...,N).

B1zONYITAS Legyen Gy, := m(—l)'+kAik~ Ekkor a kifejtési tétel szerint
e
N N
minden k-ra Y &g = 1; viszont ha j # k, akkor > Gy, = 0, mert
i=1 i=1
N

S (—=1)H Ajjoy, annak a matrixnak a determinansa, amelyet Ugy kapunk, hogy
i=1
az eredeti matrix k-adik oszlopa helyébe beirjuk a j-edik oszlopét.

22.5. Az el6z6ekben szerepld aldetermindsokat gy is megfogalmazhatjuk, hogy
kivalasztjuk az N x N-es matrix N —1 oszlopat és N — 1 sorat, vessziik azokat a ta-
gokat, amelyek benne vannak a valasztott oszlopokban és sorokban is, és képezziik
az {gy eléallitott (N — 1) x (N — 1)-es matrix determindnsat.

Ennek mintdjara egy M x N-es matrix r-ed rendd aldeterminansat ugy
kapjuk, hogy kivalasztjuk a matrix r oszlopat és r sorat, vessziik azokat a tagokat,
amelyek benne vannak a vélasztott oszlopokban és sorokban is, és képezziik az igy
eloallitott r x r-es matrix determinansat.

Vegyiik a méatrix r darab oszlopét, jeldlje azokat xi,...,z, € KM. Legyen
tovabba e, ..., ey a KM = (KM)* standard bézisa.
Ha x4, ..., x, linearisan osszefliiggék, akkor 20.7. szerint 1 A---Ax, = 0, ezért

akarhogyan is valasztunk r-et a standard bazisvektorok koziil,

T
(ii\1 wz) (Ekyy--- €k.) =0,

ami a 21.7.4. feladat szerint azt jelenti, hogy az adott r oszlopbdl akarhogyan
kivalasztott r-ed rendii aldetermindns nulla.

Ha @1,...,®, linedrisan fliggetlenek, akkor &1 A --- A @, # 0; minthogy egy
multilinedris leképezést egyértelmiien meghataroznak a bazisvektorokon felvett ér-
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tékei, van olyan ey, ,..., e, , hogy

<i£\1 xz) (€kyy---, €k.) #0,

ami ugyancsak a 21.7.4. feladat szerint azt jelenti, hogy az adott r oszlopbdl
kivalaszthaté nem nulla r-ed rendii aldeterminéns.

Egy linearis leképezés rangja, definici6 szerint, a képterének a dimenzidja. Egy
matrix oszlopai a standard bazisvektorok képei a métrix mint linearis leképezés
altal. Kovetkezésképp egy métrix rangja megegyezik a maximaélis linedrisan fligget-
len oszlopainak a szaméval. Az el6z6 gondolatmenet alapjan igaz tehat a kovetkezd
megallapitas.

Allitas Egy métrix rangja egyenls a maximalis nem nulla aldetermindnsanak
a rendjével.

22.6. A linearis egyenletek megoldhatdésagara vonatkozé kijelentéseket egysze-
riien fogalmazhatjuk meg a determinédns fogalméaval.
Legyen V véges dimenziés vektortér, A € Lin(V), a € V. Ekkor az

(x e V)? Az =a

egyenletet linearisnak nevezziik. Az egyenlet homogén, ha a = 0, és inhomo-
gén, ha a # 0.

A homogén egyenletnek mindig van megoldasa: az x = 0; ezt trividlisnak
szokds hivni. A trividlistél kiilonb6zé megoldasa pontosan akkor létezik, ha A
nem injektiv, azaz det A = 0.

Az inhomogén egyenletnek akkor és csak akkor van megoldédsa, ha a € RanA.
A megoldas pontosan akkor egyértelmti, ha A injektiv, azaz det A # 0.

Most atfogalmazzuk a a € RanA feltételt a gyakorlati alkalmazasok szempont-
jabdl hasznos alakba. Definidljuk az (A,a) : V xK — U, (z,a) — Az + aa line-
aris leképezést. a pontosan akkor van benne az A értékkészletében, ha RanA =
RanA + Ka, azaz RanA = Ran(A, a). Ez azt jelenti, hogy az inhomogén egyen-
letnek pontosan akkor van megolddsa, ha A és (A, a) rangja ugyanaz.

V = K" esetén A N x N-es matrix, (A, a) pedig az az N x (N + 1)-es matrix,
amelyet Ggy kapunk, hogy az A maétrixot , kib&évitjiik” a a oszlopvektorral: az A
matrixhoz (N + 1)-edik oszlopnak odatessziik a-t.

22.7. Vegyiik észre, hogy csak V — V linedris leképezés determindnsat értel-
meztiik, kiilonboz6 vektorterek kozotti linedris leképezését nem. Ertelmezhetnénk
ugyan az A € Lin(V, W) determindnsét is, ahol V és W azonos N dimenzids vek-

N N
torterek, de 21.1. képletei szerint akkor det A : A W* — A'V* linearis leképezés
volna, amely nem azonosithaté egy szammal.
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Ez azért fontos, mert a V és a W koordinatazasaval A is matrixszal reprezentdl-
haté, a matrixnak pedig van determinansa. Ez azonban nem az A determinénsa.
Mig egy A € Lin(V) determindnsa egyenlé bdarmely koordindtdzdsbeli métrixdnak
determindnsaval, W = V esetén a koordindtdzdssal kapott matrixok determinansa
fligeg a koordinatdzastol.

Kiilonosen fontosak ebbdl a szempontbdl azok a linearis leképezések, amelyek
egy vektortér és dudlisa kozott hatnak. A 16.7. fogalmaival azt mondhatjuk,
csak olyan linedris leképezések determinansa értelmes és szamithatjuk tetszéleges
matrixabol, amelyeknek a két indexe ellentétes helyzetben van.

Tehat az R : V — V* linedris leképezés egy matrixdanak a determindnsa nem
az R determindnsa. Ennek ellenére az ilyen determinansok hasznalhaték az R
definitéasi tulajdonsagainak a jellemzésére.

A Lin(V,V*) = Lin?(V x V,K) azonositds szerint az R : V — V* lineéris
leképezés szimmetrikus, ha (z|Ry) = (y|Rx) minden z,y € V esetén, és va-
16s vektortér esetén pozitiv (negativ) definit, ha minden nem nulla x vektorra
(z|Rx) > 0 (< 0) teljesiil.

Szimmetrikus linedris leképezés barmely koordinatdzas szerinti matrixa szim-
metrikus, ezért a definitasi tulajdonsagot valés szimmetrikus matrixokra vizsgal-
juk.

22.8. Egy N x N-es métrix k-adik sarokaldeterminansanak nevezziik azt
a k-ad rendi aldetermindnst, amelyet a matrix elsé k oszlopabdl és k sordbdl
képeziink.

Hogy képet kapjunk, mirdl is lesz szd, tekintslink el6szor egy valds diagonalis
matrixot. Konnyti latni, hogy az

aq
Q2

an

k
diagondlis matrix k-adik aldtermindsa [[ a; =: Sk, és a matrix pontosan akkor
i=1
— pozitiv definit, ha aj; > 0 minden k-ra, ami egyenértékii azzal, hogy Sy > 0
minden k-ra,
— negativ definit, ha a;, < 0 minden k-ra, ami egyenértéki azzal, hogy (—1)¥ S},
> (0 minden k-ra.

Allitas Jelslje Sy, egy valés N x N-es szimmetrikus métrix k-adik sarokalde-
terminansat. A matrix pontosan akkor

— pozitiv definit, ha Sy > 0,

— negativ definit, ha (—1)kS;, > 0
minden k =1,..., N esetén.
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B1zoNYITAS Mivel pozitiv definit métrix (—1)-szerese negativ definit, elég a pozi-
tiv definit esettel foglakozni.

A bizonyitast N szerinti teljes indukciéval végezzitk. N = 1 esetén nyilvanva-
l16an igaz az allitds. Tegyiik fel, hogy igaz (N — 1)-re is.

N x N-es szimmetrikus matrixot

()

alakba frhatunk, ahol A (N — 1) x (N — 1)-es métrix b € R¥ =1 amelyet oszlop-
vektornak fogunk fel, és b* a megfelel6 sorvektor; végiil 6 € R.

Tegyiik fel, hogy az (1) blokk-mdtrix pozitiv definit. Ekkor A szimmetrikus
és pozitiv definit, hiszen egy szimmetrikus és pozitiv definit leszlikitése. Ezért az
indukeciés feltevésiink szerint az A minden sarokaldetermindnsa pozitiv. Azt kell
csak megmutatnunk, hogy az N x N-es métrix determinansa pozitiv.

Egyszerli tény, hogy pozitiv definit matrix mint lineéris leképezés magja nulla,
ezért A bijekcid, és a 21.7.5. feladat szerint

det (;ﬁ g) — (det A)(6 — (| A~'b)). )

Tovébbs minden & € RV—1) és ¢ € R esetén

(@ o 7)(F) = lae) + 2000 + o6 ©

A blokk-matrix pozitiv definit, ezért ha x # 0, akkor a fenti bal oldal nagyobb,
mint nulla. A € := 1,  := —A~'b esetben ez az egyenlétlenség azt adja, hogy
§ — (b|]A71b) > 0, fgy (2) alapjén az N x N-es matrix determindnsa is pozitiv.
Tegyiik most fel, hogy az (1) blokk-mdtrix minden sarokaldetermindnsa pozitiv.
Ekkor det A > 0, specidlisan A bijekcid, {gy most is igaz a (2) Osszefiigés, amibél
most
§—(b]A7'b) >0 (4)

kovetkezik.
Az indukciés feltevésiink szerint A pozitiv definint, tehdt minden & € RY 1 és
¢ € R esetén

0< (x+EAD|A(x 4+ EATD) = (x| Ax) + 2(b|x)€ + (B| A b)E?,

és {gy (4) miatt az is igaz, hogy (3) pozitiv, vagyis az N X N-es matrix pozitiv
definit. m

Hangsilyozzuk, hogy egy szimmetrikus R : V — V* linedris leképezés kiillonbo-
76 koordindtazasokban vett matrixdnak a determindnsa és a sarokaldetermindnsai
is altaldban kiilonbozok, de az igaz hogy
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— ha R pozitiv definit, akkor minden koordindtdzasban a matrixdnak a sarokal-
daterminansai pozitivok,

—ha R egy koordinatazasban vett matrixdnak a sarokaldeterminansai pozitivok,
akkor R pozitiv definit.

22.9. Feladatok
1. Szamitsuk ki a kovetkezd matrixok determindnsat:

1 0 4 0 a b 1 10
o1 0], —a 0 c |, 0 1 1
2 1 1 b —c 0 1 0 1

2. Hasznaljuk tobb izben is a 22.2.(iii)-ben leirt médszert majd a kifejtési tételt
a kovetkezli matrixok determindnsidnak a meghatarozasara:

oON O
O W N
— AN W
N = O
DN = DN =
— N = N
= NN
N =N

3. Mennyi a rangja az alabbi matrixoknak?

101 2 0 1 l.fl

110 0], -1 0 -1/, Y

01 10 i -1 0 ;
-t 1

4. Egy diagonalis matrixra nyilvan igaz, hogy ha pozitiv szemidefinit, akkor
sarokaldeterminansai pozitivak és nullak, és van nulla sarokaldeterminansa. Talal-
junk egyszerii példat olyan 2 x 2-es nem diagonalis méatrixra, amely indefinit, és
az egyik sarokaldetermindnsa nulla, a méasik pozitiv.

5. Miért nem igaz a 22.8. allitas szimmetrikus komplex matrixokra?

6. Egy (aur | 3,k = 1,..., N) komplex matrix hermitikus, ha ax; = o), (ldsd
18.8.). Bizonyitsuk be hogy egy ilyen hermitikus métrix — vagyis a megfelel$ her-
mitikus forma — pontosan akkor pozitiv definit, ha minden sarokaldeterminansa
pozitiv.

7. Keressiik meg a

01 -1 2 gl 13
(€ eRY)? 53 7 1 ; = 29
75 9 3 53 51

4

linedris egyenlet megoldasait.
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23. Iranyitas

23.1. A fizikdban gyakran el6fordulé fogalom, hogy hdrom vektor a fizikai tér-
ben ,,jobb sodrdsi” rendszert alkot, vagyis sorban egymas utan gy kovetkeznek,
mint a jobb keziink hiivelykujja, mutatéujja és kozépso ujja. Ennek a szemléletes
fogalomnak adunk most pontos matematikai értelmet.

Definicié A V véges dimenzids valés vektortér (vi,...,vn) és (v],...,v})
indexezett bdzisa azonos irdnyitdsd, ha a v; — v, (i = 1,...,N) hozzdé-
rendeléssel értelmezett Z : V — V linearis bijekcié determindnsa pozitiv.

Megjegyezzik, hogy a 16.9.1. feladat alapjan a széban forgé lineéris leképezés
determinansa megegyezik a ,,vesszétlen” bazisrdl a ,,vesszds” bézisra vald attérés
maétrixanak a determindnsaval.

Allitds A V indexezett béazisainak a halmazan az azonos irdnyitottsag ekvi-
valencia-relacio, amely szerint két ekvivalencia-osztaly van.

B1zONYITAS A reldcié nyilvanvaléan reflexiv: ha a két bazis ugyanaz, akkor Z az
identitds, amelynek a determindnsa 1. A reldcié szimmetrikus: az v} — v; formu-
laval meghatarozott linedris leképezés Z-nek az inverze, amelynek a determindnsa
1/det Z. A reldcié tranzitiv: két linedris leképezés szorzatdnak determindnsa a
determinansok szorzata.

Valés vektortérrol 1évén szd, egy linedris bijekcié determindnsa vagy pozitiv vagy
negativ. Vegyilink két iranyitott bazist, amelyek elemei azonosak, de az egyikben
két vektor sorrendje fel van cserélve a masikéhoz képest. A két béazis kozotti atté-
rési determindns negativ, tehat a két bazis kiillonboz6 ekvivalencia-osztalyban van.
Akérmilyen més bézis viszont vagy az egyikkel vagy a masikkal azonos irdnyitasu,
tehat két ekvivalencia-osztaly van.

23.2. Definicié A (V,o) pdrt irdnyitott vektortérnek hivjuk, ha V vé-
ges dimenzids valds vektortér és o (a vektortér irdnyitdsa) azonos irdnyitd-
su indexezett bazisainak egy ekvivalencia-osztalya. Pozitiv iranyitasinak
mondjuk a vektortér egy indexezett bazisat, ha benne van o-ban; ellenkezé
esetben negativ iranyitasu.

Ugyantgy, ahogy a vektorterek jel6lésébodl el szoktuk hagyni a miiveleteket, az
iranyitott vektorterek jelolésébdl is elhagyjuk az iranyitast; azt mondjuk, legyen V
irdnyitott vektortér, és ebbe beleértjiik, hogy ki van jelélve a pozitivan irdanyitott
indexezett bazisainak a halmaza.

Megjegyezziik, egy irdnyitas megadasdhoz elég megadni egyetlen indexezett ba-
zist, mert az egyértelmilen meghatarozza a vele azonos iranyitasu indexezett bé-
zisok Osszességét.
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RY standard irdnyitdsat a standard indexezett bazis hatarozza meg.

Azonos irdnyitasu indexezett bézisok dudlisai is azonos irdnyitdsiak, hiszen a
dualis bazisok kozotti attérési matrix az eredeti attérési matrix transzpondltjanak
az inverze. Ezért V iranyitdsa meghatarozza V* egy irdnyitasat: azt, amelyet a
V valamely — tehat minden — pozitivan irdnyitott bazisanak a dualisa jelol ki.

23.3. Allitds Legyen V és U azonos véges dimenziéji valés vektortér,
A :V — U linedris bijekcié. Ha (v1,...,vN) és (v],...,v%) a V-nek azono-
san iranyitott indexezett bazisai, akkor (Avy,..., Avy) és (Avy,..., Av)y)
az U-nak azonosan iranyitott bazisai.

BizoNYiTAS Legyen Z mint az elébb. Nyilvanvals, hogy AZA™!: U — U az a
linedris bijekcié, amely Awv;-t Av!-ba viszi. 21.5. szerint det(AZA™!) = det Z >
0.m

Linearis bijekcio tehdt a indexezett bazisok egy ekvivalencia-osztalyat egy ek-
vivalencia-osztalyra képezi, ezért értelmes a kovetekezé meghatarozas.

Definicié Irdnyitott vektorterek kozotti linedris bijekciét irdnyitdstartd-
nak hivunk, ha pozitiv iranyitasd bazist pozitiv iranyitasuba visz at.

23.4. Legyen A egy dimenzios valds vektortér. Ennek minden nem nulla eleme
béazis. Két nem nulla elem akkor azonos irdnyitasi, ha egymas pozitiv szdmszo-
rosai. Szemléletesen az azonos iranyitdasu bazisok egy-egy félegyenest alkotnak; a
nem nulla @ elem ekvivalencia osztélya RTa = {aa | « € RT}.

Az egy dimenzids A egy irdnyitdsa tehat egy félegyenesének a kivalasztasat je-
lenti. A kijel6lt félegyenesben levé elemeket pozitivnak mondjuk, és igy jeloljik:
0 < a. Ertelemszert ezutan, mit jelent 0 < a. Bevezetjiik az

At :={acA|0<al, Af:={acA|0<a}

jeloléseket.
Ertelmezziik az A-beli a elem elGjelét:

+1 ha a € A0+,
signa := 0 ha a =0,
-1 ha a¢ Af,

valamint abszolitértékét:
la| := (signa)a.

Az iranyitas meghatdroz A-n egy lancszerii rendezést:

a <b jelentse azt, hogy 0<b— a.
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Koénnyt latni, hogy < reflexiv és antiszimmetrikus; a tranzitivitdst az aldbbi
(ii) tulajdonsdgbdl szarmaztathatjuk.

Mivel pozitiv elemek Gsszege és pozitiv szdmszorosa is pozitiv, igen egyszerii
ellenérizni, hogy igazak a kovetkezo Osszefiiggések minden a, b, c,d € A esetén:

(i) haa < b, c < d, akkor a + ¢ < b+d,

(i) ha @ < b, « € RT, akkor aa < ab.

Forditva is igaz: ha megadunk A-n egy < lancszer(i rendezést, amely teljesiti
az (i) és (ii) kovetelményeket, akkor az erre a rendezésre nézve pozitiv elemek
Osszessége egy félegyenest alkot, vagyis meghataroz egy iranyitast.

Osszefoglava tehét: egy dimenzids valds vektortéren az irdnyitasok és a lancsze-
rii rendezések, amelyek eleget tesznek az (i) és (ii) Osszefiiggéseknek, kolesonosen
egyértelmiien megfeleltetheték egymasnak.

Az irdnyitott egy dimenzids vektorterek fontos szerepet kapnak a fizikdban,
ugyanis egy fizikai mennyiség — példaul tomeg, hosszisag, idotartam, sebesség-
nagysag — értékeinek Gsszeségét egy ilyen pozitiv elemeivel tudjuk jol modellezni.
Ezért vezetjiik be a kévetkez6 elnevezést:

Definicié Mértékegyenesnek hivunk egy irdnyitott egy dimenziés valés
vektorteret.

23.5. Feladatok

1. Azonos irdnyitdsi-e R*-ban az ((1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)) indexezett bézis a
standard bézissal?

2. Legyen V iranyitott vektortér. Igazoljuk, hogy az A : V — V linedris
bijekcié pontosan akkor irdnyitastartd, ha det A > 0.

3. Legyen (v1,...,vn) és (v],...,v) a V valds vektortér indexezett bézisa,
(p1,-..,pn) illetve (p],...,pYy) ezek dudlisa. Mutassuk meg, hogy ez a két bazis

N N

ontosan akkor azonos irdnyitdsd, ha A v, és A v} egymds pozitiv szdmszorosai

9 k 9
k=1 k=1

N N
ami egyenértékii azzal, hogy k/\ Dr €s k/\ D}, egymas pozitiv szdmszorosai.
-1 -1

N N
Igazoljuk ennek alapjan, hogy V és AV, valamint V és A V* irdnyitdsai kol-
csonosen egyértelmiien meghatarozzak egymast.
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V. TENZOROK

El6szor a tenzoroknak talan kiilonosnek tiing absztrakt definicigjaval kezdjiik, s
aztdn a tenzorszorzatok tulajdonsagainak vizsgdlatan at eljutunk a fizikdban hasz-
nélt tenzorfogalomhoz; az alapvet6 tenzorok nem masok, mint linedaris leképezések
vagy bilinedris formak.

24. Tenzorszorzatok

24.1. A legegyszeriibb bilinedris leképezés a szamok szorzasa. Ez rendelkezik
azzal a j6 tulajdonsdggal, hogy két szam szorzata akkor és csak akkor nulla, ha
legalabb az egyik szam nulla. Altalaban egy R: U x V — W bilinearis leképe-
zésre ez nem igaz: lehetséges, hogy R(x,y) = 0, noha sem x sem y nem nulla.
Szemléletesen ugy fogalmazhatunk, hogy a szamok szorzasa mint bilinearis leké-
pezés csak akkor veszi fel a nulla értéket, ha “muszaj”. A vektorok tenzorszorzésa
is olyan bilinearis leképezés, amely “a leheto legkevesebb helyen” veszi fel a nulla
értéket.

Definicié Legyen U és V (azonos test folotti) vektortér. Az U-nak V-vel
vett tenzorszorzata egy (Z,r) pdr, ahol

(i) Z vektortér,

(ii) v : U x V — Z bilinedris leképezés,
amelyekre az teljesiil, hogy ha W vektortér és R : U x V — W bilinedris
leképezés, akkor létezik egyetlen olyan L : Z — W linedris leképezés, hogy

R=Lor.

A 7 bilineéris leképezés (tenzorszorzds) az U x V-n értelmezett bilinedris leké-
pezések kozott a “legkevesebb helyen” veszi fel a nulla értéket: ahol r értéke nulla,
ott minden mas bilinearis leképezésé is.



118 V. TENZOROK

24.2. Allitds Z vektortér és r : U x V — Z bilinedris leképezés esetén a
(Z,r) pdr akkor és csak akkor U és V tenzorszorzata, ha

(i) Z = Span(Ranr),
(ii) ha vy,...,v, a V linedrisan fiiggetlen elemei, uq,...,u, € U és

> r(ug,vr) =0, akkor ugy = -+ = u, = 0.
k=1

BizoNYITAS Zarjuk ki az U = {0} vagy V = {0} trividlis esetet. Tegyiik fel, hogy
(i) teljestil. Ekkor Z minden eleme > r(ux,vy) alakd (ldsd 17.4.).

k=1
Tegyiik fel, hogy (ii) is teljesiil, és R : U x V — W bilinedris leképezés. Ekkor
az . .
L Z 'I"(Uk;, ’Uk) = Z R(Uk, ’Uk)
k=1 k=1
képlettel jol definidlt L : Z — W leképezés linedris és az egyetlen olyan, hogy
Lor = R. Egyszeri szamolassal ellenérizheté L linearitasa; egyértelmiisége ab-

bdl kovetkezik, hogy linearis leképezést egyértelmiien meghatarozzak egy generald
halmazon — jelen esetben Ranr-en — felvett értékei. Csak az nem nyilvanvald, hogy
I

L jél definiélt. Ennek igazoldsdhoz azt kell megmutanunk, hogy ha " r(u,;,v;) =
j=1

o

Il
-

K2

r(uj,v}), akkor )  R(uj,v;) = > R(u;,v]). Egy oldalra rendezéssel és
j=1 i=1

m
atszdmozdssal ezt visszavezethetjiik arra, hogy a > r(u},v)) = 0 egyenl8ség-
i=1

b8l > R(u},v)) = 0 kell, hogy kévetkezzen. Tudjuk, vannak olyan wi,...,u,
i=1

m n
és linedrisan fluggetlen vy,...,v, elemek, hogy > r(u;,v)) = > r(ug,vy) és
i=1 k=1

> R(ul,v)) = > R(uk,vi) (ldsd a 17.4. Allitdst, amelynek a bizonyitasabol
i=1 k=1

latszik, hogy mind r-re, mind R-re ugyanazokkal az elemekkel igaz az egyenlGség,
hiszen csak a bilinearitdst hasznaltuk ki). Ezért az (ii) feltételbdl adédik a kivént
Osszefiiggés.

Tegyiik most fel, hogy (i) nem teljesiil, vagyis a r értékkészlete dltal kifeszitett
linedris altér nem az egész Z. Nyilvanvald, hogy ekkor, ha létezik is L minden R-
hez gy, hogy L or = R, az nem egyértelmii: Span(Ranr) egy kiegészit§ alterén
linearisan akarhogyan lehet definidlva.

Ha viszont (ii) nem teljesiil, akkor van olyan R, amelyhez nem létezik L line-
aris leképezés tugy, hogy Lor = R. Ime: legyen w4, ..., v, linearisan fiiggetlen,

n

U1, ..., Uy egyik sem nulla és > r(ug,vr) = 0. Legyen m az uq, ..., u, vektorok
k=1
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kozil kivélaszthaté legtobb linedrisan fliggetlen vektor szama; 0 # m < n. Az

altalanossag megszoritasa nélkil feltehetjiik, hogy éppen az els6 m vektor ilyen.

Egészitsiik ki az {vy,...,v,} halmazt bézissd V-ben, és az {u1,...,u,,} halmazt

bézissd U-ban. Definidljuk az R : U x V — K bilinedris leképezést tgy, hogy

R(u;,vi) := di (i,k =1,...,m), és R minden mas béziselem-pdron vegyen fel
n

nulla értéket. Ekkor > R(uy,vr) = m, és ha van is olyan L leképezés, amellyel
k=1

Lor = R, akkor L(0) = m # 0, tehdt L nem lehet linedris. m

Vegyiik észre, hogy az allitdsban szerepld (ii) feltétel a lényeges: ha r ilyen tu-
lajdonségn bilinedris leképezés, azaz tenzorszorzas, akkor (Span(Ranr),r) ten-
zorszorzat.

24.3. Legyen (Z,r) az U és V tenzorszorzata. Ekkor az R szerepére vehetjik
r-t is; mivel idz or = r, a tenzorszorzat definicidja értelmében ez az egyetlen ilyen
lehet6ség, mas szoval, ha A: Z — Z olyan linearis leképezés, hogy Aor = r,
akkor A = idg.

Ha (Z',7') az U és V egy maésik tenzorszorzata, akkor egyértelmiien léteznek
L:7Z — 7 és L' :7Z' — Z linedris leképezések, amelyekkel

" =Lor, r=Lor,
amibol
r=(L'oL)or, r'=(LoL')or,

és az elObbi észrevételiink szerint
LOLl:idz, L/OL:idz/,

tehat L és L’ linearis bijekcidk, és L' = L1,

Ez azt jelenti, hogy U és V két tenzorszorzatdnak vektorterei izomorfak és
egyetlen olyan izomorfizmus van, amely dtviszi egymésba a tenzorszorzasokat. Azt
mondjuk, a tenzorszorzat lényegében egyértelmii, és ezért “a” tenzorszorzatrdl
szoktunk beszélni. Tovabba szokdsosan magét a megfeleld vektorteret (ami a defi-
niciéban Z volt) nevezziik tenzorszorzatnak és U ® V-vel jeloljik; a tenzorszorzast
(ami a definiciéban r volt) pedig a ® szorzdsjellel irjuk:

UxV-URV, (uv)—->u®ou.
A tenzorszorzat definicidjdnak alaptulajdonsdga, amelyre gy fogunk hivatkoz-
ni, hogy barmely R bilinearis leképezés egyértelmiien faktorizdlhaté a ten-

zorszorzaton keresztiil egy Ly linearis leképezéssel, ezzel ilyen format olt:

R(u,v) = Lr(u®v) (ueU,veV). (%)
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Erdemes tovabbda felidézni, hogy a 17.4. 4llitas értelmében U ® V minden ele-

n
me Y up ® vy alaki, ahol vy, ..., v, a V-nek inedrisan fiiggetlen elemei (és ha a
k=1
tenzorszorzat eleme nem nulla, akkor uy, . .., u, is vehetd linedrisan fiiggetlennek).

Szemléletesen tehat U@V a 'V elemeinek az U-bdl vett “vektoregytitthatékkal
képezett linedris kombindaciéibdél” all. Mi tobb, még az a szokéasos tulajdonsag is
n

igaz, hogy ha vy,...,v, a V-nek linedrisan fiiggetlen elemei és > u, ® vy = 0,
k=1
akkor uy =...,u, =0.
Masképp ugyanez: ha vi,...,v, a V-nek linedrisan fiiggetlen elemei és u; #

n

0,...,u, # 0, akkor > wup ® vy # 0. Specidlisan, ha u # 0 és v # 0, akkor
k=1

u ® v # 0: a tenzorszorzas rendelkezik a szamok szorzasdnak a tulajdonsdgéval:

nem nulla elemek szorzata nem nulla. Ennél azonban jéval erdsebb a fent leirt
tulajdonsag.

24.4. Eddig még nem tudjuk, 1étezik-e tenzorszorzat. Most megmutatjuk, hogy
igen.
Legyen u € U, v € V| és értelmezziik az

uv:V* = U, p- (plv)u

linedris leképezést. Ez dsszhangban van mér kordbban hasznélt jelolésiinkkel (lasd
13.1.), és megmutatjuk, hogy 6sszhangban 4ll az €l6z6 pont megédllapoddsaval.

Allitds Az U x V — Lin(V*,U), (u,v) — u ® v leképezés tenzorszorzas,
azaz olyan bilinedris leképezés, amely teljesiti a 24.2. &llitds (ii) feltételét.

B1ZoNYITAS Az nyilvanvald, hogy (u,v) — u ® v bilinedris. Legyen vy, ..., v, €
n

V linedrisan fiiggetlen, és > wuj ® vy = 0. Ekkor minden p € V* és f € U*
k=1

0= (] (reen)r) = ()

S (plow) (Flux) = <p '<f|uk.>vk>.
= k=1

k=1
Mivel ez minden p-re igaz és V* szétvdlasztja V elemeit, 0 = Y (flug)vr. A
k=1
linedris fiiggetlenség miatt (f|ug) = 0 minden k-ra; mivel ez minden f-re fennéll,
ismét a szétvalasztas miatt végil is azt kapjuk, hogy w1 =---=u, = 0. R

esetén

3




24. Tenzorszorzatok 121

Kovetkezésképpen URV a V* — U linearis leképezések vektorterében az ilyen
szorzat alaku (egy rangu) linedris leképezések kifeszitette altér, azaz

U®V = Lin(V*,U) = Lin?(U* x V¥, K). (%)

Itt a méasodik azonositdsnal a 17.7. eredményét vettiik figyelembe; azért irtuk
ki, mert szokszor célszerii u ® v-t bilinedris leképezésnek tekinteni:

(u®v)(q,p) := (qlu)(plv) (g€ U*,pe V")

Megjegyezzik, hogy itt és a tenzorszorzatokkal kapcsolatban késobb is, = és =
egy kicsit mas jelentésii, mint korabban; ugyanis U® V eleve csak egy egyértelmii
izomorfizmus erejéig van meghatarozva.

24.5. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy egyes konkrét vektorterek esetén a ten-
zorszorzatot célszeri masképp realizalni, nem linedris vagy bilinedris leképezé-
sekkel. Az egyik legfontosabb példa a linearis leképezések vektortereinek tenzor-
szorzata, amelyrél a 27. fejezetben szdélunk, a mdésik fontos példat pedig most
ismertetjiik.

Legyen U és 'V vektortér, S és T nem iires halmaz. Megmutatjuk, hogy

U@V =2 (U V)T, ¢poé=I((st)— ¥(s) 2 o(t).

Ugyeljiink arra, hogy itt a @ jel két értelemben is megjelenik: US és VT ten-
zorszorzatanak a jelolésére is, U és V tenzorszorzatanak a jelolésére is. Az U@V
tenzorszorzatot a szokasos bilinedris formakkal realizaljuk. Vilagos, hogy a fenti
formulaval definialt U® x VT — (U V)*T (¢, ¢) — 1 @ ¢ leképezés bilinesris.
Azt kell csak megmutatnunk, hogy tenzorszorzis, azaz teljesiti a 24.2. allitas (ii)
feltételét. Legyenek ¢q,...,¢, a VT linedrisan fiiggetlen elemei, és 11, ..., 9,

n

az U% olyan elemei, hogy Z Pr(s) ® ¢pr(t) = 0 minden (s,t) € S x T esetén.

Ekkor az U* és V* minden gq illetve p elemére Z (g|vw(s))(pléw(t)) = 0, amibdl
a p-t klemelve majd a szétvilasztasi tulajdonsagot kihasznalva azt kovetkeztet-
jiik, hogy Z(q|1/;k( ))¢r = 0 minden q € U* és s € S esetén; ez viszont a

dr-k hnearlb fuggetlenseg miatt csak gy lehetséges, hogy az egyttthaték mind
nulldk, amibdl ismét a szétvalasztasi tulajdonsag miatt végil mekapjuk a kivant
eredményt: 1 = 0 minden k-ra. B

24.6. Allités Ha {u; | i € I} bézis U-ban és {vy | k € K} bézis V-ben,
akkor
{u; v, |ielkeK}

bazis U ® V-ben.
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BizoNYITAS Legyen F az I-nek G a K-nak véges részhalmaza, és oy, (i € F k €

G) olyan szamok, hogy 0 = > > apu; Qv = >, [ Y aikui) ® vi. Ekkor
i€F kEG kEG \i€F

a tenzorszorzas alapvetd tulajdonsiga szerint a wvg-k linedris fiiggetlensége miatt
minden k-ra 0 = > a;pu;, amibél viszont az w;-k linedris fiiggetlensége miatt
i€F

a;r, = 0 minden ¢ € F és k € G esetén, vagyis az U ® V széban forgd részhalmaza
linedrisan fliggetlen. Bézis is, mert u € U és v € V a bézis elemek (véges) linedris

kombindcidja, u = Y a;u;, v = Y Brvk, tehdt
i€F kEG

u®v=ZZaiﬁkui®vk;

i€eF keG

tudjuk tovabba, hogy U ® V barmely eleme u ® v alakiiak 6sszege. B
Mivel V akarmilyen vektortér lehet, példaul egy vektortér dudlisa is, mondjuk
V>, latjuk, hogy a 13.2. és a 13.3. allitas az itt bizonyitottnak specialis esetei.
Erdményiink kovetkezménye, hogy

dim(U ® V) = (dimU)(dimV).

Ha U és V véges dimenziés, akkor U® V dimenziéja és Lin(V*, U) dimenziéja
megegyezik, mindkett6 véges, ezért a 24.4-ben adott = helyett = all; s6t V** =V
és U™ = U miatt tovabbi azonositasok is érvényesek, amelyeket most felsorolunk;
ha tehat U és V véges dimenzids, akkor

U® V* =Lin(V,U) = Lin?(U* x V,K),
V*,U*) = Lin?(U x V*,K),
V,U*) = Lin*(U x V,K).

24.7. A 13. fejezetben mar hasznaltuk a ® jelet. Ha w € U, p € V*, ak-
kor az ottani definiciénkkal u ® p € Lin(V,U), a mostani definiciénkkal pedig
u®p € U V* = Lin(V**, U). Nyilvanvald, hogy a 13. fejezetbeli V. — U line-
aris leképezés az itteni V** — U linedris leképezés leszilikitése. A transzpondlasra
vonatkozoan is megegyezik az ottani és itteni eredménytink.

Most Osszegytjtink néhany egyszerii, de sokat hasznalt azonositdst tenzorszor-
zatokra vonatkozéan. Kérjiikk az olvasét, ellendrizze, hogy az alabb felsorolt azo-
nositasok helytallék (vagyis a formuldkkal “természetes” izomorfizmusokat adunk
meg).

(i) A 24.4. (x) Osszefiiggése szerint K@V = Lin(V*, K) = V**. Ennél azonban
tobbet is mondhatunk:

KeV=V, a®v=av.
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Ez egyben példat nyujt arra is, hogy altaldban U ® V nem azonosithaté az
egész Lin(V*, U)-val, még akkor sem, ha U véges dimenzids.

Viszont ugyancsak 24.4. valamint 8.5. (v) szerint V ® K = Lin(K*,V) =
Lin(K, V) = V| tovdbbd, mint az elébb, V@ K = V, v ® a = av, tehit itt =
helyett = 4ll, amibél konnyen &ltaldnosithatjuk (14sd a 24.13.1. feladatot), hogy
U®V =Lin(U, V) ha V véges dimenzids.

(i)

(UxV)W=(UW)x (VaWw), (u,v) QW = (u® w,v R w),

U (VxW)=(UV)x (U W), u® (v,w) = (uv,uRw).

(iif)
UV =S (UeV),  (¢gepluev)=(qlu)(plv);
ha U és V véges dimenzids, akkor = helyett = 4ll.
(iv) Sok matematikakényvben azt mondjdk, hogy a tenzorszorzds kommutativ,
azaz U@V =V U, u®v = v®u. Valdban ez az azonositas is lehetséges,
azonban mi még sem éliink vele; az

UsV->VeU, uRUveu= (u®v)"

transzponalas linedris bijekciét hataroz meg, amelynek a jelolését nem célszeri
elhagyni.

Megmutatjuk, hogy ez a transzponalds megegyezik a korabban bevezetett foga-
lommal.

U ® V a Lin(V*,U) altere, V® U a Lin(U*, V) altere, ami viszont alte-
re Lin(U*, V**)-nak. Az L : V* — U linedris leképezés transzpondltja az az
L* : U* — V™ linearis leképezés, amelyet

(L*qlp)v- = (q|lLp)uy (g€ U*,pe V")

hatdroz meg. fgy tehdt

(u®@v)*qlp) = (ql(u @ v)p) = (qlu)(p|v) =
= ((v©u)qlp),

vagyis u ® v transzponéltja valéban v ® u.

Linedris leképezést (példdul egy métrixot) nem célszerti azonositani a transzpo-
néltjaval, ezért nem tekintjiik a tenzorszorzast kommutativnak. Egy masik érv az,
hogy U =V esetén u ® v és v ® u ugyanannak a vektortérnek kiilonbozé elemei.
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24.8. Allitas A
Lin?(U x V,W) = Lin(U ® V, W), R— Lp

hozzarendelés lineéris bijekcid, ahol Lr az a linedris leképezés, amellyel R
faktorizalhato a tenzorszorzaton keresztiil (ldsd 24.3. (x)).

B1ZONYITAS A linearitdsrdl konny(i meggy6z6dni: Ry + Ry = (Lg, + LRr,) o ®,
stb.

Ha Ly = 0, akkor nyilvdan R = 0, tehat a linearis hozzarendelés injektiv. Adott
LeLin(U®V,W)estén R:= Lo® € Lin? (U x V, W), amelyre Lr = L, tehat
a hozzarendelés sziirjektiv.

Ezt a “kitlintetett” linedris bijekciot felhasznalhatjuk arra, hogy a széban forgd
két vektorteret azonositsuk:

Lin(U® V,W) = Lin*(U x V, W), L=Lo®.

24.9. AV xV* 5 K, (x,p) — (p|x) bilinedris forma egyértelmiien faktorizsl-
haté a tenzorszorzaton keresztiil, azaz 1étezik egyetlen

Tr: VeV —K, xQpr— (plx)

linearis leképezés. Hangsulyozzuk, hogy a fenti formula nem a definicigja Tr-nek,
hanem csak a definiald tulajdonsaga: a Tr linedris leképezést egyértelmiien meg-
hatarozzdk az x ® p elemeken felvett értékei, noha V ® V* nem minden eleme
ilyen, hanem ilyenek linearis kombinaciéja.

Ha V véges dimenzids, akkor V ® V* = Lin(V), és A € Lin(V) esetén TrA-t
az A nyomaéanak hivjuk.

1. A”I’tés Ha dimV < oo, akkor

Tr(AB) = Tr(BA)  (AB € Lin(V)).

BI1ZONY{TAS Ertelemszerfi jeléléssel (z @ p)(y @ q) = (ply)z @ q, tehdt Tr((x ®
p)(y®q)) = Tr((y ®q)(x @ p)), amibél egyszertien kapjuk a bizonyitandé egyen-
16séget.

2. Allitds Ha {v1,...,vn} a V egy bézisa és {p1,...,pn} ennek a dualisa,

akkor
N

TrA =) (prlAvi) (A €Lin(V)).
k=1
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B1zONYITAS A fenti formula a 12.4. végén levd osszefiiggésbdl adédd

N N
= (prl)(plvr) = _(pxl(z @ p)oy)
k=1 k=1

egyenléséghdl kovetkezik. m

Vegyiik észre, hogy a fenti dsszegben az A (a széban forgd bézisra vonatkozd)
méatrixanak féatlébeli tagjai szerepelnek. Tehat egy V — V linedris leképezés
nyoma egyenld barmely matrixa f6atlobeli tagjainak az 6sszegével.

Az el6bbiekhez hasonléan értelmezhetjiik dimV < oo esetén a

Tr: Lin(V*)=V*®@V = K, pRx— (plx)

nyomot. Mivel & ® p transzpondltja p ® x és a transzpondlds linearis miivelet,
azonnal adédik, hogy

Tr(A*) =TrA (A € Lin(V),

amit abbdl is tudhatunk, hogy A* barmely matrixa az A megfelel6 matrixanak a
transzponaltja, és egy matrixnak és a transzponaltjanak a foatléja megegyezik.

Jegyezziikk meg, hogy V — V* és V* — V linedris leképezések nyoma nem
értelmezhetd, noha ezek matrixabdl is képezhet6 a f6atlobeli tagok Osszege; ez az
Osszeg azonban fiigg a koordinatazastél. Ez hasonlé ahhoz, mint amit a szim-
metrikussagrol, illetve a determindnsrél mondtunk (lasd 14.5., 15.4. és 22.7.). A
féonn-lenn indexezéssel gy fogalmazhatunk, csak olyan métrixnak a nyoma értel-
mes, amelyek két indexe ellentétes helyzetben van.

24.10. Fizikai alkalmazdsokban gyakran taldkozunk olyan tenzorszorzatokkal,
amelyekben az egyik (vagy mindkét) vektortér egy dimenzids (specidlisan mérték-
egyenes). Ekkor célszeriinek létjuk a transzpondlds jelolését elhagyni, és a 24.7.
(iv)-ben emlitett azonositdst megtenni. Sét tovdbb megyilink: elhagyjuk még a
tenzorszorzas jelét is. Kozelebbrél tehdt:

ARV=VRA, aRxr=xRa=:axr hadimA =1.

Jegyezziikk meg, hogy A ® V minden eleme ax alakd, mert ha a; € A, akkor
n n
van olyan a € A és oy, € K, hogy ar = apa, tehdt > arzr =a > apxg.

k=1 k=1
Noha A # K esetén A ® V # V, mégis értelmet adhatunk annak, hogy egy
V-beli  elem parhuzamos egy A ® V-beli r elemmel: ha van olyan a € A, hogy
T = ar.
A fenti megallapodés szerint az egy dimenzids A vektortér elmeinek egyméssal
val6 tenzorszorzatabdl is elhagyjuk a ® jelet; ennél tobb egyszertisitést is tesziink:
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egy a elem énmagaval vett tenzorszorzatit 2-es hatvannyal frjuk: a? := aa :=
a®a.
24.11. Ha A egy dimenziés vektortér és 0 # a, akkor a 3.5. értelmében

barmely b € A esetén — € K jeloli azt az egyértelmiilen meghatarozott szamot,

b
amellyel b = —a.

Ha a € A és h € A*, akkor ah € Lin(A, A) — ne feledjiik, hogy egy dimenziés
vektortér esetén elhagyjuk a tenzorszorzas jelét, tehdt ah = a @ h —, és

(ah)b = (h|b)a = (h|a)b,

b
hiszen nyilvan fenndll az egyenloség, ha a = 0, és ha a # 0, akkor (h|a> a=
a

b
(hla)—a.
a
Ha A egy dimenziés vektortér, akkor az A — A linedris leképezések Osszessége
azonosithaté a K alaptesttel; o € K mint lineéris leképezés az a elemhez aa-t
rendeli.
Igy a mondotak alapjan az

A®A*=Lin(A) =K, ah = (hla)

azonositast tehetjiik.

24.12. Legyen A egy dimenzios valos vektortér. Ekkor A ® A is egy dimenzids
vektortér, amelyet természetes iranyitassal lathatunk el gy, hogy a pozitiv elemek
halmaza

(A®A)T:={a’|ac A\ {0}}.

Vildgos, hogy ez a definicié j6, a széban forgd halmaz félegyenes: ha 0 # a € A,
akkor R*(a?) alakba is {rhaté.
Ha A is irdnyitott (azaz mértékegyenes), akkor

Al — (A A, a— a’

bijekcié. Valéban, az el6z6ek szerint sziirjekcid, és injekcid is a kovetkezd miatt.

b 2
Ha a? =0, akkor a = 0. Ha a,b € AT és a? = b?, akkor a? = () a?, amibdl
a

b b
— > 0 miatt — =1, és igy b= a.
a

A fenti bijekcié inverzét gybkvondsnak hivjuk, és igy jeloljiik:

VT (AA)Y AL



24. Tenzorszorzatok 127

Vegyiik észre, hogy (14sd 23.4.), hogy
va? =|al (a € A).

24.13. Feladatok
1. Legyen V vektortér, N € N. Ekkor (ldsd a 11.7.7. feladatot)

K" ® V = Lin(V*, KY) = Lin(V*, K)Y = (V**)V]
és 11.5. valamint 8.5. (v) alapjén
V®K" = Lin ((KV)*, V) = Lin(K", V) = Lin(K, V)V = V¥
Bizonyitsuk be, hogy ennél tobb is mondhaté:
KNoVv=VeKN=VvV, Er=x€&=(Lix,...,ENT).

2. Legyen P a polinomok vektortere. Jellemezzilk P ® P-t mint a C x C — C
fiiggvények vektorterének linedris alterét (24.5. szerint polinomok tenzorszorzata

“két valtozos komplex polinom”).
n

3. Mutassuk meg, hogy U® V minden nem nulla eleme > uy ® vy alaki, ahol
k=1
mind az wg-k mind az vg-k linedrisan fliggetlenek.

4. Mutassuk meg, hogy ha {vy,...,vn} a 'V egy bdzisa és {p1,...,pn} en-
N
nek a dudlisa, akkor S € Lin(V*,U) esetén S = > (Spg) ® vy, és ez a formula

konkrétan megadja a Lin(V*,U) = U ® V azonositast.

5. Ha U és V véges dimenzids vektorterek, akkor U ® V* = Lin(V,U) és
U*®V = Lin(V*, U*), igy 24.7.(iii) alapjén (Lin(V, U))* = Lin(V*, U*). Mutas-
suk meg, hogy ebben az azonositasban (A]S) = Tr(A*S), ahol A € Lin(V,U*),
S € Lin(V*+,U).

Ezek szerint a KV = (KV)* azonositassal Lin(KN, KM) = (Lin(KV,KM))", az-
az KM*N = (KM xN )*, amit mar jél tudunk. Igazoljuk, hogy a kétféle azonositas

M N
valéban megegyezik, azaz Tr(A*S) = > > AuSik.
i=1k=1
6. Legyen U és V véges dimenzids vektortér, A € Lin(U), B € Lin(V). Bizo-
nyitsuk be, hogy Tr(A x B) = TrA + TrB.
7. A 24.5. jeloléseivel = helyett = all, ha U és V véges dimenzids, valamint S
és T koziil legalabb az egyik véges halmaz.
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25. Tenzorhatvanyok

25.1. A tenzorszorzas “asszociativ’: két vektortér tenzorszorzatat tenzorszo-
rozhatjuk egy harmadik vektortérrel, és a kiilonboz6 sorrendii szorzatok azonosit-
hatdk; értelemszerti jelolésekkel

(UV)aW=U (VeW), (uRV)W=uR (v w).

Ezért a zardjelet el is hagyjuk, és U @ V ® W-t illetve u ® v ® w-t frunk.

Hérom vektortér adott sorrendl tenzorszorzatat masképp is értelmezhetjik a
24.1. definicié mintdjara. U ® V ® W olyan vektortér, és (u,v,w) » u @ v Q@ w
olyan trilinearis leképezés, hogy barmely R : U x V x W — Z trilinearis leké-
pezéshez 1étezik egyetlen olyan L : U® V ® W — Z linearis leképezés, hogy
R(u,v,w) =L(u®v®w).

Ezek utan nyilvanval6, hogyan értelmezziik n > 2 esetén a Vq,...,V, vek-

n
torterek adott sorrendli tenzorszorzatat, amelyre a ® Vj jelolést hasznaljuk, és
k=1

hasonléképp jeloljiikk az o € Vi elemek tenzorszorzatat is: ® .

Mig két vektortér, U és V tenzorszorzatat akir V* — U hnearls leképezésekkel
akar U* x V* — K bilinedris leképezésekkel tudjuk egyszertien realizélni, addig
tobb vektortér tenzorszorzatanak egyszerii realizalasara csak a multilinearis leké-
pezések alkalmasak (persze itt is lehetne hasznélni bizonyos linearis leképezéseket
a 19.3. éllitas és az utana levo megjegyzés szerint, de azoknak lényege éppen az,
hogy bonyolult objektumokat egyszertibbekkel azonositanak).

Nem nehéz megmutatni 24.4. mintajara, hogy

LV Lin® [ X vik), (& e Pn) =
15:91 r = Lin <k1 ks ) (kg@lwk) (p1 p kl;[lpkkvk

Ha V-k véges dimenzidsasak, akkor = helyett = 4ll.

25.2. A tenzorszorzatok haszndlatdnak nagy elénye, hogy attekinthet6vé teszi
a 19.3-ban megadott és ahhoz hasonlé azonositasokat.
Harom vektortérre példaul Vi ® V3 ® V3 az egyik zardjelezéssel a

VieVieVi = (VieV3)eV; = Lin(Vs, VI V}) = Lin(Vs, Lin? (V) x V,, K))

P1 @ P2 ®@Pps = (v3 = p1 @ Pa(pslvs))

azonositast adja, a masik zardjelezéssel a
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VIieaVieVi=Vie(VieVi)=Vie (Ve V) =
= Lin(V, ® V3, V}) = Lin?(V, x V3, Lin(Vy, K)),
p1 ® p2 @ ps = ((v2,v3) = p1(p2|v2)(ps|vs))

azonositést, ahol az elemekre csak a legegyszer{ibb (és egyben legfontosabb, mert
konnyen észben tarthatd) formuldt irtuk ki.

Kérjiik az olvasét, altalanositsa ezeket az Osszefiiggéseket n > 3 esetére, és vesse
Ossze a 19.3-ban leirt azonositasokkal.

25.3. Most n € Ny esetére egyetlen V vektortérnek onmagaval vett n-sze-

n
res tenzorszorzatat, azaz n-edik tenzorhatvanyat vizsgaljuk, amelyet ® V-vel
jelolink. Ha n < 2, akkor ez az el6bbiek szerint van értelemzve, és

0 1
RV =K, ®V :=V.

A tenzorszorzas asszociativitdsa miatt barmely n és m nemnegativ egész szamra
n m n+m
(Bv)e(dv)="E"V. (+)

Mint tudjuk, BV = Lin((V*)*,K); az @) vektorokkal a 20.6-ban bevezettiik a
<§> x; jelolést; egyszertien lathatd, hogy az ottani értelmezés megegyezik az it-
k=1

tenivel, tehat amit ott elmondtunk, az igaz lesz a tenzorszorzatokra. Példaul

bevezethetjiik a \/ (Bk szimmetrikus és /\ x;, antiszimmetrikus tenzorszorzatot.

Ugyantgy, mlnt 20 3-ban, igaz, hogy ha V véges dimenzids és {vi,...,vn} a
V egy bazisa, akkor

{(%vki 1§ki§N,i1,...,n},
=1
<

N’}’

{/\’U;c 1§]€1<k‘2<"'<k’n§N}

i=1

{,@lvki 1<k <ks<- <hy
=

n
rendre béazis ® V-ben, V V-ben és A V-ben, és a dimenzidkra is igaz, ami 20.3-ban.
Természetesen V helyett tekinthetjitk V*-ot is. A (x) Osszefiiggés dtirdsdval az
el6z6eknek megfelelé azonositdsokat kapjuk: minden k,n € N és k < n esetén

n k n—k n—k k
®V* = (®V*> ® ( ® V*) 3Lin< ® V,®V*) ;

n n
iglpi . %)H%H ® i H (pilxq) | -

1=k-+1
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Ertelemszeriien hasonl6 formuldk érvényesek, ha ® helyett A-ot vagy V-ot irunk.

25.4. Egy érdekes és hasznos kapcsolatot talalhatunk az antiszimmetrikus ten-
zorszorzatok és linedris leképezések nyoma kozott.

Allitas Legyen vy,...,vn a 'V bdzisa, A € Lin(V). Ekkor

(A’Ul)/\’vg/\"'/\'UN+
+ ’Ul/\(A’UQ)/\"'/\’UN—l-

N
v AV A A (A’UN) = (TI‘A) k/f\lvk'

B1ZONYITAS Legyen pi,...,pn a bazis dudlisa. Ekkor 12.4. (xx) szerint Av; =
N

> (pi|Avy)v;; a fenti formula bal oldaldn 4ll6 elsd tagba betéve ezt az Gsszeget,
i=1

csak az Osszeg els6 tagja eredményez nem nulla jarulékot (az antiszimmetrikussdg
miatt), ezért az elsé tag (p1|Avy)vi Ave A---Avy alaki lesz; hasonléan, a masodik
tag (p2| Ave)vy Ava A--- Avpy, stb. Mér csak a 24.9.2. 4llitdst kell alkalmaznunk,

hogy megkapjuk a kivant eredményt.

25.5. Egy dimenzids valds irdnyitott vektortérnek nem csak nemnegativ egész
kitev6jli, hanem akarmilyen nem nulla kitevéji tenzorhatvanya is értelmezhetd.
Ezzel lehet pontos éretelmet adni a fizikdban olykor eléforduld tort kitevojii mér-
tékegykségeknek (pl. m'/?).

A tenzorszorzast a szamok szorzasanak a mintdjara, annak altalanositasaként
vezettiik be; meghatarozo tulajdonsagai, hogy bilinedris miivelet, és bizonyos szem-
pontbdl a “legbévebb” : minden mas bilinedris ebbdl szarmaztathaté egy linedaris
leképezéssel. Ehhez hasonléan a szamok hatvanyozasanak a mintajara bevezetjiik
az tenzorhatvanyozdas fogalmét, amelyhez az alabbi el6késziiletek kellenek.

Definicidé Legyen A egy dimenziés valés iranyitott vektortér, W valds vek-
tortér, 0 £ 5 € R. Egy R : AS‘ — W leképezést B-adik hatvanyszeriinek
nevezziik, ha

R(\a) =M R(a) (MeR{,acAl).

Vildgos, hogy R(0) = 0, és ha R nem az azonosan nulla fiiggvény, akkor az
értékkészlete egy félegyenes, azaz valamely elemnek nemnegativ szamszorosaibdl
all.

Az RY — RY, a — of leképezés B-adik hatvényszer(i, természetesen, hiszen
épp ezt akarjuk utanozni.

Példa ettol kiillonb6z6 nemnulla S-adik hatvanyszert leképezésre: legyen A
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akarmilyen egy dimenzids valds iranyitott vektortér, 0 # h € A*, és
Al =R, aw signh|(hla)l?; (%)

(A irdnyitdsa megatdrozza A* egy irdnyitdsét, igy értelmes signh.) Megmutatjuk,
hogy minden R : Al — R S-adik hatvényszer(i leképezés ilyen. Ha R # 0, akkor
R értékkészlete vagy a nemnegativ vagy a nempozitiv szamok Osszessége; eszerint
értelmezziik az R eléjelét: signR := 0, ha R = 0, signR := 1, ha RanR = ]Ra' és
signR := —1 ha RanR =R .

Allitas Ha R : A — R B-adik hatvanyszerti leképezés, akkor
hr:A =R, aw (signR)(signa)|R(|al)|*/?
olyan linedris leképezés, amellyel R a (%) formdban fejezhetd ki.

B1zoNYiTAS Mivel egy dimenzids vektortéren a szdmmal szorzés meghatirozza az
Osszeadast, h g linearitdsahoz elég megmutatni, hogy az allitasban aléla a szammal
szorzas kihozhaté. Ime:

hr(aa) = (signR)sign(aa)|R(|alla])|/? = (signa)|a|(signR)(signa) R(|al)|/* =
= ahgr(a).

Az pedig mar nyilvdnval6, hogy hr-rel R a (x) formula szerint kaphaté meg. m
Eredményiink szerint R — hpg bijekcié az

{Af - R B-adik hatvanyszer(i leképezések}

halmaz és A* kozott. Ezzel értelmezziik a fenti halmaz elemeinek 6sszegét és szdm-
szorosat ugy, hogy a bijekcio legyen linedris. fgy az ilyen hatvanyszeri leképezések
egy dimenzids vektorteret alkotnak. Tehat értelemszerii jeloléssel az Gsszeg és a
szamszoros ugy van értelmezve, hogy

hrys=hg+hs, h,r = ahg.

25.6. Definicié Legyen A egy dimenziés valés iranyitott vektortér, 0 #
B € R. Az A-nak a $-adik tenzorhatvdnya egy (B, r) pdr, ahol

(i) B valés vektortér,

(ii) r : A — B f-adik hatvdnyszerti
amelyekre az teljesiil, hogy ha W vektortér és R : A — W [-adik hatvany-
szertl, akkor létezik egyetlen olyan L : B — W linearis leképezés, hogy

R=Lor.
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Allitas (B,r) az A-nak pontosan akkor a (-adik tenzorhatvanya, ha

(i) r #0,
(ii) Span(Ranr) = B.

B1zoNYIiTAS Ha a fenti két feltétel teljesiil, akkor barmely S-adik hatvanyszeri R
esetén az L(4r(a)) := +r(a) (a € AJ) formuldval meghatdrozott leképezés B-n
jol definidlt, linedaris és egyetlen az L o r = R tulajdonsdggal.

Ugyanis ekkor Ranr félegyenes, tehat B egy dimenzids, és L az egész B-n ér-
telmezve van. Tovabba r nem nulla elemet nem nulldba képez, és ha a,b € AT

b B
és r(a) = r(b), akkor a a 3.5.-ben bevezetett jeloléssel r(a) = (a) r(a), amib6l

b
— =1 azaz b = a adddik, és igy az kovetkezik, hogy L jol definidlt. L linearis,
a

mert ha o € R, akkor tetszbleges @ € A1 esetén

L(ar(a)) = L(signa|a|r(a)) = L(signar(|a|’a)) = signar(la|’a) = ar(a) =
= aL(r(a)),

és egy dimenzids valds vektortéren a szammal vald szorzds meghatarozza az 6sz-
szeaddst is (ldsd 3.5.). L egyértelmiisége a B egy dimenziéssagdbdl kovetkezik.

Ha (ii) nem teljestil, akkor L nem egyértelmi: Span(Ranr) egy kiegészitdjén
akérhogy lehet definidlva. Ha (i) nem teljesiil, azaz r = 0, akkor egy nem nul-
la S-adik hatvényszer( leképezés (ilyen van 25.5 szerint) nem faktorizalhaté r-en
keresztiil.

25.7. Ugyantgy, mint tenzorszorzatok esetén, megmutathatjuk, hogy a S-adik
tenzorhatvany egyetlen izomorfizmus erejéig egyértelmi, ezért “a” tenzorhatvany-
16l szoktunk beszélni, és a definiciéban szerepld B-t A®8-val, az r leképezést pedig
a — aP-val jeloljiikk. Ha tehdt R : AS‘ — W egy [-adik hatvanyszeri leképezés,
akkor létezik egyértelmiien egy L : A®® — W linedris leképezés, amellyel

R(a) = L(a’) (a€A{).

Mar csak azt kell bebizonyitanunk, hogy létezik S-adik tenzorhatviny. Emlé-
keztetiink arra, hogy A dudlisa is irdnyftott: h € A* pozitiv, ha @ € AT esetén
(hla) > 0.

Legyen a € AJ, és

a’: (A*)§ =R,  hw (hla)’.
Vildgos, hogy a® az A*-on értelmezett S-adik hatvinyszerti leképezés, és az is

nyilvanvald, hogy a — a” szintén f-adik hatvanyszerti, és ez utébbi teljesiti a
25.6. allitds feltételeit, hiszen A* egy dimenzids, {gy a 25.5. szerint az (A*)d-on
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értelmezett valds értékii S-adik hatvanyszerii leképezések vektortere is egy dimen-
zi6s.
Tehat

A®P = {(A*)§ — R B-adik hatvanyszerti}, a’ = (h — (hla)P).

25.8. Az olvaséra bizzuk, igazolja az aldbbi azonositdsok helyességét: ha a és
B egy dimenzids vektorterek, 8,6 € RT és n € N, akkor

(1)

(AoB)®P = A®P@B®®  (aob)f=d’2b’ (acAl,beB]),

(A®’3)®5 = A®P, (aﬂ)‘s = a (a € Aar),

R®P =R, a®P =af (a € RY),

(A*)®5 = (A®F)” (hPla?) = (hla)®  (he (A*)f,acAf),

(v) . .
A®P" =R A, a"=®a (a € Af).

Megjegyezzik, mar kordbban is (% a helyett az a™ jelolést alkalmaztuk, tehat az
utolsé formula azt mutatja, hogy a™ kordbbi és mostani értelmezése megegyezik.

25.9. Feladatok

1. Szemléltessiik az (1,1) ® (1,0) ® (0, 1, 1) hipermdtrixot mint egy tégla-elren-
dezést!

2. Tgazoljuk, hogy n = 2 esetén a 24.12-ben értelmezett gyokvonds azonos(it-
hatd) a 25.5-ben értelmezett 1/2-edik tenzorhatvdnyozassal.

3. Legyen A mértkegyenes (egy dimenziés valds irdnyitott vektortér) és n > 2
egész szam. Ertelmezziik a 24.12. mintajara az

(% A— A ha n paratlan,

n = n +
v (® A) — Ad  han paros
0

n-edik gyokvonvést. Mutassuk meg, hogy pdros n -re ez azonos a 25.5-beli 1/n-
edik tenzorhatvanyozassal, paratlan n-re pedig annak kiterjesztése.
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26. Tenzorhanyadosok

26.1. Vektorok tenzorszorzasat a szamok szorzdsdnak mintdjara, annak alta-
lanositasaként vezettiikk be; meghatarozd tulajdonsdgai, hogy bilinearis miivelet,
és bizonyos szempontbdl a “legb6vebb” : minden mas bilineéris ebbdl szarmaztat-
hato egy linearis leképezéssel. Ehhez hasonléan a szamok osztasanak a mintdjara
bevezetjiik a tenzorosztds fogalmét, amelyhez az alabbi el6késziiletek kellenek.

Definicié Legyen V, W és A vektortér (azonos test felett), dimA = 1. Egy
Q:V x (A\{0}) > W leképezést linedris-hanyadosnak hivunk, ha
(i) Q(-, a) linedris minden a € (A \ {0}) esetén,
1
(ii) Q(x,aa) = —Q(x,a) minden x € V, a € A\ {0} és a € K\ {0}
!
esetén.

Nyilvanvald, hogy @Q értékészlete linedris altér. Vegyiik tovabba észre, hogy
Q@.0a)=Q(T.a) (@eV,acA\{0}acK\{0}).

Linedris-hdnyados a K x (K\ {0}) = K, (8,a) — s leképezés, természetesen,
@
hiszen ezt akarjuk utanozni.

Példa ettdl kiillonbozé nemnulla linearis-hanyados leképezésre: barmely A egy
dimenziés vektortér esetén a 3.5. jeloléssel

A x (A\{0}) —» R, (b,a)— g,
és barmely V vektortér esetén
Vx (K\{0}) =V, (z,0) = =
Tovabba ha 0 # h € A*, akkor
Vx (A\{0}) >V, (z,a)—

26.2. Definicié Legyen V és A (azonos test folotti) vektortér, dimA = 1.
A V-nek az A-val vett tenzorhdnyadosa egy (Z, q) pdr, ahol

(i) Z vektortér,

(ii) g : V x (A\ {0}) — Z linedris-hdnyados leképezés,
amelyekre az teljesiil, hogy ha W vektortér és Q : V x (A\ {0}) - W
lineéris-hanyados leképezés, akkor létezik egyetlen olyan L : Z — W linearis
leképezés, hogy

Q=0Log
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Allitas A (Z,q) pér akkor és csak akkor a V-nek A-val vett tenzorhanyadosa,
ha

(i) Z = Rang,

(ii) q(-, ) injekcié minden oo € A\ {0} esetén.

BizoNYiTAs Tegyiik fel, hogy (i) és (ii) teljesiil. Ekkor minden @ lineéris-hénya-
dos leképezésre L(q(xz,a)) == Q(x,a) (x € V,a € A\ {0}) a Z-n j6l definidlt
linearis leképezés, és az egyetlen olyan, hogy Lo g = Q.

L jol definialt: tegyiik fel, hogy q(x,a) = q(y,b). Ekkor a 3.5. jelolésével

q(z.a) =q(y.b)=gq <y Za> =q (%y,a) ;

amibdl (ii) miatt @ = %y, és ezért Q(x,a) = Q (%y,a) =Q(y,b).
L linedris:

q(z.a) +q(y.b) =g (Zm b) +4q(y,b) =q (Zm + v, b> ;

és ugyanilyen egyenléségek igazak Q-re is, tehat L Osszeget Osszegbe visz; még
egyszeriibb latni azt, hogy szdmszorost szdmszorosba visz. (A fenti formuldban a
és b “nevezd”, az dtalakitds nem mads, mint k6zos nevezdre hozds.)

Tegyiik most fel, hogy (i) nem teljestil. Ekkor, ha 1étezik is L lineéris ugy, hogy
Loq=Q, az nem egyértelmi: Ranq egy kiegészitéjén akarhogy lehet definidlva.

Ha viszont (ii) nem teljesiil, akkor a 26.1. végén adott linedris-hdnyados leké-
pezés, amely az els6 valtozéjaban injektiv, nem faktorizalhaté g-n keresztiil.

Megjegyezziik, hogy (i) miatt g az elsé véltozdjadban sziirjektiv is, tehdt g az
els6 valtozdjaban bijektiv.

26.3. Ugyantgy, mint tenzorszorzatok esetén, megmutathatjuk, hogy a ten-
zorhanyados egyetlen izomorfizmus erejéig egyértelmii, ezért “a” tenzorhanyados-

rél szoktunk beszélni, és a definiciéban szereplé Z-t K—Val, a q leképezést pedig

(xz,a) — g médon jeloljik.
Ha tehdt @ : 'V x (A\ {0}) — W linedris-hdnyados leképezés, akkor 1étezik
A%
egyetlen olyan L : A — W linedris leképezés, hogy

Q(z,a) = L (ﬁ) (z€V,acA\{0}).

a

Most mar csak azt kell megmutatnunk, hogy tenzorhanyados 1étezik.
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Legyen € V és a € A\ {0}, és definidljuk az
b
T ALV, be 2w
a a

leképezést, amely nyilvanvaléan linedris.
Egyszerli szamolédssal meggy6zodhetiink arrél, hogy

V x (A\ {0}) > Lin(A, V), (z,a)— 2

T
linearis hdnyados, amely az elsé véltozdjaban injektiv: ha — = 0, akkor = 0.
a
Ha T : A — V linedris leképezés, akkor véve egy tetszéleges a elemet A\ {0}-bél,
T
T = —a, tehdt a fenti leképezés értékkészlete az egész Lin(A, V), igy teljesiil a

a
26.2. allitas (i) és (i) feltétele. Ennek alapjan igaz a kovetkez6 allitas.

Allitds Ha V és A vektortér, dimA = 1, akkor

V T b
— = Lin(A,V —b=—
A in(A, V), ab a

xT.

26.4. Allités Ha {v; | i € I} bdzis V-ben és a bdzis A-ban — azaz a €
A\ {0} -, akkor
Vi .
{— ‘ 1€ I}
a

\% \%
bazis K-ban, kévetkezésképpen dim (A) =dimV.
Tovébbd, ha V véges dimenzids, (v; |i=1,...,N)és (v, |i=1,...,N) azo-
nosan irdnyitott bazisok V-ben, a és a’ azonosan irdnyitott bdzisok A-ban,

v; vl

akkor (—z | 1=1,.. .,N) és (Z/ | 1 =1,...,N | azonosan iranyitott bazi-
a a

sok K—ban; tehat V és A egy iranyitasa meghatarozza a A egy iranyitasat.

B1zONYITAS A bézisokra és dimenzidkra vonatkozé 4llitas abbdl kdvetkezik, hogy
\% T
I,:V — — x— — linedris bijekcio.
A a a
Vegyiik most az irdnyitott bazisokat. Ekkor — > 0. Jelolje L : V. — V azt a
a
/
v; v
linedris bijekci6t, amelyet Lv; = v} (i = 1,...,N) hatdroz meg. Ekkor a — — —%
a a
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vV VvV
formuldval meghatarozott A — A linearis bijekcié — az el6z6 bekezdésben beve-

a
zetett jeloléssel — — I, LI, L és ennek a determindnsa a 21. fejezet eredményei
a

N
zMM%(%)d%L>QwMH@zwﬁM$
a

26.5. Most Osszegytijtiink néhany egyszeri, de sokat hasznalt azonositast ten-
zorhédnyadosokra vonatkozoan. Kérjik az olvasét, ellendrizze, hogy az alabb felso-
rolt azonositdsok helytallék (vagyis a formuldkkal “természetes” izomorfizmusokat
adunk meg).

(1) Mivel Lin(A) =K, és a € K az a-val valé szorzés,

A
A

K,

és — az a szam, amellyel a-t szorozni kell, hogy b-t kapjuk; mas széval a mar a

a
3.5-ben bevezetett jelolés megfelel a tenzorosztasnak.

(i)
K 1 b
— = A" —|b —.
A ’ (a | > a

(iii)

(iv) A tenzorszorzdsra vonatkozé ismereteink szerint Lin(A, V) = VR A*, tehat
az (ii) figyelembevételével
A% v

1
—=V®A* —
A © a va

(ne feledjiik, egy dimenzids vektortér elemeivel valé tenzorszorzasndl elhagyjuk a
® jelet).
(v)

x_V z_ v
B AB’ b ab’
(i) U V UV v U
®
A°B=aoB - Y%aeB - aaB®V
u v u Qv v
P A P S
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Specialisan,
V ARV v _ bov b
A — = = b —=——-=—
®A A v, ®a a a”
B _K b _ bl
A®B A’ abl " b a

(viii)

UxV U V (u,v) (u v)
= — X — ——).
A A A a
Figyelemre mélt6 az utolsé elétti két pont, amelyek szerint a szorzasnak és osz-
tasnak a szdmok korében megismert szamoldsi szabdlyai érvényben maradnak az
egy dimenzids vektortérrel valo tenzorialis szorzasra és osztasra.

26.6. Feladatok )
1. Legyen A és B egy dimenziés vektortér. Ertelmezzik a

B_(Ay_a _K
A~\B) "B 24

azonositasokat!

2. Legyen A és B egy dimenziés vektortér, 0 # L : A — B linearis leképezés.
Mutassuk meg, hogy %‘Z = % minden a € A és 0 # b € B esetén.

3. A 26.5. (v) és (iv) azonositdsok alapjan mutassuk meg, hogy ha 0 # a € A,
{vi |i € I}aV bizisaés {p; | i € I} ennek a dudlisa, akkor a %—beli {% |ie I}
bézis dudlisa {ap; | i € I}.

Hasonlékképpen az {av; | i € I} bézis dudlisa {% |ie I}.

27. Linearis leképezések tenzorszorzata és -hdnyadosa

27.1. Legyen U, V, U’ és V' vektortér (azonos test f6l6tt). Ha A € Lin(U, U’)
és B € Lin(V, V'), akkor

UxVoUeV, (u,v) = (Au) ® (Bv)

bilinearis leképezés, tehat a tenzorszorzatok alaptulajdonsiga szerint egyértelmii-
en létezik egy A ® B-vel jelolt U ® V — U’ @ V' lineéris leképezés gy, hogy

(A® B)(u®wv) = (Au) ® (Bv) (ueU,veV).
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Egyszeri szdmolassal gy6z6dhetiink meg arrdl, hogy igazak az alabbiak.

Allitds Ha A : U — U,L:U U, B:V—>V'éK:V —V"linedris
leképezések, akkor

(L® K)(A® B)=(LA® KB),
kévetkezésképpen, ha A és B bijekcio, akkor A ® B is az, és

(Ao B)'=A"1'eB "

27.2. Nyilvanvald, hogy a
Lin(U,U’) x Lin(V,V') - Lin(U® V,U @ V'), (A,B)—~ A® B

leképezés bilinearis. Megmutatjuk, hogy tenzorszorzas. Legyenek By,..., B, li-
nedrisan fiiggetlenek Lin(V, V’)-ben, és Aq,..., A, olyan elemek Lin(U, U’)-ben,
hogy >  A;r®Bj = 0. Ekkor minden u € Uéswv € V esetén Y Aru® Byv = 0;

k=1 k=1
tovabba az U* minden q elemére és a V* minden p elemére

o=<4(f}%®30>=§3wnmmbr=Qﬁ(f}wﬁmBQv»

k=1 k=1 k=1

amibdl > (g|Aru)By = 0, és igy a By-k linedris fiiggetlensége miatt (g|Aru) =0
k=1

minden (;E U* és u € U esetén, amibdl A, =0 (k=1,...,n).
Ez azt jelenti, hogy nem érdemteleniil hasznaltuk a A® B jelet; eredményiinket
tehdt az alabbi allitasban foglalhatjuk Gssze.

Allitds Legyen V, U, V' és U’ vektortér (azonos test folétt). Ekkor
Lin(U, U') ® Lin(V, V') = Lin(U  V, U’ @ V'),

(A® B)(u®wv) = (Au) ® (Bv).

Jegyezziik meg, hogy ha a vektorterek véges dimenzidsak, akkor = helyett =
all, hiszen mind a két oldolon azonos dimenzi6ju vektorterek allnak.

27.3. Legyen V, A, V' és A’ vektortér, dimA = dimA’ = 1. Ha L €
Lin(V,V’) és 0 # F € Lin(A, A’), akkor

/ Lx

(z,a) —» —

V< (A {0) = y =

Iv
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L A% !
linedris-hanyados, tehat egyértelmiien 1étezik egy f—fel jelolt A — A linedris

leképezés tgy, hogy

(E)-F wevecaion

L
Lin(A, A’) egy dimenziés, és konnyti latni, hogy (L, F) — Vi lineéris hédnyados

L
leképezés. Az is egyszer(i tény hogy tenzorosztds: ha ugyanis L # 0, akkor F # 0.
A modottak szerint tehét

Lin(V,.V) . (VV
Lin(A,A) — A'A )

27.4. Kiilonosen sokszor fordulnak eld linearis leképezések olyan tenzorhanya-
dosai, amelyekben a nevezOben identitas all. Kozelebbrdl, ha L : V — W linedris
leképezés, és A vektortér, dimA = 1, akkor

X E x Lx

A A a a
linearis leképezés, amely az el6z6 jelolésnek megfeleléen ﬁ7 helyette azonban a
tovabbiakban egyszerien L-et irunk.
A tenzorosztds felfoghaté a dudlissal valé tenzorszorzdsnak (lasd 26.5. (iv)),
tehat a fentiekkel 6sszhangban, ha L : V — W linedris leképezés, és A vektortér,
dimA = 1, akkor az

ARV AW, ax +— aLx
linearis leképezés az el6zé jeloléseink szerint ida ® L, helyette azonban a tovabbi-
akban egyszeriien L-et irunk.
Ez a megallapodés helyénvalé abbdl a szempontbdl, hogy a lineéris leképezé-
sekre megallapitott miiveletekkel és fiiggvényekkel Gsszeférhetd, azaz példaul
idpa ® Ly +1ida ® Ly =ida ® (Lq + Lo),
(ida ® L)* =id}, ® L™,

és W =V és véges dimenzid esetén

det(ida ® L) = det L, Tr(ida ® L) = TrL,
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tehdt nem szarmazhat kétértelmiiség az egy dimenzids vektorterek identitdsanak
elhagyasabdl. Az utolso két egyenléség abbdl igazolhatd, hogy a determindns és a
nyom értékét barmely bazisbeli matrixbdl kiszamithatjuk; a 26.6.3 feladat alapjan

N N N
Tr(ida ® L) = Z <pk ida ® L(avk)> = Z (p aL'vk> Z (pr|Lvg) =
= N @ =1 \ @ k=1
=TrL.

Az el6z6ekhez hasonléan, ha R : UxV — W bilinedris leképezés, akkor minden
A és B egy dimenzids vektortér esetén az

s v W (3 E)HM
A B A®B’ b’ a ba
és az

(AU)x(BR®V)—>ARBW, (bu,ax) — baR(u,x)

bilinearis leképezést is az R betiivel jeloljiik.

27.5. Feladatok
1. Mutassuk meg, hogy az A és B linedris leképezésekre (A ® B)* D A* ® B*
teljesiil, és egyenl6ség all fenn, ha a vektorterek véges dimenzidsak.
2. Bizonyitsuk be, hogy a KN @ V = V¥ azonositdsban (ldsd a 24.13.1. fela-
N

datot) idgy ® A = X A minden A : V — V linedris leképezésre.

3. A A = V®A* azonositdst haszndlva mutassuk meg, hogy a 27.3. jeloléseivel
L 1
7= L® (F*)~!. (Elég a V = K esetet venni, és igazolni, hogy 7= (F*)~!

4. Igazoljuk, hogy ha A € Lin(U) B € Lin(V), az U és V vektorterek véges
dimenzidsak, akkor Tr(A ® B) = Tr(A)Tr(B).

5. Legyen dimU = M, dimV = N, A € Lin(U), B € Lin(V). Bizonyitsuk be:

det(A ® B) = (det A)M (det B)Y

Utmutatés: (i) A® B = (A ®idy)(idy ® B).

(i) Elég U = KM esetét tekinteni.

(iii) Hasznaljuk a 2. feladat eredményét és a 21.6. &llitast.

6. Igazoljuk az el8z6 feladat alapjén, hogy ha (vy,...,vN) és (v],..., V) a va-
16s 'V vektortér azonosan irdnyitott indexezett bézisai, (w1, ..., un) és (uf, ..., u},)
a valés U vektortér azonosan irdnyitott indexezett bézisai, akkor (u; ® vg|i =

S Mik=1,...,N)és (u; @i =1,...,.M;k=1,...,N) az U® V-nek
azonosan iranyitott bazisai; kovetkezésképpen az U és V egy-egy irdnyitasa meg-
hatarozza az U ® V egy irdnyitasat.



142 V. TENZOROK

28. Komplexifikacid

28.1. A valds és a komplex vektorterek bizonyos tulajdonsagaikban eltérnek
egyméastol. Lattuk ezt mar a bilinearis formaknal, és latni fogjuk a spektralemélet-
ben is. Mindazonaltal szoros kapcsolat van a kétféle vektorterek kozott. Minden
komplex vektortér egyben valés vektortér is. Es minden valés vektorteret lénye-
gében egyértelmilen kibovithetliink komplex vektortérré ahhoz hasonléan, ahogy
a valds szdmokat kibovitjiik komplex szamokka. A kibvités séméja a tenzoridlis
miiveletek séméjat koveti.

Definicié Legyen V valés vektortér. A (Z,c) par a V komplexifikdltja,
ha

(i) Z komplex vektortér,
(ii) ¢ : V — Z R-linedris leképezés,
amelyekre az teljesiil, hogy ha W komplex vektortér és A : V — W R-line-
aris leképezés, akkor létezik egyetlen olyan L : Z — W C-linedris leképezés,
hogy
A=Loec

Allitds Az eléz6 definicic (i) és (ii) feltételének eleget tevd (Z,c) pdr akkor
és csak akkor a V komplexifikaltja, ha

(i) Ranc és iRanc kiegészité R-linedris alterek,

(ii) ¢ injektiv.

BizonNYiTAS Ha (i) és (ii) teljesiil, akkor a Z minden eleme c(x) + ic(y) alaku,
egyértelmiien meghatarozott V-beli & és y elemekkel. Igy konnyl latni, hogy
adott A : V — W R-linearis leképezés esetén

L(c(x) + ic(y)) = Az + iAy

jol definidlt C-linedris leképezés, és ez az egyetlen olyan, hogy L oc = A.

Tegyiik fel, hogy (i) nem teljesiil; ha Ranc+iRanc # Z, akkor L a Ranc+iRanc
egy kiegészitéjén tetszOlegesen lehet definidlva, tehat L, ha létezik is, nem egyértel-
mii; ha (Ranc)N(iRanc) # {0}, akkor van olyan x,y € V, hogy ¢(x) = ic(y) # 0.
Létezik olyan A : V — Z R-linedris leképezés, hogy Ax # iAy, és ehhez nem
létezik C-linearis L a kivant tulajdonsaggal.

Tegyiik fel, hogy (ii) nem teljesiil. Ekkor van olyan 0 # x € V| hogy ¢(x) = 0.
Egy olyan A-hoz, amelyre Ax # 0, nem létezik C-linearis L a kivant tulajdon-
saggal.

28.2. Ugyanugy, mint tenzorszorzatok esetén, belathatjuk, hogy egy V valds
vektortér komplexifikdltja (egyetlen izomorfizmus erejéig) lényegében egyértelmfi,
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ezért “a” komplexifikdltrél beszéliink; szokdsosan magdt a vektorteret (ami a de-
finfciéban Z volt) nevezziik a V komplexifikaltjanak, és V-vel jeliiljiik, a hozzd
tartozé R-linedris injekciét (ami a definiciéban ¢ volt) pedig nem jeloljik, azaz V-t
a V¢ R-linedris alterének tekintjiik, és V¢ elemeit egyértelmiien & + iy alakban
allitjuk el6, ahol x,y € V. Ezt gy is megfogalmazhatjuk, hogy V¢ minden eleme
Ax alakd, ahol A € C, x € V.
A
Ve — Ve, zHiy— (x+iy)" =z —iy

konjugalt linearis leképezést komplex konjugaldsnak nevezziik; nyilvanvaléan
igaz, hogy
Ax)* =Nz AeC,zeV).

Az A .V — W R-linedris leképezés komplexifikaltjat (ami a definiciéban L
volt) Ac-vel jeloljiik. Tehdt

Ac(z +iy) = Az +iAy  (z,y €V),
Aclx = MAx (AeC,zeV).

28.3. Meg kell persze mutatnunk, hogy létezik komplexifikalt. Kétféle realiza-
ciét is adunk.
(i) Vezessiink be a V x V-n komplex szdmmal szorzdst igy:

(a+iB)(x,y) = (ax — By, ay + Bx) (o, BER, T V).

Ezzel és a komponensenkénti 0sszeadassal V x V komplex vektortér lesz, és a
V -V xV, z+— (x,0) injekciéval a V komplexifikéltja, azaz a megéllapoda-
sunknak megfeleléen (x,y) = @ + iy.

Ezt a komplexifikalt additiv realizaciéjanak hivjuk.

(i) Tekintsiik C-t (két dimenzids) valds vektortérnek, vegyiik a C ® V tenzor-
szorzatot, és vezessiink be ezen komplex szammal szorzast igy:

AMpex) =) ANpeCzeV).

Ezzel és a komponensenkénti dsszeadassal C ® V komplex vektortér lesz, és a
V =2 C®V, x— 1®x injekcidval a V komplexifikaltja, azaz a megallapoddsunk-
nak megfeleléen A ® x = Ax.

Ezt a komplexifikalt multiplikativ realizacidjanak hivjuk.

28.4. (i) A 'V valds vektortér {v; | i € I} bézisa bazisa V¢-nek is. Valéban, ha
x + iy € V¢, akkor van olyan F' véges részhalmaza I-nek, hogy @ = > agvy és

kEF
y = Y. Brvk, ahol az egylitthaték valds szdmok. Ekkor x+iy = 3 (ax +ifk)vk.

kEF keF
Kovetkezésképpen V¢ komplex dimenzidja megegyezik a V valés dimenzidjaval.
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(ii) Legyen V és W val6s vektortér. Mivel W C W¢, egy A : V — W linedris
leképezés felfoghaté A : V — W R-linearis leképezésnek is, amelynek vehetjik a
komplexifikaltjat. Tehat a valés vektorterek kozotti A : V. — W linearis leképe-
zésnek is értelmezhetjiik az Ac : Ve — W komplexifikaltjat, amelyre ugyanigy
az igaz, hogy Ac(x +iy) = Az + iAy.

28.5. Nyilvanval6, hogy RY komplexifikaltja CV, és egy RV — RM linedris
leképezés azaz egy M x N-es valés matrix komplexifikaltja pedig onmaga, vagyis
ugyanaz a matrix mint M x N-es komplex métrix, amelynek minden tagja valds.

Ha V valdés véges dimenzids vektortér és K : V — RY egy koordinitdzésa,
akkor K¢ : Vg — CV a V¢ koordinitazasa.

A véges dimenzids valds vektorterek kozotti A : V. — W linedris leképezés mét-
rixa a V és W adott koordinatdzasaban ugyanaz, mint A¢c matrixa a V¢ és We
megfelel6 koordinatdzasdban. Valéban, ha K és L a valds koordindtazasok, akkor
A miétrixa LAK ™', a komplexifikdltjanak a métrixa LCACK(El = (LAK )¢
(lasd a 28.7.2. feladatot), és egy valés matrix komplexifikdltja énmaga.

Mivel lineéris leképezés determinansat és nyomét barmely matrixabdl szamit-
hatjuk, igaz a kovetkezo:

Allitas Legyen V véges dimenziés valés vektortér, A € Lin(V). Ekkor
(i) det(Ac) = det A, (i) Tr(Ac) = TrA.

28.6. Ha U, V és W valos vektorterek, és R : UxV — W bilinearis leképezés,
akkor
Uc x Ve — W(c,

(u+iv.2 +iy) — R(u,z) - R(v,y) +i(R(v,2) + R(u,y))
az R egyetlen C-bilinedris kiterjesztése, és
Uc x Ve — Wg,

(u+iv,z +iy) — R(u,z) + R(v,y) — i(R(v,z) — R(u,y))

az R egyetlen szeszkilinedris kiterjesztése.

Ezzel 6sszhangban a vektorterek komplexifikdltjanak a dudliséra és tenzorszor-
zatara, tenzorhanyadosira a kovetkezO azonositdsokat tehetjiik. Megjegyezziik,
hogy (ii)-ben és (iii)-ben a bal oldalon komplex tenzoridlis miiveletek &llnak, a
jobb oldalon valés tenzoridlis miiveletek.

(i) (V¥)e = (Vo)
(p +iqle + iy) = (plx) — (qly) +i((qlx) + (ply)).
(ii) Uc® Ve = (U® V),

(u+iv)@(x+iy)=uRkr—vy+i(ver+uly).
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A \A a +1ib a? + b2

28.7. Feladatok

1. Ha V és U valds vektorterek, A € Lin(V,U), és * jeloli a komplex konjugd-
ldst mind a két vektortér komplexifikaltjan, akkor Ac o * =* o Ac.

2. Mutassuk meg, hogy ha A és B R-linearis leképezések és « valés szam, akkor

(1) (OzA)(C = aAC,

(ii) (A + B)c = Ac + Bc,

(iii) (AB)¢ = AcBc.

3. Ertelmezziik a valés vektorterek kozotti A : V. — W linearis leképezés
konjugalt linearis Vo — W kiterjesztését!

4. Jeloljik egy komplex vektortér esetén R indexszel a komplex vektortérhez
tartozé valds vektorteret (igy, hogy csak a valds szdmmal vald szorzast tekintjik).

(i) Ha V komplex vektortér, akkor (Vg)c =V x V,

(ii) ha V valds vektortér, akkor (V¢)g =V x V.

(i) Y€ = (V>C ztiy _ (z+iy)®(a—ib



146 VI. PSZEUDO-EUKLIDESZI VEKTORTEREK

VI. PSZEUDO-EUKLIDESZI VEKTORTEREK

A fizikaban hasznélatos legegyszeritibb vektoroknak nagysaga is van, és két vek-
tornak egymassal bezart szoge; gondoljunk példaul a fizikai teriink irdanyitott sza-
kaszaira. Az eddig targyalt matematikai strukturdban — vektortérben — azonban
nincs benne ez a két fogalom: hossz és bezart szog. Egy 1j, tigynevezett euklideszi
struktira bevezetésével jutunk el hozzajuk.

A térid6vel kapcsolatos vektoroknak alalaban nincs hosszuk, bezart szogiik sem;
van viszont egyéb tulajdonsiguk, amelyet a relativitaselméletben egy ugynevezett
Lorentz-féle (vagy masnéven Minkowski-féle) struktirdval frunk le.

Ezek a pszeudo-euklideszi strukturdk specialis esetei.

29. Pszeudo-euklideszi vektorterek

29.1. Definicié Egy (V,B,h) hirmast pszeudo-euklideszi vektortér-
nek hivunk, ha

(i) V véges dimenziés valds vektortér,
(ii) B mértékegyenes,
(iii) h : V x V — B ® B nem elfajulé szimmetrikus bilinedris leképezés.

Szokds h(x,y)-t az x és y vektorok h-szorzatdnak nevezni. Az x és y vektort
h-ortogondlisnak mondjuk, ha h(x,y) = 0. A 0 # x vektor h-izotrép, ha
h-ortogondlis énmagéra, azaz h(x,z) = 0.

Matematikakonyvekben mindig azt az esetet veszik, amikor B = R, vagyis
R ® R = R miatt a pszeudo-euklideszi bilinearis leképezés valés értékii. Azonban
fizikai alkalmazdsokban euklideszi vektorterek esetén h(x, x)-et az & vektor hosz-
szénak négyzeteként értelmezziik, és fizikailag a vektorok hossza nem valds szam:
példaul fizikai teriink két pontja kozotti tavolsig 3km vagy 3m de nem 3. Ezért
sziikséges, hogy éaltaldban ne csak valds értéki pszeudo-euklideszi bilineéris leké-
pezéseket targyaljunk.

Egyébként igen konnyen visszavezethetjiik az altalanos esetet arra, amikor a
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pszeudo-euklideszi bilinearis leképezés valés értékeket vesz fel. A

Begon ()~

= x=—=R
he:gxg =R (g%

\%
bilinedris leképezés szimmetrikus és nem elfajuld, tehdt <B’ R, hB> pszeudo-euk-

lideszi vektortér.
Ezzel azt is 1latjuk, hogy a 18. fejezetben szimmetrikus bilinedris formékra vo-
natkozé minden allitas értelemeszeriien érvényben marad h-ra.

29.2. Allitds Ha 1, ..., x, pdronként h-ortognalis nem h-izotrép vektorok
V-ben, akkor linedrisan fiiggetlenek.

n
BizoNYiTAS Tegyiik fel, hogy > apxi = 0. Ekkor minden ¢ = 1,...,n esetén
k=1

n n
0=nh (ﬂ% Z%%) = Z@kh(l’i,wk) = a;h(z;, x;),

k=1 k=1

amibdl a; = 0. |

A 18.6. szerint (az el6z6 pont végén tett tett megjegyzésiink értelmében) V-nek
van paronként h-ortogondlis elemekbdl allé bazisa.

Kozelebbrdl, a B tetszoleges nem nulla a eleme esetén 1étezik V-nek a-ra nor-
malt h-ortogonilis (e, ..., eyn) indexezett bizisa, azaz

h(e;,ex) =0 hai#k,

—a?<0 hai=1,...,neg(h),
a’?>0 ha i = neg(h) +1,...,N.

h(ei e;) = {

Emlékezziink arra (14sd 24.12.), hogy B ® B természetess irdanyitdssal lathaté el,
és igy van értelme pozitiv és negativ elemeir6l beszélni.

Eredményiink azt is mutatja, hogy egy véges dimenzids valés vektortéren igen
sokféleképpen lehet pszeudo-euklideszi struktirat definidlni. Ha 'V valds vektortér,
dimV = N < oo, akkor a V tetszbleges (v1,...,vy) bazisa és B egy dimenzids
valés vektortér a # 0 eleme, valamint 1 < n < N esetén

0 hai#k,
(vi,vp) = —a® hai=k=1,...,n,

a’> hai=k=n+1,...,N

hozzérendelés egyértelmiien kiterjesztheté h szimmetrikus bilinearis leképezéssé,
és ezzel (V, B, h) olyan pszeudo-euklideszi vektortér lesz, amelyre neg(h) = n.
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29.3. A pszeudo-euklideszi vektorterek egyik legfontosabb tulajdonsdga, hogy
természetes kapcsolatot tudunk megadni V és V* kozott a kovetkezok szerint.

(:B, )
b

Allitas Jelolje a szokasnak megfelel6en azt a V. — R leképezést,

h
(z,y) -t rendeli. Ekkor a
ab

amely y-hoz

A% . T h(x,-)
BoB V" a'” ab

leképezés linearis bijekcio.

B1zONYITAS Ez a leképezés nyilvanvaldan linedris h bilineritdsa miatt. Tovabba
ab b

y € V esetén, akkor x = 0 és igy x _ 0. Minthogy
ab B

= 0 minden

injektiv is, mert h nem elfajuld; ugyanis, ha =0, azaz

o8B és V* dimenzidja
ugyanaz (megegyezik V dimenzi6jdval), a széban forgd linedris leképezés bijekcid.
|

Ez a linearis bijekcié annyira természetes, hogy azonositasnak fogadjuk el:

v _ AVAd x _ h(z, )
BB ab~  ab
A mondottakbdl az is kovetkezik, hogy

pe(s) 0 (G[3)=m ()

29.4. A fenti azonositdsbdl ad6dé formuldk nagyban egyszeriisddnek, ha beve-
zetjilk a pontszorzas-jelolést h helyett, vagyis azt irjuk, hogy

x-y:=h(z,y) (x,y e V).

xV —

A%
BB
R, akdr — X — — R stb. bilineéris leképezésnek, és ha mindet ugyanigy jeloljiik,

B B
nevezetesen a pontszorzassal, akkor

A 27.4.-ben mondottak szerint h dtvihetd akar % xV — B, akér

y ., _¥y=T Yy . _y=T y
a a ' ab ab’ a
Az utolsé formula azt mutatja, hogy megallapodasunk szerint a 29.1-ben beve-
zetett hp bilinedris forma helyett is pontszorzast irunk.
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A pontszorzas segitségével adhatunk értelmet példaul annak is, hogy a V egy x

v
eleme h-ortogonalis a B elemére. Ezzel a megallapodasunkkal h-ortogonalist

Vv
mondunk példaul hg-ortogondlis helyett is. g 1-re normalt h-ortogondlis

bézist h-ortonormaéltnak mondjuk.
Legyen (ey,...,en) h-ortogondlis indexezett bézis V-ben. Ennek dudlisa a
fenti azonositdsban,
€k
(6;g * ek

{ -1 ha k =1,...,neg(h),
= 1 ha k =neg(h) +1,...,N

k—1,...,N>.

Vezessiik be az
jelolést. Ha a h-ortogondlis bazis a-ra normalt, akkor a dualisat

Nk€k
a2
alakba is frhatjuk.
Most kiilénosen j6 szolgalatot tesz a lenn-fenn indexezés, amelyet a 15.-16. fe-
jezetben ismertettiink. Ha bevezetjiik az

b=1)

e’ = ey (k=1,...,N)

ek
a?
k

e’ x
Ezért egy @ vektor koordinatdi az adott bazisban ———, tehdt
a

jelolést, akkor a béazis dudlisa

b= 1)

N N
e’ -x &
T = E oz ek = E (n” - x)ny,
k=1 k=1
k
€L e
ahol nj, := —, n* = — ¢ %.

Ennek megfeleléen egy A : V — V linedris leképezés matrixa az adott bazisban

a2

<ei - Aey,

zklN) =(n'-Any |i,k=1,...,N),
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A
ahol alkalmaztuk a 27.4-beli megallapodasunkat: A-val jeloltik az — linedris
dp
leképezést is.
A h bilinedris leképezés métrixa a V egy (x1,...,xy) indexezett bazisiban és

a B-nek egy a bazisaban
i, k= 1,...,N).

Ha tehét ez a béazis h-ortogonalis és a-ra normalt, akkor h matrixa olyan diagonélis
métrix, amelyben az elsé neg(h) elem negativ, a t6bbi pozitiv.

<h(wi793k)

a?

29.5. Legyen N pozitiv egész szam és n nemnegativ egész szam, 0 < n < N.
A

H,:RY xRN SR, (&1 }:&m+ z:&m
k=n-+1

leképezés bilinedris, szimmetrikus és nem elfajulé, tehat (RY,R, H,) pszeudo-
euklideszi vektortér; negH,, = n. Az (e1,...,en) standard bézis 1-re normdlt
H,,-ortogonalis.

Itt vigydznunk kell egy kicsit: van mér korabbrél egy RY = (RY)* azonosité-
sunk — nevezziik most azt standardnak —, és van egy masik is, amelyet H,, hoz
létre. A lenn-fenn indexezés itt kiilonésen hasznos, ugyanis ezzel megkiilonboztet-
hetjiik a kétféle azonositast. A standard azonositasban a standard bazis dudlisa
onmaga, az itteni azonositasban viszont a standard bézis duélisa

(" :=mer | k=1,...,N).

Az RY elemeit felss indexekkel jeldljiik, € = (€8 |k =1,...,N) € RV, az (RV)*
N
elemeit als indexekkel, w = (7, | k= 1,...,N) € (RN)*, és (w]€) = > méh.
k=1
Az azonositast végezziik egyszeriien ugy, hogy athelyezziik az indexet felilrdl
alulra. Tehdt a & vektornak megfeleld kovektort jelolje (&, | k =1,..., N). Ezzel
— a standard azonositdsban

& =X (k=1,...,N),

— a H,, meghatarozta azonositasban

¢ _{—{k hak=1,....n
"1 & hak=n+1,....N.

A formulakat konnyen kezelhet6vé irhatjuk at a

B = h* = bk (i,k=1,...,N)
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bevezetésével:
N N
=3 "nkg, =) hag"  (k=1,....N),
i=1 i=1

ami még egyszerlibbé vélik az Einstein-féle 0sszegzési szaballyal: a szumma-je-
let elhagyjuk, az ellentétes helyzetben lev6 azonos indexekre Osszegezni kell 1-t61
N-ig:

eF = nikg,, & =hat®  (k=1,...,N).

fgy tehat '
€-m:=H,(&n) = &n" = hal'n".

29.6. Definicié Legyen (V,B,h) és (V',B’, h') pszeudo-euklideszi vektor-
tér. Egy L : V — V' linedris leképezést homotetikus h — h'-ortogonalis-
nak mondunk, ha van 0 # a € B, 0 # a’ € B igy, hogy

h((L:) 2Ly) _ h(z;y) (z,y € V)

(itt most idSlegesen visszatériink a pontszorzas helyett a h és h' kifrdsdra).

1. Allitas Legyen L : V — V' homotetikus h — h'-ortogonalis leképezés.
Ekkor

(i) sign(h/(Lx, Ly)) = sign(h(x,y)) minden x,y € V esetén,

(ii) L a h-ortogondlis vektorokat h’-ortogonalis vektorokba képezi,

(iii) L injektiv,

(iv) dimV < dimV’ és neg(h) < neg(h’), valamint dimV — neg(h) <
dimV’ — neg(h').

BizoNYITAS Az (i) és (ii) nyilvanvalé a definiciébdl, és ezekbdl azonnal adédik
(iv) is; az injektivitds 29.2-b6l és abbdl kovetkezik, hogy egy h-ortogondlis bazis
képe olyan h’-ortogondlis vektorokbdl 4ll, amelyek kozott nincs h'-izotrép vektor.

2. Allitds Legyen (V,B,h) és (V',B’,h’) pszeudo-euklideszi vektortér.
Akkor és csak akkor létezik V. — V' homotetikus h — h'-ortogondlis leké-
pezés, ha dimV < dimV’ és neg(h) < neg(h’), valamint dimV — neg(h) <
dimV’ — neg(h').

B1zONYITAS Azt mdr lattuk, ha létezik ilyen leképezés, akkor igazak az egyenlét-
lenségek. Tegylik fel, hogy fenndllnak az egyenlStlenségek. Legyen (eq,...,en)
a V-ben a-ra normdlt h-ortogondlis bézis, (e],...,el,) a V'-ben a’-re normalt
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h'-ortogonalis bézis, mindketts a szokdsos rendezéssel az el6jelek szerint. Ekkor

az
{ e, hai=1,...,neg(h),
e; — , .
eni_; ha i =neg(h)+1,...,N
formuldval meghatdrozott linedris leképezés h — h’-ortogonalis.

29.7. Az elézbek szerint pontosan akkor létezik homotetikus h — h’-ortogo-
ndlis bijekcié a két pszeudo-euklideszi vektortér kozott, ha neg(h) = neg(h') és
dimV = dimV".

Az ilyen izomorf pszeudo-euklideszi vektorterek “ugyanolyanok”, “azonos szer-

A%
kezetliek”. Példdul (V,B, h) és (B,R, hB> izomorfak.

Az N dimenziés (V, B, h) pszeudo-euklideszi vektortér izomorf (R, R, H, neg(h))-
val: ha (e1,...,en) a V-nek a-ra normalt indexezett h-ortogondlis bézisa, akkor
az

ey — (RY k-adik standard bazisvektora) (k=1,...,N)

formulaval meghatérozott

€L T

VoRY, z—
€ - €

k:L”qN>

linedris leképezés homotetikus h — H, 5 (n)-ortogondlis bijekcio.,
Pszeudo-euklideszi vektortereket, hacsak valami egyéb miatt nem déntiink mas-
képp, mindig ilyen leképezéssel koordinatazunk.

29.8. A (V,B,h) pszeudo-euklideszi vektortér esetén értelmezhetjiik a h-or-
togonalis leképezéseket, mint azokat a V — V linedris leképezéseket, amelyekre

Lr-Ly=x-y (x,y € V).

Ezek specialis homotetikus h — h-ortogonélis leképezések.

A h-ortogonilis leképezések Osszességét O(h)-val jeloljik.

A most kovetkezd tény — megfeleld atfogalmazassal — homotetikus h — h’-or-
togonalis leképezésekre is igaz, de a késObbiekben csak az aldbbi speciilis esetet
hasznaljuk, ezért a jobb attekinthetség kedvéért csak ezt fogalmazzuk meg.

A||ftés Az L : V — V linearis leképezés akkor és csak akkor h-ortogonalis,
ha
Lx - Lx=x-x (xeV).

BI1ZONYITAS A feltétel sziikségessége nyilvanvals. Tegyiik 61, hogy a fenti egyen-
18ség teljesiil. Ekkor minden z,y € V esetén L(x+y)-L(z+y) = (x+y) - (z+y),
amibdl a bilinearitds és ismét csak a fenti egyenl6ség miatt

Lx-Ly+ Ly - Lr=x-y+y-x
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adodik; ezutan mar csak a szimmetrikussagot kell felhasznalnunk, hogy megkapjuk
a kivant Lx - Ly = x - y egyenlOséget.

29.9. Allités Ha L € O(h), akkor | det L| = 1.

B1zZONYITAS Legyen ey, ..., ex az a-ra normalt h-ortogonélis bazis. Ekkor a 29.4-
beli azonositas, a 20.4. () Osszefliggés, valamint a 21.3-ban mondottak szerint

N N miL
1—(/\ nzek>(el,...,eN)—</\ Ik ek)(Lel,...,LeN)—

k=1 a?

N npeg
=(det L)? (k/\ ’;;) (e1,...,en) = (det L)2.

29.10. Az el6z6bél a kovetkezd fontos eredményt szarmaztathatjuk, amelynek
a jelentOségét késobb latjuk meg.

Allitds Legyenek (e1,...,en) és (€,...,€ey) az a-ra illetve az a'-re nor-
maélt azonos irdnyitdsi indexezett h-ortogondlis bézisok V-ben. Ha a és a’
. . z 4 7 z a
is azonos iranyitdsiak (azaz — > 0), akkor

a

P a . 1e . ’
BizoNyiTAs Az Ley := —ej (k= 1,...,N) formuldval h-ortogonélis leképezést
a

[ . (. s .. a
hatdrozunk meg, és det L = 1, mert a bazisok azonos irdnyitdstak és — > 0.
a

Ezért
AN Lol — N Lep = (det L) A
—€; = e = € e
km1al R T 2 Tk o1 R

amibdl kozvetleniil adddik a kivant egyenléség.

29.11. Feladatok
1. Legyen (V,B, h) pszeudo-euklideszi vektortér és ) # H C 'V,

H*={xeV]|y-z=0,yc H}.

Bizonyitsuk be, hogy

(i) H*® linedris altér V-ben, (ii) (H*)® = SpanH, (iii) H* = (SpanH)®,

(iv) ha M linedris altér V-ben, akkor dimM*® = codimM.

Mikor igaz, hogy M és M* kiegészito alterek? Vizsgaljuk meg azt az esetet,
amikor H egy elemii halmaz.

Vessiik Ossze ereményiinket a 12.7.8. feladattal a 29.3-beli azonositas szerint!
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2. Adjunk meg R?-ben a standard bézistél kiilonbozé Hy-ortogonalis és H-
ortogondlis bazist!

3. Igazoljuk, hogy ha az L : V — V leképezés h-ortogondlis és a nem nulla
valés szam, akkor aL homotetikus h — h-ortogonalis. Viszont, ha L homotetikus
h — h-ortogonalis leképezés, akkor van olyan 0 # « € R, hogy éL h-ortogonalils.

4. Mutassuk meg, hogy két h-ortogondlis leképezés szorzata (kompozicidja) is
h-ortogonalis.

5. Ha ey,...,e, paronként ortogondlis nem h-izotrép vektorok a (V,B,h)
pszeudo-euklideszi vektortérben. akkor az alabbi allitasok egyenértékiiek:

(i) n = dimV (vagyis a vektorrendszer bézis),

(i) haeg -z =0 (k=1,...,n), akkor & =0,

(iii) minden & € V esetén

6. Legyenek ey, . . ., e, paronként ortogondlis nem h-izotrép vektorok a (V, B, h)
pszeudo-euklideszi vektortérben. Igazoljuk, ha n < dimV, ez a vektorrendszer ki-
egészithetd h-ortogonalis bazissa. (Utmutatds: h lesziikitése az {x € V | ey, - @ =
0,k =1,...,n} altérre pszeudo-euklideszi bilinedris leképezés.)

30. Pszeudo-euklideszi vektortér tenzorai

Ebben a fejezetben (V, B, h) adott pszeudo-euklideszi vektorteret jelol.
30.1. A 27.4. szerint a

. s \% A
Lin(V) = Lin (B ®B) , A= R m—
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V*

A%
azonositassal éliink; a pszeudo-euklideszi vektorterekre vonatkozd BoB =
azonositdssal egyiitt tehat egy Lin(V) = Lin(V*) azonositdsunk van.

Emiatt a V—>V,aV — V* ésa V* - V* linedris leképezések kozott az ed-

digieknél szélesebb koril kapcsolatokat tudunk felallitani. Példaul, ha A € Lin(V)
és B € Lin(V, V*), akkor mindeképpen értelmes a BA: V - V* =V —

B®B
szorzat, most viszont értelmet adhatunk a mésik sorrendii szorzatnak is: AB :
A%
Vo —.
B®B

A legfontosabb az, hogy egy A € Lin(V) transzponéltjat, amely a Lin(V*) ele-
me, ebben az azonositasban ismét V. — V linearis leképezésnek foghatjuk fel. Ezt
az azonositast azonban bizonyos félreértések elkeriilése végett nem tessziik meg,
azaz jelolésben megkiilonboztetjiik egymaéstol

—az A* : V* — V* transzponéltat és

—az A" :=idpgp ® A* : V — V lgynevezett h-adjungaltat.

A jelolések persze hasonlék, ami arra is utal, hogy ha valaki mégis ragaszkodik
az azonositashoz, akkor a kétféle csillag kozott nem tesz kiilonbséget.

A h-adjungaltat az

z-(Ay)=(A"z) y (x,y €V)

egyenlGség jellemzi.
A transzponéltra vonatkozd ismereteink és 27.4. alapjan megéllapithatjuk, hogy
minden A, B € Lin(V) és a € K esetén

(A+B)"=A"+B*, (aA)*=aA", (AB)"=B*A",
det(A*) =det A, Tr(A*) = TrA,
és ha A bijekcié, akkor A* is az, és
(A*)fl _ (Afl)*.

30.2. Vegyiik most az (RV,R, H,) pszeudo-euklideszi vektorteret és legyen
A : RY — RY linedris leképezés (métrix), A = (s | i,k = 1,...,N). Ekkor a
29.5. jeloléseivel 4 . .

H, (¢ An) = &a'en® = & hjial hF 'y
és '
Hn(A*£7n) = (a*)ljgjnh
amibdl megallapithatjuk, hogy

l i 1kl Ik i
(Oé*)j = hjio/kh =h Oélkhij,



156 VI. PSZEUDO-EUKLIDESZI VEKTORTEREK

amit szemléletesen gy irhatunk:
A*=H,A"H,,

ahol A* a métrix transzponaltja, H, az a diagondlis matrix, amelynek az els6 n
tagja —1, a tobbi 1. Ez az egyenl6ség a f6 oka annak, hogy a transzponaltat nem
azonositottuk a h-adjungalttal.

30.3. Allitas L e Lin(V) akkor és csak akkor h-ortogonalis, ha L* = L~1.

BizonNYiTAs Ha L € O(h), akkor ¢ -y = (Lz) - (Ly) = x - (L*Ly) minden
x,y € V esetén, ami a h nemdegeneraltsdga miatt azt jelenti, hogy L*L = idy,
azaz (mivel véges dimenziés vektortérrél van sz6) L* = L~

Ha viszont L* = L~! azaz L*L = idy, akkor minden x,y vektorra « -y =
x-(L*L)y = (Lx) - (Ly), azaz L € O(h).

30.4. A 14.5-ben értelmeztiik a V — V* leképezések szimmetrikus illetve
antiszimmetrikus voltat, és felhivtuk a figyelmet, hogy altaldban V — V linea-
ris leképezésre ezek a fogalmak nem értelmesek. Pszeudo-euklideszi vektortérben
azonban igen.

Definicié Az A : V — V linedris leképezést h-szimmetrikusnak illetve
h-antiszimmetrikusnak hivjuk, ha

A" =A, illetve A*=-—A.

A fenti egyenléségek egyenértékiiek azzal, hogy minden @,y € V esetén
z-(Ay) = (Az) -y, iletve x-(Ay)=—(Ay)- z.

A h-szimmetrikus illetve a h-antiszimmetrikus leképezések Osszességét S(h)-val
illetve A(h)-val jeloljik.

A linearis leképezések szorzatdnak h-adjungaltjara vonatkozé Osszefliggésiink
alapjan nyilvanvaléan igaz a kovetkezd.

Allités Ha A € Lin(V) h-szimmetrikus illetve h-antiszimmetrikus és L €
O(h), akkor LAL™! is h-szimmetrikus illetve h-antiszimmetrikus.

30.5. Mivel Tr(A*) = TrA, azonnal addédik, hogy
TrTA=0 (A € A(h)).

Ennél egy kicsit tobbet is mondhatunk: ha A € A(h), akkor minden x-re
x-(Ax) = 0, tehdt a 29.4-ben mondottak szerint az A barmely métrixdnak diago-
nélis elemei nulldk (amelyek Osszege a nyom). Meg is fordithatjuk: ha A barmely
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métrixdnak a diagondlis elemei nulldk, akkor A € A(h), ami az aldbbi 4llitdsbdl
azonnal kovetkezik.

Allitds Ha A ¢ Lin(V) és ¢ - (Az) = 0 minden * € V esetén, akkor
A € A(h).

B1zoNYITAS Ha x és y a V tetszbleges eleme, akkor 0 = (z + y) - Az +y) =
- (Ax)+x- (Ay)+y - (Az)+y- (Ay), amibsl 0 = x- (Ay) +y - (Ax) kovetkezik,
és ezt kellett belatnunk.

30.6. Egyszer(i tény, hogy S(h) és A(h) a Lin(V)-nek alterei és egymés kiegé-

A+ A*
szit6i: a kozos résziik a nulla, és minden A € Lin(V) a h-szimmetrikus +
) o . A-A"
és a h-antiszimmetrikus ———— 0Osszege.
. . vV _V . e

Vegyiik a Lin(V) =V V* = B ® B azonositasokat; konnyt latni, hogy ez
a széban forgd vektorterek altereire az S(h) = v Y % és az A(h) = % A %
azonositasokat szolgaltatja. Kovetkezésképen, ha dimV = N, akkor

N(N +1 N(N -1
dimS(h) = % dimA(h) = %

Ha x € V és p € V*, akkor
z@p: V=V, y— x(ply),

és
pRx: V' > V*=V-V, yeplx-y);

ez utébbindl p € B és -y € B ® B, tehéat a szorzatuk valéban a V eleme.

®B
Ennek megfeleléen kénnyi latni, hogy (x ® p)* = p ® @, gy lesz értelmes a

18.4-gyel 6sszhangban az
cVp =x@p+pRx, TAPD =TRXPp—DPRT
jelolés.
v
AV — V egy rangu linedris leképezéseket leginkabb B elemeinek tenzor-

A%
szorzataként allitjuk el6. A targyalt azonositdsoknak megfeleléen, ha m,n € B
akkor
men: V-V, z—m(n-x),
és
(men)"=n®m,
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tehat
mvn=mg@n+nm, mAn=mQn-—nxm.

30.7. A 24.13.5. feladatnak megfeleléen Lin(V)* azonosithaté Lin(V*)-gal,
ami viszont most azonosithaté Lin(V)-vel. Errdl beszéliink most egy kicsit béveb-
ben és egy kicsit mas oldalrol.

Allités A
Lin(V) x Lin(V) - R, (A,B)— A:B:=Tr(A"B)

leképezés nem elfajulé szimmetrikus bilinearis forma, amely pontosan akkor
pozitiv definit, ha h pozitiv definit (azaz neg(h) =0).
Tovabbd, ha L € O(h), akkor

(LAL ') : (LBL™')= A: B.

Bi1zoNYITAS A : leképezés a nyom és a h-adjungdlds tulajdonsagaibdl nyilvan-
valdéan bilinedris és szimmetrikus.

Tegyiik fel, hogy A : B = 0 minden A € Lin(V) esetén, azaz a 24.9-nek és a
29.4-nek megfeleléen

N N
0= Zmni -(A"Bn;) = Zm(Ani) - (Bmni)

i=1

A%
a — minden nq,...,ny h-ortonormalt bazisa és minden A esetén. Véve az A :=
n; @ny (j,k=1,...,N) leképezéseket arra jutunk, hogy n; - (Bn) = 0 minden
j-re és k-ra, amibol B = 0 kovetkezik; tehat a bilinedris leképezés nem elfajulé.
N
Mivel A : A = > n;(An;) - (An;), ha h pozitiv definit — azaz n;, = 1 és
i=1

(An;) - (An;) > 0 minden i-re —, akkor A : A > 0, és ha A : A = 0, akkor
An; = 0 minden i-re, tehat A = 0; vagyis ekkor a : forma valéban pozitiv
definit.

Viszont ha h nem pozitiv definit, akkor kénnyen taldlunk olyan A-t, amelyre
A:A<O.

Végiil, ha L € O(h), akkor L* = L~!, és a nyom alatt a linedris leképezések
sorrendje felcserélhetd, tehat

(LAL™Y): (LBL™') = Tv((LAL " "*LBL ') = Tr(LA*LL 'BL ') =
=Tr(A*BL 'L)=A:B.m



30. Pszeudo-euklideszi vektortér tenzorai 159

Eredménytiink alapjan azt is mondhatjuk, hogy (Lin(V), R, :) pszeudo-euklideszi
vektortér. Ezért igaz rd, hogy a : forma dltal Lin(V)* azonosithaté Lin(V)-vel;
errdl volt szé ennek a pontnak az elején.

A%
Ha mi,mo,ni,no € B’ akkor
(my ®mnq): (M2 ®@ng) = (my - mso)(ny - na),
(m1 A nl) : (mg A ’I’lg) = 2[(m1 . mg)(nl . n2) + (m1 . ’I’lg)(mg . TL1)],

(myVng): (myVng) =2[(my - ms)(ng - na) — (my - n2)(ms - ny)).

Ezek a formuldk azt is mutatjdk, hogy ha h indefinit, akkor a : forma az
S(h)-ra és az A(h)-ra leszlikitve is indefinit.

30.8. A kovetkezé meghatdrozas akarmilyen V vektortérre értelmes, nem csak
pszeudo-euklideszire.

Definicié Az A, B € Lin(V) kommutétora

[A,B] := AB — BA.

1. Allitds A Lin(V) x Lin(V) — Lin(V) kommutdtor bilinedris, antiszim-
metrikus, és teljesiti az ligynevezett Jacobi-azonossagot:

14,B),€] + [1C. A}, B + [[B.C], 4] =0
minden A, B,C € Lin(V) esetén.

A most kovetkez6k viszont csak pszeudo-euklideszi vektortérben igazak; az elsé
a h-adjungélas tulajdonsagaibdl kovetkezik, a masodik abbdl, hogy a nyom alatt
a linedris leképezések sorrendje felcserélheto.

2. Allités (i) Ha A, B € A(h), akkor [A, B] € A(h).
(ii) Minden A, B,C € Lin(V) esetén

[A,B]:C=[C,A]: B=[B,C]: A.

Erdemes megjegyezni, hogy
[m1 N 1, Mo A\ n2] =
= (’I’Ll . mg)ml A ng + (m1 . ng)nl N Mo —

- (’I’Ll . ’I’Lg)ml A Mmo — (m1 . mg)nl A No. (*)
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30.9. Legyen most V és B iranyitott. Ekkor 29.10. szerint az egy dimenzids
/\N — vektortérnek van egy kitiintetett eleme, amelyet Levi—Civita-tenzornak

szok&s nevezni:

N ek‘ N
€= N —= N nyg,
k=1 a k=1
ahol a a B tetszbleges pozitiv eleme és (e1,...,en) a V tetszéleges pozitivan
irdnyitott, a-ra normalt h-ortogondlis bazisa, illetve (nq,...,ny) pozitivan ird-

Vv
nyitott h-ortonormaélt bazis E—ben.

A Levi-Civita-tenzor hipermétrixa barmely ilyen bézisban

€i1.in - — 6(1’11‘1, s 7niN) =
1 haiq,...,iNy paros permutacio,
= (—l)neg(h) —1 haiq,...,iy paratlan permutacio,

0 hai,..., iy kozil kettd egyenlo.

Vv
30.10. Vezessiik be az egyszeriiség kedvéért a H := B jelolést. A 25.2-ben

mondottak egy kis médositdsdval (dtszdmozdsdval) és a H* = H figyelembe véte-
lével a Levi-Civita-tenzor minden 0 < n < N esetén egy
. n N—n n
Jn:AH— A H, ‘/\1mi —e(Mmy, ..., My, ...,*)
i=
. . .. .7 7 0 z 1
linearis bijekciot hoz létre, ahol A :=R és A:=H .

Allités jy_n = (—1)re8® (—1)(N=m) =1 (,=0,1,..., N).

Bi1zONYITAS Legyen ny,...,ny a H-nak h-ortonormalt bdzisa. Ekkor, ha p €
Perm,,,
. n N
o { A Moy | = (A7) (Rp1)s s By o) =
) N
= Z signm ‘(§)1’n,ﬂ.(i) (np(l),...,np(n),~,...,~) =
wEPerm,, =
> Gimmz. @
= s1gnm me, | n,r(i),
wEPerm,, t=n+l
(k) =p(F)
k=1,....n

ahol .
Zpn = H Npk) * Mpk) € {*1, 1}.
k=1
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Azok a permutaciok, amelyekre 6sszegezniink kell, 7 = op alakba irhatoék, ahol
o(i) =4 hai=1,...,n. Azilyen o-k azonosithaték az {n+1,..., N} permutdci-
dival, tehat

. n . . N
Jn | A Mpmy | = Z (signo)(signp)zp,m ® Mo(pa)) =
k=1 i=n+1
oc€Perm{n+1, ... N}
i A
=(signp)zp.n A N,y =
N—n

=(signp)zp,n k/:\l N (k)

ahol w € Perm,, az n-nel vald eltolas, azaz

k+n ha k+n <N,

k)= (k AN =
w(k) := (k + n)|mo {kJrTLN ha k+mn > N.

Az el6bbi képletiinket alkalmazhatjuk n helyébe N — n-et irva:

. . n . 3 N—n
IN-n (Jn (kélnp(k:)>> = (signp)zpniN—n (k/=\1 np(w(k))) =

N

= (signp)(signpw) 2, nZpw,N—n

l:NﬁnH Np(w(k) =

_ (_1)n(N7n) (_1)neg(h) /7<

iy Tok)-

Az utolsé egyenloségnél azt hasznaltuk fel, hogy
— signw = (—1)"N=n),
—i> N —n, tehit w(i) =i+n— N,

N—n

~ZpN-n = kﬂl T pw) (k) * M) (k) = H+ Ny - M) = (—1)"EMz, .

Mivel a J_\l N,k alaki elemek kifeszitik A H-t, belattuk, hogy jn_nJn az iden-

titds (—1)nee(P)+n(N=n)_gs0rese, ami a feladatunk volt.
Nézziink meg néhény specidlis esetet: ha (ni,...,ny) pozitivan irdnyitott h-
ortonormélt bazis, akkor

. N N .

jn :AH = R, k/z\lmkl—>e(m1,...7mN), JN(k/:\1nk):1’
. N

Jo:R— AH, o (—1)resh)

. N-1 —1
JN-1: N H—H, /\1 N, > (signp)n, vy,

N-1
Ji:H— A H, m— e(m,-,...,-).
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30.11. Feladatok v

1. Legyen m,n € B’ L € O(h). Mutassuk meg, hogy L(m ® n)L~! =
(Lm) ® (Ln).

2. Legyen A, B € Lin(V). Mi az AB-nek a h-szimmetrikus illetve a h-anti-
szimmetrikus része? Mi ez, ha A és B is h-szimmetrikus illetve h-antiszimmetri-
kus?

3. Bizonyitsuk be, hogy az A : V — V linedris leképezésre Ker(A*) = (RanA)*
(lasd a 29.11.1. feladatot).

Vv
4. Legyen m,n € —. Jellemezziik azokat a V — V linedris leképezéseket,

amelyek felcserélhetSk (i) m @ n-nel, (ii) m V n-nel, (iii) m A n-nel.

31. Euklideszi vekorterek

31.1. A (V, B, h) pszeudo-euklideszi vektorteret euklideszinek nevezziik, ha
h pozitiv definit, azaz neg(h) = 0.

A kovetkez8kben (E,D,b)-vel jelolink egy euklideszi vektorteret. A szoka-
sos széhasznélattal élve itt (euklideszi vektorterek esetén) b-ortogonélis helyett
egyszerlien ortogondlist vagy merdlegest mondunk. Az el6z6 két fejezetben
megszokott jelolésnek megfeleléen b-t itt is pontszorzassal helyettesitjiik, tehat

x -y = b(x,y). Minden érvényben marad, természetesen, amit az el6z8 két
fejezetben mondtunk, amelyek koziil az egyik legfontosabb az
E _ E*
DD
azonositas.

Tudjuk, hogy értelmes a D ® D pozitiv elemeinek négyzetgyoke, és igy értel-
mezzilk az x € E hosszat:

|z| := vz -x € D{.

Egyszerli szamolas adja a Pitagorasz-szabalyt: ha x4, ..., x, paronként mero-

leges vektorok, akkor
2 n

-l

i=1

n

>

i=1

A vektorok hosszanak alapveté tulajdonsagai:

(i) |x| = 0 akkor és csak akkor, ha @ = 0,

(ii) || = ||| minden « valds szdmra és x vektorra,

(iii) | + y| < |z| + |y| minden x,y € E esetén, és egyenldség pontosan akkor
all, ha x és y parhuzamos egymassal.
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Az els6 a b pozitiv definitasabol adddik, a méasodik a bilinearitasabdl, a harma-
dik pedig, amelyet haromszog-egyenl6tlenségnek neveziink abbdl, hogy

lz+y)? = x> + 2z -y + |y|* < |z> + 20|y + |[y|> = (=] + |y])?,

ami a kovetkez6 pontban targyalt Cauchy-Schwartz-egyenlGtlenség alapjan igaz.
A 29.4-ben mondottaknak megfeleléen a b bilineéris leképezést — a pontszorzast
— atvihetjik E-nek egy dimenzids vektortérrel vald tenzorszorzatara és tenzorha-

E
nyadoséara. Eszerint van értelme példaul annak, hogy az E egy eleme és az D egy
E
eleme merdleges egymésra. Tovabba a hossz fogalmat is atvihetjik; egy D elem

E R
hossza valos szam, egy DoD elem hossza az — = D* eleme, stb., és ezekre a
hosszakra is érvényesek a felsorolt (i)-(iii) tulajdonsdgok.

31.2. Az euklideszi vektorterek egyik legfontosabb Gsszefiiggése az alabbi
Cauchy-Schwartz-egyenl6tlenség.

Allitds Az E minden x és y elemére

|z -yl < |z]|y|
teljesiil, és egyenl6ség pontosan akkor all, ha x és y parhuzamosak.

Bi1zoNYITAS Ha x = 0 vagy y = 0, akkor az egyenl6ség nyilvanvals. Tegyiik fel
tehat, hogy egyik sem nulla. Ekkor a pozitiv definitds miatt

2
= ly|*|=z> = 2ly*(y - ®)* + [y|*(y - =),

0< ‘yﬁw—(yw)y

amibél egyszer(i rendezéssel, |y|-tel valé osztds majd gyokvonds utdn megkapjuk
a kivant eredményt. B

A Cauchy-Schwartz-egyenl6tlenséggel bizonyitottuk be az elézé pontban a hé-
romszog-egyenlotlenséget, tovdbbd emiatt értelmes az E nem nulla  és y eleme

altal bezart szog
-y
arg(x,y) := arccos———,
|||yl
hiszen az arccos mogott allé mennyiség abszolutértéke nem lehet nagyobb egynél.
Két nem nulla vektor akkor és csak akkor mer6leges, ha a bezért szogik 7/2.

31.3. A fizikai tertink irdnyitott szakaszai “szemmel ldthatéan” eleget tesznek
a haromszog-egyenl6tlenségnek.

Az irdanyitott szakaszok hosszabdl és a bezéart szogiikbél — amelyek ugyancsak
“kézzelfoghaté mennyiségek” — szoktak szarmaztatni a skalarszorzatukat: az egy-
maéssal « szoget bezard x és y irdnyitott szakasz skaldrszorzata |x||y| cos a. Ezzel
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az a baj, hogy a hossz és bezart szog intuitiv és nem matematikai fogalmak, tehéat
a skaldrszorzat ilyen definicidja matematikailag értelmetlen. Ha valamilyen mo-
don matematikai értelmet adunk a vektorok hosszanak és bezart szogiiknek, akkor
persze helyénvalé a definicié.

Szinte nyilvanvalé azonban, hogy a forditott utat kell jarni: matematikai ér-
telmet adni a skalarszorzatnak — ez az euklideszi bilinearis leképezés —, és ebbol
szarmaztatni a vektorok hosszat és bezart szogiiket.

31.4. Tudjuk a pszeudo-euklideszi vektorterek elméletébol, hogy E-ben mindig
létezik paronként meréleges elemekbdl allé bazis (ortogonalis bézis). Ennél most
egy kicsit tobb is mondhaté.

Allitds Ha x,,...,xn az E bdzisa és 0 # a € D, akkor van olyan, a-
ra normalt eq,...,en ortogonalis bazis, hogy minden n = 1,..., N esetén
Span{ey,...,e,} = Span{x1,...,x,}.

B1zoNYITAS Rekurziv formuldt — az tigynevezett Gram—Schmidt-ortogonali-
zacibs eljarast — adunk meg:

e, -
Yn = Tp Z Za2 - )
=1
a
e, = Yn (n=1,...,N).
|Ynl
A formula helyes, ugyanis n = 1 esetén e; eleget tesz a kdvetelményeknek. Ha
feltessziik, hogy ey, ..., e,_1 is eleget tesz, akkor y,, € Span{e;,...,e,_1,x,} =
Span{xi,...,&n_1,Tn}, és Yy, # 0, hiszen linedrisan fiiggetlen vektorok olyan li-
nedris kombindciéja, hogy legaldbb egy egyiitthaté nem nulla, tehét |y, | # 0; igy
e, jol definialt, és merdleges e;-re, hai=1,...,n—1. &

Vegyiik észre, hogy altalédban egy (V, B, h) pszeudo-euklideszi vektortérben y #
0 nem vonja maga utdn, hogy h(y,y) # 0, ezért ott nem miikédik a fentihez ha-
sonlé h-ortogonalizédcios eljaras.

A Gram-Schmidt-féle eljarasbdl is kovetkezik az az egyébként is ismert tény
(ldsd a 29.11.6. feladatot), hogy egy ortogondlis rendszer kiegészithetd ortogonélis
bézissa.

31.5. Legyen H # () az E részhalmaza, és

H::={xcE|xz-y=0,yc H}.

Nyilvanvald, hogy

— H* linedris altér, H C (H*)*, ezért SpanH C (H*)* is teljesiil,
~ha () # G C H, akkor H+ C G+,
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Ezekbdl H C SpanH miatt (SpanH)t C H'. Ha viszont & merSleges a H
minden elemére, akkor merdleges a H elemeibdl vett linedris kombindcidkra is,
azaz H+ C (SpanH )", tehat

— H+ = (SpanH)*.

A”ﬁ:és Legyen M linedris altér E-ben.

(i) M+ = {0} akkor és csak akkor, ha M = E,
(i) M és Mt kiegészits alterek.

BizoNyITAs (i) Vildgos, hogy EL = {0}. Ha viszont M # E, akkor az M-ben van
ortogonadlis bazis, amely kiegészithet6 az E ortogondlis bazisava, ami maga utan
vonja, hogy M+ # {0}.

(i) Hax € MNM-*, akkor x-a = 0, kivetkezésképpen « = 0, azaz MNM+ =
{0}. Ha x € (M + M*)+, akkor z € M N M+, tehat = 0. Ezért az (i) pont
szerint M+ M+ =E. m

Eredményiinkbdl és az eldtte levo egyszerii tényekbdl az kovetkezik, hogy bar-
mely nem iires H részhalmazra

SpanH = (H*+)™*.

Valéban, SpanH és (SpanH)+ = H~ kiegészité alterek, tovabbé (SpanH )L és
((SpanH)1)L = (H*)*L is kiegészits alterek, tehat SpanH és (H1)L ugyanan-
nak az altérnek kiegészitéi, és SpanH C (H*)', ami csak tigy lehet, ha a fenti
egyenléség fenndll.

31.6. Emlékezziink vissza, hogy az A : E — E linearis leképezés b-adjungaltjat
— amelyet itt egyszeriien adjungéltnak neveziink — x - (Ay) = (A*x) -y (x,y € E)
értelmezi.

Allités Ha A € Lin(E), akkor Ker(A*) = (RanA)= .

B1zoNYITAS Legyen x az A* magjaban. Ekkor minden y € E esetén 0 = (A*x) -
y = x - (Ay), azaz & merdleges az A értékkészletére. Viszont, ha & € (RanA)*,
akkor minden y € E esetén 0 = x - (Ay) = (A*x) -y, azaz A*x = 0.

31.7. A 31.5-ben mondottak szerint, ha M lineéris altér, akkor minden € E
egyértelmiien felbonthat6 egy M-beli és egy M-re mer6leges vektor Osszegére:

T =TM+ TpL- (*)
A Py :E — E, x — xpp linedris leképezés az M+ mentén az M-re valé vetités,

amelyet az M-re valé meréleges vetitésnek hivunk; Py;. = idg — Py az M*-re
val6 meréleges vetités.
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Ha 0 # e € E, akkor Re az e kifeszitette egy dimenziés altér (egyenes), (Re)*
pedig az a hipersik, amely az e-re mer6leges vektorokbdl all. Az Re-re valé mer6-

leges vetités
exe

e I
=T — e|.
e-e €e-e

p . . €T . .
Szokds azt is mondani, hogy e az x-nek az e-vel parhuzamos vetiilete,
e-e

e-x . p ..
x — ——e pedig az x-nek az e-re merdleges vetiilete.
e .
Tehat: az e-re valé merdleges vetités adja az e-vel parhuzamos vetiiletet. Az
elnevezések zavart okozhatnak; ezért kérjiik az olvasdt, ha ilyen kifejezésekkel ta-
lalkozik, mindig gondolja meg alaposan, mirél van sz6 pontosan.

31.8. Allitds A P : V — V linedris leképezés akkor és csak akkor egy altér
mentén az ortogonalis kiegészitéjére valé vetités, ha P?> = P = P*.

Bi1zoNYITAS Ha van olyan M linedris altér, hogy P = Py, akkor a vetitések
(projektorok) altaldnos tulajdonséga szerint P? = P, tovabbd a 31.7. (%) jelolést
hasznalva

z-(Py)=(zm+ ML) Ym =M - Ym = (TM - YMm + Yme) = (Px) -y,

azaz P* = P.

Ha viszont P? = P = P*, akkor az els6 egyenléség valamint a projektorok
altalanos tulajdonsdga szerint P a Ker P mentén a RanP-re valé vetités. A mé&-
sodik egyenléség és a 31.6. &llitas szerint KerP = (RanP)t = M*, és ezt kellett
belatnunk.

31.9. Tudjuk, hogy egy L : E — E izometrikus linearis leképezés ortogonalis,
azaz ha |Lx| = |x| minden x-re, akkor akkor Ly - Lz = y -  minden x és y
esetén (ldsd 29.8.). Most azt latjuk be, hogy egy leképezés linearitdsa kovetkezik
az ortogonalitdsabdl, illetve egy ”éltalanosabb értelm{” izometrikussagabdl.

Allitas (i) Legyen L : E — E olyan leképezés, amelyre Ly - Lz = y -
minden x,y € E esetén. Ekkor L linearis.

(ii) Legyen L : E — E olyan leképezés, amelyre |Ly — Lz| = |y — x|
minden x,y € E esetén és LO = 0. Ekkor L linearis.

B1zoNYITAS (i) Vegyiik el8szor is észre, hogy ha ey, ..., ex az E ortogonalis ba-
zisa, akkor Ley, ..., Ley szintén ortogonalis bazis, ezért RanL kifesziti E-t.

Ha Ly = Lz, akkor y - = = |y|* = |z|?, gy |y — =|> = 0, azaz y = x, tehat L
injektiv.

Legyen y' := Ly, ' := Lz, aztdn elhagyva a vessz8ket azt taldljuk, hogy
L'y L' =y-zhax,ycRanL,és L 'y-x =y-Lx,haxz € Eésy € RanL.
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Ezért minden y € RanL és 1, x2 € E esetén

y- L@y +x) =L 'y-(x1+ax) =L 'y a1 + L'y -xp =

Mivel y tetszoleges elem egy olyan halmazban, amely kifesziti E-t, azt kovetkez-
tethetjik, hogy

L(.Il + ZCQ) =Lz, + Lx> (ml,mg € E)

Teljesen hasonléan érvelhetiink arra vonatkozdan, hogy L(ax) = aLz minden
a €Rés x € E esetén.

(ii) Mivel LO = 0, az is igaz, hogy |Lx| = |z| minden @-re; igy konnyen szér-
maztathatjuk az Ly - Le = y - © Oszefliggést, és mar csak az el6z6 eredményt kell
alkalmaznunk.

31.10. Az euklideszi vektorterek tipikus képviselsje (RY,R,(, )), ahol (, ) a
29.5-ben Hjy-lal jelolt bilinearis forma, amelyet skalaris szorzatnak hivunk:

N
&m) = &k
k=1

Pontosabban, 29.8. szerint minden N dimenzids euklideszi vektortér izomorf a
fentivel.

A () altal 1étrehozott RY = (RN)* azonositds megegyezik a standarddal.
Ezért itt a lenn-fenn indexezés sziikségtelen.

Egy RY — R linedris leképezés (métrix) adjungaltja a 30.2. szerint megegye-
zik a transzpondéltjaval.

31.11. Legyen m a D pozitiv eleme. Az E-beli m-re normalt (e, ..., ey) ird-
E el EN

nyitott ortogonalis bazis dualisa az E* = azonositasban (—, ey —)
Y & D®D m?2 m?2

Ennek a bdzisnak megfelel6 koordindtdzas homotetikus b — ( , )-ortogondlis leké-
pezés E és RY kozott, amelyben az a vektor koordinétai

<e,f z':l,...,N).
m

N N
Ilyen koordindtdzdsban “minden a helyén van”. Az x = ) &e; ésy = > nie;
i=1 i=1

vektorok pontszorzatat a kordinatdik skalaris szorzataval szgmithatjuk ki:

N
zy=m?3 e

i=1
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Az A € Lin(E) adjungéltjdnak a méatrixa az A métrixdnak a transzpondltja,
hiszen:
e;-A¥e, = A¥e, -e; = e, - Ae;.

Ha (€] ..., €ely) az m/-re normélt ortogondlis bazis, akkor a “vessz&s” bézisrdl
a “vesszOtlenre” valé attérés matrixa
e - e
( o k,izl,...,N).
m

Nem ilyen szép a helyzet, ha nem mer6leges bazis szerint koordinatazunk. Le-

N
gyen (v1,...,vy) az E akdrmilyen bazisa. Ekkor példdul az @ = Y &v; és y =
i=1
N 3
> m;v; vektorok pontszorzatdt nem egyszeriien a kordindtdik skaldris szorzatdval
i=1
szamithatjuk ki:

N
T y= Z(’Uz' -0k ik -
i=1
A bézis dudlisat E-beli (71,...,ry) vektorokkal reprezentdlhatjuk gy, hogy
TZ.’U’C:&’L/C (Zuk:17 7N)
T
Fizikai alkalmazdsokban (ry,...,7ry)-et a (v1,...,vnN) reciprok rendszeré-

nek szokas nevezni.
Ezekkel a vektorokkal meggy&zdédhetiink arrdl, hogy a A* maétrixa itt nem az

A matrixdanak a transzponaltja:

r;- A*v, v, Ar; T Ay,

T T T, T; Tk - Tk

31.12. Egyszeriibbé tehetiink sok formulat az

N:.=—
D

elemeinek hasznalataval.
A b az N-en a 29.4-ben megismert médon meghataroz egy valés értékii pozitiv

definit szimmetrikus bilinedris leképezést, amelyet ugyancsak pontszorzassal jelo-
link, és (mivel valds értékil) skaldris szorzasnak hivjuk. Az m € N hossza valds

szdm: |n|:=+n-n.

Az euklideszi szerkezet az E* = azonositas megfelelojeként az N* = N

DD
azonositast adja.
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e

Ha 0 # e € E, akkor n := ‘— egységvektor N=ben, azaz |n| = 1. Ezzel a
e
jeloléssel az Re = D ® n egy dimenzids altérre valé merdleges vetités n @ n.
Ha (ey,...,en) az E-nek ortogondlis bézisa, akkor
€
ng = — k=1,...,N
el ( )

az N-nek ortonormalt bazisa, azaz n; - n; = d;;,. Ennek megfeleléen egy « € E
koordinatai a széban forgd bazisban

(ni-x|i=1,...,N),

egy A : E — E linedris leképezés métrixa pedig — ugyancsak a 29.4-beli megalla-
podasunkkal —
(n;-Any |i,k=1,...,N).

31.13. Feladatok

1. Legyen x,y € E. Mutassuk meg, hogy

(i) « és y pontosan akkor merdlegesek egymdsra, ha |z + y|? = |z|? + |y|?;

(ii) ¢ + y és « — y pontosan akkor merélegesek egymdsra, ha || = |y|;

(iii) |z + y|> + |z — y|* = 2|z|* + 2|y|? (ezt parallelogramma-egyenléségnek
szokds hivni).

2. Bizonyitsuk be, hogy a Cauchy—Schwartz-egyenlétlenség (az egyenléségre
vonatkozé kijelentés nélkiil) akkor is igaz, ha b pozitiv szemidefinit.

3. Legyen M és N linedris altér E-ben. Igazoljuk, hogy

(M +N)+ =M+ NN, (MNN)+ =M+ + N*.

4. Legyen P és @Q meréleges vetités. Igazoljuk, hogy RanP és Ran@Q pontosan
akkor merélegesek egymasra, ha PQ = QP = 0.

5. Legyenek Py, ..., P, mer6leges vetitések. Bizonyitsuk be, hogy P :=>"" | P,
pontosan akkor mer6leges vetités, ha P,P; =0 (i,j = 1,...,n,i # j) (azaz pé-
ronként merdleges altérre vetitenek), és ebben az esetben P a >, RanP; altérre
valé meréleges vetités.

6. Jellemezziik az R2?-beli merSleges vetitéseket (vagyis azokat a 2 x 2-es P
matrixokat, amelyekre P? = P = P* teljesiil).

7. Hipersiknak neveztiik az olyan alteret illetve annak eltoltjat, amelynek a
dimenzidja eggyel kisebb a vektortér dimenzidjanal.

A nullan d4tmend hipersik — hiperaltér — ortogondlis kiegészitGje egy dimenzids,
azaz egyenes. Ez az egyenes, sOt az egyenes barmely nem nulla vektora egyér-
telmiien meghatarozza a hipersikot. Egy hipersik normalvektoranak neveziink
minden olyan nem nulla vektort, amely meroleges a megfelelel6 hiperaltérre, vagyis
arra, amelynek az eltoltja a hipersik.
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Az x ponton d4tmend n norméalvektord hiprsik
z+{z€E|n-z2=0}={ycE|n-(y—x) =0}

Adjuk meg R3-ban a (0,1,2) ponton &tmend, (1,1,2) normélvektort sikot!

8. Adjuk meg R3-ban az (1,0,1), (1,2,1) és (0,0,1) pontokon atmend sikot!
(Utmutatés: hatarozzuk meg a sik egy normalvektorat, mint olyan vektort, amely
merdleges az (1,0,1) — (0,0,1) és az (1,2,1) — (0,0, 1) vektorra.)

9. Adjuk meg R3-ban az

2 ~1 1 0
2], 1], 7], 7
1 ) —4 -3

vektorok kifeszitette altér egy ortonormalt bazisat.
10. Allitsunk el ortonormalt rendszert a Gram—Schmidt-féle ortogonalilzacids
eljsrassal R*-ben az

1 2 -1
0 -3 6
-2 |’ 0]’ —6
2 1 4

vektorokbdl kiindulva.

11. Legyen az E euklideszi tér egy bézisa {v1, va,v3,v4}. Hatdrozzuk meg az
{v1 4+ v2,v1 — V3 + v3 — v4} vektorok kifeszitette linedris altér ortogondlisdnak egy
ortonormélt bazisat.

12. Jellemezziik azokat az A : E — E linedris leképezéseket, amelyekkel a
ba(z,y) = bz, Ay) (x,y € E) formulaval meghatarozva (E,D,ba) (i) pszeu-
do-euklideszi, (ii) euklideszi vektortér lesz.

13. Legyen L : E — E olyan leképeézés, amelyre |L(y) — L(x)| = |y — |
minden x,y, € E esetén. Ekkor van olyan L : E — E linearis leképezés, hogy
L(x)=L(0)+ Lz (x € E).

32. A vektoridlis szorzas

32.1. Ahhoz, hogy a fizikdban sokat haszndlt vektoridlis szorzéds lényegét meg-
értsiik, el6szor az euklideszi vektorterek antiszimmetrikus leképezéseivel kell ala-
posabban megismerkedntink.

Idézziik fel a 30. fejezet néhany eredményét egy (E,D,b) eudklideszi vektor-
térre, és haszndljuk az el6z6 fejezet jeloléseit.

A b-antiszimmetrikus — roviden antiszimmetrikus — lineéris leképezések Gsszes-
sége, A(b) = EAE* = N AN a Lin(E)-nek linedris altere, amelyen célszert (a
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kovetkezd formuldk mutatjdk, miért) a 30.7-ben megadott : euklideszi forma
helyett annak az 1/2-szeresét hasznélni:

AeB = %Tr(A*B) = f%Tr(AB) (A,BeNAN).

Az A € N AN hossza valds szdm, |A| .=V Ae A.
Ha my, mo, ny,ny € N, akkor

(m1 A\ ’I’Ll) o (m2 A TLQ) = (m1 -m2)<n1 "ng) — (m1 'ng)(mg . nl),
specidlisan ha my = mo =: m, ny = ny =: n, akkor
im AR = mfn|* — (m - n)*. (%)

Az A és B antiszimmetrikus leképezés kommutdtora, [A, B] is antiszimmetri-
kus, amely mer6leges mind A-ra, mind B-re, és tetszoleges C' antiszimmetrikus
leképezésre

[A,B]eC =[C,A]e B=[B,C|e A. (%)

32.2. Ha A € NAN, azaz A* = — A, akkor a 31.6. szerint KerA = Ker(A*) =
(RanA)*, vagyis A magja és értékkészlete egyméas merdleges kiegészitsi, amit sok-
szor jol fel tudunk hasznalni.

Allitds Nem nulla antiszimmetrikus leképezés rangja paros.

B1zoNYITAS Legyen 0 # A € NAN. Ekkor van 0 # x; € RanA. Ez a vektor nem
lehet A magjéban, hiszen KerANRanA = {0}. Ezért 0 # Az € RanA. Tovédbb4a
xy és Ax; merdlegesek egymadsra az A antiszimmetrikussiaga miatt. Az @1 és Az,
kifeszitette altér két dimenzidés A értékkészletében; ha megegyezik vele, véget ért
a bizonyitds. Ha nem, akkor van olyan 0 # x2 € RanA, amely merdleges mind
x1-re, mind Axi-re, és természetesen az A antiszimmetrikussaga miatt Axs-re is,
amely ugyantugy nem lehet nulla, ahogy Ax1. Az 1,22, Ax1, Az, vektorok line-
arisan fiiggetlenek. Tegyiik ugyanis f6l, hogy ay @1 + asxs + f1 Ax; + S Axe = 0.
“Pontszorozva” ezt az egyenlGséget xs-vel azt kapjuk, hogy as = 0. Ezutan x;-
gyel szorozva és kihasznalva azt, hogy @y - Axe = —xo- Ax = 0, azt kapjuk, hogy
ay = 0. Marad: A(B1x1 + fex2) = 0, ami csak ugy lehet, hogy S1x1 + Sz = 0,
mert ez a vektor meréleges az A magjara. Mivel @1 és o merdleges egymasra,
pr=p2=0.

Ha a széban forgd négy linedrisan fiiggetlen vektor kifesziti A értékkészletét,
akkor véget ért a bizonyitas. Ha nem, akkor az el6z6h6z hasonléan tovabb- és to-
vabbléphetiink, mig oda nem érkeziink, hogy megadtunk x1, x5 ..., x, vektorokat
agy, hogy minden k£ = 2,...,n esetén xp merdleges xi-re, xo-re, ..., Tp_1-re és
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Axi-re, Axo-re, ..., Axg_1-re. Az xq,...,x,, Axy,..., Az, vektorok linedrisan
fligetlenek és kifeszitik az A értékkészletét.

32.3. A kovetkezdkben feltessziik, hogy
dimE = 3.

Ez a specidlis eset matematikailag érdekes, kiilonos jelentéséggel azonban a “fi-
zikai teriinkkel” val6 kapcsolata ruhézza fel.

32.4. Az el6zbek szerint most (hdrom dimenziéban) minden nem nulla an-
tiszimmetrikus linedris leképezés rangja kettd, azaz értékkészlete két dimenzids,
magja pedig (az értékkészlet merdleges kiegészitéje) egy dimenzids.

Allitds Ha 0 # A € N AN, akkor az A magjdra merdleges minden n
egységvektorhoz létezik egyértelmiien egy m egységvektor, amely meréleges
KerA-ra és n-re, amellyel

A=|AmAn.

B1zoNYITAS Egészitsiik ki n-et nq, ng, n3 ortonormalt bazissa tgy, hogy nq :=n
és ng € KerA. Ezzel ny és nj eléjel erejéig egyértelmi. Mint tudjuk, ni, Ane,
ng3, Any és no, Ang bazis N A N-ben, tehdt egyértelmiien meghatarozott egytitt-
hatdékkal

A = a3ni Ang + asng Anq + aing A ns.

Mivel 0 = Ang = —asn; + ajng, azt kapjuk, hogy as = a3 = 0. A 32.1. (%)
formula szerint |ag| = |Al, tehdt m = (signas)ns egyértelmiien meghatdrozott
vektor az eloirt tulajdonsagokkal. m

Eredményiink egyszerti kovetkezményei:

(i) Ha = € (KerA)* = RanA, akkor

- |Ag| = |Alla].

~ A’z = —|A|%x;

(i) A° = —|A]2A;

(iii) Ha A,B € NAN, A # 0, B # 0, akkor az aldbbi hdrom kijelentés
egyenértéki:

— A és B egymaés szamszorosai

— KerA = KerB,

— RanA = RanB.

Az (i)-ben foglaltakat igy Onthetjiik szavakba: az = — Ax hozzdrendelés a
KerA-ban levé elemeket a nulldba képezi, a Ker A-ra meroleges sikban a vektoro-
kat /2 szoggel elforgatja és |Al|-szorosra nyijtja.
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32.5. Allitds Ha A, B € N AN, akkor

A, B]|* = |AP|BJ* - (A« B)*.

BizoNYiTAS ha A parhuzamos B-vel (specidlisan, ha valamelyik nulla), akkor
nyilvanvaléan fenndll az egyenloség. Ha A és B nem prahuzamos egymassal, ak-
kor végigosztva | A|?|| B|*-tel, visszavezetjiik a problémdt az |A| = |B| = 1 esetre.
A értékkészlete és B értékkészlete két dimenzids altér, amelyek nem egyenlék,
igy a metszetiik egy dimenzids altér; legyen ez D ® n, ahol n € N egységvektor.
Ekkor az el6z6ek szerint van olyan az n-re merdleges m és k egységvektor, hogy
A=mAnés B=kAn. A 308. (x)szerint [A, B] = m Ak, tehat a 32.1.
(x) formulgjabdl |[A, B]|> = 1 — (m - k)2, az el6tte levé formula szerint pedig
(A e B)? = (m-k)?, és ezzel befejeztiik a bizonyitast.

32.6. Ne feledjiik, még mindig, tovabbra is azt az esetet vizsgaljuk, amikor E
harom dimenziés. Ekkor NAN is hdrom dimenziés (amit fel is hasznaltunk a 32.4.
bizonyitasaban). Ha A, B € N A N egyike sem nulla és egymasra merélegesek,
akkor [A, B] # 0 az el6z6 eredmény szerint, igy 32.1. (xx) alapjan A, B és [A, B
ortogonalis bazist alkotnak N A N-ben.

Allitas Ha A, B,C € N A N, akkor

[[A,B],C] = (AeC)B — (B A)A.

Bi1zoNYIiTAS Ha A és B parhuzamos, akkor mindkét oldal zérus. Altaldban B-t
felbonthatjuk A-val paruzamos és A-ra mer6leges komnponensekre, igy a fenti
kifejezéseket, mivel azok B-ben linedrisak, kéttagi Osszeg alakjaban irhatjuk fel;
ezekbol az A-val parhuzamos vetiiletet tartalmazoé tagok mind nulldk. Més széval
elég tetszoleges A és A-ra merOleges B-t venniink. Végiil, mivel az egyenléségben
szereplo kifejezések C-ben linedrisak, elég hdrom linedrisan fiiggetlen elemet venni
C szerepére; legyenek ezek A, B és [A, B].

C := [A, B] esetén mindkét oldal zérus, tehdt igaz az egyenl8ség.

C = A esetén [[A7 Bj, A] meréleges mind [A, Bl-re, mind A-ra, azaz parhu-
zamos B-vel: van olyan o val6s szam, hogy [[A, B], A] = aB. Ebbfl a 32.1. (%)
miatt a|B|? = [[A,B],A] e B = [A B]e[A B] = |[A, B]? Az eléz6 allités
szerint tehat o = |A|?, {gy fenndll a kivant egyenléség.

Teljesen hasonléan érvelhetiink a C' := B esetben is.

32.7. Azt mar a legelején feltettiik, hogy D irdnyitott, mert igy tudtuk a vek-

torok hosszat értelmezni. Ez nem volt 1ényeges feltétel, mert enélkiil is értelmes a
vektorok hossz-négyzete, amivel mindent meg tudtunk volna fogalmazni, csak egy
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kicsit koriillményesebben.
Most feltessziik, hogy E is irdnyitott. Ekkor N is irdnyitott, és megadhat6 az

€:=1n1/\No A\ng

Levi-Civita-tenzor, ahol (n1,mn2,n3) az N-nek pozitivan irdnyitott ortonormalt
bazisa.
Tudjuk, hogy a Levi-Civita-tenzor a

J:NAN =N, mAn— e, mmn)

képlettel meghatdrozta linedris bijekciot létesiti (ez a (-1)-szerese annak, amit
30.10-ben jo-vel jeloltiink). Idézziik fel, hogy ebben a képletben benne van az
N* = N azonositds: j(m A n) az az eleme N-nek, amelyet tetszéleges k-val ska-
larisan szorozva €(k, m,n)-et kapunk.

A Levi-Civita-tenzor antiszimmetrikus, ezért j(m A n) merdleges mind m-re,
mind n-re: j(mAn)-n=e(n,m,n)=0.

Ha (n1,n2,n3) pozitivan irdnyitott ortonormalt bazis N-ben, akkor

j(niAng) =mn3, jnsAng) =ny j(naAnz)=n. (*)

Allitds Ha A € N AN, akkor

(i) Aj(A) = 0, mds széval D ® j(A) = KerA,

(i) l7(A)] = |A],

(iii) az A magjdra merdleges minden nem nulla n vektor esetén (j(A), n, An)
pozitivan iranyitott ortogonalis bazis N-ben.

B1zoNYITAS Vegyiink az A magjira merSleges n1 egységvektort. Ekkor léte-
zik olyan nsy egységvektor, amely merdleges mind n-re, mind az A magjara, és
A = |A|n; A ngy. Legyen végiil ng olyan egységvektor, amely parhuzamos az A
magjdval. Az &llitds Osszefiiggései azonnal kovetkeznek (x)-bdl. m

Mivel j linedris, (ii) egyenértékii azzal (1dsd 29.8.), hogy j(A)-j(B) = AeB
minden A, B € N AN esetén (amit egyébként kozvetleniil is konnyen bebizonyit-
hatunk azzal, hogy A = |Al/m An, B =|Blk An).

32.8. Definicié Az
NxN-=N, (mmn)—»mxn:=jmAn)

leképezést vektoridlis szorzasnak hivjuk.
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Nyilvanvald, hogy a vektoridlis szorzas antiszimmetrikus bilinedris leképezés, és
m X n = 0 pontosan akkor, ha m és n parhuzamos egymassal. m X n merdéleges
mind m-re, mind n-re, és

(m~n)2)7

|m % n‘Z _ |m|2‘n|2 _ (mn)2 — |m|2|n|2 <1 — W

ahol a masodik egyenléség akkor igaz, ha m # 0 és m # 0. Eredményiinket
atirhatjuk igy is:
|m X n| = |m||n|sin(arg(m, n)).

Ha (ni,m2,n3) pozitivan irdnyftott ortonormalt bézis, akkor

1 XNy =MN3, Ng XN3 =171, N3 XN ="N3. (**)

Allités Ha A, B ¢ N AN, n € N, akkor
(i) 3([A, B]) = —j(A) X j(B), ami azzal egyenértékii, hogy

j(A)Aj(B) = [A, BJ;

(ii)An = —j(A) X n, amibdl

Aj(B) = j([A, B)).

B1ZoNYITAS Van olyan (n,ns,n3) pozitivan irdnyitott bazis, hogy A = |A|n; A
ny. Mivel a bizonyitandd (i) sszefiiggés linedris B-ben, (ii) pedig linedris n-ben,
elég megmutatni, hogy az Osszefliggés igaz egy bézis elemeire. Ez a bdzis az (i)
esetben ny A ng, ng A ng, ng A nq, az (ii) esetben pedig ny, ng, ns. Ezutén a
30.8. () szerint példaul

J([r1 Az, me Ang)) = j(ng Ang) = —na,
és
j(nl A n2) X ](nQ N n3) = (n3) X (nl) = ng.
Hasonléan, példaul
(n1 An2)ny = (n1)(n2 - n1) —na(ny -nyp) = —no,
és

j(n1 /\’I’lg) Xny = (’I’Lg) X ’I’Ll) =no. A
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Eredménytink és 32.7.(iii) kovetkezménye, hogy ha m és n nem péarhuzamos
egymassal, akkor (m,n, m X n) pozitivan irdnyitott bazis. Tovabbd 32.5. és 32.6.
alapjan az N minden k, m,n elemére

(kxm) - n=(mxn)-k=Mnxk)-m
és
(kxm)xn=(k -nym-—(m-n)k.
32.9. Sokszor j6 szolgalatot tesz a “Levi-Civita-szimbdlum”:

1 ha ijk paros permutacié,
€ijk 1= -1 ha ijk paratlan permutacio,

0 egyébként,

ami nem mas mint a Levi—Civita-tenzor hiprmétrixa tetszéleges pozitivan irdanyi-
tott ortonormadlt bazisban.
Ezzel ugyanis a 32.7.(x) és a 32.8.(xx*) Osszefliggés dtirhaté

3 3
](nz A nk) = Zeikjnj, n; X ng = qujnj (i, k= 1,2,3).
j=1 j=1

alakba, ami persze a j definiciéjabdl adodik:

n; - j(n; Ang) = €(n;,n;,ng) = €(N;, N, n;) = €.

Kovetkezésképpen
3 3 3 3
(z n> 9 (z /aknk) 3 [ awsiens
i=1 k=1 =1 \4,k=1

Specidlisan az (R3,R, (, )) euklideszi térben, ha a standard irdnyitdst vessziik,
akkor

3 3
ExXm)y= > &Gmeing = D €inkitk,
ik=1 ik=1

ami részletesen Kkiirva:

(& xXm)1 = &mz — &E3m2,
(& X m)2 = &m — &uns,
(& X M)z =E&m2— &



32. A vektorialis szorzés 177

Ebben az euklideszi vektortérben R? A R? elemei a 3 x 3-as antiszimmetrikus
matrixok. Jelolje (eq, es, e3) a standard bazist R3-ban. Egyszerfi tény, hogy

0 1 0
e Ney = -1 0 O ;
0 0O
és
0
jletne)=e3=|(0|,
1

és hasonl6 formulakat irhatunk fel es Aes-ra és es Aej-re is. Ezek alapjan konnyen
belathatjuk, hogy a

0 a2 Qi3 Q23
—Q2 0 agz | = | —ai3
—ay3 —azz 0 Q12

hozzarendelés megegyezik j-vel. Jobban megjegyezhet6 ennek az inverze:

fo%1 0 a3 —Qo
(o) — as 0 (%1
Qa3 [6%) —Q] 0
Formuldkban:
13
Glour | ik =1,2,3) = §Zeikjaik i=1,2,3],
Jj=1
3
Jfl(a]|j:15273): Zetk_]a_j|zvk:15273
j=1

A 32.8. 4llitas (ii) pontja szerint

0 —53 52 m 51 m
&3 0 =& ml=1& ]| X|n
& & 0 73 &3 N3

32.10. A j: NAN — N leképezés a 27.4-ben ismertetett médon atvihetd

(AN)AB@®N) - AB®N, (am)A (bn)— (ab)j(mAn)
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leképezéssé, ahol A és B akdrmilyen egy dimenzids vektortér. fgy példaul E =
D ® N miatt
J:NAE—E, vagy j:EAE—=DQ®E.

Ezek szerint a vektoridlis szorzas is atviheté IN-rél N-nek akarmilyen egy di-
menziés vektortérrel val tenzorszorzataira (vagy tenzorhdnyadosaira):

(A®N)x(Be&N) - A®B&®N (am) X (bn) — ab(m X n).

Tehat a vekoridlis szorzéas atviheté D ® N = E-re és annak egy dimenzids vek-
torterekkel valé tenzorszorzataira és tenzorhanyadosaira is. Példaul

NxE—E, EXE—-D®E

vektorialis szorzatunk van.
Itt emlitjik meg, hogy a Levi-Civita-tenzor a j-n tdl egy maésik bijekciét is
létesit: s
j() AN =R mi; Amsy A msg — e(ml,mg,mg),

amelynek az inverze a — «e. Természetesen ez is atvihetd tenzorszorzatokra és
tenzorhanyadosokra; példaul

.3 3
jo: NE = D,

amelyet az jellemez, hogy ha (e, eq, es3) pozitivan irdnyitott ortogondlis bézis.
akkor jo(e, eq, es3) = |e1]|ea||es].

32.11. Emlékeztetiink (lasd 29.8), hogy egy L : E — E linedris leképezést
b-ortogonalisnak — réviden ortogonalisnak — neveziink, ha Lz - Ly = « - y minden
z,y € E esetén. Az E — E ortogonadlis leképezések Gsszességét O(b)-vel jeloljik.
Egy L : E — E linedris leképezésre a kovetkezdk egyenértékiiek:

(i) L €O(b),

(i) L* = L™, (30.3.4ll{t4s),

(iii) L izometrikus, azaz |Lz| = || minden z-re (29.8. 4llités).

O(b) elemeinek a determindnsa 1 vagy —1. Azokat az elemeket, amelyeknek 1 a
determinansa, forgatasoknak nevezziikk. T := —idg (az  — —x leképezés) neve:
tikrozés. A tiikrozés determindnsa —1. Minden negativ determindnsi elem egy
forgatdasnak és a tiikrozésnek a szorzata.

Az E — E linedris leképezéseket 27.4. alapjan N — N linedris leképezések-
nek foghatjuk fel, és viszont. Ennek értelmében a determindns definiciéja sze-
rint €(Lk,Lm,Ln) = (det L)e(k, m,n), amibdl azonnal adédik, hogy minden
L € O(b) és k,m,n € N esetén

jo(Lk A Lm A Ln) = (det L)jo(k Am An) (%)
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Jj(Lm A Ln) = (det L)Lj(m A n); (%)

ez utébbibol
L(m x n) = (det L)(Lm) x (Ln).

A 30.11.1. feladat alapjan
L(mAn)L™ = (Lm) A (Ln),
ezért a (xx) Osszefiiggést {gy is {rhatjuk:
J(LAL™') = (det L)Lj(A) (A€NAN).

32.12. A fizikai teriink iranyitott szakaszai egy haromdimenzios euklideszi vek-
tortér elemeivel modellezhetok. Ezért ezekkel az iranyitott szakaszokkal szemléle-
tessé tehetjiik a vektoridlis szorzast.

A szokédsos meghatdrozés szerint az egymassal nem nulla « szoget bezard x és
y vektor vektoridlis szorzata az vektor, amelynak a hossza |z||y|sina, és amely
meroleges mind x-re, mind y-ra, Ugy hogy x, y és * X y jobb sodrasu rendszert
alkotnak, vagyis ugy kovetkeznek sorba, mint jobb keziink hiivelyk-, mutato és
kozépsé ujja.

Ez a kép szemléletes, de nem teljesen helytdlls. Ugyanis fizikai teriink irdnyitott
szakaszainak hossza nem valds szdm, tehét olyan (E, D, b)-vel kell modellezniink
ezeket az irdanylott szakaszokat, amelyben D # R, igy két E-beli vektor vektorialis
szorzata mar nem az E eleme, vagyis két irdanyitott szakasz vektoridlis szorzata
mar nem irdnyitott szakasz.

Szokds a fizikaban a fizikai mennyiségeket skaldrokra, vektorokra, axidlvekto-
rokra (vagy més néven pszeudovektorokra) és pszeudoskaldrokra osztdlyozni a ko-
vetkezé “meghatarozas” szerint:

— a skalarok invaridnsak mind a forgatasokra mind a tiikrozésre,

— a vektorokat a forgatasok elforgatjak, a tikrozés tikrozi,

— az axialvektorokat a forgatasok elforgatjak, de invariansak a tiikrozésre,

— a pszeudoskalarok invariansak a forgatdsokra, eldjelet valtanak a tiikkrozésre.

Axialvektorra példaként két vektor vektoridlis szorzatdt szoktdk felhozni: két
vektor tikrozottjének a vektoridlis szorzata ugyanaz, mint az eredetieké, vagyis a
vektoridlis szorzat nem tiikrozodott. Ez igy persze nem helytalld, hiszen barmely
vektor eldallithato két masik vektor vektorialis szorzataként.

A meghatdrozas pontosan igy hangozhatna az (E, D, b) hirom dimenziés euk-
lideszi vektortér esetén:

— skalarok a D, D* és ezek tenzorszorzatainak, tenzorhanyadosainak az elemei,

— vektorok az E elemei és ezeknek skaldrokkal valé szorzatai,

— axialvektorok az E A E elemei és ezeknek skaldrokkal vald szorzatai,

— pszeudoskalarok az E A E A E elemei és ezeknek skalarokkal vald szorzatai.
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E A E hiaromdimenziés vektortér, amely azonosithaté D ® E-vel a j bijekcid
altal, tehat az axidlvektorok olyanok, mintha vektorok lennének, csak éppen az az
el6z8 pont (k) Osszefiiggése szerint a tiikrozés invaridnsan hagyja 6ket.

3
E AN E A E egy dimenzids vektortér, amely azonosithaté ® D-vel a jy bijekcio
altal, tehat a pszeudoskaldrok olyanok, mintha skaldrok volnanak, csak éppen az
el6z6 pont (x) Osszefliggése szerint a titkrozésre elbjelet véltanak.
32.13. Feladatok
1. Szamitsuk ki az R? (1,3,2) és (2,1, 3) eleneinek a vektoridlis szorzatat!
2. Mi az

0 1 1 0 1 2
-1 01 -1 0 1
-1 -1 0 -2 -1 0

antiszimmetrikus matrixok kommutatoranak a magja?
3. Bizonyitsuk be, hogy &, 71, € R? esetén

&1om G
(ExmnC)=det| & m G
& M3 3

4. Egy 3 x 3-as L matrix pontosan akkor ortogondlis, ha L*L = idgs. Ennek
alapjan dontsiik el, milyen « illetve 8 valds széamra lehet

o 2

A:: B::

S o9

0 0
s B
0 0

0 o9
S oo

—Q

ortogonalis. Szamitsuk ki az Ae; X Aey és a Be; X Bes vektorokat, ahol e; és
e, az elsd két standard bézisvektor R3-ban.

5. Igazoljuk, hogy ha A € N A N, akkor Ker(A?) = KerA.

6. Mutassuk meg, hogy a (v1,ve, v3) bézis (71, 72, r3) reciprok vektorrendszerét

(lasd 31.11.) az
ppi= 2 X8y
€(vy,v2,v3)

formulaval adhatjuk meg.

33. Minkowski-féle vektorterek

33.1. Definicié A (V,B,h) pszeudo-euklideszi vektorteret Minkowski-
félének nevezziik, ha dimV > 2 és neg(h) = 1.
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A Minkowski-féle vektorterek tipikus képviselgje (R R, G), ahol G a 29. fe-
jezetben Hi-gyel jelolt bilinedris forma (itt célszerien N helyett 1+ N-et vesziink,
és a koordinatakat nulldval kezdjik szdmozni):

N
G(&m) = —Eomo + Y _ &kl
k=1

Pontosabban, 29.7. szerint minden 1+ N dimenziés Minkowski-féle vektortér izo-
morf a fentivel.

A kovetkezOkben (M, 1, g)-vel jelolink egy Minkowski-féle vektorteret. Az
el6bb mondottaknak megfelel célszertiséggel M dimenzidjat (1 4+ N)-nek vessziik,
ahol N > 1, és a g-ortogondlis bazisokat 0-tél N-ig indexeljik: (egp,es,...,en),
ésey-e < 0,e,-€e, >0hak =1,...,N. Az eloz6 fejezetekben megszo-
kott jelolésnek megfeleléen g-t — amelyet Lorentz-szorzasnak szokés hivni — is
pontszorzdssal helyettesitjiik, tehat « -y := g(x,y). Minden érvényben marad,
természetesen, amit a pszeudo-euklideszi vektorterekrél mondtunk, amelyek koziil

az egyik legfontosabb az
M

I®I
azonositds. I ® I természetes médon irdnyitott (erre az irdnyitdsra vonatkoznak a
kovetkez6 pontban szerepld egyenlétlenségek). Az egyszeriiség kedvéért feltessziik,
hogy I is irdnyitott; a formulak, osszefliggések — megfelel fogalmazasban — enélkiil
is igazak, de koriilményesebb volna leirni oket.
Az I irdnyitdsa miatt I ® I pozitiv elemeibol négyzetgyokot tudunk vonni, és
igy értelmezziik az € M pszeudo-hosszat:

|| == /|z- x| € I

A vektorok pszeudo-hosszara igaz, hogy

(i) |0| = 0, de |&| = 0 nem vonja maga utdn, hogy « = 0,

(ii) || = ||| minden « valds szdmra és x vektorra.

A haromszog-egyenlétlenség, amely az euklideszi vektorok hosszanak fontos tu-
lajdonséga, a pszeudo-hosszra nem teljesiil. Fizikdban szokas g-t metrikdnak ne-
vezni, de a félreértések elkertilése érdekében jobb, ha keriiljiik ezt az elnevezést.
Ugyanis a metrika szohoz a szokdsos tavolsagfogalmat kapcsoljuk, amelyiknek alap-
veté tulajdonsdga, hogy kiilonb6z6 pontok tédvolsdga nem nulla (csak a nulla-vektor
hossza nulla). és két pont kozott “legrovidebb 1t az egyenes” (teljesiil a harom-
sz0g-egyenlétlenség).

33.2. Vezessik be az

*

S={xeM|x x>0} Sp := S U{0},
T:={xeM]|z x <0} Ty :=T U {0},
Ly={xeM|x -z=0} L:= Lo\ {0}
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jeloléseket. A fizikai alkalmazdsbdl kolesonvett szavakkal élve Sy, T és L elemeit
rendre térszeriinek, id6szeriinek és fényszeriinek nevezziik.

Jol szemléltethetjiik ezeket a halmazokat az N = 2 és az N = 1 esetben (14sd a
7. és 8. abrat).

8. abra
Mint ezek az dbrak is jol mutatjak, de kozvetleniil is belathatd, hogy Sy, To és
Ly egyike sem linedris altér.

33.3. Ha 0 # = € M, akkor

M, ={yeM |z -y=0}
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N dimenzids linedris altér, hiszen ez az y — « - y linearis leképezés magja, és
ez a linedris leképezés a g nemdegeneraltsdga miatt sziirjekcié. FEuklideszi vek-
tortérben hasonld formuldval épp az x-re merdleges hipersikot hataroztuk meg.
Az euklideszi eset jol illik a fizikai terlinkh6z szokott szemléletiinkoz: vektor, és
a ra merdleges sik. Itt azonban vigyaznunk kell: el6fordulhat, hogy & benne van
M,.-ben!

g lesziikitése M, x M -re — amelyet g,-szel jeloliink — szimmetrikus bilinea-
ris leképezés; azonban attol fliggben, « az S, a T vagy az L eleme, kiilonboz6
tulajdonsagokkal rendelkezik.

(i) Legyen x € S. Ekkor x - & > 0, tehdt @ ¢ M. M_,-ben van g,-ortogonélis
bézis, ehhez hozzavéve x-et, g-ortogonalis bazist kapunk M-ben. Mivel x - & > 0,
a Mg-beli g,-ortogondlis bazis egy eleme a T-ben van, a toébbi az S-ben van. Ko-
vetkezésképpen N = 1 esetén (Mg, I, —g.) egy dimenziés eudklideszi vektortér,
N > 1 esetén pedig (M, 1, g5) N dimenziés Minkowski-féle vektortér.

(ii) Legyen « € T. Ekkor « -« < 0, tehdt @ ¢ M,. M,-ben van g,-ortogonélis
bézis, ehhez hozzavéve x-et, g-ortogonalis bazist kapunk M-ben. Mivel x - & < 0,
a Mg-beli g,-ortogonalis bazis minden eleme az S-ben van. Kovetkezésképpen
(Mg,I,9,) N dimenzids euklideszi vektortér.

(ili) Ha @ € L, akkor « - x = 0, tehdt @ € M,. Az el6bb bevalt gondolatme-
net most haszontalan; g, degenerélt, ugyanis 0 # x € Kerg,. Tehdt (Mg, 1, gz)
még csak nem is pszeudo-euklideszi vektortér. Konnyen megmutathatjuk azt a
fontos tényt, hogy M -nek minden x-szel nem parhuzamos eleme az S-ben van.
Legyen ugyanis ey € T'. Ekkor az (ii) szerint az eg-ra g-ortogondlis elemek térsze-

€p - €

riiek, tehdt eg - @ # 0. Ezért e; := x — ep jOl értelmezett, és az S eleme,
ey x

ey-ep=0,e-e; =—ey- ey > 0. Egéoszitsiik ki {eq, e1 }-et g-ortogonilis bézissd
M-ben: {eg,e1,...,en}. Mivel & az ey és e; linedris kombinécidja, es, ..., exn
—az S elemei — mindegyike benne van M-ben. Ezért {x,eq,...,en} a My-nek
g.-ortogonélis bézisa, ami egyben azt is igazolja, hogy hogy M, \Ra C S, ugyanis
N N N
(aaz + > oziei> . (a:c + > oziei> =Y a’e;-e; > 0.
i=2 i=2 i=2

Jegyezzitk meg: ha x € SUT, akkor Rx és M, kiegészit6 alterek, amelyek g-
ortogonalisak egymasra. Ha & € L, akkor Rz C M, és sem M, -nek, sem Rx-nek
nincs g-ortogonalis kiegészitgje.

Mivel az M minden N dimenziés altere M, alakd valamilyen x-szel, megalla-
pithatjuk az el6z6ekben mondottak alapjan:

— Sp-ban vannak N dimenziés alterek,

— Ty-ban és Lg-ban legfeljebb egy dimenziés altér lehet,

— kolesonosen egyértelmii megfeleletetés 1étesithetd az Sp-beli N dimenzids alte-
rek és a Ty-beli egy dimenziés alterek kozott ugy, hogy az egymésnak megfeleltetett
alterek g-ortogonalisak egymadsra.

Végiil kiemeljiik azt a tovabbiakban gyakran haszndlt tényt, ami az (ii)-b&l
kovetkezik, hogy
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—haxeTésyeTUL, akkor = -y # 0.

33.4. A most kovetkezo egyenlStlenség nagy jelent6ségli 6sszefiiggések alapjaul
szolgél.

A||ftés Legyen x,y,z € T. Ekkor
2x-y)(y - 2)(z- @) < (z-2)*(y-y) + (y-2)*(x-z) <0,

és egyenlGség pontosan akkor &ll, ha x és y parhuzamos egymassal.
PR 4 ‘1 ’ . P
BI1zONYITAS A ¢ := y—m—y vektor g-ortogonalis z-re, igy ¢-c > 0 és egyenlOség
T-z
pontosan akkor all, ha ¢ = 0. Ebbdl egyszertien adddik a kivant Osszefiiggés.

33.5. Minden Sy-beli linedris altér a g lesziikitésével euklideszi vektortér, tehat
ott g a szokasos tulajdonsagu hosszt és tavolsadgot szarmaztatja. Felhivjuk a fi-
gyelmet arra, hogy az Sp-beli alterekre igaz ez, és nem az egész Sp-ra! Ugyanis ha
x,y € Sy, akkor el6fordulhat, hogy az x és y generalta linedris altér nincs benne
Sp-ban, és ilyen x-re és y-ra sem a Cauchy—Schwartz-féle egyenlotlenség sem a
haromszog-egyenlStlenség nem feltétlentil teljesiil (14sd a 33.12.2. feladatot).

Az idészerli vektorokra viszont az alabbi “forditott Cauchy—Schwartz-egyenl6t-
lenség” igaz.

A||ftés Legyen x,y € T. Ekkor
|z -yl = ||ly| >0,
és egyenlGség pontosan akkor &ll, ha x és y parhuzamos egymassal.

B1zZONYITAS Az el6z8 pont egyenlétlenségébe z helyébe x-et téve majd a negativ
x - x-szel elosztva megkapjuk a kivant Gsszefliggést.

33.6. Definicié Azt mondjuk, hogy az x és y idSszerii vektor azonos
nyild, hax -y < 0.

Allitas (i) Azonos nyiliinak lenni ekvivalencia-reldcié T-n, és két ekvivalen-
cia-osztaly van.
(ii) Mindkét ekvivalencia-osztaly nyilt konvex kiip.

B1zoNYITAS Azonos nyiltinak lenni reflexiv és szimmetrikus rel4cié. Tranzitiv is
a 33.4. formulaja kovetkeztében.

Ha = € T, akkor —x € T, de = és —x nem azonos nyildak. Viszont T béar-
mely y eleme az x-szel vagy a —x-szel azonos nyild, hiszen y - « # 0, tehat két
ekvivalencia-osztaly van.
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Legyenek  és y a T-nek azonos nyild elemei és o, 8 € Ry, o+ 3 # 0. Ekkor
(ax 4 By) - (ax + By) = o’z -z + 2apx -y + By -y <0,
tehdt ax + py € T, tovabba
z (ax+pPy)=ax-xz+ Pz -y <O,

vagyis x és ax + By azonos nyilu. Ezzel belattuk, hogy egy azonos nyili osztaly
konvex kip.

A kupok nyiltsdgara vonatkozoan az analizis kovetkezd ismert tényeire utalunk:

— véges dimenzids vektortéren megadhaté norma, és barmely két norma ek-
vivalens egymaéssal, tehdt a nyiltsag fogalma értelmes anélkiil, hogy konkrétan
megadnank normat,

— véges dimenziés vektorterek kozotti linearis leképezések folytonosak,

— nyilt halmaznak folytonos leképezés altali 6sképe nyilt.

Az x € T ekvivalencia-osztédlya az (I ® I)* nyilt halmaznak az M — I ® I,
y — x -y linedris leképezés altali 6sképe.

33.7. A forditott Cauchy—Shwartz-egyenlétlenségbdl azonos nyilu elemekre a
“forditott haromszog-egyenlétlenség” kovetkezik.

A||ftés Legyenek x és y a T-nek azonos nyild elemei. Ekkor
z+y| > [z + [y,
és egyenlGség pontosan akkor all, ha x és y parhuzamosak.
B1zZONYITAS Az el6z8 4llitas szerint ekkor x + y is a T' eleme, ezért
Z+yl=—z 2z 2c-y—y-y>laf +2|ly + |y = (z| + |y))%

és egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha « és y parhuzamosak.

33.8. Abbdl, hogy T felbonthaté két diszjunkt kip egyesitésére, kovetkezik,
hogy ugyanez igaz L-re is.

Tudjuk, ha x € T' és y € L, akkor = - y # 0.

Azt éllitjuk, hogy ha @1, o € T azonos nyiliak és y € L, akkor @1 -y és x5 -y
azonos eléjelliek. Tegyiik fel ugyanis, hogy ellenkezé eléjeliiek; ekkor a hanyadosuk
rq - y

oy

—1-szerese pozitiv szam, tehat z := 1+ [ — sc2> a T-nek eleme és z-y = 0,

ami lehetetlen.
Jelolje T és T az azonos nyilinak lenni két ekvivalencia-osztalyat T-ben.
Az imént mondottak értelmében definidlhatjuk az

L7 ={yel|llze-y<0,xzcT}, LT :={yell|lz-y<0,xzecT"}
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halmazokat, amelyek nyilvanvaléan diszjunkt, nulla csticsi kipok (nem konve-
xek!), és L7 UL = L.

Az analizis fogalmaival szemléletes képet kaphatunk a mondottakrdél. Azt kell
az el6zoeken tul felidézniink, hogy véges dimenzids vektortéren adott bilinedris
forma is folytonos. Ezért S és T diszjunkt nyilt halmazok, Ly pedig zart halmaz.
Mivel SUT U Ly = M, az igaz, hogy Ly mind az S mind a T hatarpontjainak
az Osszessége; szokdsos jeloléssel 0S = 0T = Lg. Tovabba L~ := 9T \ {0},
L =0T \ {0}.

33.9. A g Lorentz-szorzds vagy az (M, I, g) Minkowski-tér nyilirdnyitdsanak
a T azonos nyili elemeinek egy ekvivalencia-osztalyat nevezziik. Nyilirdnyitott
a g illetve az (M, 1, g), ha meg van adva egy nyilirdnyitdsa.

Pontosabban a kovetkez6képpen fogalmazhatunk: (M, I, g,w) nyilirdnyitott
Minkowski-féle vektortér, ha (M,I,g) Minkowski-féle vektortér és w a g nyili-
ranyitdsa. Ugyanigy, mint a vektorterek irdnyitasaval kapcsolatban, e pontos
meghatarozas helyett az el6z0 egyszeriibb széhasznalattal éliink.

Pozitiv nyilinak vagy pozitivnak (a fizikdbdl kolesonvett széval jovsze-
riinek) mondjuk a nyilirdnyitott Minkowski-térben a T' elemét (iddszerti vektort),
ha benne van a valasztott ekvivalencia-osztalyban.

33.10. Tekintsiik az (R R, G) Minkowski-teret. A 29.5-ben mondottak-
nak megfeleléen a lenn-fenn indexezést hasznaljuk az R elemeinek és (R!*V)*
elemeinek a megkiilonboztetésére, és a két vektortér azonositasit az indexek dthe-
lyezésével fejezziik ki. Tehat (£0,¢1,...,¢N) € RN és a neki megfelels dudlisbeli
elem (§0a§15 s aé-N)v ahol 50 = _505 gk = gk (k =1,... aN)

A formuldkat konnyen kezelhetévé irhatjuk it a

-1 hai=k=0,
gix = g% = 1 hai=k=1,...,N,
0 hai#k

bevezetésével és az Einstein-féle 6sszegzési szabdllyal:
gk:gikgkv fk:gikfk (k:()vlavN)
fgy tehat ‘
G(&,m) = &n" = gul'n".
Az A : RN — RYY linedris leképezés (matrix) Lorentz-adjungéltja (G-ad-
jungéltja)
A" =GA*G,

ahol A* a matrix transzponaltja, G az a diagondlis matrix, amelynek a nulladik
tagja —1, a tobbi 1; azaz értelemszerii jeloléssel

(a*)é = glkaikgij-
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Még szemléletesebben: a matrixot az

Q= OZO(), M= (a017"'7aON) vi= (aloa"'aaN0)7

T:=(a"y|i,k=1,...,N)
jelolésekkel blokkokba rva

Cr)=(5 )

33.11. Az 1 pozitiv s elemére normalt M-beli (eq, e1, . .., ey) irdnyitott g-orto-
M €y €1 EN) ’
—,—,...,— |. Eredemes
I®I 82’ g2 52
itt is bevezetni az € := —eg, €¥ := e, (k = 1,...,N) jelolést. Ennek a bdzis-
nak megfelel$ koordinatazas homotetikus g — G-ortogonslis leképezés M és R1T
kozott, amelyben az x vektor koordinatai

e T e -x|. el .z
—— 1=1,...,N | = 5
s s s

Ilyen koordinatazasban “minden a helyén van”. Az x = Z e ésy= Z nie;
=0 =0
vektorok pontszorzatat a kordinatdik Lorentz-szorzataval szamithatjuk ki:

2 . _ o
zoy=s"| ~Lomo+ Y &im| =D &
i=1 k=0

Az A € Lin(M) g-adjungiltjdnak a métrixa az A métrixdnak a G-adjungdltja.
Ha (€] ..., €)y) az §'-re normalt ortogonalis bézis, akkor a “vessz8s” bézisrdl a
“vesszOtlenre” vald attérés matrixa

k /
e’ -e;
g2

Nem ilyen szép a helyzet, ha nem g-ortogondlis bazis szerint koordindtazunk.

gonalis bazis dualisa az M* = azonositasban (—

1:0,1,...,N>.

k,z‘zO,l,...,N).

N .
Legyen (vg,v1,...,vN) az M akdrmilyen bézisa. Ekkor példaul az @ = 3 &'v; és
i=0
N K3
Yy = Z n'v; vektorok pontszorzatit nem egyszertien a kordindtaik Lorentz-szor-

zataval szamithatjuk ki:
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33.12. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy az R!*2 Minkowski-térben a (0, 1,0), (1,1,1) és (0,0,1)
vektorokbdl kiindulva nem vihet6 végig a Gram—Schmidt-ortogonalizaicids eljaras
(lasd 31.4.).

2. Legyen 0 < o < 1. Az (1,1 + «) és az (1,—(1 + «)) vektorok térszertiek az
R'*! Minkowski-féle vektortérben, de nem teljesitik sem a Cauchy—Schwartz-féle
egyenlGtlenséget, sem a haromszog-egyenl6tlenséget.

exe
3. Legyen e € SUT. Igazoljuk, hogy P := © az e iranyaba torténd g-orto-
e .
gonalis vetités, azaz Px parhuzamos e-vel és x — Px g-ortogonalis e-re minden

x € M esetén.

34. Antiszimmetrikus leképezések Minkowski-térben

34.1. Ebben a fejezetben (M,I,g) olyan Minkowski-féle vektorteret jeldl,
amelyre
dimM = 4,

és bevezetjik a

H.=—
I

jelet. A g Lorentz-szorzas valds értékii bilinedris formét ad H-n (1dsd 29.1.), ame-
lyet megéllapodasunk szerint szintén pontszorzassal jelolink. FEzzel H is négy
dimenziés Minkowski-tér, amelyre értelemszertien minden alkalmazhatd, amit ed-
dig (M, 1, g)-r6] elmondtunk.

A fizikai alkalmazasok kedvéért tegyiik fel, hogy g nyiliranyitott; ez csak bizo-
nyos fogalmazasi konnyebbséget jelent, 1ényeges megszoritast nem.

Vezessiik be a

V(1) :={u € H|u-u=—1,u pozitiv nyild}

és u € V(1) esetére a
H,={ncH|u-n=0}
jelolést.
H, hirom dimenziés altér, amelyen a pontszorzds pozitiv definit, tehat H,,

harom dimenziés euklideszi tér.

34.2. Most A(g) = HAH (14sd 30.5.) hat dimenzids vektortér; ezen adott egy
nemdegeneralt szimmetrikus bilinedris forma (14sd 30.7.), amelynek az 1/2-szeresét
célszerll haszndlni:

AeB = %Tr(A*B) _ —%Tr(AB).
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Ezzel

1A= /]Ae Al

Ha (ng,n1,n2,n3) a H-nak g-ortonormélt bazisa, akkor
ng Any, ng A\ ng ng A\ ns,

ny A\ nso, N9 A N3 ns A nq

e-ortogondlis bazis H A H-ban. Kovetkezésképpen H A H minden eleme

3 3
Zakno A1y + Z Z QT N\ Mg
k=1

k=10<i<k

alaki. Az ni,ng, ng térszerli vektorok kifeszitette linedris altér hdrom dimenzids
euklideszi tér, ezért a 32.4.-ben mondottak szerint van olyan m és n egymaésra
és no-ra g-ortogondlis egységnyi hosszu vektor, és egy [ valds szam, hogy a fen-
ti Gsszeg masodik tagja Bm A m-nel egyenlé. Az elsé tagban pedig bevisszilk az
Osszegzést a tenzorszorzas ald; az u := +mng atnevezéssel igy jutunk a kovetkezd
eredményre.

Allitas Legyen A € HAH. Ekkor minden u € V (1), esetén létezik o, B € R,
r,m,n € Hy,, |r| =|m|=|n| =1, m -n =0 dgy, hogy

A=aouAr+pmAn, (%)

és ekkor
Ae A=—a%+p5°

34.3. Allitas Legyen A € H A H az el6z6 pont (x) formédjiban adva.
KerA = {0} pontosan akkor, ha a # 0, 8 # 0, és r,m,n linedrisan fiigget-
lenek.

B1zONYITAS Tegyiik fel, hogy a # 0, 8 # 0, és r,m,n linedrisan fiiggetlenek, és
legyen « € KerA, azaz

a(r-z)u —a(u-z)r+ G(n-x)ym— G(m-x)n =0,

Ekkor persze u,r, m,n is linedrisan fiiggetlenek, tehdt r - x = u-x =n-x =
m - x = 0, azaz x g-ortogondlis négy linedrisan fiiggetlen vektorra, amibol a g
nem elfajultsiga miatt @ = 0 kovetkezik, azaz KerA = {0}.

Ha o =0, akkor u ® I C KerA, ha =0, akkor m ® I C KerA.



190 VI. PSZEUDO-EUKLIDESZI VEKTORTEREK

Ha r,m,n linearisan Osszefliggdk, akkor r benne van az egymasra meroleges
m és n kifeszitette sikban. Mivel ebben a sikban barmely egységnyi hosszi, egy-
madsra merSleges ' és n’ vektorra m’ An/ = £m A n 4ll fonn, az 4ltaldnossag
megszoritasa nélkiil vehetjiikk igy, hogy r = n; igy

A = (au + fm) A n. (%)

Van olyan nem nulla vektor, amely g-ortogondlis mind au + fm-re, mind n-re,
és az ilyen vektor benne van A magjdban, tehdt KerA # {0}. m

Megjegyezzik, hogy a fenti formula akkor is helytdllé, ha a = 0 vagy 8 = 0,
vagyis az is igaz: KerA # {0} pontosan akkor, ha minden u € V(1) esetén létezik
a,fER, mneH,, |lm=n=1m -n=0,ésa (x) teljesiil.

34.4. Allitas Legyen A € HAH, KerA # 0. Ekkor

(i) Ae A > 0 pontosan akkor, ha van olyan u € V(1) és m,n € H,
egymasra merdéleges egységvektorok, hogy

A=]|AimAn

(azaz A két egymdsra g-ortogondlis térszerii vektor antiszimmetrikus tenzor-
szorzata);
(ii) A e A < 0 pontosan akkor, ha van olyan w € V(1) és r € H,,, hogy

A=|Alunrr

(azaz A egy id8szerti és egy rd g-ortogonalis térszerti vektor antiszimmetrikus
tenzoszorzata);
(iii) Ae A =0, A # 0 pontosan akkor, ha van olyan w,r € H, w-w = 0,
r-r=1 w-r =0, hogy
A=wAr

(azaz A egy fényszerii és egy rd g-ortogondlis térszertl vektor antiszimmetri-
kus tenzoszorzata).

B1zONY{TAS Irjuk az el6z6 pont (x) formuldjat most igy: A = (au’ + fm') An/;
ekkor A e A = —a? + 2.

(i) Ha —a? + 3% > 0, akkor az

_ pu' 4 am/ _au' + pm/ .
= e m._77a2+52, n:=n

~

vektorok megfelelenek a kovetelményeknek.
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(ii) Ha —a? 4+ 82 < 0, akkor az

_ pu' 4 am/ ) ,
- a2—62 ’

vektorok megfelelenek a kovetelményeknek.
(iii) Ha —a? + 32 = 0, akkor

w = au’ + fm/, r=n".1

Eredménytinkbél rogton kovetkezik, hogy a kovetkezo két kijelentés egyenérté-
kii:
~KerA # {0} és Ae A >0,

— van olyan u € V (1), amelyre Au = 0.

Az els6bél a mésodik a fentiek szerint nyilvanvaléan kovetkezik. Ha viszont a
mésodik igaz, akkor KerA # {0}, ezért A a fenti (i)-(iii) forméju lehet. Az (i)
felel meg az elsé kijelentésnek, Tegyiik fel, hogy a (ii) forma igaz, vagyis (most
alkalmasan “vessz0zést” hasznélva) A = |A|u’ Ar. Ekkor v/(r-u) —r(u’'-u) =0,
ami u' és r linedris fliggetlensége miatt csak gy lehet, hogy r - u = v’ - u = 0,
de ez lehetetlen, mert két id8szer(i vektor — u’ és u — nem lehet g-ortogondlis
egymdsra. Hasonléan zarhatjuk ki az (iii) lehetGséget, mert egy iddszer(i és egy
fényszerti vektor nem lehet g-ortogonalis egymaésra.

34.5. Azt mér a legelején feltettiik az (M, I, g) Minkowski-féle vektortérrel
kapcsolatban, hogy I iranyitott, mert igy tudtuk a vektorok pszeudohosszat értel-
mezni. Ez nem volt 1ényeges feltétel, mert enélkiil is értelmes a vektorok pszeu-
dohossz-négyzete, amivel mindent meg tudtunk volna fogalmazni, csak egy kicsit
koriilményesebben. Ugyancsak az egyszerlibb fogalmazas érdekében feltettiik azt
is, hogy g nyiliranyitott.

Most feltessziik, hogy M is irdnyitott. Ekkor H is irdnyitott, és megadhaté az

€e:=ngAn; Ang Ans
Levi-Civita-tenzor, ahol (ng,n1,ns2,n3) a H-nak pozitivan irdnyitott g-ortonor-
malt bézisa.
Tudjuk, hogy a Levi-Civita-tenzor a
J:HANH —->HAH, mAn— e(-,-,mmn)

képlettel meghatarozta linedris bijekcidt létesiti (ldsd 30.10.).
Ha (ng,n1,m2,n3) pozitivan irdnyitott g-ortonormalt bézis H-ban, akkor

JngAny)=ngsAng, J(ngAny)=nzAn, J(ngAnz)=mngAna,

J(n1 /\ng) = —ng A\ ng, J(n3 /\’I’Ll) = —ng A\ Ny J(n2 /\TL3) = -—ng A\ ni.
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Ebbdl is megallapithatjuk azt a 30.10. allitasbdl is kovetkezd tényt, hogy
J(J(A)) = —A minden A € H A H esetén.

Tovabbd — az A és B szerepére az n; Any (0 <i < k =0,1,2,3) baziselemeket
véve — az

AeJ(B)=J(A)eB

formulat kapjuk, amibél viszont
J(A)eJ(B)=J(J(A)eB=—-AeB

minden A, B € HA H esetén.

34.6. Az (R'3 R, G) Minkowski-tér esetén 33.10. alapjan egy métrix ponto-
san akkor G-antiszimmetrikus, ha

0 (051 Q9 Qs
a0 —=B3 B
ay  f3 0 -5

a3 —fB2 B 0
alakd. Konnyen adddik, hogy
0 o1 ay a3 0 B B2 B3
gl ™ 0 B3 B2 |_[B O ag  —o
ay B3 0 -5 B2 —asz 0 o
a3 —f2 B 0 Bz ay —a; O

34.7. Feladatok
1. Legyen & € M fényszerti. Ekkor 33.3.(iii) szerint van az Mg-ben {z, es, e3}
g-ortogonalis bézis, amelyre e; - e; = €3 - e3 =: s> > 0. Legyen

Mutassuk meg, hogy
{A€eHANH | Az =0} = {ans Ang + fow Ans + Szw Ang | a, fBa, B3 € R},

és az ilyen A-ra Ae A = o>
2. Az el6z6 példa jeloléseivel: ha y € M,, akkor (Ay) - (Ay) =(Ae A)(y-y).
3. Tekintsiikk a 34.6. szerinti G-antiszimmetrikus matrixot, és legyen a :=
(a1,a2,a3) € R3, B:= (b1, 82, 83) € R®.
— Ha |a] < |B], akkor a métrix a 34.4. (i) tulajdonséguy,
— ha |a| > |B], akkor a métrix a 34.4. (ii) tulajdonsigu,
—ha |a| = |B| # 0, akkor a métrix a 34.4. (iii) tulajdonsdgu.
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Taldljuk meg a kiilonféle esetekben a 34.4. szerinti vektorokat, amelyekbél an-
tiszimmetrikus tenzorszorzattal a matrix eléallithato.

35. Komplex skaldris szorzatos terek

35.1. Valos vektorterek komplexifikaltjat sokszor alkalmazzuk elméleti és gya-
korlati problémak megoldasanal. Kiilonosen érdekes az euklideszi vektorterek
komplexifikéaltja.

Vegyiink egy (E, D, b) euklideszi vektorteret. A b bilinedris leképezést ki tudjuk
terjeszteni E¢ X Ec — D¢ ® D¢ C-bilinedris leképezéssé is, szeszkilinearis leképe-
zéssé is (lasd 28.6.). A szeszkilinedris kiterjesztéssel lehet dtmenteni a komplexifi-
kalt vektortérre is a vektorok hosszanak és merolegességének a fogalmat. A

bc:ECxEC*)DC(X)Dc,

(u+iv,x + iy) — b(u,x) + b(v,y) +i((b(u,y) — b(v,z))

szeszkilinedris kiterjesztés hermitikus és pozitiv definit (14sd 18.8.)
A szokédsos médon be-bél megadhatunk egy komplex értékii, pozitiv definit
Ec E¢c w z belw,z)
hermitikus formét — x o o—, =
D¢ D¢ d’ d d?
35.2. A mondottaknak megfeleléen a kovetkezékben azt vessziik, hogy adott
egy véges dimenziés Z komplex vektortér — nem sziikésgképpen valds vektortér

komplexifikaltja —, és egy

, amelybdl be rekonstrualhato.

ZxZ—-C, (wz)— (w,z)

skalaris szorzat, azaz minden w, z € Z esetén

S1) (z, z) <0, és egyenléség pontosan akkor all, ha z = 0,

S2) (w, z) = (z,w)",

SL) (w, -) linedris leképezés.

Az S2 és SL tulajdonsdgok kovetkezménye, hogy minden z € Z esetén (-, z)
konjugalt linearis leképezés.

Megemlitjik, hogy egy Z véges dimenzidés komplex vektortéren nagyon sokféle
skaldris szorzat vezethetd be: ha adott egy {z1,..., zx} bdzis, akkor a (z;, z;) —
di. (i,k=1,...,N) hozzérendelés egyértelmiien kiterjeszthet$ hermitikus szesz-
kilinedris leképezéssé (lasd 18.8.).

A skalaris szorzatra érvényes a Cauchy—Schwartz-egyenlétlenség, amelyet ugyan-
gy lehet bizonyitani, mint a 31.2-ben:

[(w, z)| < [[wl]]|=]]
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minden w, z € Z esetén, és egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha w és z parhu-
zamosak. Itt
2]l := v/ (2, 2)

a z vektor hossza vagy normaéja.

A norma alapveto tulajdonsdgai: a Z minden w és z elemére, valamint minden
a komplex szamra

N) ||z|]| > 0, és egyenl8ség pontosan akkor all, ha z = 0,

NP) [joz|| = |of| 2],

NA) [w + 21| < [[wl] +1z].

A vektorok altal bezart szog altalaban nem értelmezhetd; viszont a merdleges-
ség — ortogonalitas — fogalma ugyanaz, mint euklideszi vektorterek esetén: a w és
z vektort ortogondlisnak nevezziik, ha (w, z) = 0.

Amint azt 18.8-ban elmondtuk, Z-ben is 1étezik ortonormalt {e;,...,exn} ba-
zis (ahol N := dimZ), azaz

(€i,er) = ik (i,k=1,...,N).

Ugyantgy, mint 31.4-ben, megmutathatjuk, hogy barmely {ws, ..., wx} bézis-
bél ortonormalt bazist készithetiink a Gram—Schmidt-ortogonalizacids eljardssal:

n—1 .
Zp = Wy — Z<ei7wn>ei; €n 1= || nH
i=1 Zn
(n=1,...,N).

Ugyantgy, mint euklideszi vektortereknél, ha H a Z nem iires részhalmaza,
akkor a
Ht ={2€Z|(z,w)=0,we H}

jeloléssel ugyanazokat az Osszefliggéseket mondhatjuk el, mint 31.5-ben. Példaul,

ha M a Z linedris altere, akkor Z = M @ M+, tovabba (M*)+ = M, és az e

egységvektor (azaz |e]| = 1) irdnydba torténd merdleges vetités z — (e, z)e.
35.3. A Z duélisa azonosithat6 Z-vel. Pontosabban a

J:Z =7, zw—(z,)

képlettel meghatérozott leképezés konjugalt linearis bijekcio; ezt a 29.3-ban mon-
dottakhoz hasonléan lathatjuk be.
Az {ey,...,en} ortonormélt bazis dudlisa ebben az azonositdsban 6nmaga.
Az A : Z — 7 linearis leképezés adjungaltja az az A* : Z — Z linedris
leképezés, amelyet
(A"w, z) = (w, Az) (w,z € Z)
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hatdroz meg. Konnyt belatni, hogy A* = J~!A*J, ahol A* az A transzponaltja.
Az eléz8 formuldbdl és a transzponaltra vonatkozé ismerteink alapjan megélla-
pithatjuk, hogy minden A, B € Lin(Z) és « € C esetén

(A+B)* = A* + B*, (aA)"=a*A*, (AB)" = B*A",
det(A*) = (det A)*,  Tr(A*) = (TrA)",

és ha A bijekcié, akkor A* is az, és
(A*)—l — (A_l)*.

Figyeljiik meg, hogy itt a * jel két értelemben szerepel: egyrészt az adjungalast
jeloli, mésrészt a komplex konjugdlast.

Végiil ugyantigy, mint 31.6-ban Ker(A*) = (RanA)*.

35.4. Az euklideszi terek szimmetrikus leképezéseinek a megfelel6i az 6nadjun-
galt leképezések. Az S : Z — Z linedris leképezés 6nadjungaltnak nevezziik,
ha §* = S. Az 6nadjungalt linedris leképezések igen fontosak az alkalmazdsok-
ban. Hasonlé a szerepiik, mint a valds szamoknak a komplex szamok korében.
Tetsz6leges A € Lin(Z) esetén A valés illetve képzetes része

ReA := #, illetve ImA := %
i

onadjungalt leképezések, és A = ReA + ilmA.

Az euklideszi terek ortogonalis leképezéseinek a megfeleli az unitér leképezé-
sek. Unitér az U € Lin(Z), ha U* = U~!. Az olvaséra bizzuk, mutassa meg, ez
egyenértékii azzal, hogy U megtartja a skalaris szorzatot, azaz

Uw,Uz) = (w, z) (w,z € Z),
ez pedig azzal, hogy U izometrikus, azaz
1U=]| =zl (z€2).
Ez utébbi belatdsahoz induljunk ki az
({Uw+ 2),U(w+ 2)) = (w+2z,w+ 2z),

U(w+1iz),U(w+iz)) = (w+iz,w +iz)

egyenloségekbdl.

35.5. Ha P € Lin(Z) idempotens és 6nadjungalt, azaz P2 = P = P*, akkor
— és csak akkor — P a RanP-re torténd ortogondlis vetités, azaz minden z € Z
esetén Pz és z — Pz ortogondlis egymasra.
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Egyszerii tény, hogy a P és Q onadjungalt projektorok értékkészlete pontosan
akkor ortogondlis egymasra, ha PQ = QP = 0. Ekkor azt mondjuk, hogy P és
Q ortogonalis egymasra.

A||ftés Legyenek Py, ..., P, dénadjungdlt projektorok. Ekkor P := > P;

i=1
pontosan akkor énadjungalt projektor, ha P;P; =0 (i,j = 1,...,n,1 # j)
(azaz a projektorok paronként ortogondlisak egymadsra), és ebben az esetben

n
P a )" RanP; projektora.
i=1

Bi1zoNYITAS Nyilvanvald, hogy ha a projektorok paronként ortogondlisak, akkor
P2 = P = P, és az értékkészletek kozott a mondott Ssszefiiggés 4ll fonn.

Tegyiik most fel, hogy P? = P = P*. Ragadjunk ki egy k indexet, és legyen
z € RanP,. Ekkor

Iz]> > || Pz||* = (P2, Pz) = (2, P"Pz) = (2, Pz) =

Y (= Piz) =) |1Pz]? = | P:)? = |21,
i=1

=1

n
és ebbdl az kovetkezik, hogy mindeniitt egyenléségnek kell dllnia, azaz . || P;z||?
i=1

= || Py z||? is teljesiil, tehat minden i # k esetén P;z = 0. Ez épp azt jelenti, hogy
P; és Py, képtere ortogondlis egymaéasra. B

Megjegyezziik, az allitds érvényes euklideszi terekben (valds skaldris szorzatos
terekben) is; ennek bizonyitdsdt adtuk ki a 31.12.5. feladatban.

35.6. A véges dimenzids komplex skalaris szorzatos vektorterek tipikus képvi-
seléje CN a

N
<€v 7l> = Z g;:nk
k=1

skalaris szorzattal.
Koénnyt ellenérizni, hogy ha

A:(aik\i7k:1,...7]\7),

akkor
A" = (aj,; |i,k=1,...,N),

vagyis a matrix adjungaltja a matrix transzponaltjanak a konjugaltja.
Az (es,...,en) indexezett ortonormélt bazisnak megfelel

K:7Z-CV, z— ({ex,z) | k=1,...,N)
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koordindtazas unitér, azaz (Kw, Kz)cyv = (w, z). Az A € Lin(Z) métrixa ebben
a koordinatazasban
((e;, Aeg) |i,k=1,...,N).

Ilyen koordinatédzasban “minden a helyén van”: a vektorok skalaris szorzata
egyenl6 a koordinataik skalaris szorzataval, egy linearis 1éképezés adjungaltjanak
a matrixa a matrixdnak az adjungaltja stb.

35.7. Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy ha A € Lin(Z), akkor A* A énadjungdlt.

n

2. Bizonyitsuk be, hogy ha A, € Lin(Z) (k=1,...,n)és >, AfA; =0, akkor
k=1

A =---=A,=0.

3. Ha A 6nadjungélt, akkor TrA valos.

4. Jellemezziik azokat a 2 x 2-es komplex matrixokat, amelyek mint C? — C?
linedris leképezések

(i) 6nadjungdltak,

(ii) unitérek.

5. Milyen A : Z — Z linedris leképezés mellett lesz (w, z) — (w, Az) is skaldris
szorzat?

6. FEuklideszi terekben a szimmetrikus illetve az antiszimmetrikus lineéris leké-
pezések lényegesen kiilonbozok. Ezzel ellentétben, ha A € Lin(Z) antionadjungalt,
azaz A* = — A, akkor 1A onadjungalt.

7. Legyen A linearis leképezés egy euklideszi vektortérben. Igazoljuk, hogy
(A*)c = (Ac)*. Specidlisan tehat egy szimmetrikus illetve ortogondlis leképezés
komplexifikéltja énadjungdlt illetve unitér.

8. Legyen N valds skaldris szorzatos tér (euklideszi vektortér), és Z = Nc.
Bizonyitsuk be, hogy ||z*|| = ||z]|, ahol z* a z vektor komplex konjugiltja (lasd
28.2.). Kozelebbrél,

Im +in|? = [m - in|]* = [m> + [n]>  (m,neN).

9. Legyen {v1,...,vn} egy V komplex vektortér bazisa. Definidljunk olyan
skalaris szorzast V-n, amelyre ez a béazis ortonormalt.
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VII. OPERATOROK SPEKTRALIS
TULAJDONSAGAI

Egy vektortérnek énmagdba képezo linearis leképezéseit szoktdk operatorok-
nak is nevenzi. Most az egyszer(ibb és rovidebb irasmod kedvéért mi is ezt az
elnevezést hasznaljuk.

Kozelebbrél: ebben a részben V adott véges dimenzids vektorteret jelol, és
Lin(V) elemeit vizsgéljuk, amelyeket operatoroknak neveziink; az egyszeriiség ked-
véért az

jelolést hasznaljuk.

36. Invarians alterek

36.1. Definicié Azt mondjuk, hogy az M linedris altér az A operdtor
invaridns altere vagy M invaridns A-ra, ha A[]M| C M.

Az M altér tehat akkor invarians A-ra, ha A az M-beli elemeket M-be képezi.
Figyeljiink fol arra, ezzel nem zartuk ki annak a lehet&ségét, hogy A az M-en
kiviili elemeket is képezhet M-be.

Vildgos, hogy RanA az A invaridns altere. Ha A nem sziirjektiv (és egyben
nem injektiv), akkor RanA olyan invaridns altere A-nak, hogy A az ezen kiviili
elemeket is ide képezi.

A trividlis alterek — {0} és V — minden operétorra invaridnsak. Van olyan ope-
rator, amelynek nincs is mas invarians altere; ilyen példdul az aritmetikai sikon a
¢ # km szogu forgatas.

Ha M invaridns A-ra, akkor A lesziikitése M-re M — M linedris leképezés.

36.2. Kiilonosen fontos az az eset, amikor két kiegészité altér invaridns az
operatorra.



35. Komplex skalaris szorzatos terek 199

Definicié Azt mondjuk, hogy (M, N) redukélja A-t, ha M és N kiegészité
alterek, és mind M, mind N invarians A-ra.

Erdemes megjegyezni, hogy el6fordulhat, az M altér invarians A-ra, de M
egyetlen kiegészitGje sem az (lasd a 36.7.1. feladatot).

Nyilvdnvald, hogy ({0}, V) barmely operétort redukélja.

Ha (M, M5) redukélja A-t, és

A1 = A|M1, A2 = A‘MQ,

valamint
L:MlXM2_>V7 (£E17£B2))—>1L'1+$2,

akkor L~'AL = A; x Ay. Emlékezziink, hogy blokk-métrixos frdsmédban (14sd

11.5.),
A 0
A1><A2=(01 A2>

36.3. Emlékeztetiink a vetités (projektor) fogalmara (lasd 9.5.). Egy P ope-
rator projektor, ha P? = P; ekkor V = RanP @ KerP, és P a KerP mentén a
RanP-re val6 vetités.

Allitas (i) Az M altér akkor és csak akkor invaridns az A operdtorra, ha
barmely P projektorra, amelyre RanP = M,

PAP = AP

teljestil.
(ii) Az (M, N) altérpdr akkor és csak akkor redukélja A-t, ha

PA= AP,

ahol P az a projektor, amelyre RanP = M, KerP = N, azaz P az N mentén
az M-re valo vetités.

B1zoNYiTAs (i) Legyen P projektor, M = RanP. Ha M invaridns A-ra, akkor
minden € V esetén Px € M, tehat APx € M, azaz PAPx = APx.

Ha viszont PAP = AP, akkor minden * € M esetén x = Pz, igy PAx =
PAPx = APx = Ax, ami azt jelenti, hogy Ax € M.

(ii) Tegyiik fel, hogy N, az M egy kiegészitd altere is invaridns A-ra, és legyen
P az a projektor, amelyre RanP = M és Ker P = N. Ekkor I — P olyan projektor,
hogy Ran(I — P) = N, tehdt az eléz6 szerint az (M, N) pér akkor és csak akkor
redukélja A-t, ha PAP = AP és (I— P)A(I- P) = A(I— P); ez ut6ébbi viszont
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egyenértékii azzal, hogy PAP = PA. Osszevetve a két egyenléséget megkapjuk
a kivant Osszefiigggést.

36.4. Emlékeztetiink arra, hogy a V-nek barmely M alterével bevezettiik a
V /M faktorteret, amely szintén vektortér, és a IIng :— V /M természetes raképe-
z6s linedris (14sd 6.1.).

Allitds Ha az M altér invaridns az A operdtorra, akkor létezik egyértelmiien
egy A/M : V/M — V /M linedris leképezes 1igy, hogy

A/Molly = I o A

BizoNYITAS Az A/M egyértelmiisége nyilvanvalé abbdl, hogy g rdképezés; azt
kell csak megmutatnunk, hogy A/M jél értelmezett. Ehhez a fenti osszefiiggést
atirjuk méds formédba: (A/M)(x + M) = Az + M minden x € V esetén. Azt
kell tehat belatnunk, hogy ha  + M = y + M, akkor Ax + M = Ay + M. Ez
viszont M invarianciajabol kovetkezik:  + M = y + M pontosan akkor teljesiil,
ha x —y € M, de ekkor A(x —y) € M, azaz Ax + M = Ay + M.

36.5. Allitds Ha M az A operdtor invaridnsa altere, akkor

det A = (det(Alm)) (det(A/M)).

B1zoNYITAS Legyen (v1,...,vy) a V olyan indexezett bazisa, hogy az els§ Ny :=
dimM elem az M bézisa, és legyen R nem nulla N-forma V-n. Ekkor
(det A)R(vy,...,vn) = R(Avy,...,Avy) =
= (det(Alm))R(v1, ..., 0N, AN, 41, ..., AVy),
hiszen rogzitett No := N — Nj utolsé véltozo esetén az elsé N; valtozéban R az

Me-en N;-forma.
Definidljuk most a kovetkez§ Na-formét V /M-en:

R(x1+M,...,xzn, + M) := R(v1,...,UN,, &1, .., TN, ).

A definici6 jé, hiszen ha példdul &, + M = x| + M, akkor x; — x| az M ele-
me, és igy a vy, ..., vy, linedris kombindcidja, ezért R(v1,..., 0N, €1, .., TN,) =
R(vy,...,vN,, ), .., @), ). Tehat

R(vy,...,vN,, AUN,11,..., AUN) = R(AUNIH +M,...,Avy + M) =
=R((A/M)(vy,+1 +M),...,(A/M)(vy + M)) =
=(det(A/M))R(vy, 11 +M, ..., oy + M) =
—(det(A/M))R(vi, ..., vw),
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amivel a bizonyitast befejeztiik.

36.6. Az el6z6 bizonyitds els6 1épését kétszer alkalmazva kapjuk a kdvetkezé
eredményt.

Allitas Redukélja az (M, N) altérpdr az A operatort. Ekkor

det A = (det A|n)(det A|n).

36.7. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy az ((1) 1) : K2 — K? operdtornak van nem trivialis

invarians altere, de nincs nem trividlis altérpéar, amely redukalja.

2. Legyen D a differenciélds operdtora P y-en (a legfeljebb (N — 1)-foku poli-
nomok vektorterén). Ha M < N, akkor P, invaridns D-re. Van-e P j/-nek olyan
kiegészito altere, amely szintén invarians D-re?

3. Legyen A; € Lin(V;), Ay € Lin(Vs). Igazoljuk, hogy (V1 x {0}, {0} x V3)
redukalja A; x As-t.

4. Ha az M és M, altér invaridns A-ra, akkor My 4+ Mj is invaridns.

5. Legyen v € V, p € V*. Van-e invaridns altere v ® p-nek? Redukalja-e ezt
az operatort valamilyen altérpar? (Utmutatés: valaszzuk kiilon a (plv) = 0 és a
(p|lv) # 0 esetet.)

6. Redukdlja az (M, N) altérpér az A operdtort. A 10.4.(ii) 4llitds szerint T :=
Iy : N — V/M izomorfizmus. Mutassuk meg, hogy T(A|n)T ! = A/M.

7. Legyen A a valés V vektortér operatora. Ha M invaridns A-ra, akkor
Mc := M + iM invarians Ac-re.
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37. Sajatalterek

37.1. Definicié A )\ szdm (a K eleme) az A operdtor sajatértéke, ha van
olyan x # 0 vektor, hogy Ax = \x.
Ha )\ az A sajatértéke, akkor az

Ey,:={xeV]|Ax = \z}

linearis altér az A-nak a A-hoz tartozoé sajataltere; nemnulla elemei az A
sajatvektorai.
E) dimenzidjat a A sajatérték geometriai multiplicitasanak nevezziik.
Az A operdtor sajatértékeinek az dsszességét az A spektrumadnak hivjuk
és Sp(A)-val jeldljiik.

Az identitasnak egyetlen sajatértéke van, az 1.

Létezik olyan operator, amelynek nincs sajatértéke: példaul R%-ben a ¢ # kn
(k € Z) szogli forgatdsnak.

Nyilvanvaldak a kovetkezo tények:

(i) Az A operdtor barmely sajdtaltere invaridns A-ra.

(ii) Ha A és 1 az A operédtor kiilonb6zd sajatértékei, akkor Ex N E, = {0}.
Kovetkezésképpen

Exn Y E,={o0},
A#£uESPA

vagyis az operator sajataltereinek rendszere fliggetlen; ez azt is maga utdn vonja,
hogy egy olyan halmaz, amely az A kiilonb6z6 sajatértékii sajatvektoraibodl &ll,
linearisan fliggetlen.

(iii) Ha Az = Az, akkor A%z = )2z, aminek altaldnositasaként megéllapithat-
juk, hogy ha p polinom, akkor p(A)x = p(\)x (lasd 8.3.).

(iv) A pontosan akkor sajatértéke A-nak, ha A — AI nem injektiv, azaz det(A —
AI) =0.

(v) Ha T : V — U izomorfizmus, akkor A és TAT ! sajétértékei azono-
sak, ugyanis TAT ™! — Xidy = T(A — Ndy)T™ !, és det(TAT~! — \idy) =
det(A — Aidv).

37.2. Allits Legyen A operétor. Ekkor a
pa:K—=K, ¢+~ det(A—¢&I)

fliggvény N-ed foki polinom, amelyben a legmagasabb hatvany egyiitthatoja
(—1).
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BiZONYITAS A determindns tulajdonsiga szerint (ldsd a 21.3. allitdst)

(det(A - €1))

>z

— A (A—¢T
’Uk: - kzl( _5 )’Uk?a

ahol vy,...,vy a 'V tetszbleges bazisa. A tenzorszorzas multilinearitdsa miatt a
jobb oldal N + 1 tag Gsszegeként irhaté fel. Az elsé tag

N A det A) A
k=1 v = (de )k:1vk’

a masodik

75[’01/\14’02/\"'/\A'UN+A’01/\’U2/\A’Ug/\"'/\A’UN+
~--+A1J1/\Avg/\---/\AvN,l/\UN] zfclk/_\lvk,

ahol ¢y valamely szam, ugyanis tudjuk, hogy az N-formak tere egy dimenzids,
N
tehdt a szogletes zardjelen belili mennyiség a k/\l vy szdmszorosa. A harmadik

tag

N
52[’01 Avg/\Avg/\"'AAUN+(...)] ZSQCQkél’l}k,

N
ahol a szogletes zdrdjelen beliil (...) helyén az Gsszes olyan k/f\l i lehetOség sze-
repel, hogy valamely i és j (i # j) esetén x; = v;, ¢; = v; és &, = Avy, ha k # 4,

N
k # j. A negyedik tag £3c3 kélvk alaku, és igy tovabb, az N + 1l-edik, az utolsé6

N
tag pedig (—¢&)N k/ll vy, amivel be is bizonyitottuk, amit akartunk. m
Az imént bevezetett pa-t az A karakterisztikus polinomjanak nevezziik.
37.3. Nyilvanvald, hogy X akkor és csak akkor sajdtértéke A-nak, ha pa(A) =0,
azaz A gyoke az A karakterisztikus polinomjénak.

Ebbdl rogton megéllapithatjuk, hogy nem nulla dimenziés komplex vektortéren
minden operatornak van sajatértéke.

Definicié Ha X sajdtértéke A-nak, akkor A-nak mint a p4 gyokének a mul-
tiplicitasat A algebrai multiplicitasanak nevezziik.

A sajatértékek geometriai és algebrai multiplicitdsa nem sziikségképpen egyenlo.
Példaul C?-n a ((1) 1) karakterisztikus polinomja & — det (1 65 1 ig) =
(1—¢€)2, amelynek az 1 kétszeres gyoke, azaz a A := 1 sajatérték algebrai multipli-
citdsa 2, geometriai multiplicitdsa azonban csak 1, mert sajitaltere a C x {0} egy
dimenzids altér.
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1. Allitds Egy A operdtor \ sajatértékének algebrai multiplicitdsa nagyobb
vagy egyenlé, mint a geometriai multiplicitasa.

B1zoNYiTAS Az E) sajataltér invaridns altere A-nak, és persze A — {I-nek is, igy
a 36.5. allitas szerint

det(A — €I) = (det((A — £I)[g, ) (det((A — (I)/E,)) =
= (A= U™mEr (det((A — €I)/Ey)),

hiszen (A — &I)|g, = (A — ¢)idg, .
Ez azt jelenti, hogy \ az A karakterisztikus polinomjanak legaldbb dimE-szo-
ros gyoke.

2. Allitds Ha létezik N altér tigy, hogy (Ex,N) redukalja A-t, akkor a \
sajatérték algebrai és geometriai multiplicitdsa egyenlo.

B1zoNY{TAS Ekkor det(A — £I) = (A — &)4™Ex(det((A — £I)|n)), és a mésodik
tényezének A nem gyodke, hiszen (A — AI)|n injektiv, tehdt a determindnsa nem
nulla.

37.4. A||ftés Legyen A a valés V vektortér operatora. Ekkor

(i) SpA = RN SpAg, és Ac-nek A € R sajatértékii sajataltere megegyezik
az A-nak a \ sajatértékii sajatalterének komplexifikaltjaval,

(ii) ha A € SpAc \ R, akkor \* € SpAc, és Ac-nek a A*-hoz tartozé
sajataltere a A-hoz tartozo sajataltér komplex konjugaltja.

BizoNyiTAs Ha £ valds szdm, akkor (A — &I)¢c = Ac — €idvy,., és {gy 28.5. alap-
jan det(Ac — &idvy,.) = det(A — £I), ezért Ac karakterisztikus polinomja valds,
azaz valds szdmon az értéke valds (vagy mésképp: az egyiitthatdi valgsak). Ebbol
egyrészt az kovetkezik, hogy Ac-nek a valds A akkor és csak akkor sajatértéke, ha
sajatértéke A-nak, mésrészt az, hogy ha a nem valés \ a sajatértéke, akkor \* is.

Ha )\ € R az A sajatértéke, és Ey jeloli az A sajatalterét, akkor Ey+iEy nyilvan
része az Ac A-sajatalterének; viszont, ha A(x + iy) = Ac(x + iy) = Az + iAy,
akkor A\ = Ax és \y = Ay, tehat Ac-nek a A-sajataltere része az E) + iE),
altérnek.

Ha X\ ¢ R az Ac sajétértéke és Acz = Az, akkor a 28.7.1. feladat értelmében
Acz* = (Acz)* = A" z*; a A és a \* szerepét felcserélve megkapjuk a sajdtalte-
rekre bizonyitandé Osszefliggést. m

Legyen A = a + 8 az Ac sajatértéke az x + iy sajatvektorral. Ekkor kénnyen
kapjuk, hogy

Az = ax — Sy, Ay = Pz + ay,
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amibdl az kovetkezik, hogy az x és y generdlta altér V-ben invaridns A-ra.

Mivel komplex vektortéren értelmezett operatornak van sajatértéke, lathatjuk,
hogy valds vektortéren értelmezett operatornak ha nincs is sajatértéke, van két
dimenzids invaridns altere.

37.5. Feladatok
1. Hatdrozzuk meg a kovetkezd komplex matrixok sajatértékeit és sajataltereit:

(o) (7)) (i)

111 1 1
11 1), o1 i
111 00 1

2. Legyen m € Permy és A : CV — CV, (&1,...,&n) = (&x(1)s-- - &ney)- Mik
az A sajatértékei és sajatalterei?

3. Mik a legeljebb (N — 1)-ed foku polinomokon értelmezett

(i) D, (1) DMidJK’ Mi%i]KDz
operatorok sajatértékei, sajatalterei?

4. Mutassuk meg, hogy minden vetités (projektor) sajatértéke csak a nulla vagy
az egy lehet.

5. Vizsgéljuk meg az el6z6 feladatokban a sajatértékek geometriai és algebrai
multiplicitasat.

6. Egy operator pontosan akkor injektiv, ha a nulla nem sajitértéke.

7. Bizonyitsuk be, hogy ha A; € Lin(Vy) és Ay € Lin(Vy), akkor

(1) Sp(A1 X A2) = (SpAl) U (SpAg),

(ii) Sp(A; ® As) = (SpAy)(SpAs)
(a legutolsé szimbdélum komplexus-szorzést jelent).

8. Mutassuk meg, hogy SpA* = SpA.

9. Igazoljuk, hogy bérmely N-ed fokd polinom (N € N) valamely operatornak
a karakterisztikus polinomja. (Utmutatés: tekintsiik azt az N x N-es matrixot,
amelynek az utolsd soraban tetszoleges szamok allnak, és a féatlo folott 1-esek,
mindenhol méshol nulldk.)

10. Legyen a1, g, a3 € R. Adjuk meg

0 —Q3 (%)
(0% 0 —Q
-y o 0

sajatértékeit és sajataltereit mint valés matrixnak is és mint komplex matrixnak
is.
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38. Nilpotens operatorok

38.1. Definicié Egy operdtort nilpotensnek neveziink, ha valamely po-
zitiv hatvanya nulla. Az A # 0 nilpotens operator nilpotencia-indexe
az az n pozitiv egész szam, amelyre A" = 0, A"~! £ 0; a nulla-operator
nilpotencia-indexe nulla.

Példaul a legfeljebb (N — 1)-ed foku polinomok vektorterén a differencidlds N
index nilpotens operator.

A nilpotens operdtorok nyilvdn nem lehetnek injektivek (tehat sziirjektivek
sem). Szemléletesen ligy fogalmazhatunk, hogy a nem injektiv operdtorok kozott
a nilpotensek hasonlitanak a legjobban a nullara.

38.2. Allitas Tetszéleges A operdtorhoz van olyan egyértelmiien meghats-
rozott (M, N) altér-pdr, amely redukdlja A-t ugy, hogy A|m Injektiv és A|n
nilpotens.

BizoNYiTAS Vildgos, hogy Ker(A*) C Ker(A**!) minden k € N esetén; V di-
menziéjanak a végessége miatt van egy olyan legkisebb n, hogy

Ker(A") = Ker(A™ 1),

tovabba ‘
Ker(A™) = Ker(A™*") (i=1,2,...). (%)

Ez utébbit gy lathatjuk be, hogy ha 0 = A" 2z = A" Ax, akkor az eléz6
egyenl6ség miatt 0 = A"Ax = A"z, azaz € Ker(A"T?2) = Ker(A"T1) =
Ker(A™), és igy tovdbb minden n + ¢ (i € N) esetén.

Megmutatjuk, hogy N := Ker(A") és M := Ran(A™) rendelkezik a kivant
tulajdonsagokkal.

Nyilvanvald, hogy mind N, mind M invarians A-ra.

Az is nyilvdnvald, hogy A|n nilpotens és az indexe n.

Ha x € M, azaz valamely y vektorral £ = A"y, és Az = 0, akkor A"ty = 0,
tehdt (%) miatt 0 = A"y = x, vagyis A|n injektiv.

Legyen x € MNN. Ekkor egyrészt van olyan y vektor, hogy * = A™y, masrészt
0 = A"z = A®y, azaz ismét a (x) miatt 0 = A"y = x; tehat M NN = {0}. Mi-
vel 9.4. szerint dimM 4 dimN = dimV, megallapithatjuk, hogy M és N kiegészit6
alterek.

Tegyiik most o], hogy a (H, K) altér-par redukdlja A-t, A|yg injektiv és A|k nil-
potens. Legyen nk ez utébbi operdtor nilpotencia-indexe. Ekkor K C Ker(A"x)
C Ker(A™) = N. Minthogy A|g : H — H injektiv és ezért sziirjektiv is, minden
k-ra H C Ran(A¥), specidlisan igaz ez k = n esetén is, tehat H C Ran(A") = M.
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Dimenziés okok miatt a H € M és K C N tartalmazas csak ugy lehet, hogy
K=NéH=M.m
Természetesen, ha A injektiv, akkor N = {0}, és ha A nilpotens, akkor M =

{0}.

38.3. Allitds Ha A n indexti nilpotens operator és x olyan vektor, hogy
A" lx £ 0, akkor az x, Ax, ..., A" 'z vektorok linedrisan fiiggetlenek, és
az altaluk generalt M linedris altér invarians A-ra. Tovabba létezik olyan N
linedris altér, hogy az (M, N) pdr redukalja A-t.

n—1

BizonyiTAs Tegyiik fel, hogy > apA¥zx = 0. Alkalmazzuk az egyenléségre az
k=0

A" operatort. A jobb oldal nulla, a bal oldalon az 6sszeghdl a nulla indexti tagot

kivéve mind nulla lesz, hiszen A-nak n-edik és annal nagyobb hatvéanyai szerepel-

n—1
nek; tehit ag A" 'z = 0, amibdl ag = 0. Ezutén a 5. apAFx = 0 egyenlSségre
k=1
az A"~ 2 operétort alkalmazva az eléz6hoz hasonléan kapjuk, hogy a; = 0. Foly-
tatva ezt az eljarast latjuk, hogy sziikségképpen ap = a; = - -+ = a,—1 = 0, tehat

a szoban forgd vektorok linedrisan fliggetlenek.
Nyilvanvald, hogy az altaluk generalt M linearis altér invaridns A-ra.
Egészitsiik ki az iménti linedrisan fiiggetlen halmazt bézissd V-ben. Legyen p
a V*-nak az az eleme, amelyre (p|A" 'x) = 1, és minden mas baziselemhez a
nullat rendeli; vezessiik be ezzel a

n—1

P = Z AF(x @ p)Anik
k=0

n—1
operatort. Mivel minden y € V esetén Py = Y. AFx(p|A"~'1"Fy), egyszerii
k=0

tény, hogy RanP = M és PAixz = Alz (i =0,1,...,n — 1), tehat P|y = idn;
kovetkezésképpen P az N := KerP mentén az M-re valé vetités (ldsd a 9.7.9.
feladatot).

Megmutatjuk, hogy A felcserélheté P-vel.

n—1 n

AP =) A (zep A"k = Alzep) A" =
k=0 =1
n—1

= Z Al(x @ p)A"

i=1

az els6 egyenlOségnél az i := k+1 jelolésre tértiink at, a masodikndl azt hasznaltuk
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ki, hogy A™ = 0. Még egyszeriibben kapjuk azt, hogy

n—1 n—1
PA=) Allzop)A" ' =) A(zopA
1=0 =1
tehat
AP = PA.

A 36.3. 4llitas értelmében tehat az (M, N) altér-par redukdlja A-t, és ezzel
befejeztiik a bizonyitast.

38.4. Allitds Ha A n indexii nilpotens operator egy nem nulla dimenziés

vektortéren, akkor vannak olyan s ésm = ny > ng > -+ > ng pozitiv egész
szamok és x1, . ..,xs vektorok, hogy
ni—1
:131,A$1,...,A L Iy,
no—1
ZEQ,A.’BQ,...,A 2 o,
ng—1
T, Ax,, ..., A T (%)

bazist alkotnak V-ben, és

A"y =AMy == A"z, = 0.

BizONYIiTAS Van olyan x; € V, hogy A"~ !x; # 0, és persze A™x; = 0. Az
el6z6 pont szerint xq, Axy,..., A™ 'z, linedrisan fiiggetlenek, az altaluk kife-
szitett altérnek van A-ra invaridns Vo kiegészitéje. Ha Vo = {0}, akkor kész
vagyunk. Ellenkez& esetben a Va-re lesziikitve A szintén nilpotens, a nilpotencia-
indexe ny < m;. Van olyan o € Vs, hogy A" lxy # 0, és persze A™xy = 0.
Megismételve az elébbieket, a Va-beli €3, Axo, ..., A" lxy linedrisan fiiggetlen
vektorok altal kifeszitett altérnek van a Va-ben olyan V3 kiegészité altere, amely
invardns A-ra. Ha V3 = {0}, akkor kész vagyunk. Ha nem, igy folytatva, véges
lépésben kimeritjiik a lehet&ségeket. m

Erdemes megjegyezni, hogy ha van olyan 1 < k; < s, hogy ng, = 1, akkor
ng = 1 minden k1 < k < s esetén, és ekkor az xj, vektorhoz tartozé (x) sorozat
egy elemii.

A métrixa az allitdsban leirt bazisban igen egyszerii: s blokkbol 4ll6 blokk-di-
agondlis matrix, a k-adik blokk ng X ng-s matrix, amely az 1 x 1-es nulla métrix,
ha ng = 1, és ng > 1 esetén olyan métrix, amelyben a f6atlé alatt 1-esek allnak,
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maéshol nullak:

0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 10

38.5. Allitds Ha A nilpotens operétor, akkor SpA = {0}. A nulla sajétér-
ték

— geometria multiplicitdsa dim(Ker(A)) =: s,

— algebrai multiplicitasa dimV = N,

— ha n az A nilpotencia-indexe, akkor n < N — s+ 1.

B1zoNYITAS Nilpotens operdtor nem injektiv, tehat a nulla sajatértéke. Ha \ az
A sajétértéke, akkor \" az A™ = 0 sajatértéke, azaz \™ = 0, és igy A = 0. Tehat
a nilpotens operator spektruma a nulla.

Definicié szerint a nulla sajatérték geometriai multiplicitdsa az A magjéanak a
dimenziéja. Mivel csak egy sajatérték van, ez az A karakterisztikus polinomjanak
N-szeres gyoke, tehat az algebrai multiplicitas valéban a V dimenzidja.

Az el6z6 &llitasbdl — az ottani jeldléssel — nyilvanvald: az A"~ lay, A" 1,
..., A"~ lx_ linedrisan fiiggetlen vektorok feszitik ki az A magjat (tehdt s az el6z6
allitasban is épp a KerA dimenziéja). Mivel az ¢1, Az, ..., A" "1z, 2o,..., x4
vektorok linearisan fiiggetlenek, latjuk, hogy n; — 1 + s < N, amit bizonyitani
akartunk, hiszen n; = n.

38.6. Feladatok

1. Igazoljuk a 38.4. Aallitas alapjan, hogy nilpotens operator nyoma nulla.

2. Barmely A és B operator esetén AB — BA — I nem nilpotens.

3. Adjuk meg az

==
o= o

0
0
1

métrixnak (mint K3 operdtordnak) a 38.2. szerinti redukaldsét.
4. Legyen az A operator injektiv egy L linedris altéren. Mutassuk meg, hogy
ekkor L C M, ahol M a 38.2-ben szereplo altér.

39. A Jordan-féle alak

39.1. Eddigi eredményeink csicsaként altaldnos jellemzést adhatunk komplex
vektortéren értelmezett operatorrél. Valds vektortér operatoraira ezt a jellemzést
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a komplexifikdlton keresztiil hasznosithatjuk.

Allitds Legyen A a komplex V vektortér operdtora. Legyenek \q,...,\, az
A (kiilénb6z6) sajatértékei azmy, . .., m, algebrai multiplicitdssal és s1, ..., sp
geometriai multiplicitdssal, és legyenek E,, ..., Ey  a megfelel§ sajatalterek.
Ekkor egyértelmiien Iétezik egy N1,..., N, kiegészit6 altér-rendszer, azaz

V= éNi,
=1

igy, hogy minden i = 1,...,n esetén

(j) dimNi = m;,

(ii) N; invaridns A-ra,

(iii) Ey, C N;,

(iv) (A — N\I)|N, nilpontens az (m; — s; + 1)-nél nem nagyobb nilpoten-
cia-indexszel.

B1zoNYiTAS Rogzitsiik tetszdlegesen az ¢ = 1,...,n indexet. Alkalmazzuk a 38.2.
allitdst az A— ;I operatorra: igy kapjuk az N; és M; egyértelmiien meghatdrozott
kiegészit6 altereket, amelyen a széban forgd operator nilpotens, illetve injektiv.

(A — A\ I)|m, injektiv, tehdt A-nak M;-n a \; nem sajétértéke.

(A—\I)|N, nilpotens, ezért A-nak N;-n csak \; a sajétértéke. Tegyiik ugyanis
fol, hogy valamely 0 # x € M; és A € C esetén Ax = Ax; ekkor (A — \;I)x =
(A= X))z, vagyis A — \; egy nilpontens operdtor sajatértéke, ami csak gy lehet,
hogy A — \; = 0.

Ha tehét Ey, jeloli a \;-hez tartozo sajétalteret, akkor Ey, NM; = {0}, ami az
5.5.5 feladat alapjan azt jelenti, hogy Ey, C IN;, tehdt a \; geometriai multiplicitd-
sa megegyezik az (A — A\, I)|n, nulla sajatértékének a geometriai multiplicitdséval.
Ezért (A — \;I)|n, nilpotencia-indexe kisebb-egyenlé mint dimN; — s; + 1.

Az (M;, N;) altér-pér redukélja (A —\;I)-t, ezért redukélja (A —&I)-t is minden
& € C esetén, tehat 36.6. alapjan

pa(§) = det(A —&I) = (det(A — §I)|Ni) (det(A — §I)|Mi).

Mivel (A — A\;I)|m, injektiv, a determindnsa nem nulla. Viszont (A — \I)|n;
nilpotens, tehat a determindnsa nulla, de a fentiek szerint det(A — £I)|n, # 0 ha
§# N

Mindezek egylitt azt jelentik, hogy a pa karakterisztikus polinomnak és a
det(A — &I)|n; polinomnak A; ugyanannyi multiplicitdsu gyoke, és ez utébbinak a
multiplicitdsa az (A — £I)|n, nilpotens operdtor nulla sajatértékének az algebrai
multiplicitasa, ami éppen az N; altér dimenzidja; végiilis tehat m; = dimIN;.

Amit mondtunk, minden i-re igaz. Vegylink egy j indexet; nyilvanvald, hogy
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minden 7 # j esetén N; C M;, ami maga utan vonja, hogy

n
N; N Y N; = {o},
jAi=1
n n
és ez a dimV = > m; = Y dimN; miatt azt jelenti, hogy Ny, ..., N,, kiegészit
i=1 i=1
altérrendszer. m

39.2. A fenti eredményiinket méds, szemléletesebb formaba is irhatjuk. Legyen
n

P; az Nj-re val6 vetités az M; = . Ny mentén, és legyen J; := (A — \I)|n;,-
itk=1

Ekkor 9.6. szerint Y P; =1, és {gy
i=1

n

A= AiPi = iAPi => NI+ (A= ADP; =
1=1 1=1

=1

Zn:(/\il + Ji)P;. (%)

Vagyis dtfogalmazva az el6bbi éllitdst: ha A a komplex V vektortér operdtora,
amelynek A\q, ..., A\, a (kiilonbo6z8) sajatértékei rendre az my, . . ., m,, algebrai mul-
tiplicitdssal és az sy, .. ., s, geometriai multiplicitdssal, és Ey,, ..., Ey, a megfelel6

sajatalterek, akkor egyértelmiien 1éteznek
n

— Py, ..., P, projektorok (vetitések) ugy, hogy P;P; =0,hai# jés ) P, =1,

i=1
— J; : RanP; — RanP; nilpotens operatorok az (m; — s; + 1)-nél nem nagyobb
nilpotencia-indexszel (i = 1,...,n),
ugy, hogy a (x) egyenl8ség igaz, tovabb minden ¢ = 1,...,n esetén

(1) dim(RanPi) = m;,

(ii) E), C RanP;,

(iii) P,A = AP;.

39.3. Hasznéljuk az el6z0 jeloléseket. Az IN; altér tartalmazza az Ey,; sajatalte-
ret. Ha egyenlok, akkor van IN;-ben sajatvektorokbdl 4116 bazis. Ha nem egyenlok,
akkor a 38.4. szerint valaszthaté N;-ben olyan bazis, amelynek s; tagja sajat-
vektor, a tobbiek pedig a A;-hez tartozd "hattérvektorok”, amelyeket az jellemez,
hogy v, (A — A\D)v, ..., (A — \I)*~1v alakdak valamilyen k-ra tigy, hogy egyik
sem sajatvektor, de (A — \;I)¥v mar igen.

Ha minden N;-ben ilyen béazist valasztunk, akkor ezek a béazisok egyiittesen
a V bazisat alkotjak, amelyben A maétrixa igen egyszeri. Minden olyan tag a
méatrixban, amely nem a fédtléban van és nem is alatta, nulla. A féatléban A
sajatértékei allnak, mindegyik annyiszor, amennyi az algebrai multiplicitdsa. A
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f6atlé alatt pedig 1 vagy 0 éll. Ezt hivjuk Jordan-féle alaknak. A Jordan-féle
alak tehat blokk-diagonalis matrix:

BOM) 0 ... 0
0 B(a) .. 0 "
0 0 ... BO)

ahol 0 megfelel§ méretli nulla-blokkokat jelol, B(\;) pedig az i-edik sajatérték-
nek megfelelé blokk, és példdul egy 5 algebrai és 2 geometriai multiplicitasd A
sajatértéknek megfelel blokk

B(\) = (1)

O OO O >
OO = O
SR >»Oo o
= > O O O
> O O O O

39.4. Hangstlyozzuk, a Jordan-féle alak illetve a 39.2. (x) alaku eld4llitas
komplex vektortéren értelmezett operatorokra igaz. Természetesen nincs kizarva,
hogy valés vektortér egyes specidlis operatoraira is hasonlé mondhaté.

Kozelebbrél, egy valds vektortéren értelmezett A operdtor esetén lehetséges,
hogy az operator eléall 39.2. (x) alakban, és lehetséges, hogy nem; ekkor a komp-
lexifikaltja olyan alaki.

Definicié Egy operatort diagonalizdlhaténak neveziink, ha van olyan mat-
rixa (valamely koordindtédzdsban), amely diagonalis.

Egy diagondlis métrix nemnulla tagjai a matrix (mint linedris leképezés) saja-
tértékei. A diagondlis matrix sajatvektorai a standard bazisvektorok. Ezek alapjan
nyilvanvalé a kévetkezo.

Allitds Egy operdtorra a kévetkezé kijelentések egyenértékiiek:
(i) van a sajdtvektoraibdl 4116 bdzis,
(ii) a sajdtalterei kifeszitik az egész teret.
(iii) diagonalizélhatd.
Ezekbdl kovetkezik, és komplex vektortér esetén egyenértékii is veliik:
(iv) minden sajdtértékének algebrai és geometriai multiplicitdsa megegye-
zik.

Legyen A egy valdés vektortér olyan operatora, amely nem diagonalizalhaté, de
Ac diagonalizdlhaté. Ilyen példdul R%n a ¢ €] — 7, 7| szogii forgatas.

Ha A az Ac-nek nem valds sajatértéke és z egy hozzd tartozo sajatvektor, akkor
A* is sajatérték z* sajatvektorral.
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A 37.4-ben mondottak szerint a z = x + iy eléallitassal az x és y generdlta két
dimenziés altér V-ben invaridans A-ra, és

Ax = ax — Py, Ay = fx + ay,

ahol a és B # 0 a A\-nak a valds illetve a képzetes része.

Legyen A az Ac-nek m multiplicitdsi sajatértéke (az algebrai és geometriai
multiplicitds megegyezik, hiszen A¢ diagonalizdlhatd), és (zx = xx + iyg | k =
1,...,m) a hozzd tartoz6 sajatalterének egy indexezett bazisa. Ekkor a lineari-
san fliggetlen (x1,y1,...,Tm,Ym) vektorok az eredeti valés V vektortérben egy
M alteret feszitenek ki, amely invaridns A-ra. A|p métrixa ebben a bdzisban
blokk-diagonalis, amelyben m darab azonos

o —fB
(5 ) %
diagonalis blokk szerepel.

Ennek megfeleléen V egy alkalmasan vélasztott bazisiban — amelyben az A-
nak a sajatvektorai és az imént megkonstrualt tipusi vektorok szerepelnek — az
A miétrixa olyan blokk-diagondlis, amelyben egy blokk az a diagonalis matrix,
amelynek f6atléjdban az A sajatértékei dllnak (mindegyik annyiszor, amennyi a
multiplicitdsa), majd () tipusd blokkok kovetkeznek.

39.5. Vegytink egy diagonalizalhaté A operatort. Ekkor

A= En: AP, ()
i=1

n
ahol \; az operator sajatértékei, P; az Ey,-re a > E,, mentén valé vetités,
i#k=1

P,P; = 6;;P; és >, P, = 1. Ebbél azonnal adédik, hogy minden r € N esetén

=1
n

A" = > AP, s6t, ha p tetszéleges polinom (valés vagy komplex, aszerint, hogy
i=1
a vektortér valés vagy komplex), akkor

Ennek megfeleléen, ha f : K — K olyan fliggvény, hogy SpA C Domf, akkor
értelmezziik az

f(A) = Zf(A»PZ»
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operatort.

Példdul, ha a valds vektortér A diagonalizdlhaté operatoranak minden sajé-
tértéke nemnegativ, akkor értelmes a v/A operator. Komplex vektortér barmely
diagonalizalhato operatordnak értelmes a négyzetgyoke.

Specidlisan egy diagonalis matrix fiiggvényére az

[e5] 0 0 f(Oél) 0 0

0 Qg ... 0 0 f(OtQ) 0
e : = : : . :

0 0 ... ay 0 0 ... flay)

formulat kapjuk.

39.6. Vegylnk egy 39.2. (x) alakd operatort (komplex vektortéren minden
operator ilyen alaki). Mivel J; értékkészlete benne van P; értékkészletében és
P;P; =0, ha i # j, lathatd, hogy P;J; = 6;;J;. Ebbdl konnyen kapjuk, hogy

AP = (X4 2)\; + J)P;,
i=1

és alltalaban minden r € N esetén
n s r
A" = NFJE) P

A maésodik 6sszegzés, noha formailag 0-t6l r-ig fut, mar r el6tt is véget érhet,
hiszen ha r nagyobb vagy egyenld, mint az J; nilpotencia-indexe, akkor az r-nél
nagyobb indexil tagok mind nulldk. Elfogadva azt a megéllapodast, hogy

<;) =0 ha k> r,

és r;-vel jelolve az J; nilpotencia-indexét azt irhatjuk, hogy

A=y (z:l <]:> A;—ka> P,

i=1 \k=0
M
A p= 73" ¢-idg polinom k-adik derivaltjdra (k =0,1,2,...)
r=0

M
PP =k (;) idr

r=0
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all fenn, tehat a fentiek alapjan

Ennek megfelelen, ha f : K — K olyan fliggvény, amely max{r;—1,...,r,—1}-
szer differencidlhat6 és SpA C Domf, akkor értelmezziik az

n ri—1
fay=>_ ( ,i,f<k>(xi>Jf> P,
i=1 \k=0

operatort.
Speciélisan a 39.3. (x) Jordan-alaki métrixra

B(A1) O 0 f(B(A1)) 0 0
B R Y R O 0
0 0 ... B(\w) 0 0 ... J(BOW)

f) 0 0 0 0
0 f) 0 0 0
f[BN)=1 0 ffN  fW 0 0
0 Hf'N) ) f) 0
0 ") ') F'O) FO
39.7. Feladatok
1. Hatarozzuk meg az
1 0 1
0 0 0
0 0 -1

matrixnak mint C? operatoranak a Jordan-féle alakjat.
2. Melyek diagonalizalhaték az alabbi valés méatrixok koziil:

00 1 1 00 010
toof, o 11], [1o0 1]
010 0 -1 1 01 0
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Melyek diagonalizalhatdk, mint komplex métrixok?

3. Milyen aq,...,an komplex szdmok esetén diagonalizalhaté az az N x N-
es matrix, amelynek a mellékatléjaban ezek a szamok allnak, mindenhol méshol
nullak?

4. Legyen o, s, a3 € R3. Adjuk meg a

0 —Q3 (65
Qs 0 — Q7
—Q a1 0

valés matrix komplexifikaltjanak a Jordan-féle alakjat.

5. Adjuk meg a legfeljebb (N — 1)-ed foki komplex polinomok vektorterén a
37.5.3. feladatban szerepld linedris leképezések Jordan-féle alakjat.

6. Igazoljuk, hogy ha A egy komplex vektortér olyan operdtora, amelynek va-
lahanyadik hatvanya diagonalizalhaté, akkor A maga is diagonalizalhat6. Adjunk

példat arra, hogy valds vektortér esetén ez nem feltétleniil igaz.
k

, x A
7. Ertelmezziik az A operdtor exponencidldsat igy: exp(A) := R Mutas-
k=0 K

suk meg, hogy ez és a 39.6-beli értelmezés megegyezik a 39.2. (x) alakd operdto-
rokra.

8. Bizonyitsuk be, hogy ha 39.6. szerint értelmes f(A) és g(A), akkor értel-
mes (fg)(A) és egyenld f(A)g(A)-val. Mutassuk meg ennek alapjan, hogy ha A

1
injektiv (tehdt egyben bijektiv is), akkor A~! = d—(A)
1dg

9. Vegyiik a diagonalizdlhaté operdtor 39.5. (x) alakjat. Igazoljuk, hogy min-
den i = 1,...,n esetén van olyan p; polinom, hogy p;(A) = P;. (Utmutatés:
tekinsik a ][] —~— polinomokat.)

idj=1 N — A

10. Ha A diagonalizalhaté, és a B operator felcserélhet6 A-val, akkor B felcse-
rélheté az A minden fiiggvényével. Ennek és az el6z0 feladatnak az alapjan lassuk
be, hogy B akkor és csak akkor cserélhet§ fel a 39.5. () alakd operdtorral, ha B
feleserélhetd minden Pj-vel.

40. Operatorok spektruma skalarszorzatos téren

40.1. Most feltessziik, hogy a V véges dimenzids vektortéren adott egy (, )
skalaris szorzat, vagyis egy olyan V x V — K leképezés, amelyre minden x,y € V
esetén

(i) (=, ) linedris,

(i) (z,y) = (y,@)",

(iil) (x,x) > 0, és egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha = 0.
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Ha K = R, akkor (V,R,(, )) euklideszi tér. Kovetkezd eredményeink szinte
nyilvdnaléan igazak bdrmely (E,D,b) euklideszi vektortérre, hiszen ebbdl egyér-
telmtiien szarmaztathaté egy fenti formaju, és viszont.

Ha K = C, akkor a 35. fejezetben targyalt komplex skaldris szorzatos térrel van
dolgunk.

Az x € V norméjét igy értelmezziik: ||| := (z, x).

40.2. Az A € Lin(V) operdtor adjungaltjit az

(x, Ay) = (A"z,y)  (z,yeV)

egyenlGség értelmezi.
Az S operéatort a valés esetben szimmetrikusnak, a komplex esetben 6nad-
jungaltnak szokdas hivni, ha
S*=S8.

Osszefoglalé elnevezésiil most az énadjungalt jelz6t hasznéljuk.
Az U operatort a valés esetben ortogonalisnak, a komplex esetben unitérnek
szokds hivni, ha
Ur=u"%

Osszefoglalé elnevezésiil most az unitér jelzét hasznaljuk. Emlékeztetiink, hogy
egy operator pontosan akkor unitér, ha skalarszorzattarté, ami azzal egyenértékii,
hogy izometrikus (32.11. és 35.4.). Bevezetiink még egy fontos operdtor-tipust:
az IN operator normalis, ha

NN*=N*N.

Nyilvan mind az 6nadjungélt, mind az unitér operdtorok normalisak.
A normalis operatorok fontos tulajdonsdga, hogy minden & € V esetén

INz|?> = (Nxz, Nz) = (N*Nz,z) = (NN*z,x) = (N*x, N*z) =
= [N*z|*.

40.3. Allitds Ha az M altér invarians az A operatorra, akkor M+ invaridns
A*-ra.

BizoNYiTAS Minden & € M és y € M*' esetén Ax ortogonalis y-ra, azaz 0 =
(y, Ax) = (A*y, x), igy A*y ortogonélis x-re. B

Ha tehat az M altér invaridns az S onadjungélt operatorra, akkor M* is az,
igy (M, M) redukélja S-et.

Ugyanez igaz unitér operdtorra is: ha M invaridns U-ra, akkor Uy : M —
M bijekcié, vagyis M invaridns U '-re is; kovetkezésképpen ML invaridns az
(UY)* = U** = U operétorra.
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Normalis operatorrra is elmondhaté ez, de meglehetésen koriilményesen bizo-
nyithato; ennél kevesebb is elég lesz a tovabbiakban.

40.4. 1. A||ftés Ha E) az N normalis operator \ sajatértékii sajataltere,
akkor (Ey, Ey) redukélja N-et.

BizoNYiTAS E, invaridns IN-re; elég megmutatnunk, hogy invaridns N*-ra is,
hiszen ekkor Ei invarians az N** = NN operdatorra. [me: ha z € E,, akkor
N(N*z) = N*Nx = AN*x, azaz N*x is Ey-ban van. m

A 37.3.2. 4llitdsabdl és az eléz6 eredménybdl azonnal adddik:

2. Allitds Normadlis operator minden sajatértékének az algebrai és geometri-
al multiplicitdsa egyenls; kovetkezésképpen komplex vektortéren értelmezett
normalis operator diagonalizalhato.

40.5. A”I’tés Legyen N normalis operator. Ekkor

(i) Nx = \x egyenértékii azzal, hogy N*x = \*x,
(ii) N kiilonbézé sajatértékii sajatalterei ortogondlisak egymédsra.

BizoNYiTAs (i) N — Al is normélis, ezért a 40.2. végén mondottak szerint ||(IN —
|2 = (N = A2 = [(N* - X T)a|?.

(ii) Ha A és p az N kiilonbozé sajatértékei, x illetve y hozzdjuk tartozé sajat-
vektorok, akkor

ez, y) = (x, Ny) = (N'z,y) = (\'z,y) = M=, 9),

és ez csak tgy allhat fonn, ha (x,y) = 0.

40.6. Allitas
(i) Onadjungélt operdtor sajatértékei valésak.
(ii) Unitér operator sajatértékei egységnyi abszolutértékiiek.

BizoNYiTAs (i) Ha S onadjungélt, és Sz = Az, « # 0, akkor Az, z) = (x, \z) =
(x,Sx), és (&, Sx) valss, hiszen ha a vektortér valds, akkor eleve az, egyébként
pedig (x, Sz)* = (Sz,xz) = (x, Sx).

(ii) Ha U unitér, és Uz = Az, x # 0, akkor ||z|| = |[U=z|| = |A|||z]||.

40.7. Feladatok

1. Adjunk példat olyan operdtorra, amelynek vannak kiilénboz6 sajatértékhez
tartozo nem ortogonalis sajatvektorai.

2. Bizonyitsuk be, hogy egy komplex skalaris szorzatos vektortér operdtora
pontosan akkor normalis, ha a valds és a képzetes része (lasd 35.4.) felcserélhetk
egymaéssal.
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3. Adjunk példat olyan normalis operatorra, amely nem Onadjungalt és nem
unitér.

4. Barmilyen A operator és egységnyi abszolutértékii «, 8 komplex szamok
esetén oA + SA* normélis.

5. Igazoljuk, hogy ha minden @ vektorra ||Ax| = ||A*x||, akkor A normalis.

6. A determindns és az adjungdlt 35.3-ban adott dsszefiiggése alapjan mutassuk
meg, hogy bdrmely A operdtorra Sp(A*) = (SpA)*, azaz A* sajatértékei az A
sajatértékeinek a konjugdltja.

7. Mutassuk meg, hogy ha az S onadjungalt operator pozitiv definit, azaz
(x,Sx) > 0 minden 0 # x esetén, akkor S sajatértékei pozitivak. Ha pedig
pozitiv szemidefinit, azaz (@, Sz) > 0 minden x esetén, akkor S sajitértékei nem-
negativak.

8. Legyen S és T pozitiv definit 6nadjungalt operdtor. Igazoljuk, hogy ST
sajatértékei pozitivak. (Utmutatds: STx = e, 0 < (Tx, STx) = \(Tx, ) =
Max, Tx).)

41. A spektriltétel

41.1. A komplex vektortéren értelmezett IN normalis operator diagonalizalha-
t6, ezért 39.5. (x) alaki; a normélis operdtor kiilonbozd sajétalterei ortogondlisak
egymadsra, ezért a formuldban szerepld projektorok 6nadjungédltak (ortogondlis ve-
titések). A mondottakat a kovetkezképp foglalhatjuk Gssze.

Allitas Legyen N egy komplex skaldris szorzatos vektortér normalis opersa-
tora. Ekkor egyértelmiien léteznek

— egy n természetes szam,

— A1, ..., Ay kiilonbézé komplex szamok,

— Pi,..., P, ortogondlis projektorok ugy, hogy P;P; = 0, ha i # j és
Y. Pi=1,
i=1

lég ezekkel

N=3 AP ()
=1

Ekkor {\1,...,A\n} = SpN, és minden i = 1,...,n esetén
(i) Ex, = RanP;,
(ii) PN = NP,.

A normaélis operdtor (x) alakjat az IN spektralis el8allitasnak nevezziik.
Az N normélis operator diagonalizaldsa unitér koordinatazassal (lasd 35.6.)
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torténik: vélaszthaté az IN sajétvektoraibdl all6 (eq,...,en) ortonormdlt bézis,
és az ennek megfeleld koordinatazdsban lesz az N matrixa diagondlis.

41.2. Ha V valos skalaris szorzatos vektortér, és S szimmetrikus operator, ak-
kor S¢ 6nadjungalt, igy minden sajatértéke valds; 37.4. szerint S-nek is vannak
sajatértékei, s6t SpS = SpSc. S sajatalterei merélegesek egymasra, minden sa-
jatértékének az algebrai és a geometriai multiplicitasa megegyezik. Sc sajatalterei
E, +E, alaktak ahol E, az S sajataltere. S¢ sajatalterei kifeszitik V-t, igy S
sajatalterei kifeszitik V-t.

Ezért valds skalaris szorzatos tér szimmetrikus operatorara az elébbi formaban
igaz a spektréltétel; specidlisan, minden szimmetrikus operator diagonalizalhato,
méghozzda ortogondlis koordinatazassal.

41.3. Ha V valds skaldris szorzatos vektortér és IN normélis operator (de nem
szimmetrikus), akkor a 28.7.3 (iii) Osszefliggés miatt Ng¢, az N komplexifikaltja is
normdlis, igy diagonalizalhato. Ezért minden igaz IN-re, amit 39.4-ben elmond-
tunk, de a skalaris szorzat jelenléte miatt egy kicsivel ki is egészithetjiik azokat.

Az Nc¢-nek a A nem valds sajatértékli z sajatvektora és \* sajatértéki z* sa-
jatvektora ortogondlis egymadsra, hiszen A # A*. Tehdt a z = x + iy eldallitassal
0= (z+iy,z—iy)c = ||z|* - ||y]|* +i({z, y) + (y,x)), amibél (1évén a valés ska-
l4ris szorzat szimmetrikus) (z,y) = 0 és ||| = |ly||?; tovdbbd tudjuk azt is, hogy
llz]|? = ||z||?>+]|y||?>. Tehat = és y merdlegesek egymdsra, és ||z|| = ||y|| = ﬁHzH

Ha tehdt A az Nc-nek m multiplicitdst nem valds sajatértéke, és (z = xp+iyy |
k=1,...,m) ahozzd tartozé sajatalterének ortonormalt indexezett bézisa, akkor
(V2x1,V2y1,. .., V22, \/ﬂm) ortonormélt bézisa az eredeti valés V vektortér
egy M alterének, amely invaridns N-re.

Specialisan tekinsiink egy U ortogonalis operatort. Ekkor Uc unitér. U saja-
tértékei +1 és —1 lehetnek.

Ha A = a+if3 az Uc-nek nem valds sajatértéke, akkor [A|? = 1, tehat o+ 5% =
1. Ezért van egyetlen olyan ¢ €] — m, 7], hogy oo = cos ¢, = sin ¢. Ez azt jelenti,
hogy ha z = = + iy az Uc-nek a A sajatérték sajatvektora, akkor U lesziikitése
az @ és y generélta sikra éppen a ¢ szogl forgatas (lasd 8.2. (viii)).

Uc-nek a sajatvektoraibdl allé ortonormalt bazisra vonatkozé diagonalis mat-
rixa olyan, hogy a f84tloban 1-esek allnak (annyiszor, amennyi az 1 sajatérték
multiplicitdsa), aztdn —1l-esek (annyiszor, amennyi a —1 sajatérték multiplicité-

sa), majd
e'® 0
0 e

alaki (diagonélis) blokkok kovetkeznek kiilonféle ¢-kkel (amelyek kozott persze
azonosak is lehetnek).

Ennek megfelelden V egy alkalmasan vélasztott ortonormalt bazisaban az U
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matrixa olyan, hogy az Uc matrixdban a fenti blokkot a

cos¢p —sing
sin ¢ cos ¢
blokkra cseréljiik ki.

41.4. Tekintslink egy A operatort egy V véges dimenzids vektortéren. A V-n
sokféleképpen lehet skalaris szorzatot megadni. Az A operator sajatértékei, azok
algebrai és geometriai multiplicitdsa fliggetlen attdl, adtunk-e meg skaldris szorza-
tot, és ha igen, hogyan. Az is fliggetlen a skalaris szorzattdl, diagonalizalhaté-e az
operator vagy sem. Ezt ezért érdemes hangsilyozni, mert a spektraltétel skalaris
szorzatos vektortéren értelmezett normaélis operdtorra vonatkozik, és tigy tiinhet, a
skalaris szorzat szerepet jatszik abban, hogy a normalis operdtor diagonalizalhato.
Nem igy van.

Egy operator adjungéltja kiilonféle skaldris szorzatokra vonatkozéan mas és
més. Hogy egy operator normaélis-e vagy sem, fligg a skalaris szorzattol. Egy nem-
diagonalizalhaté komplex operdator semmilyen skaldris szorzatban sem lehet nor-
malis. Ha viszont az operator diagonalizalhat6, akkor van olyan skalaris szorzat,
amelyre normalis: vegyiink az operator sajatvektoraibdl allé béazist, és definialjuk
ugy a skalaris szorzatot, hogy ez a bézis legyen ortonormalt.

A spektraltételt igy is kamatoztathatjuk: adott egy A komplex operator; ha
talalunk olyan skalaris szorzatot, amelyre A normaélis, akkor A diagonalizalhaté.
Hasonléképpen, ha A valds operator, és taldlunk olyan skalaris szorzatot, amelyre
A szimmetrikus, akkor A diagonalizalhato.

41.5. Léassuk a mondottaknak egy érdekes fontos alkalmazasat. Legyen V valds
vektortér. Mint tudjuk, egy T': V — V* illetve egy S : V* — V linedris leképezés
szimmetrikussdga, pozitiv definitdsa stb. értelmes (lasd 14.7. és 18.2.). Ugyanak-
kor ezeknek a leképezéseknek a sajatértéke nem értelmes fogalom. Egy A: V —V
linearis leképezés sajatértékeirdl értelmes beszélni, de szimmetrikussagarol, pozitiv
definitdsardl stb. nem (ha nincs adva skaldris szorzat V-n).

Allitds Legyen V valés vektortér, T € Lin(V,V*) szimmetrikus és nega-
tiv szemidefinit, S € Lin(V*,V) szimmetrikus és pozitiv definit. Ekkor
ST € Lin(V)

— minden sajatértékének az algebrai és geometriai multiplicitdsa mege-
gyezik,

— nem nulla sajatértékei negativak.

BizoNYiTAs Ekkor ugyanis S~ € Lin(V, V*) is szimmetrikus és pozitiv definit.
Kovetkezésképpen

(z,y) = (@,y) = (S 'z|y)



222 VII. OPERATOROK SPEKTRALIS TULAJDONSAGAI

skalaris szorzat V-n. ST szimmetrikus és negativ szemidefinit erre a skaldarszor-
zatra nézve, ugyanis

(z,8Ty) = (S~ 'z|STy) = (z|S™'STy) = (z|Ty) = (Tzly) = (STz,y)

és
(x,STx) = (x|Tx) <0.

Talaltunk tehat egy olyan skaldris szorzatot, amelyre nézve az operator szim-
metrikus és negativ szemidefinit: ebbdl mar az elézéekben mondottak és a 40.7.7.
feladat alapjan kovetkezik, amit dllitottunk.

41.6. Egy masik érdekes és fontos alkalmazas az, hogy akar valds, akar komplex
skalaris szorzatos vektortéren barmely operdtor felirhaté egy unitér operator és egy
pozitiv szemidefinit énadjungalt operdtor szorzataként (ez arra emlékeztet, hogy
minden komplex szadm (specidlisan valds is) felirhaté egy egységnyi abszolutértéki
komplex szdm és egy nem negativ valds szdm szorzataként).

Allitas Legyen A a V skaldris szorzatos vektortér operatora. Ekkor létezik
egy egyértelmiien meghatdrozott |A| onadjungélt, pozitiv szemidefinit ope-
rdtor, és egy U unitér operdtor, amely Ran|A|-n egyértelmi, gy, hogy

A=U|A|

B1zoNYITAS Az adjungélds tulajdonsdgai miatt A* A 6nadjungalt, és pozitiv sze-
midefinit, hiszen (zr, A*Az) = (Ax, Ax) > 0. Ezért egyrészt A*A diagona-
lizdlhato, méasrészt a sajatértékei nemnegativak, igy a 39.5. szerint értelmes a

négyzetgyoke,
|A| :=VA*A,

amely ugyancsak 6nadjungélt, pozitiv szemidefinit.

Definidljuk U-t az |A| értékkészletén tgy, ahogy kell: UlA|x := Ax. Meg
kell mutatni, persze, hogy ez az értelmezés jé: ha |A|lx = |Aly, akkor Az =
Ay. Atrendezve és 4tnevezve: azt kell megmutatnunk, hogy ha |A|xz = 0, akkor
Ax = 0. Ime: ha |A|z = 0, akkor 0 = (|A|z, |Alz) = (z, |A|%z) = (x, A*Ax) =
(Az, Az) = | Az|]?, amibdl Az = 0.

Ezzel egyben azt is belattuk, hogy U izometrikus: ||U|A|z||* = ||| A|x|?.

Semmi més teendénk nincs, mint U-t kiterjeszteni az egész V-re unitér opera-
torra azéltal, hogy megadunk egy (Ran|A|)* — (RanA)* izometrikus leképezést.

Létjuk, hogy U egyértelmii az |A| értékkészletén. Azt kell csak igazolnunk,
hogy |A| az egyetlen olyan pozitiv szemidefinit énadjungalt operdtor, amelyet egy
unitérrel szorozva A-t kapjuk. Tegyiik fel, hogy A = LS, ahol L unitér, S 6nad-
jungalt. Ekkor A*A = SL*LS = §?, amibél § = VA*A.
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41.7. Végiil egy fontos megjegyzést teszlink, hogy esetleges tévedéseket kikii-
szOboljlink.

Vegylink egy N x N-es, valos, szimmetrikus M matrixot; példaul, konkrét
szemléltetésiil, legyen

1
M: =10
1

oS Ww o
—_ O =

Az M métrixnak mint a ( , ) skaldris szorzatra nézve szimmetrikus RY — RV
linedris leképezésnek a sajatvektoraibdl all6 bazisban a matrixa olyan diagonalis,
amelyben a f6atloban a sajatértékek szerepelnek. Példaul az el6bb emlitett konkrét
esetben ez

(1)

o OO
o N O
w o o

Ugyanakkor az M maétrixot a 17.8. szerint RY x RY — R szimmetrikus bili-
nearis formanak is felfoghatjuk, az itteni jeloléssel a

(&m) — (§ Mn)

hozzarendeléssel. Mint ilyennek, van szerinte ortogonalis bazis, és ilyen bazisban
a matrixa olyan diagondlis, amelyben a féatléban 0, —1 és 1 allhat. A konkrét
példankban ez

0 0 0
010
0 01

(2)

Ugyanannak a matrixnak tehat két kiilonboz6 diagondlis alakja is van! Nézziink
uténa alaposan, mirdl van szo.

Az (RY)* = RV azonositds miatt kiilonbozé objektumok azonos forméban je-
lennek meg. A fonn-lenn indexezéssel tudunk kiilonbséget tenni RY és a duélisa
kozott, azonban, mint emlitettiik a 15. fejezetben, matrix forméban megadott
konkrét linedris leképezésekre ez az indexelés hasznavehetetlen.

Az els6 esetben — amikor a métrix egy RY — RY linedris leképezést reprezen-
tal, amely szimmetrikus a ( , ) skaldris szorzatra vonatkozéan —, akkor fénn-lenn
indexes mennyiségnek kell tekinteni, és igy egy (v1,...,vn) indexezett bdzisban a
matrixa

((r', Mwv) | i,k =1,...,N),
ahol (r!,...,7Y) a széban forgd bézis reciprok vektorrendszere, azaz (r vy) =
8. Ekkor csak a sajatvektorokbél 4ll6 bazisban lesz M métrixa diagondlis — a
specidlis példét tekintve — (1) alaku.

A miésodik esetben — amikor a matrix egy RY x RY — R szimmetrikus biline-
aris format reprezentdl (vagy, ha dgy akarjuk, a 17.6-beli azonositds szerint egy
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RY — (RM)* linedris leképezést) —, akkor lenn-lenn indexes mennyiségnek kell
tekinteni, és a (v1,...,vy) indexezett bazisban a métrixa

({(vs, Mog) |i,k=1,...,N).

Ekkor nagyon sok M-ortogonalis bazis van, M mindben diagondlis — a specidlis
példét tekintve — (2) alakd. Példdul, ha (v1,...,vy) ilyen bdzis, és T olyan
métrix, amelyre T*MT = M, akkor (Twy,...,Tvy) is ilyen bdzis, ugyanis
(Tv;, MTvy) = (v;, T* MTv) = (v;, Mvyg).

Legyen (vy,...,vy) az M métrixnak mint RY — R linedris leképezésnek a
sajatvektoraibdl allé ortogonélis bézis (ilyen van), Mwv; = \;v;, ahol a A\;-k nem

sziikségképpen kiilonboz8k (mindegyik annyiszor fordul el, amennyi a multipli-

citdsa). Ennek a bazisnak a reciprokrendszere r’ := | 2‘2 (i =1,... N), tehat
Ui

M-nek mint RV — R¥ linedris leképezésnek a méatrixa ebben a béazisban

<’I"i, ka> = )\iéik,

és mint mondtuk, csak ilyen bazisban lesz diagonalis; figyeljiikk meg, a bazisvekto-
rok hossza lényegtelen.
Valasszuk ugy a sajatvektorokat, hogy

tetszoleges, ha A\; =0,
v == 1 hax £0  (A=1..,N).
V1Al aki#
Ekkor — de csak ekkor — (vy ...,vN) egyben M-ortogondlis bazis is lesz:

(v;, My) = (sign);)d.

Megismételjiik, ennek a bazisnak megfelel6 transzformaltjai is az M mint szimmet-
rikus bilinedris forma szerint ortogonalisak lesznek, tehat az M : RY x RN — R
bilinedris forma diagondlis matrixi az ilyen transzformalt bazisban, az M : RY —
RY linesris leképezés azonban nem (kivéve persze, ha a transzformalt bazis elemei
is sajatvektorok).

41.8. Feladatok
1. Adjuk meg az
0 1 =«
100
- 0 1
onadjungalt matrix spektraleloallitasat, majd diagonalizaljuk.
2. Igazoljuk a spektraltétel segitségével, hogy a 40.7.7. feladat forditottja is
igaz: ha az S 6nadjungdlt operdtor sajatértékei pozitivak (nemnegativak), akkor
S pozitiv (szemi)definit.
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3. Adjuk meg KV-en a

N
(&m) = Y ki

k=1

skalarszorzatot. Mi lesz az A matrix adjungéltja erre a skalaris szorzatra? Mik
lesznek az 6nadjungalt operatorok?

4. Jellemezziik R%-n a normalis operdtorokat (vagyis azokat a 2 x 2-es valds
matrixokat, amelyek feleserélhetdk a transzponéltjukkal).

5. Jellemezziik C2-n a normalis operatorokat (vagyis azokat a 2 x 2-es komplex
matrixokat, amelyek felcserélhet6k a transzpondltjuk konjugdltjdval).
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VIII. AFFIN TEREK

A vektorok mintdjaul fizikai teriink irdnyitott szakaszai szolgdlnak. A fizikai
tertink pontjai maguk azonban nem feleltetheték meg természetes mdédon egy vek-
tortér pontjainak. Viszont a fizikai tér barmely indexezett pontparjdhoz rendel-
hetiink egy vektort, egészen kiillonb6zé pontparokhoz is ugyanazt a vektort. A
hozzérendelés alapveté tulajdonsdga, hogy barmiképp is vélasszunk egy pontot
a térbol, az Osszes lehetséges iranyitott szakaszt megkapjuk dgy, hogy ez a pont
legyen a kezd6pontjuk, és ha a végpontjuk mas, az irdnyitott szakaszok is mésok.
Ezt igy szemléltethetjiik:

9. 4dbra
Tovéabbi alaptulajdonsdg, hogy harom pontbdl valasztott pontparokhoz megfe-
lel6 rendben hozzarendelt hdrom vektor 6sszege nulla:

10. abra
Ezeket a tulajdonsdgokat megtestesitdo matematikai fogalom az affin tér.
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42 . Affin terek

42.1. Definicié A (V,V,—) hdrmast affin térnek hivjuk, ha

(i) V nem iires halmaz,

(ii) V vektortér,

(iii) — : V. x V' = V leképezés, amelyet (x,y) — x —y formdban irunk,
kivonasnak hivunk, és a kévetkez6 tulajdonsagokkal rendelkezik:

(I) minden y € V esetén O, : V — V, & — x — y bijekcid,

(II) minden x,y,z € V esetén

(x—y)+(y—2)+(z—x)=0.

V-t aV affin tér alatti vektortérnek hivjuk, és azt is mondjuk, hogy V
affin tér a 'V vektortér folott.

Az affin tér dimenzidja az affin tér alatti vektortér dimenzigja. Az affin
tér irdnyitott, ha az alulfekvl vektortér irdnyitott (tehdt egyben sziikség-
szertien valds és véges dimenzids).

A matematikdban elterjedt szokds szerint a tovabbiakban az affin teret (mint
a vektorteret is) egyetlen betiivel jeloljik,

Allitas Legyen V affin tér. Ekkor

(i) x — y = 0 pontosan akkor, ha x =y,
(ii) x —y = —(y — x) minden x,y € V esetén,
(iii) han € N és z1,...,x, € V, akkor

(r1 — @) + (x2 —23) + - + (Tp_1 — ) + (T — 1) = 0.

BizoNYiTAs (i) A definicié (II) pontjdban y := z := z vélasztdssal 3(z — z) = 0,
azaz © —x = 0. Az (I) tulajdonsdg szerint viszont, ha x # y, akkor x — y # 0.
(ii) A (II) tulajdonsdgbdl z := x vélasztdssal kapjuk a kivant eredményt.
(iii) Teljes indukciéval bizonyitunk. n = 1,23 esetére mar tudjuk, hogy igaz
az egyenlOség. Tegyiik fel, hogy n-re igaz. Ekkor
(1 —22) + -+ (T — Tpg1) + (Tny1 —71) =
((SEl — 1‘2) + 44 (In — 581)) + ((Il — In) + (In — In+1) + (Z'n+1 — Il)) =0.m

Eredményiink kévetkezménye az atzarojelezhetOség:

(z-y)+(u-—v)=(-v)+u-y).
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42.2. Jegyezzik meg, hogy az eléz6 dllitas (ii) pontjaban a — jel két kiillonbozd
dolgot jelol. A zaréjelen beliil az affin térbeli kivondast, a zardjelen kiviil viszont
az alulfekvd vektortérbeli kivonast. Ez a kis pongyolasig nem okoz zavart, ha
ugyeliink, viszont igen célszerti; annyira, hogy még meg is tetézzik.

Adott y € V esetén az 0, inverzét igy jeloljiik:

V=V, T—=y+T (*)
Tehat a definicid szerint
y+@-y =z (ryeV), ()
tovabba egyszeri meggondolds adja, hogy
(z+x)+y=2+(x+vy) (reV,xz,yeV).

Itt a bal oldalon mindkét dsszeadds a (x) szerinti miiveletet jeloli, a jobb oldalon
a zardjelen kiviil is ezt, a zardjelen belill azonban a V-beli Gsszeadast.

Osszefoglalva tehét:

(i) a vektoroknak van sszege, kiillonbsége, szdmszorosa, ezek mind vektorok;

(ii) az affin tér elemeinek van kiilénbsége, ez vektor (nincs Gsszegiik, szdmszo-
rosuk);

(iii) egy affin térbeli elemnek és egy vektornak van Gsszege, ez az affin tér eleme.

Az Osszeadassal és a kivondssal a megszokott szabalyok szerint szamolhatunk,
de csak olyan atalakitds végezheto el — erre iigyelniink kell —, amely a fentiek szerint
értelmes. Az eléz6 pont végén szerepld bal oldalt nem zaréjelezhetjiik at akérhogy,
példaul (z + u) — (y + v) nem értelmes; hasonldan, (xx)-ban sem zérdjelezhetiink
at, (y + x) — y nem értelmes.

42.3. Léassunk példat affin térre!

(i) Egy V vektortér 6nmaga {616tt a vektori kivondssal affin tér. Tehdt minden
vektortér egyben affin tér is.

(ii) Legyen M a V vektortér nem trividlis linedris altere és « ¢ M. Ekkor
x + M, az M-nek az x-szel valo eltoltja, a vektori kivondssal affin tér M {ol6tt,
de nem vektortér a V-beli miiveletekkel.

(iii) Legyen P a polinomk vektortere. Ekkor {p € P | p(0) = p(1) = 1} a
pontonkénti kivondssal affin tér a {p € P | p(0) = p(1) = 0} vektortér {6lott.

(iv) Legyen T nem iires halmaz, V vektortér, S a T' nem tires részhalmaza, xg
a 'V eleme. Ekkor {f € VT | f(s) = o (s € S)} a pontonkénti kivondssal affin
téra {f € VI | f(s) =0 (s € S)} vektortér folott.

(v) Ha V; affin tér a V; vektortér folott (i € I), akkor i>€(IVi affin tér i)e(l V;
folott az (z;)ier — (Yi)ier := (¥; — ¥i)ier kivondssal.

42.4. Az affin tér elemeinek linedris kombinacidja altaldban nem értelmezhetd,

hiszen nincs szdmszorosuk és 6sszegiik. Ertelmezhetd viszont egy ”specidlis linearis
kombinécidjuk”, az affin kombinécid.
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Allitas Legyen F véges indexhalmaz, x; € V és oy € K; ez utébbiak olyanok,

hogy > a; = 1. Ekkor van egyetlen olyan o € V, hogy > «a;(x; —x¢) = 0.
i€F ier

BiZONYITAS Legyen = a V tetszdleges eleme, és zg :=x + > ax(zr — x). Ekkor
kEF

ZO{’L(I’1 - 930) = ZO@ <(Il — x) — Z ak(xk — gg)) =

i€F i€l kEF
n
= Zai(gci —x)— Zai Zak(mk —xz)=0.
i€F i€F  kEF

A kivant tulajdonsigu xq tehat létezik. Tegyiik fel, z( is ugyanolyan tulajdon-
sagu. Ekkor

0= Zai(:ri —xy) — Zm(% - 966) = Zai((xi —x0) — (T — x{))) =

i€l i€F i€F
! !
= g a;(zy — xo) = x4 — To,
i€F

azaz T( = Io.
Bontsuk fol formdlisan a zardjelet a > a;(z; —x0) = 0 bal oldalén; azt kapjuk,
i€F
hogy (Z ozixi) —1xg = 0. Ez az atalakitds azonban az eddigi szabalyaink szerint
i€F
nem megengedett, mert az affin térbeli elemeket nem lehet szdmmal szorozni és
Osszeadni. Viszont ez sugallja az affin kombindcié célszerii bevezetését.

Definicié Az el6z6 dllitdsban szerepls egyértelmiien meghatarozott xo-t az
z; elemek o; (i € F) egylitthatds affin kombindcidjdnak nevezziik, és igy

jeloljiik:
Z oG5
ieF
Ha specidlisan az egyiitthaték mind nemnegativak (tehdt sziikségképpen a

[0, 1] elemei), akkor konvex kombindciordl beszéliink.

Ennek megfeleléen definidlhatjuk a konvex halmazokat, valamint egy részhal-
maz konvex burkat affin térben ugyanigy, mint vektortérben.
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42.5. Definicié A V affin tér nem iires M részhalmazat affin altérnek ne-
vezziik, ha van olyan M linedris altér V-ben, hogy {x —y | z,y € M} = M.

Azt mondjuk, hogy M az M vezette affin altér. M dimenzidja az M
dimenzidja.

Egy valos affin tér egy dimenziés affin altereit egyenseknek, a két di-
menziosakat sikoknak nevezziik. Hipersik a véges dimenzios affin térben
az olyan altér, amelynek a dimenidja eggyel kevesebb az egész tér dimenzio-
janal.

Két affin altér parhuzamos, ha olyan linedris altér vezeti Gket, amelyek
koziil az egyik része a masiknak.

Igen kénny{i meggy6z&dni arrdl, hogy az M vezette M affin altér a V-bdl 6rokolt
kivonéssal affin tér M f6lott.

Ha M a 'V linedris altere és © € V, akkor  + M := {z+x | ¢ € M} az egyetlen
olyan affin altér, amely dtmegy x-en (azaz tartalmazza z-et) és M vezeti.

V potjai nulla dimenzids affin alterek.

42.6. Egyszerl tény, hogy affin alterek metszete affin altér, ezért értelmes a
kovetkezd meghatarozas.

Definicié AV affin tér egy nemiires H részhalmazat tartalmazé affin alterek
metszetét a H affin burkanak nevezziik.

Nyilvanvald, hogy a H affin burka a legsziikebb affin altér, amely tartalmazza
H-t.

Allitas H affin burka egyenlé a H elemeibdl készitett Gsszes lehetséges affin
kombindcick dsszességével; az alatta fekvd linedris altér Span{y—z|y,z € H}.

B1zoNYITAS Vegyiink a H elemeibdl készitett két affin kombindciét. Nulla egyiitt-
haték alkalmas bevezetésével tekinthetjiikk gy, hogy mindkét affin kombinacié
ugyanazokbdl az elemekbdl dll. Két ilyen affin kombinacié kiillonbségére, barmely
x € H esetén

S i Y B — (Z s ) . (Z s x> _

i€F i€F i€F i€F
S ailwi—x) = > Bilzi—x) =Y (i — Bi)(w; — x)
i€l i€l i€l

teljestil, tehdat a kiilonbség valéban az emlitett altér eleme.

Egyszerii tény, hogy barmely rogzitett « € H esetén Span{y —z| |y € H} =
Span{y — z|y, z € H}, amibél viszont latszik, hogy ennek a linedris altérnek min-
den eleme el6dll a H elemeinek affin kombinaciéibdl vett kiilonbségként: ha ay
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(i € F) akdrmilyen egytitthatdk, akkor az ag :=1— > a4, x¢ := x jeloléssel
i€k

Zai(wi—x): Z o | — xo.

i€F i€ FU{0}

Ezzel belattuk, hogy a H elemeinek Osszes lehetséges affin kombindcidja affin
altér a mondott linedris altér f6lott; ez a linearis altér nyilvan a legsziikebb, amely
tartalmazza a H elemeibdl vett kiilonbségeket, és ezzel befejeztiik a bizonyitast.

42.7. Az affin teret pszeudo-euklideszinek, euklideszinek, Minkows-
ki-félének mondjuk, ha az alatta fekvé vektortér olyan. Pontosabban, példaul
(V,B, h) pszeduo-euklideszi affin tér, ha V affin tér V folott, és (V,B, h) pszeu-
do-euklideszi vektortér.

42.8. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy az affin tér alabbi definiciéja egyenértékii az eredetivel.

A (V,V,+) hdrmas affin tér, ha

(i) V nem iires halmaz,

(ii) V vektortér,

(iii) + : V x V — V leképezés, amelyet (z,x) — x + « formdban frunk, és a
kovetkez6 tulajdonsagokkal rendelkezik:

(I) minden © € V esetén V — V,  — x + x bijekcid,

(II) minden z € V, &,y € V esetén

(z+x)+y=z+(x+y) m

2. Legyen V vektortér. Ekkor {1} x V a K x V affin altere {0} x V {6l6tt.
3. Legyen V affin tér V {olott, és V = M @ N. Ekkor V-nek az N vezette affin
alterei affin teret alkotnak M fo6lott az

(z+N) - (y +N) = Pun(z — y)

kivonassal, ahol Pyn az N mentén az M-re val6 vetités.

4. Mi R%-ben az (1,0) és (0,10) pontok generdlta affin altér?

5. AV affin tér H részhalmazat affin-fliggetlennek nevezziik, ha barmely
x € H nincs benne a H \ {z} generilta affin altérben.

a) Léssuk be, hogy H pontosan akkor affin-fiiggetlen, ha bérmely = € H esetén
{y — x|y € H\ {z}} linedrisan fiiggetlen.

b) Igazoljuk, hogy egy N dimenziés affin térben legfeljebb N + 1 elemii affin-
fliggetlen halmaz létezhet.

6. Legyen A egy dimenzids irdnyitott affin tér az A vektortér folott. Ekkor
rendezést vezethetiink be A-n igy: a < b pontosan akkor, ha a —b < 0. Elemezziik
ennek a rendezésnek a tulajdonsigait és definidljuk A intervallumait.
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43. Affin leképezések

43.1. Definicid Legyen V és W affin tér a V illetve az W vektortér fol6tt.
Az A:V — W leképezést affinnak nevezziik, ha létezik egy A : V — W
linearis leképezés ugy, hogy

Ay—Az=Aly—=z) (z,yeV),
vagy masképp ugyanez:

Az +x) = Az + Ax (reV,xeV).

A-t az A affin leképezés alatti linedris leképezésnek hivjuk, és azt is
mondjuk, hogy A affin leképezés az A linearis leképezés fOl6tt.

Ha V és W irdnyitott, az A affin leképezés iranyitastarto, ha A olyan.

AV — W affin leképezések osszességét AfH(V, W)-val jeloljiik.

Allitas Egy affin leképezés alatti linedris leképezés egyértelmiien meghats-
rozott.

B1zoNYITAS Tegylik fel, hogy A és A’ az A alatti linedris leképezések. Ekkor a
masodik definiciés formulabdl Az + Ax = Ax + A'x, azaz Ax = A’x minden
x €V esetén, tehat A = A’'.

43.2. Léassunk példat affin leképezésre!

(i) Ha y a V affin tér eleme, akkor O, : V — V, x — z — y affin leképezés idv
f616tt.

(ii) Ha ¢ € V, akkor T, : V = V, 2 — o + « affin leképezés idv 516tt.

(iii) Ha a V és W vektortereket affin tereknek tekintjik, egy 4 : V. — W
leképezés pontosan akkor affin, ha van olyan A : V — W linearis leképezés és
a € W, hogy Az = a + Ax.

Valéban, az ilyen leképezés affin az A linerdis leképezés f6l6tt; ha viszont A
affin az A f6lott, akkor az a := A0 definiciéval A a fenti alakd.

A vektorterek kozotti affin leképezések tehdt a linedris leképezések (ha a = 0)
és azok, amelyeket olykor “inhomogén linedris” leképezéseknek hivnak (ha a # 0).

A mondottak szerint tehét az

W x Lin(V,W) = Afi(V, W), (a,A) = (x— a+ Ax)

azonositast tehetjiik.
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Ezeket az affin leképezéseket igen jol kezelhetd formaban tudjuk eléallitani a
kovetkezdképpen.

AV - KxV,z+— (1,z) injekcié affin leképezés a V. — K x V, z — (0, )
linearis leképezés f6lott. Ezzel bedgyazzuk V-t a K x V affin alterének. Hason-
16képp jarunk el W-vel is. Igy az a € W és A € Lin(V, W) meghatdrozta affin

leképezést az
1 0
a A

blokkmatixszal megadott K x V. — K x W lineéris leképezésnek az {1} x V-re
valo leszlikitésével reprezentalhatjuk.

43.3. Allitas Legyen A : V — W affin leképezés A f6l6tt.

(i) A = 0 pontosan akkor, ha A konstans leképezés;

(i) A pontosan akkor injektiv vagy sziirjektiv, ha A olyan; ha A injektiv,
akkor A™1 affin leképezés A~ f5l6tt;

(iii) ha M a V-nek M vezette affin altere, akkor A[M| az W-nak A[M]
vezette affin altere;

-1 -1
(iv) ha N az W-nak N vezette affin altere, akkor A(N) a V-nek A(N)
vezette affin altere;
(v) A meg6rzi az affin kombindcict, azaz ha F véges indexhalmaz, x; € V,

a; €K, > =1, akkor
i€F

A Z ;X = Z CVZAJJZ

i€l i€l

BizoNYiTAS Az (i)-(iv) pontok bizony{tdsa igen egyszerti, rabizzuk az olvaséra.
(v) Az zo := > ayx; konvex kombindcié értelmezése Y «;(z; — x9) = 0 volt,
ier ik
tehét

0= AZO@'(JZZ‘ - .Z‘Q) = Z OZZA(J)L — 330) = ZO(Z'(AJLL' - Al‘o),
ieF icF ieF
azaz Axg = > a;Ax;, amit bizonyitani akartunk. m
i€F
-1
Jegyezziik meg, hogy (iv) szerint barmely u € W esetén A{u} a V-nek KerA

vezette affin altere.
Lattuk az eléz6 pontban, hogy egy A : V — W linedris leképezés is affin leké-

-1
pezés (6nmaga f6l6tt). Tehdt minden u € W esetén A{u} a V-nek affin altere (a
KerA eltoltja).
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43.4. Ugyancsak egyszeriien lathatok be a kovetkezo tények.

(i)Ha A:V — W és B: U — V affin leképezés A illetve B folott, akkor Ao B
affin leképezés AB f6lott.

(ii) Ha A; : V. — W, affin leképezés A; folott (i € I), akkor (A;);es affin
leképezés (A;)ics folott.

(iii) Ha A; : V; — W; affin leképezés A; f6lott (i € I), akkor i)e(l A; affin leképe-

zés X A; f616tt.
iel

43.5. Legyen V és W affin tér. Mivel a W vektorteret affin térnek is tekint-
hetjiik, értelmes beszélni a V' — W affin leképezésekrél is.

A”I’tals Ha A, B :V — W affin leképezések A illetve B félétt, akkor
A-B: VW, zw— Az — Bz (*)

affin leképezés A — B folott; tovabbd Aff(V, W) a pontonkénti miiveletekkel
vektortér, és Af(V, W) a fenti kivondssal affin tér Aff(V, W) félott.

BizonNYiTAS (A— B)x — (A— B)y = (Az — Bz) — (Ay — By) = (Az — Ay) — (Bx —
By)=A(z—y)—B(z—y) = (A—-B)(xz—y), tehidt A— B val6ban affin leképezés
A — B folott.

Legyenek F,G : V. — W affin leképezések az F,G : V — W linearis leké-
pezések folott. Lévén F és G vektortér értékil leképezés, értelmes a pontonként
értelmezett Osszegiikk. Erre (F + G)x — (F + G)y = (Fz + Gz) — (Fy + Gy) =
(Fz—Fy)+ (Gz —Gy) = Fle —y)+ Gz —y) = (F+G)(x—y), gy F+ G
affin leképezés F + G {olott. Hasonldéan lathatjuk be, hogy a € K esetén oF affin
leképezés oF 1616tt. Tehat Aff(V, W) vektortér.

Azt kell mar csak megmutatnunk, hogy a (x) kivonds teljesiti a 41.1. definicié
(I) és (II) kovetelményét.

Legyen B € Aff(V,W). Tegyiik fel, hogy valamely A, A’ € Aff(V,W) esetén
A— B = A" — B. Ekkor a V minden z elemére Ax — Bx = A’z — Bz, amibdl
azonnal addédik, hogy A = A’ vagyis az A — A — B leképezés injektiv. Ha viszont
F ¢ Afi(V,W), akkor V. — W, x — Az := Bz + Fz affin leképezés, amint ezt
konnyt latni, és F = A — B, vagyis az A — A — B leképezés sziirjekcio.

Legyen A, B,C € Aff(V,W). Ekkor minden x € V esetén

(A=-B)+(B-C)+(C—-A)za=(A-B)z+ (B-Clz+ (C— Az =
(Az — Bz) + (Bx — Cz) + (Cx — Az) = 0,

tehat (A—B)+(B—-C)+ (C - A) =0.
43.6. Egy N dimenziés V affin teret K : V — K affin bijekciéval koordinat4-
zunk; P := K~ az affin tér paraméterezése. Egy ilyen koordindtdzds meghatéroz-
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za a V egy o := PO pontjit, és a V-nek egy (Pey,..., Pey) indexezett bazisit,
ahol természetesen 0 a K& nulla-vektora és (e1,...,en) a standard bézisa.

Forditva, ha adott a V egy o eleme és a 'V egy (v1,...,vy) indexezett bézisa,
amelynek a dudlisa (py,...,py) akkor a V — KV, z ((pi|m70) li=1,... ,N)
leképezés affin koordinatazas.

43.7. Feladatok

1. Mely leképezés affin az aldbbiak koziil:

() K® = K, (&,&.8) =& +1,

(11) ]RS — RS? (51362;53) = (51 + 1752 + 2753 + 3)5

(ili) {(€1,62,83) ER? [ &1+ &+ &3 =1} 5 R, (£1,62,83) = & + Lo

2. Bizonyitsuk be, hogy ha A : V — V affin leképezés idy f6lott, akkor van
olyan € V, hogy A =T.

3. Mutassuk meg, hogy O, 0cO;' =T,_, (y,z € V).

4. Bizonyitsuk be, hogy ha A, B : V — W ugyanazon lineéris leképezés {616tti
affin leképezés, akkor A — B konstans.

5. Igazoljuk, hogy az Aff(V, W) vektortér — kovetkezésképpen az Aff(V, W)
affin tér — dimenzidja dimW + (dimV)(dimW). (Utmutatds: elég ezt beltni az
Aff(V, W) vektortérre; hasznéljuk a 43.2 (iii)-ben mondottakat).

6. Legyen A : V — V affin leképezés A f6lott, o € V. Ekkor O, 0 Ao O, :
V — V affin leképezés. Mutassuk meg hogy ennek a 43.2.(iii)-ben megadott

matrixalakja
1 0
Ao—0 A’

7. Adjuk meg a 43.2.(iii)-beli métrixalak segitségével az (a, A), (b, B) € V x
Lin(V) éltal meghatdrozott V. — 'V affin leképezések kompozici6jét.



