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1. Alapfogalmak

Ebben az el}ok�esz��t}o fejezetben a vektorf�uggv�enyek, (azazR

n

valamely r�eszhalmaz�ab�olR

m

{be k�epez}o

f�uggv�enyek) integr�alj�anak (pontosabban t�obb k�ul�onb�oz}o integr�alj�anak) fogalm�at de�ni�aljuk a t�obbv�altoz�as

f�uggv�enyek integr�alfogalm�anak �altal�anos��t�as�aval. El}osz�or azonban az �altal�anos de�n��ci�ohoz sz�uks�eges

alapfogalmakat vezetj�uk be. Az els}o paragrafusban az "ir�any��tott nagys�ag" fogalm�at de�ni�aljuk, m��g a

m�asodikban megadjuk azokat a speci�alis alakzatokat, melyeken integr�alni fogunk.

1.1 Vektori�alis szorzat �altal�anos��t�asa

A t�obbv�altoz�os f�uggv�enyek integr�alfogalm�at �ugy szeretn�enk �altal�anos��tani, hogy az integr�al az in-

tegr�al�asi tartom�any t�erbeli elhelyezked�es�ere is �erz�ekeny legyen. Ehhez a tartom�anyt ir�any��tott elemekre

kell felosztanunk, teh�at sz�uks�eg�unk lesz egy "ir�any��tott nagys�ag (ter�ulet, t�erfogat stb.)" fogalomra,

melyet a vektori�alis szorzatb�ol fogunk sz�armaztatni. Mivel egy olyan integr�alfogalmat akarunk kapni,

mely nem csak h�aromdimenzi�os t�erre alkalmazhat�o (hanem { t�obbek k�oz�ott { a s��kra is), a vektori�alis

szorzat fogalm�at minden egyn�el nagyobb v�eges dimenzi�ora �altal�anos��tjuk. Eml�ekeztet�unk arra, hogy

a h�aromdimenzi�os a �es b vektorok vektori�alis szorzata az c vektor, mely mer}oleges mind a{ra mind

b{re, hossza az a �es b �altal kifesz��tett paralelogramma ter�ulete �es ir�anya olyan, hogy a ; b �es c jobbrend-

szert alkot. Az ebben a de�n��ci�oban szerepl}o fogalmak kiterjeszt�ese tetsz}oleges egyn�el nagyobb v�eges

dimenzi�ora k�ozvetlen�ul fogja szolg�altatni a vektori�alis szorzatnak megfelel}o �altal�anos fogalmat. Ennek

de�n��ci�oja ut�an kisz�am��t�as�anak m�odszer�evel foglalkozunk (k�ul�on kit�erve a k�et{ �es h�aromdimenzi�os esetre)

�es megadjuk legfontosabb tulajdons�agait.

A paralelogramma ter�ulet�enek �altal�anosit�asa n{dimenzi�os t�erben tetsz}oleges n darab vektor �altal

kifesz��tett paralelotop t�erfogata, melyet a vektorok �altal meghat�arozott determin�ans abszol�ut �ert�eke ad

meg. Ennek a fogalomnak m�odos��t�as�aval juthatunk az n{dimenzi�os t�erben valamely 1 � k � n darab

vektor �altal kifesz��tett paralelotop t�erfogat�anak fogalm�ahoz.

1.1 De�n��ci�o (Paralelepipedon t�erfogat�anak �altal�anos��t�asa)

Legyen n; k 2 N , 1 � k � n , a = (a

1

; a

2

; : : : ; a

k

), a

i

2 R

n

minden 1 � i � n � re. Legyen

e = (e

1

; e

2

; : : : ; e

n

) R

n

olyan orthonorm�alt b�azisa, melyre fenn�all, hogy a elemei benne vannak

az e

0

= (e

1

; e

2

; : : : ; e

k

) �altal kifesz��tett alt�erben. Az a �altal kifesz��tett paraleletop k{dimenzi�os

t�erfogat�an, melyet V (a) {val jel�ol�unk, azon m�atrix determin�ans�anak abszol�ut �ert�ek�et �ertj�uk, mely a

elemeinek e

0

{beli oszlopvektoraib�ol �all.

1.2 Megjegyz�esek

(1) A fenti de�n��ci�o �ertelmes, mindig van a felt�eteleknek megfelel}o e b�azis.

(2) A determin�ans tulajdons�agaib�ol k�ovetkez}oen:

(a) a fent de�ni�alt k{dimenzi�os t�erfogat csak a{t�ol f�ugg, a v�alasztott e b�azist�ol nem.

(b) a paralelotop k{dimenzi�os t�erfogat�anak fogalma a szakasz hossz�anak, a paralelogramma ter�ulet�enek

�es a paralelepipedon t�erfogat�anak �altal�anos��t�asa.

1.3 P�elda

Legyen n = 3 , k = 2 , a = (a

1

; a

2

) , ahol a

1

= (2; 0; 0) , a

2

= (1; 3; 0). Ha e = (i; j; k) R

3

szok�asos

b�azisa, azaz i = (1; 0; 0), j = (0; 1; 0) �es k = (0; 0; 1), akkor e

0

= (i; j).

�

Igy

V (a) =

�

�

�

�

a

1

(1) a

1

(2)

a

2

(1) a

2

(2)

�

�

�

�

=

�

�

�

�

2 0

1 3

�

�

�

�

= 6

1



1.4 De�n��ci�o (Jobbcsavar szab�aly �altal�anos��t�asa)

Legyen e R

n

szok�asos b�azisa �es legyen f tetsz}oleges n elem}u line�arisan f�uggetlen vektorrendszere

R

n

{nek. f jobbsodr�as�u vektorrendszer, ha detT

ef

> 0 . (T

ef

az e{r}ol az f{re val�o �att�er�es

m�atrixa.)

1.5 De�n��ci�o (Vektori�alis szorzat �altal�anos��t�asa)

Legyen n 2 N ; n > 1 , a

1

; a

2

; : : : ; a

n�1

2 R

n

.

CROSS(a

1

; a

2

; : : : ; a

n�1

) az az egy�ertelm}uen meghat�arozott R

n

{beli vektor, mely

(1) mer}oleges az L(a

1

; a

2

; : : : ; a

n�1

) alt�erre

(2) hossza az a

1

; a

2

; : : : ; a

n�1

�altal kifesz��tett paraleletop n� 1 dimenzi�os t�erfogata

(3) ir�anya olyan, hogy az a

1

, a

2

, : : : , a

n�1

, CROSS(a

1

; a

2

; : : : ; a

n�1

) vektorrendszer jobbsodr�as�u.

1.6

�

All��t�as (Vektori�alis szorzat kisz�am��t�as�anak �altal�anos��t�asa)

Legyen n 2 N ; n > 1 �es legyenek a

1

; a

2

; : : : ; a

n�1

; tetsz}oleges R

n

{beli vektorok. Legyen e = (e

1

; e

2

; : : : ; e

n

)

R

n

valamely jobbsodr�as�u orthonorm�alt b�azisa. Ekkor

CROSS(a

1

; a

2

; : : : ; a

n�1

) = (�1)

n�1

� (e

1

A

1

+ e

2

A

2

+ : : :+ e

n

A

n

)

ahol A

i

(i = 1; 2; : : : ; n) b�armely olyan n � n {es m�atrix els}o sor�anak i:{edik elem�ehez tartoz�o el}ojeles

aldetermin�ansa, melynek j: sora (j = 2; : : : ; n) a

j�1

e{beli sorvektora.

1.7 Megjegyz�es

Mivel a fenti �all��t�as miatt CROSS kisz�am��t�asa anal�og egy determin�ansnak els}o sora szerinti kifejt�es�evel,

gyakran fogjuk haszn�alni az al�abbi mnemotechnikailag hasznos jel�ol�est :

CROSS(a

1

; a

2

; : : : ; a

n�1

) = (�1)

n�1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

e

1

e

2

: : : e

n�1

e

n

a

1

(1) a

1

(2) : : : a

1

(n� 1) a

1

(n)

a

2

(1) a

2

(2) : : : a

2

(n� 1) a

2

(n)

� � � �

� � � �

� � � �

a

n�1

(1) a

n�1

(2) : : : a

n�1

(n� 1) a

n�1

(n)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

;

ahol persze a i: sor (i = 2; : : : ; n) a

i�1

e{beli sorvektora.

Speci�alisan

(1) ha n = 2 , akkor v = (v

1

; v

2

) 2 R

2

, i = (1; 0), j = (0; 1) jel�ol�esekkel :

CROSS(v) = �

�

�

�

�

i j

v

1

v

2

�

�

�

�

= (�v

2

i+ v

1

j) = (�v

2

; v

1

)

vagyis CROSS(v) v{nek +�=2{el val�o elforgatottja. Ebb}ol nyilv�an

CROSS(CROSS(v)) = �v

(2) ha n = 3 , akkor a v = (v

1

; v

2

; v

3

) , w = (w

1

; w

2

; w

3

) 2 R

3

, i = (1; 0:0), j = (0; 1; 0), k = (0; 0; 1)

jel�ol�eseket haszn�alva :

CROSS(v; w) =

�

�

�

�

�

�

i j k

v

1

v

2

v

3

w

1

w

2

w

3

�

�

�

�

�

�

= v � w

1.8

�

All��t�as (CROSS �or�okli a vektori�alis szorzat tulajdons�agait)

(1) CROSS(a

1

; a

2

; : : : ; a

i

; : : : ; a

j

; : : : ; a

n�1

) = �CROSS(a

1

; a

2

; : : : ; a

j

; : : : ; a

i

; : : : ; a

n�1

)

(2) CROSS(a

1

; a

2

; : : : ; b; : : : ; b; : : : ; a

n�1

) = 0

2



(3) CROSS(a

1

+ b; a

2

; : : : ; a

n�1

) =CROSS(a

1

; a

2

; : : : ; a

n�1

)+CROSS(b; a

2

; : : : ; a

n�1

)

(4) CROSS(� � a

1

; a

2

; : : : ; a

n�1

) = ��CROSS(a

1

; a

2

; : : : ; a

n�1

) (� 2 R)

1.2 G�orb�ek �es fel�uletek v�eges dimenzi�os line�aris norm�alt tereken

R�at�er�unk R

n

azon r�eszhalmazainak de�ni�al�as�ara �es legfontosabb jellemz�oik megad�as�ara, melyek in-

tegr�al�asi tartom�anyk�ent szerepelhetnek. A t�argyal�as sor�an n�eh�any p�eld�aval illusztr�aljuk az �ujonnan

bevezetett fogalmakat.

Az al�abbi de�n��ci�o annak a szeml�eletes fel�uletfogalomnak az egzakt megfelel}oje �es �altal�anos��t�asa, mely

szerint "a k�orlapb�ol ny�ujt�assal, csavar�assal, �oszenyom�assal szak��t�as �es bels}o pontban val�o ragaszt�as n�elk�ul

kapott alakzatok a fel�uletek".

1.9 De�n��ci�o (Fel�uletek)

Tegy�uk fel, hogy n 2 N ; n � 1 .

(1) Legyen H � R

n

tetsz}oleges halmaz. B�armely f f�ugyv�eny szakaszonk�ent folytonosan de-

riv�alhat�o H{n (jelben f 2

_

C

1

(H)), ha f folytonosH{n �esH el}o�all v�eges sok olyan m�erhet}o p�aronk�ent

k�oz�os bels}o pont n�elk�uli r�eszhalmaz�anak �uni�ojak�ent, melyek mindegyik�enek belsej�eben folytonosan de-

riv�alhat�o �es itt a deriv�altja korl�atos.

(2) Legyen H � R

n

tetsz}oleges. H lez�artj�anak nevezz�uk azt a H halmazt, melynek elemei H elemei

�es H torl�od�asi pontjai. H �osszef�ugg}o, ha nincs A;B � H , hogy A [ B = H , A \ B = B \ A = ;.

(3) Legyen m 2 N ; 1 � n � m �es legyen A � R

n

z�art, korl�atos, �osszef�ugg}o, m�erhet}o �es nem �ures

belsej}u halmaz. Legyen r = r(u) A{n �ertelmezett, A{n szakaszonk�ent folytonosan deriv�alhat�o �es A

belsej�eben invert�alhat�o R

m

{be k�epez}o f�uggv�eny, melynek parci�alis deriv�altjai, az

r

u

= (r

u

1

; r

u

2

; : : : ; r

u

n

)

vektor komponensei (melyek maguk is R

n

{beli vektorok) { ahol l�eteznek { line�arisan f�uggetlenek. A

Rg r halmazt az r �altal de�ni�alt (n dimenzi�os) (m dimenzi�obeli) fel�uletnek �es r - et a fel�ulet

(explicit) egyenlet�enek nevezz�uk.

(4) Ha a fel�ulet dimenzi�oja azonos annak a t�ernek dimenzi�oj�aval, melynek r�eszhalmaza, azaz n = m,

t�err�esznek, ha eggyel kisebb ann�al, azaz n = m� 1 , akkor val�odi (hiper) fel�uletnek nevezz�uk. Ha

egy val�odi hiperfel�ulet line�aris alt�er elt�oltja, akkor hipers��knak nevezz�uk. Az egydimenzi�os fel�uleteket

g�orb�eknek nevezz�uk.

(5) R

n

k�olcs�on�osen egy�ertelm}u inverzeivel egy�utt folytonos lek�epez�eseit homeomor�zmusoknak

nevezz�uk. Az n{dimenzi�os z�art g�omb�ok homeomorf k�epeik�ent el}o�all�o fel�uleteket elemi h�ejaknak,

m��g az egydimenzi�os elemi h�ejakat, azaz azokat a g�orb�eket, melyek z�art intervallumok homeomorf

k�epei elemi ��veknek nevezz�uk. Szakasznak nevezz�uk az r(t) = r

0

+ te , t 2 I alak�u f�uggv�enyek �altal

de�ni�alt g�orb�eket, ha I � R valamely intervallum �es r

0

, e 2 R

n

, e 6= 0 . Egy n{dimenzi�os fel�ulet

bels}o pontjai azok a pontok, melyek el}o�allnak valamely n{dimenzi�os ny��lt egys�egg�omb egy pontj�anak

olyan homeomer�zmus szerinti k�epek�ent, melyn�el az eg�esz egys�egg�omb k�epe a fel�uletre esik. A fel�ulet

bels}o pontjainak halmaz�at a fel�ulet belsej�enek nevezz�uk �es Int F - el jel�olj�uk, a t�obbi pontokat a

fel�ulet hat�arpontjainak nevezz�uk, ezek a fel�ulet hat�ar�at alkotj�ak. Egy fel�uletet z�artnak nevez�unk,

ha minden pontja bels}o pont.

1.10 Megjegyz�es

Vegy�uk �eszre, hogy a fenti de�n��ci�oban nem minden jelz}o n�elk�ul csak fel�ulet, hanem valamely r f�uggv�eny

�altal de�ni�alt fel�ulet szerepel. Teh�at fel�uleten nem R

n

valamely r�eszhalmaz�at �onmag�aban, hanem ezt

a r�eszhalmazt mint egy (a fenti felt�eteleknek eleget tev}o) r f�uggv�eny �ert�ekk�eszlet�et �ertj�uk, mag�aval az

r f�uggv�ennyel egy�utt. Pontosabb volna teh�at, ha azt mondan�ank, hogy fel�uleten egy olyan (F; r) p�art

3



�ert�nk, melyre F = Rg r, ez azonban nincs �osszhangban k�oznapi fel�ulet k�ep�unkkel, tov�abb�a a jel�ol�est �es

a terminol�ogi�at is t�uls�agosan elbonyol��tan�a. M�assz�oval, ahogy az al�abbiakban l�atni fogjuk, k�ul�onbs�eget

tesz�unk k�et olyan fel�ulet k�oz�ott, melyeknek egyenletei R

n

ugyanazon r�eszhalmaz�at hat�arozz�ak meg. Azt

is l�atni fogjuk, hogy, b�ar sokszor ennek a k�ul�onbs�egtev�esnek nincs jelent}os�ege, vannak esetek, amikor

l�enyeges elvi k�ovetkezm�enyekkel j�ar. Mindenesetre fontos, hogy a tov�abbiakban:

ha m�ast nem mondunk, akkor fel�uleten mindig valamely r f�uggv�ennyel

de�ni�alt fel�uletet �es egyenlet�en mindig ezt az r f�uggv�enyt �ertj�uk.

Az al�abbi p�eld�akban �es a tov�abbiakban is { ha m�ast nem mondunk { a fel�uletek egyenleteiben szerepl}o

konstansok, melyek a fel�uletek m�ereteit r�ogz

�

itik (sug�ar: R , magass�ag: h , stb.) mindig pozit

�

ivak.

1.11 P�eld�ak

(1)(a) a, b 2 R

n

. a �es b{t �osszek�ot}o szakasz : r(t) = a+ t(b� a) , t 2 [0; 1]

(b) R sugar�u orig�ok�oz�eppont�u k�orvonal a s��kban : r(t) = (R cos t; R sin t) ; t 2 [0; 2�]

(c) R sugar�u z tengely}u orig�ocs�ucs�u �=4 f�elny��l�assz�og}u k�uppal�astra ��rt egyenletes menetemelked�es}u

csavarvonal:

r(t) = (t cos t; t sin t; t) ; t 2 [0; R]

(2)(a) R sugar�u orig�ok�oz�eppont�u g�ombfel�ulet:

r(u; v) = (R cosu sin v;R sinu sin v;R cos v) ; u 2 [0; 2�] ; v 2 [0; �]

(b) R sugar�u z tengely}u h magas hengerpal�ast:

r(u; v) = (R cosu;R sinu; v) ; u 2 [0; 2�] ; v 2 [0; h]

(c) R sugar�u z tengely}u orig�ocs�ucs�u �=4 f�elny��l�assz�og}u k�uppal�ast:

r(u; v) = (u cos v; u sin v; u) ; u 2 [0; R] ; v 2 [0; 2�]

(3)(a) Alulr�ol �es fel�ulr}ol is lez�art R sugar�u z tengely}u h magas hengerfel�ulet:

r(u; v) =

8

<

:

((v � h) cosu; (v � h) sinu; h) ha h � v � R+ h , 0 � u � 2�

(R cosu;R sinu; v) ha 0 < v < h , 0 � u � 2�

((v +R) cosu; (v +R) sinu; 0) ha �R � v � 0 , 0 � u � 2�

(b) R sugar�u orig�ok�oz�eppont�u k�orlap:

{ mint k�etdimenzi�os t�err�esz:

r(u; v) = (u cos v; u sin v) ; u 2 [0; R] ; v 2 [0; 2�]

{ mint k�etdimenzi�os (h�aromdimenzi�obeli) val�odi fel�ulet:

r(u; v) = (u cos v; u sin v; 0) ; u 2 [0; R] ; v 2 [0; 2�]

(c) Az y = x

2

�es az y =

p

x �altal hat�arolt k�etdimenzi�os t�err�esz:

r(u; v) = (u; v) ; u 2 [0; 1] ; v 2 [u

2

;

p

u]

(4)(a) N�egydimenzi�obeli R sugar�u w tengely}u h magass�ag�u h�aromdimenzi�os g�ombhenger:

r(u; v; w) = (R cosu sin v;R sinu sin v;R cos v; w) ; u 2 [0; 2�] ; v 2 [0; �] ; w 2 [0; h]

(b) N�egydimenzi�obeli R sugar�u w tengely}u h magass�ag�u n�egydimenzi�os g�ombhenger(test):

r(s; u; v; w) = (s cosu sin v; s sinu sin v; cos v; w) ; s 2 [0; R] ; u 2 [0; 2�] ; v 2 [0; �] ; w 2 [0; h]
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1.12 Megjegyz�esek

(1) Az elnevez�esek egybees�ese zavar�o lehet, de a k�et fogalomcsoport, egy fel�ulet bels}o{ ill. hat�arpontja

�es z�arts�aga egyfel}ol, a fel�uletnek, mint halmaznak bels}o{ ill. hat�arpontja �es z�arts�aga m�asfel}ol, l�enyegesen

elt�er egym�ast�ol. Speci�alisan azonban, nyilv�an, t�err�esz hat�ar�ahoz tartoz�o pontjai ill. bels}o pontjai �eppen

a t�err�esznek, mint az R

n

norm�alt t�er egy r�eszhalmaz�anak bels}o{ ill. hat�ar pontjai.

(2) A s��kban a val�odi fel�uletek a g�orb�ek.

(3) De�ni�alhatjuk a nulla dimenzi�os fel�uleteket is, ezek persze az egyelem}u ponthalmazok.

(4) Vegy�uk �eszre, hogy l�atsz�olagos bonyolults�aga ellen�ere, a fel�ulet de�n��ci�oja nagyon term�eszetes fel-

t�eteleket tartalmaz. Vegy�uk sorra ezeket. A de�ni�al�o f�uggv�eny �ertelmez�esi tartom�anya z�art, korl�atos,

�osszef�ugg}o, m�erhet}o �es nem �ures belsej}u. A z�arts�ag felt�etele azt jelenti, hogy egy-egy fel�ulet "kont�urj�at",

"sz�el�et" is a fel�ulethez tartoz�onak tekintj�uk, a korl�atoss�ag azt, hogy csak v�eges alakzatokat tekint�unk

fel�uletnek, az �osszef�ugg}os�eg pedig nyilv�an annak a term�eszetes k�ovetelm�enynek form�alis megjelen�ese,

hogy csak "egy darabb�ol �all�o" alakzatokat tekints�unk fel�uletnek. A m�erhet}os�egre az�ert van sz�uks�eg�unk,

mert fel�uleteken integr�alni is akarunk. V�eg�ul az utols�o felt�etel az al�abb t�argyalt m�asik, a f�uggv�enyre

vonatkoz�o kik�ot�essel egy�utt kiz�arja az elfajul�o eseteket, biztos��tja azt, hogy p�eld�aul egy g�orbe "val�oban"

g�orbe legyen, ne pedig egy pont, mint abban az esetben, ha megengedn�enk �ures belsej}u, azaz egy pontb�ol

�all�o intervallumokat is, mint g�orb�eket de�ni�al�o f�uggv�enyek �ertelmez�esi tartom�anyait. Mag�ara a de�ni�al�o

f�uggv�enyre h�arom megk�ot�es vonatkozik : szakaszonk�enti folytonos deriv�alhat�os�ag, a hat�arokt�ol eltekint-

ve val�o invert�alhat�os�ag �es v�eg�ul a parci�alisok line�aris f�uggetlens�ege. Az els}o felt�etel azt jelenti, hogy

pl. egy k�etdimenzi�os fel�uleten csak g�orbe ment�en lehetnek "t�or�esvonalak" �es csak "kev�es cs�ucs lehet

rajta", a nagyon "�osszet�ort" alakzatok nem fel�uletek. Az invert�alhat�os�agi felt�etel l�enyeg�eben azt je-

lenti, hogy a fel�ulet belsej�eben nincsenek "el�agaz�asok", k�ul�onb�oz}o r�eszeit nem "ragasztjuk �ossze" "t�ul

sokszor". V�eg�ul az utols�o felt�etel a fel�ulet "j�o" megad�as�anak k�ovetelm�enye, biztos��tja, hogy a fel�uletek

bizonyos al�abb de�ni�aland�o jellemz}oit kisz�am��thassuk az egyenlet�ukb}ol.

�

Igy p�eld�aul az r(t) = (t; t)

t 2 [�1; 1] s��kbeli 45

�

{os egyenes szakasz �erint}o ir�anyvektora nyilv�an minden�utt az

_r(t) = (1; 1).

�

Am, ha ugyanezt a szakaszt az s(t) = (t

3

; t

3

) ; t 2 [�1; 1] egyenlet�evel de�ni�aljuk, akkor

_s(0) = (0; 0) nem adja meg az orig�oban is l�etez}o �erint}ot.

(5) K�onnyen megmutathat�o, hogy a val�os egyenes �osszef�ugg}o r�eszhalmazai az intervallumok (l�asd a 1.26

(2)(a) feladatot), teh�at a g�orb�ek egyenletei mindig intervallumokon �ertelmezett f�uggv�enyek.

(6) Az a t�eny, hogy halmazok belsej�et �es fel�uletek belsej�et azonos szimb�olummal (Int) jel�oljuk, nem okoz

zavart, mert fel�uletekre mindig csak az ut�obbit alkalmazzuk.

1.13 De�n��ci�o (Fel�uletek jellemz}oi)

(1) Legyen n � 1 �es F az r = r(u) , u 2 A � R

n

�altal de�ni�alt n{dimenzi�os val�odi fel�ulet.

(a) Az F felsz��ne :

jF j =

Z

A

jCROSS(r

u

)j du =

Z

A

jCROSS(r

u

1

; r

u

2

; : : : ; r

u

n

)j du

1

du

2

: : : du

n

(b) A CROSS(r

u

) vektorf�uggv�enytF ir�any��t�as�anak, CROSS(r

u

) ill. CROSS(r

u

)=jCROSS(r

u

)j egy

adott pontbeli �ert�ek�et F adott pontbeli (fel�uleti) norm�alis�anak ill. egys�egnorm�alis�anak nevezz�uk.

(c) Legyen F az r = r(u

1

; u

2

; : : : ; u

n

), (u

1

; u

2

; : : : ; u

n

) 2 A �altal de�ni�alt n{dimenzi�os val�odi fel�ulet

A

0

= f(u

1

; u

2

; : : : ; u

n

) 2 R

n

: (�u

1

; u

2

; : : : ; u

n

) 2 Ag �es

s = s(u

1

; u

2

; : : : ; u

n

) = r(�u

1

; u

2

; : : : ; u

n

) ; (u

1

; u

2

; : : : ; u

n

) 2 A

0

.

�F{el jel�olj�uk �es az F{el ellent�etes ir�any��t�as�u fel�uletnek nevezz�uk az s �altal de�ni�alt val�odi fel�uletet.

Ha az F fel�ulet egy V t�err�esz hat�ar�anak r�eszhalmaza, akkor F ir�any��t�as�at (V {b}ol n�ezve) kifel�e

ir�any��t�asnak �es F{et (V {b}ol n�ezve) kifel�e ir�any��tottnak nevezz�uk, ha minden u2Do r

u

eset�en van

olyan " > 0, hogy

r(u) + ��CROSS(r

u

(u)) 62 V minden 0 < � < " eset�en.
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(d) Legyen r

0

= r(u

0

) 2 F . A CROSS(r

u

(u

0

)) norm�alvektor�u r

0

{on �atfektetett hipers��kot F

r

0

{beli �erint}o (hiper)s��kj�anak nevezz�uk.

(2) Legyen L az r = r(u) , u 2 A � R �altal de�ni�alt g�orbe.

(a) L ��vhossza:

jLj =

Z

A

jr

u

j du

(b) Az r

u

vektorf�uggv�enyt L ir�any��t�as�anak, r

u

ill. r

u

=jr

u

j egy adott pontbeli �ert�ek�et L adott

pontbeli �erint}ovektor�anak ill. �erint}oegys�egvektor�anak nevezz�uk.

(c) Legyen L az r = r(u) , u 2 A �altal de�ni�alt g�orbe. �L{el jel�olj�uk �es az L{el ellent�etes

ir�any��t�as�u g�orb�enek nevezz�uk az

s = s(u) = r(�u) , u 2 A

0

= fu 2 R : �u 2 Ag �altal de�ni�alt g�orb�et.

Ha az L g�orbe a k�etdimenzi�os t�erben valamely V t�err�esz hat�ar�anak r�eszhalmaza, akkor L ir�any��t�as�at

(V {b�ol n�ezve) pozit��v ir�any��t�asnak �es L{et (V {b}ol n�ezve) poz��t��van ir�any��tottnak nevez�unk, ha

az F = �L (val�odi) fel�ulet kifel�e ir�any��tott:

r u

L

-CROSS(r  )u

(d) Legyen r

0

= r(u

0

) 2 L. Az r

u

(u

0

) ir�anyvektor�u r

0

{on �atmen}o egyenest L r

0

{beli �erint}oj�enek

(�erint}o egyenes�enek) nevezz�uk.

(3) Legyen n � 1 �es V az r = r(u) , u 2 A � R

n

�altal de�ni�alt n{dimenzi�os t�err�esz.

V t�erfogata:

jV j =

Z

A

jdet r

u

j du

ahol det r

u

r = r(u) Jacobi determin�ansa.

1.14 Megjegyz�esek

(1) A fenti de�n��ci�oban szerepl}o integr�alok nyilv�an l�eteznek, hiszen az adott felt�etelek eset�en az in-

tegrandus folytonos f�uggv�enye v�altoz�oinak. Bel�athat�o tov�abb�a, hogy ha F �es F

0

az r{el ill. r

0

{vel

de�ni�alt fel�uletek �es Rg r =Rg r

0

akkor F �es F

0

��vhossza, felsz��ne ill. t�erfogata megegyezik (v�o az 1.20 (1)

megjegyz�essel). M�asr�eszt h�aromdimenzi�os esetben bizonyos term�eszetes megk�ot�eseknek eleget tev}o egye-

nesszakaszokb�ol (s��klapokb�ol) �all�o (ill. s��klapokkal hat�arolt) alakzatokkal val�o k�ozelit�es eset�en a k�ozel��t}o

alakzatok ��vhossz�anak (felsz��n�enek ill. t�erfogat�anak) sorozata a fent de�ni�alt ��vhosszhoz (felsz��nhez ill.

t�erfogathoz) konverg�al. Ez az�ert van ��gy, mert p�eld�aul az ��vhossz eset�en { nagyon leegyszer}us��tve { az

adott g�orbe egy feloszt�asakor az i: feloszt�aselem hossza megk�ozel��t}oen a k�et v�egpontj�at �osszek�ot}o h�ur
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j�r

i

j � j _r(t

i

)j ��t

i

hossza, teh�at a

P

j _r(t

i

)j ��t

i

�osszeg az ��vhossz egy k�ozel��t�ese, ez pedig az

R

A

jr

u

j du

egy integr�alk�ozel��t}o �osszege. (A felsz��nre �es t�erfogatra vonatkoz�oan anal�og gondolatmenetek �erv�enyesek.)

Mivel tov�abb�a mindh�arom mennyis�eg nemnegat��v addit��v halmazf�uggv�eny �es a h�aromdimenzi�os t�erben

egyenesszakaszokb�ol (s��klapokb�ol) �all�o (ill. s��klapokkal hat�arolt) alakzatok eset�en az eredeti ��vhosszt

(felsz��nt ill. t�erfogatot) adja meg, jogosan tekinthet}oek az ��vhossz (felsz��n ill. t�erfogat) klasszikus fogalma

�altal�anos��t�asainak.

(2) Ami az ir�any��t�assal kapcsolatos mennyis�egek geometriai jelent�es�et illeti, a g�orbe adott pontbeli �erint}oje

a ponton �atmen}o szel}ok hat�arhelyzete, m��g az �erint}os��k a ponton �atmen}o �es a fel�ulet �altal tartalmazott

g�orb�ek �erint}oj�enek s��kja (v�o. (26) (6)), a fel�uleti norm�alis ennek a s��knak a norm�alisa.

(3) A tov�abbiakban a g�orb�ek egyenlet�eben a v�altoz�ot �altal�aban u helyett t{vel jel�olj�uk, hangs�ulyozand�o,

hogy egydimenzi�os v�altoz�or�ol van sz�o. Tov�abb�a t�ort�enelmi okokb�ol a t szerinti deriv�altat �altal�aban � {al

jel�olj�uk.

(4) Nulla dimenzi�os fel�uletek eset�en:

a) felsz��n�uk�on elemsz�amukat �ertj�uk, azaz felsz��n�uket 1{nek tekintj�uk

b) ir�any��t�asukon olyan e f�uggv�enyeket �ert�unk, melyek elemeikhez egydimenzi�os egys�egvektorokat, azaz a

+1, -1 sz�amok valamelyik�et rendelik, ellent�etes ir�any��t�as�u alakzatnak nevezz�uk azt az alakzatot, melynek

ir�any��t�asa az eredeti (�1){szerese �es az egydimenzi�os t�err�esz hat�arak�ent ad�od�o nulla dimenzi�os fel�ulet

kifel�e ir�any��t�as�anak de�n��ci�oj�at az �altal�anos de�n��ci�ob�ol �ugy kapjuk, hogy abban a CROSS helyett az e{t

szerepeltetj�uk.

(4) A k�etdimenzi�os t�erben valamely V t�err�esz hat�ar�anak r�eszek�ent ad�od�o L g�orbe r

u

ir�any��t�asa (V {b}ol

n�ezve) pontosan akkor pozit��v ha L b�armely r pontj�ara, melyben l�etezik az r

u

�erint}ovektor �es V egy

tetsz}oleges s bels}o pontj�ara igaz, hogy az r � s �es az r

u

vektor jobbsodr�as�u vektorrendszert alkot. (Ez

azt jelenti, hogy a g�orb�et az �oramutat�o j�ar�as�aval ellenkez�o ir�anyban j�arjuk be.)

1.15 P�elda Az R sugar�u z tengely}u orig�ocs�ucs�u �=4 f�elny��l�assz�og}uR magass�ag�u F k�uppal�ast felsz��n�enek

kisz�am��t�asa.

F egyenlete : r(u; v) = (u cos v; u sin v; u) ; 0 � u � R ; 0 � u � 2�. Ezzel r

u

= (cos v; sin v; 1) �es

r

v

= (�u sin v; u cos v; 0) , ��gy r

u

� r

v

= (�u cos v;�u sin v; u) ; jr

u

� r

v

j =

p

2u , teh�at

jF j =

Z

A

jr

u

� r

v

j dudv =

Z

2�

0

Z

R

0

p

2u dudv =

p

2R

2

� :

1.16 De�n��ci�o

Legyen F val�odi fel�ulet. Ha f = f(r) olyan t�obbv�altoz�os f�uggv�eny melyre igaz, hogy

r 2 F i� r 2 Do f �es f(r) = 0,

akkor az f(r) = 0 egyenletet F egy implicit egyenlet�enek nevezz�uk.

1.17 P�eld�ak K�ul�onb�oz�o fel�uletek explicit egyenletei.

(1) S��kban

(a) R sugar�u orig�ok�oz�eppont�u g�ombfel�ulet : x

2

+ y

2

= R

2

(b) R sugar�u y tengely}u h magass�ag�u f�elhengerpal�ast: x

2

= R

2

, 0 � y � h , x > 0

(c) R sugar�u y tengely}u h magass�ag�u orig�ocs�ucs�u �=4 f�elny��l�assz�og}u k�uppal�ast :

x

2

= y

2

; 0 � z � h

(2) H�aromdimenzi�os t�erben

(a) R sugar�u orig�ok�oz�eppont�u g�ombfel�ulet: x

2

+ y

2

+ z

2

= R

2

(b) R sugar�u z tengely}u h magass�ag�u hengerpal�ast: x

2

+ y

2

= R

2

, 0 � z � h

(c) R sugar�u z tengely}u h magass�ag�u orig�ocs�ucs�u �=4 f�elny��l�assz�og}u k�uppal�ast:

x

2

+ y

2

= z

2

; 0 � z � h

(3) N�egydimenzi�os t�erben

(a) R sugar�u orig�ok�oz�eppont�u g�ombfel�ulet: x

2

+ y

2

+ z

2

+ w

2

= R

2
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(b) R sugar�u w tengely}u h magass�ag�u hengerpal�ast: x

2

+ y

2

+ z

2

= R

2

, 0 � w � h

(c) R sugar�u w tengely}u h magass�ag�u orig�ocs�ucs�u �=4 f�elny��l�assz�og}u k�uppal�ast:

x

2

+ y

2

+ z

2

= w

2

; 0 � w � h

1.18 P�elda A w = xyz fel�ulet P = (1; 2; 3; 6) pontbeli �erint}o hipers��kja egyenlet�enek kisz�am��t�asa.

A fel�ulet (egy v�eges r�esz�enek) explicit egyenlete (alkalmas A � R

3

{al) r(x; y; z) =

= (x; y; z; xyz) ; (x; y; z) 2 A �es r

x

= (1; 0; 0; yz) , r

y

= (0; 1; 0; xz) , r

z

= (0; 0; 1; xy) : Ha R

4

szok�asos

b�azisa (i; j; k; l), akkor ezekkel

�CROSS(r

x

; r

y

; r

z

) =

�

�

�

�

�

�

�

�

i j k l

1 0 0 yz

0 1 0 xz

0 0 1 xy

�

�

�

�

�

�

�

�

= yz � i� (�xz) � j + xy � k � 1 � l = (yz; xz; xy;�1) :

�

Igy �CROSS(r

x

; r

y

; r

z

)

P

= (6; 3; 2;�1) . Az �erint}os��k implicit egyenlete teh�at: 6(x � 1) + 3(y � 2) +

2(z � 3)� (w � 6) = 0, vagyis 6x+ 3y + 2z � w = 12 .

Nos, a g�orb�ek �es val�odi fel�uletek lesznek R

n

azon r�eszhalmazai, melyek majd vizsg�alatainkban in-

tegr�al�asi tartom�anyk�ent szerepelnek.

�

Igy most m�ar minden rendelkez�esre �all ahhoz, hogy megadjuk a

t�obbv�altoz�os f�uggv�enyek integr�alfogalm�anak lehets�eges kiterjeszt�eseit.

1.3 Vonal{, fel�uleti �es t�erfogati integr�alok

Az al�abbiakban megadjuk a t�obbv�altoz�os f�uggv�enyek integr�alfogalm�anak g�orb�ekre �es val�odi fel�uletekre

ill. vektorf�uggv�enyekre vonatkoz�o �altal�anos��t�asait. Szabadon fogalmazva, a vonal(fel�uleti) integr�al olyan

integr�alk�ozelit}o �osszegek sorozat�ainak hat�ar�ar�ert�eke, mely �osszegekben az egyes tagok a g�orbe(fel�ulet) egy

adott feloszt�as�anak valamely elem�ebe es}o valamely reprezent�ans pontbeli f�uggv�eny�ert�eknek �es egy, az ezen

feloszt�aselem m�eret�et jellemz}o mennyis�egnek a szorzata, speci�alisan vektorf�uggv�eny g�orbe(fel�ulet)menti

integr�alja eset�en a feloszt�aselem ir�any��tott ��vhossz�aval(felsz��n�evel) val�o skal�aris (m�as esetben vektori�alis)

szorzata, m��g ��vhossz(felsz��n) szerinti integr�alja eset�en a feloszt�aselem ��vhossz�aval (felsz��n�evel), mint

skal�arral val�o szorzata.

Az al�abbi de�n��ci�oban felhaszn�aljuk vektor�erf�uggv�enyek t�obbes integr�alj�anak fogalm�at, melyet a kom-

ponenseik integr�aljai �altal alkotott vektork�ent �ertelmez�unk. Nyilv�anval�o azonban, hogy { b�ar (amint azt

k�es}obb megmutatjuk) vannak kiv�etelek { az al�abb de�ni�alt fogalmak k�oz�ul a legszeml�eletesebben azok

az integr�alok �ertelmezhet}oek, melyek de�n��ci�oj�ahoz erre nincs sz�uks�eg, teh�at azok az integr�alok, melyek

t�obbv�altoz�os f�uggv�enyek integr�aljaira vezetnek. M�assz�oval, az ��vhossz ill. felsz��n szerinti integr�alok

t�obbv�altoz�os, azaz skal�arf�uggv�enyekre, a g�orbe{ �es fel�uletmenti integr�alok pedig vektorf�uggv�enyekre al-

kalmazhat�oak legterm�eszetesebben. A k�es}obbiekben l�atni fogjuk, hogy az al�abb de�ni�alt integr�alt��pusok

k�oz�ul a legfontosabbak, melyeknek elvi jelent}os�eg�uk van, a vektorf�uggv�enyek g�orbe{ �es fel�uletmenti

integr�aljai. Az ezek �altal de�ni�alt mennyis�egeknek, melyek seg��ts�eg�evel a vektorf�uggv�enyeket nagyon

term�eszetesen �es szeml�eletesen lehet jellemezni, fontos �zikai alkalmaz�asai vannak. A t�erfogati (a t�err�e-

szekre vonatkoz�o) integr�al de�n��ci�oja persze nem m�as, mint a t�obbv�altoz�os f�uggv�enyek integr�alj�ara

vonatkoz�o integr�altranszform�aci�o (hiszen a t�err�eszek egyenletei nyilv�anval�oan a t�er param�etertranszfor-

m�aci�oi).

A de�n��ci�ot k�ovet}oen az integr�al legfontosabb tulajdons�agait vizsg�aljuk �es illusztr�aljuk k�et r�ovid

p�eld�an, majd k�ul�on t�argyaljuk a vonal{ �es fel�uleti integr�alok k�oz�otti �osszef�ugg�est a k�etdimenzi�os eset-

ben, hiszen k�es}obbi r�eszletes t�argyal�asunk sz��ntere a s��k lesz; v�eg�ul pedig a norm�altarom�any fogalm�anak

�altal�anos��t�asak�ent egy olyan speci�alis, de gyakorlatilag minden l�enyeges esetet mag�aban foglal�o t�err�esz

t��pust de�ni�alunk, melynek hat�ar�an k�onny}u integr�alni.
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1.19 De�n��ci�o (Integr�alok)

Legyen n 2 N ; n � 1 tetsz}oleges, H � R

n

�es v : H ! R

m

, ahol m = 1 vagy

m = n . (Az al�abbi de�n��ci�okban a � jel nyilv�an �ertelemszer}uen skal�arral val�o szorz�ast

ill. skal�aris szorz�ast jelent att�ol f�ugg}oen, hogy m = 1 (v skal�ar�ert�ek}u) vagy m = n

(v vektor�ert�ek}u).) Legyen v 2 C(H) .

(1) Legyen az L g�orbe egyenlete r = r(t) 2 H � R

n

, t 2 I � R .

v vonalmenti (vagy g�orbementi) integr�alja L{en:

Z

L

v dr =

Z

I

v(r(t)) � _r(t) dt

v ��vhossz szerinti integr�alja L{en :

Z

L

v jdrj =

Z

I

v(r(t))j _r(t)j dt

(2) Legyen az F val�odi fel�ulet egyenlete r = r(u) 2 H � R

n

, u 2 A � R

n�1

.

v fel�uletmenti integr�alja F{en :

Z

F

v df =

Z

A

v(r(u)) � CROSS(r

u

(u)) du

v felsz��n szerinti integr�alja F{en :

Z

F

v jdf j =

Z

A

v(r(u))jCROSS(r

u

(u))j du

(3) Fenti jel�ol�esekkel ha m = n = 3, akkor

v vektor�ert�ek}u g�orbementi integr�alja L{en:

Z

L

v � dr =

Z

I

v(r(t)) � _r(t) dt

v vektor�ert�ek}u fel�uletmenti integr�alja F{en:

Z

F

v � df =

Z

A

v(r(u)) � CROSS(r

u

(u)) du

(4) Legyen V t�err�esz egyenlete r = r(u) , u 2 A .

v t�erfogati integr�alja V {n:

Z

V

v dV =

Z

A

v(r(u))jdet r

u

(u)j du

ahol det r

u

(u) az r = r(u) Jacobi determin�ansa.

A g�orbementi �es ��vhossz szerinti integr�alokat k�oz�os n�even vonalintegr�aloknak, m��g a fel�uletmenti �es

felsz��n szerinti integr�alokat fel�uleti integr�aloknak nevezz�uk.

1.20 Megjegyz�esek

(1) A fenti de�n��ci�oban szerepl}o integr�alok nyilv�an l�eteznek, hiszen az adott felt�etelek eset�en az integran-

dus nullm�ert�ek}u halmaz kiv�etel�evel folytonos f�uggv�enye v�altoz�oinak. Tov�abb�a, bizonyos felt�etelek mellett

az integr�alok f�uggetlenek a fel�uleteket de�ni�al�o egyenletekt}ol, csak az �altaluk meghat�arozott halmazt�ol

f�uggenek. Pontosabban, ha F �es F

0

az r{el ill. r

0

{vel de�ni�alt val�odi fel�uletek �es Rg r =Rg r

0

, akkor

tetsz}oleges Rg r{en folytonos f�uggv�eny integr�aljai F{en �es F

0

{n megegyeznek, amennyiben fel�uletmenti

integr�al eset�en m�eg azt is feltessz�uk, hogy F �es F

0

azonos ir�any��t�as�uak, azaz van olyan t�err�esz, hogy

mindketten kifele vannak ir�any��tva, mint ezen t�err�esz hat�ar�anak r�eszhalmazai. Hasonl�o tartalm�u �all��t�ast
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lehet megfogalmazni vonalintegr�alokra vonatkoz�oan is (v�o. az 1.26 (13) feladattal).

(2) Nyilv�an nulla dimenzi�os fel�uletek eset�en is �ertelmezhet}oek a fel�uleti integr�alok, ezeken a f�uggv�enynek

az adott pontbeli (fel�ulet vagy vonalmenti integr�al�as eset�en, melyek ilyenkor persze egybeesnek, ennek

ir�any��t�as�aval megszorzott) helyettes��t�esi �ert�ek�et �ertj�uk.

A vonal{ �es fel�uleti integr�alok egyik legl�enyegesebb tulajdons�aga, hogy, mint az eddig megismert �osszes

integr�alt��pusok, addit��v intervallumf�uggv�enyek. Ahhoz, hogy ezt a t�enyt pontosan megfogalmazhassuk,

a feloszt�as fogalm�at �altal�anos��tanunk kell fel�uletekre.

1.21 De�n��ci�o (Fel�uletek lefed�ese �es feloszt�asa)

(1) Ha v�eges sok, p�aronk�ent k�oz�os bels}o pont n�elk�uli halmaz (fel�ulet) uni�oja egy H halmaz (F fel�ulet),

akkor ezt a v�eges sok halmazt (fel�uletet) egy�uttesen H (F) egy lefed�es�enek �es az egyes halmazokat

(fel�uleteket) a lefed�es elemeinek nevezz�uk.

(2) Legyen f tetsz}oleges f�uggv�eny , H � Dof . A g f�uggv�eny f{nek H{ra val�o megszor��t�asa, ha

Do g = H �es minden x 2 H eset�en g(x) = f(x) .

(3) Legyen F az r f�uggv�eny �altal de�ni�alt fel�ulet. Do r egy lefed�ese eset�en r{nek a lefed�es elemeire

val�o megszor��t�asa �altal de�ni�alt fel�uleteket egy�uttesen F egy feloszt�as�anak nevezz�uk. Azt, hogy

F

1

; F

2

; : : : ; F

k

F egy feloszt�asa, ��gy jel�olj�uk:

P

k

i=1

F

i

= F .

A most k�ovetkez}o �osszes �all��t�as k�ozvetlen k�ovetkezm�enye a vonal{ �es fel�uletmenti integr�al de�n��ci�oinak

�es a t�obbes integr�alok megfelel}o tulajdons�againak (l�asd az 1.26 (12)(a) feladatot).

1.22

�

All��t�as (Integr�alok tulajdons�agai)

(1) Vonal- �es fel�uleti integr�al �or�okli az egyv�altoz�os f�uggv�enyek integr�alj�anak tulajdons�agait:

(a) Integr�al line�aris homog�en oper�aci�o

(b) Integr�al addit��v halmazf�uggv�eny, azaz

Z

P

n

i=1

L

i

v dr =

n

X

i=1

Z

L

i

v dr

�es

Z

P

n

i=1

F

i

v df =

n

X

i=1

Z

F

i

v df

(c)

Z

�L

v dr = �

Z

L

v dr

�es

Z

�F

v df = �

Z

F

v df

(d) ha m � v(r) �M minden r 2 L ill. r 2 F eset�en, akkor

m � jLj �

Z

L

v dr �M � jLj

ill.

m � jF j �

Z

F

v df �M � jF j

(2) Ha v

e

v{nek L �erint}oegys�egvektor�ara, e{re es}o vet�ulete, azaz e =

_r

j _rj

{el v

e

= (v; e) �es v

n

v{nek F

egys�egnorm�alis�ara, n{re es}o vet�ulete, azaz n =

CROSS(r

u

(u))

jCROSS(r

u

(u))j

{el v

n

= (v; n) , akkor

Z

L

v dr =

Z

L

v

e

jdrj

ill.

Z

F

v df =

Z

F

v

n

jdf j

1.23 P�eld�ak

(1) Az

Z

L

k � r dr

integr�al kisz�am��t�asa ha k = (0; 0; 1) �es L az r = r(t) = (cos t; sin t; 0) , t 2 [0; 2�] egyenlettel de�ni�alt

[xy]{s��kbeli pozit��v ir�any��t�as�u egys�egk�or.

(a) k � r(t) = (� sin t; cos t; 0) , _r(t) = (� sin t; cos t; 0) , (k � r(t)) � _r(t) = sin

2

t+ cos

2

t = 1 , ��gy
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Z

L

k � r dr =

Z

2�

0

(k � r(t)) � _r(t) dt =

Z

2�

0

1 dt = 2�

(b) Felhaszn�alva a vonalmenti �es ��vhossz szerinti integr�alok k�oz�otti fenti �osszef�ugg�est, tov�abb�a azt,

hogy L _r ir�any�u e �erint}o egys�egvektora �es k � r azonos ir�any�uak, teh�at (k � r)

e

, k � r{nek e{re es}o

vet�ulete �eppen jk � rj , valamint �gyelembe v�eve, hogy k �es r mer}olegesek egym�asra (hisz a k�or benne

van az [xy] s��kban) �es hogy a k�or�on jrj = 1 , azt kapjuk, hogy

Z

L

k � r dr =

Z

L

(k � r)

e

jdrj =

Z

L

jk � rj jdrj =

Z

L

jkj � jrj jdrj =

Z

L

jrj jdrj =

Z

L

jdrj = jLj = 2� :

(2) Az

Z

F

r dr

integr�al kisz�am��t�asa, ha F az r = r(u; v) = (u cos v; u sin v; u) ; 0 � u � R ; 0 � u � 2� egyenlettel

de�ni�alt R sugar�u z tengely}u �=4 f�elny��l�assz�og}u k�uppal�ast (melyre �F kifel�e ir�any��tott).

(a) r

u

= (cos v; sin v; 1) , r

v

= (�u sin v; u cos v; 0) , ��gy r

u

�r

v

= (�u cos v;�u sin v; u) , r � (r

u

�r

v

) =

�u

2

cos

2

v � u

2

sin

2

v + u

2

= 0 , teh�at

Z

F

r dr =

Z

2�

0

Z

R

0

r � (r

u

� r

v

) dudv = 0

(b) A fel�uleti integr�al de�n��ci�oja alapj�an az integr�al 0 , ha az integrandus a fel�ulet pontjaiban mer}oleges

az �erint}os��k norm�alvektor�ara. Orig�ocs�ucs�u k�up eset�en minden fel�uleti pontban az r helyvektor alkot�o

ir�any�u �es ez mer}oleges az �erint}os��k norm�alis�ara, teh�at a v(r) = r f�uggv�eny integr�alja egy ilyen k�up

b�armely r�esz�en 0.

1.24 Megjegyz�es (A k�etdimenzi�os eset)

Mivel a g�orb�ek az egydimenzi�os fel�uletek, n = 2 eset�en a g�orb�ek �es a val�odi fel�uletek egybeesnek.

�

Igy

a s��k valamely val�odi fel�ulet�en egyidej}uleg �ertelmezett tetsz}oleges k�etdimenzi�os vektor-vektor f�uggv�eny

g�orbementi �es fel�uletmenti integr�alja is. Az al�abbiakban a fenti de�n��ci�ok alapj�an megadjuk a kett}o

k�oz�otti �osszef�ugg�est egy (valamely t�err�eszb}ol n�ezve) pozit��van ir�any��tott L g�orbe �es (a pozit��v ir�any��totts�ag

de�n��ci�oja alapj�an kifel�e ir�any��tott) F = �L eset�en:

Z

F

v df =

Z

L

CROSS(v) dr

�es

Z

L

v dr = �

Z

F

CROSS(v) df :

Val�oban, legyen a pozit��van ir�any��tott L s��kg�orbe egyenlete: r = r(t) = (x(t); y(t)) , t 2 I . Felhaszn�alva,

hogy k�etdimenzi�os esetben CROSS((x; y)) = (�y; x) (l�asd az 1.7 (1) megjegyz�est), azt kapjuk, hogy

F = �L - re:

Z

F

v df =

Z

�L

v df = �

Z

L

v df = �

Z

I

v(r(t)) �CROSS( _r(t)) dt =

= �

Z

I

(v

1

; v

2

) � (� _y; _x) dt = �

Z

I

(�v

1

_y + v

2

_x) dt = �

Z

I

(v

2

;�v

1

) � ( _x; _y) dt =

=

Z

I

(�v

2

; v

1

) � _r(t) dt =

Z

L

(�v

2

; v

1

) dr =

Z

L

CROSS(v) dr

M�asr�eszt, mivel CROSS(CROSS(�v)) = v �es CROSS(�v) = �CROSS(v) , ebb}ol

Z

L

v dr =

Z

L

CROSS(CROSS(�v)) dr =

Z

L

CROSS(�CROSS(v)) dr = �

Z

F

CROSS(v) df

11



B�ar azt, hogy a vonal- �es fel�uleti integr�alok feloszt�asok eset�en addit��v halmazf�uggv�enyk�ent viselkednek

k�onny}u bizony��tani, az alkalmaz�asokban ez �altal�aban nem el�eg, azt kellene tudni, hogy lefed�esek eset�en

is ilyenek. A gyakorlatban el�egnek bizonyul csak bizonyos speci�alis tartom�anyok hat�arai eset�en vizsg�alni

ezt a k�erd�est, melyek k�ore az�ert m�eg el�eg t�ag ahhoz, hogy az �osszes "norm�alis" t�err�eszeket tartalmazza,

csak a "torzsz�ul�otteket" z�arja ki a tekintetbe veend}o halmazok k�oz�ul (v�o az 1.26 (18) feladattal). Ezeket

a speci�alis halmazokat n�eh�any r�ajuk vonatkoz�o megjegyz�est k�ovet}oen az al�abbiakban de�n���aljuk.

A k�etv�altoz�os f�uggv�enyek integr�alsz�am��t�asa sor�an bevezetett norm�altartom�anyt a s��k egy olyan r�esz-

halmazak�ent de�ni�altuk, melyet { szabadon fogalmazva { egyv�altoz�os f�uggv�enyek g�orb�ei hat�arolnak. Az

al�abbi de�n��ci�oban a koordin�atafel�ulet a f�uggv�eny g�orb�ej�enek megfelel}o �altal�anos fogalom �es a regul�aris

norm�altartom�any az ilyenek �altal hat�arolt t�err�esz. V�eg�ul a norm�al t�err�eszt a t�er egy olyan r�eszhalmazak�ent

de�ni�aljuk, melynek szerkezete biztos��tja, hogy a hat�ar�ara vett integr�alt visszavezethess�uk norm�altarto-

m�anyok hat�ar�ara, azaz koordin�atafel�uletekre val�o integr�al�asra. Ugyanis a de�n��ci�oban r�ogz��tett felt�etelek

fenn�all�asa eset�en bizony��that�o, hogy a norm�al t�err�esz feloszthat�o norm�altartom�anyokra olym�odon, hogy a

feloszt�as elemeinek a t�err�esz belsej�ebe es}o hat�arszakaszain vett integr�alok kiejtik egym�ast, m��g a marad�ek

hat�arszakaszokon vett integr�alok �osszege a t�err�esz hat�ar�ara vett integr�alt adja (l�asd az 1.26 (15)(b) �es

(17) feladatokat).

1.25 De�n��ci�o (Norm�altartom�any �altal�anos��t�asa)

Legyen n 2 N ; n � 1 �es legyen V � R

n

egy az identit�asf�uggv�ennyel de�ni�alt t�err�esz.

(1)(a) Ha n = 1 �es V nem �ures belsej}u z�art intervallum, akkor V {t (regul�aris) norm�altartom�anynak

nevezz�uk.

(b) Legyen n > 1 ; 1 � i � n . V {t az i. tengelyre vonatkoztatva n dimenzi�os (regul�aris)

norm�altartom�anynak nevezz�uk, ha van olyan H � R

n�1

regul�aris norm�altartom�any �es vannak

olyan f ; g H{n �ertelmezett szakaszonk�ent folytonosan deriv�alhat�o (n � 1){v�altoz�os f�uggv�enyek,

hogy

minden (x

1

; x

2

; : : : ; x

i�1

; x

i+1

; : : : ; x

n

) 2 IntH eset�en

g(x

1

; x

2

; : : : ; x

i�1

; x

i+1

; : : : ; x

n

) < f(x

1

; x

2

; : : : ; x

i�1

; x

i+1

; : : : ; x

n

) ,

tov�abb�a minden x = (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) 2 R

n

eset�en x 2 V i�

(x

1

; x

2

; : : : ; x

i�1

; x

i+1

; : : : ; x

n

) 2 H �es

g(x

1

; x

2

; : : : ; x

i�1

; x

i+1

; : : : ; x

n

) � x

i

� f(x

1

; x

2

; : : : ; x

i�1

; x

i+1

; : : : ; x

n

) :

(c) Legyen n > 1 : V {t (regul�aris) norm�altartom�anynak nevezz�uk, ha minden 1 � i � n eset�en

az i: tengelyre vonatkoztatva regul�aris norm�altartom�any.

(2) Az (1)(b){ben szerepl}o felt�eteleket kiel�eg��t}o H norm�altartom�any �es f f�uggv�eny eset�en az

r = r(x) = (x

1

; x

2

; : : : ; x

i�1

; f(x

1

; x

2

; : : : :; x

i�1

; x

i+1

; :::; x

n

) ; x

i+1

; ::; x

n

) ;

(x

1

; x

2

; : : : ; x

i�1

; x

i+1

; :::; x

n

) 2 H

alak�u f�uggv�enyek �altal de�ni�alt �es a vel�uk ellent�etes ir�any��t�as�u fel�uleteket (n dimenzi�obeli) (i. tengely

szerinti) koordin�atafel�uleteknek nevezz�uk. (Speci�alisan a s��kon a koordin�atafel�uletek az r = r(x) =

(x; f(x)) ; x 2 [a; b] �es az r = r(y) = (g(y); y) ; y 2 [c; d] alak�u f�uggv�enyek �altal de�ni�alt val�odi

fel�uletek.) Tov�abb�a koordin�atafel�uletnek tekint�unk minden nulldimenzi�os fel�uletet is.

(3) V {t norm�al t�err�esznek nevezz�uk, ha V lefedhet}o olyan kifel�e ir�any��tott hat�ar�u

regul�aris norm�altartom�anyokkal, melyek mindegyik�enek hat�ara szint�en lefedhet}o �ugy, hogy ezen

lefed�esek V hat�ar�ara es}o elemei V hat�ar�anak egy koordin�atafel�uletekb}ol �all�o lefed�es�et adj�ak, V {

b}ol n�ezve kifel�e vannak ir�any��tva �es belsej�uk pontosan egy norm�altartom�any hat�ar�anak r�esze, m��g

a hat�arok lefed�es�enek minden t�obbi elem�ere fenn�all, hogy azok ellent�etes ir�any��t�assal pontosan k�et

norm�altartom�any hat�ar�anak lefed�es�eben szerepelnek elemk�ent (az illusztr�aci�ot l�asd a t�uloldalon).

Nos, koordin�atafel�uletekkel val�o lefed�esre vonatkoz�oan, ��gy norm�al t�err�eszek hat�ar�anak bizonyos

lefed�es�eire vonatkoz�oan is, az integr�alok meg}orzik addit��vit�asukat. Ezt a t�enyt pontos form�aban az al�abb

k�ovetkez}o 1.26 (15)(b) �es (17) feladatokban fogalmazzuk meg.
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1.26 Feladatok

(1) Bizony��tsuk be, hogy ha a �es b jobbsodr�as�u rendszert alkot, akkor a{t pozit��v (azaz az �oramutat�o

j�ar�as�aval ellenkez}o ir�any�u) �{n�el kisebb sz�oggel val�o elforgat�as viszi b{be!

(2)(a) Bizony��tsuk be, hogy R �osszef�ugg}o r�eszhalmazai az intervallumok!

(b) Bizony��tsuk be, hogy ha H � R

n

�es minden x; y 2 H �osszek�othet}o H{n bel�ul elemi ��vvel, akkor

H �osszef�ugg}o !

(3) Egy halmaz konvex, ha minden pontp�arja �osszek�othet}o a halmazon bel�uli szakasszal.

(a) Bizony��tsuk be, hogy minden konvex halmaz �osszef�ugg}o!

(b) Adjunk p�eld�at R

3

{beli konvex, tov�abb�a nem konvex, de �osszef�ugg}o fel�uletekre!

(4)(a) Bizony��tsuk be, hogy a fel�uletek z�art, korl�atos halmazok!

(b) Legyen L tetsz}oleges norm�alt line�aris t�er �es legyen H � L korl�atos, z�art halmaz. Bizony��tsuk be,

hogy tetsz}oleges x 2 L eset�en, ha x 62 H , akkor van x{nek olyan S(x) k�ornyezete, hogy S(x) \H = ;.

(c) Legyen L tetsz}oleges norm�alt line�aris t�er �es legyenekH

1

; H

2

� L diszjunkt korl�atos, z�art halmazok.

Bizony��tsuk be, hogy van olyan d > 0, hogy minden x 2 H

1

, y 2 H

2

eset�en kx� yk � d. (A d(H

1

; H

2

) =

= inffkx� yk : x 2 H

1

; y 2 H

2

g � d > 0 sz�amot H

1

�es H

2

t�avols�ag�anak nevezz�uk.)

(d) Bizony��tsuk be, hogy v�eges sok z�art halmaz uni�oja z�art! Igaz-e ez v�egtelen sok halmaz eset�en is?

(5)(a) Bizony��tsuk be, hogy a koordin�atafel�uletek val�oban fel�uletek!

(b) Bizony��tsuk be, hogy a koordin�atafel�uletek elemi h�ejak!

(6) Legyen F az n{dimenzi�os val�odi fel�ulet egy implicit egyenlete f(r) = 0 ; r

0

2 F �es grad f(r

0

) 6= 0 .

Bizony��tsuk be, hogy ekkor minden r

0

{on �atmen}o, a fel�ulet �altal tartalmazott g�orbe r

0

{beli �erint}oje a

grad f(r

0

) norm�alis�u r

0

{beli �erint}o hipers��kba esik.

(7)(a) Bizony��tsuk be, hogy ha F egyenlete r = r(u) ; u 2 A

0

, akkor r

�

IntA � IntF !

(b) Bizony��tsuk be, hogy ha F �es F

0

az r{el ill. r

0

{vel de�ni�alt azonos dimenzi�os fel�uletek �es Rg r =

= Rg r

0

akkor IntF =IntF

0

!

(8) Bizony��tsuk be, hogy ha az F egydimenzi�os fel�ulet egyenlete r = r(t); t 2 A �es �F egyenlete s = s(t),

t 2 A

0

; akkor

(a) Rg r =Rg s

(b) F pontjaiban F �es �F ir�any��t�asa egym�as (�1){ szeresei, azaz, ha r(t) = s(t

0

) , valamely t 2 A,

t

0

2 A

0

eset�en, akkor CROSS( _s(t

0

)) = �CROSS( _r(t)).

(9) Legyen F az r = r(t) , t 2 I = [a; b] �altal de�ni�alt g�orbe.
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(a) Bizony��tsuk be, hogy ha F elemi ��v, akkor IntF = r

�

Int I , teh�at F hat�ara az fr(a); r(b)g halmaz.

(b) Igaz-e, hogy ha r invert�alhat�o Int I{n �es r(a) = r(b) , akkor F z�art fel�ulet?

(10) Ha az L g�orbe r = r(t) ; t 2 I = [a; b] egyenlete olyan, hogy minden a < c < b eset�en az r{nek

mind az [a; c]{re mind a [c; b]{re val�o megszor��t�asa �altal de�ni�alt g�orbe elemi ��v, akkor L{et egyszer}u

��vnek nevezz�uk. (Nyilv�an minden elemi ��v egyszer}u ��v is.) Legyen az L egyszer�u ��v egyenlete r = r(t) ,

t 2 I = [a; b]. r(a){t L kezd}opontj�anak �es r(b){t L v�egpontj�anak nevezz�uk. Bizony��tsuk be, hogy

(a) r invert�alhat�o mind az (a; b]{n, mind az [a; b){n �es folytonosan invert�alhat�o (a; b){n,

(b) L akkor �es csak akkor z�art ha r(a) = r(b),

(c) L akkor �es csak akkor elemi ��v ha nem z�art.

(d) Az r = r(t) = (R sin t; R cos t) ; t 2 [0; 2�] egyenlettek de�ni�alt grbe z�art.

(11) Legyenek a < b < c tetsz}oleges val�osok �es tegy�uk fel, hogy r

1

= r

1

(t) , t 2 [a; b] �es r

2

= r

2

(t),

t 2 [b; c] elemi ��veket de�ni�alnak �es r

1

(b) = r

2

(b) . Legyen

r(t) =

�

r

1

(t) ha t 2 [a; b]

r

2

(t) ha t 2 [b; c]

; t 2 [a; c]

(Ez az r

1

�es r

2

�altal de�ni�alt g�orb�ek egym�ashoz csatol�asa.) Bizony��tsuk be, hogy

(a) ha Rg r

1

\Rg r

2

= fr(b)g , akkor r elemi ��vet de�ni�al �es

(b) ha r

2

(c) = r

1

(a) �es Rg r

1

\ Rg r

2

= fr(a); r(b)g, akkor r egyszer�u ��vet de�ni�al!

(12)(a) Bizony��tsuk be a vonal- �es fel�uleti integr�aloknak az 1.22

�

All��t�asban felsorolt tulajdons�agait !

(b) Bizony��tsuk be a s��kbeli (egydimenzi�os) val�odi fel�uletek eset�en a k�ovetkez}ot:

ha F az r = r(t) t 2 I �altal de�ni�alt fel�ulet, f I{n de�ni�alt szigor�uan monoton n�ov}o deriv�alhat�o

f�uggv�eny, akkor az s(t) = r(f(t)) ; t 2 I

0

= (f

�1

)

�

I �altal de�ni�alt F

0

fel�ulet eset�en Rg r = Rg s �es

b�armely az F { en folytonos v f�uggv�eny eset�en

Z

F

v df =

Z

F

0

v df :

(13) Legyenek L �es L

0

egyszer}u ��vek egyenletei r = r(t) ; t 2 I ill. s = s(t) ; t 2 I

0

. (Az egyszer}u

��v de�n��ci�oj�ahoz l�asd a (10) feladatot.) Tegy�uk fel, hogy L �es L

0

kezd}opontjai egybeesnek, tov�abb�a

Rg r =Rg s . Legyen G =Rg r . Bizony��tsuk be, hogy tetsz}oleges v 2 C(G) eset�en v{nek L{en �es L

0

{�on

vett vonalintegr�aljai megegyeznek!

(14) Legyenek a < b �es c < d tetsz}oleges val�osok �es legyenek L

1

�es L

2

az r

1

= r

1

(t) ,

t 2 [a; b] ill. az r

2

= r

2

(t) ; t 2 [c; d] �altal de�ni�alt elemi ��vek. Tegy�uk fel, hogy

(a) r

1

(b) = r

2

(c) �es Rg r

1

\ Rg r

2

= fr

1

(b)g

vagy

(b) r

1

(b) = r

2

(c) ; r

1

(a) = r

2

(d) �es Rg r

1

\ Rg r

2

= fr

1

(a); r

1

(b)g .

Bizony��tsuk be, hogy ha L az r = r(t) ; t 2 I egyenlettel de�ni�alt olyan L g�orbe, melyre Rg r = Rg r

1

[

Rg r

2

, akkor minden L{en folytonos v f�uggv�eny eset�en

Z

L

v dr =

Z

L

1

v dr +

Z

L

2

v dr :

(15)

�

(a) Legyen V k�etdimenzi�os norm�al t�err�esz �es F z�art fel�ulet r�esze V hat�ar�anak. Bizony��tsuk be,

hogy V hat�ar�anak minden F

1

; F

2

; : : : ; F

n

lefed�es�eb}ol kiv�alaszthat�o F{nek egy F

0

1

; F

0

2

; : : : ; F

0

n

lefed�ese.

(b) Legyen V tetsz}oleges k�etdimenzi�os t�err�esz. Legyen F V {b}ol n�ezve kifele ir�any��tott val�odi fel�ulet

r�esze V hat�ar�anak. Bizony��tsuk be, hogy ha n � 2 �es az F

1

; F

2

; : : : ; F

n

olyan V {b}ol n�ezve kifele ir�any��tott

koordin�atafel�uletekkel val�o lefed�ese F{nek, melyek mindegyike egy V �altal tartalmazott regul�aris nor-

m�altartom�any hat�ar�anak r�esze, akkor b�armely F{en folytonos v f�uggv�eny eset�en
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Z

F

v df =

n

X

i=1

Z

F

i

v df :

(c) Legyenek V

1

; V

2

k�etdimenzi�os norm�al t�err�eszek �es V

2

� IntV

1

. Legyenek V

1

�es V

2

kifel�e ir�any��tott

hat�arai az F

1

�es F

2

fel

�

letek. Bizony��tsuk be, hogy ekkor V = V

1

n IntV

2

olyan t�err�esz, melynek hat�ar�at

F

1

�es F

2

lefedi, tov�abb�a F

1

�es �F

2

V {b}ol n�ezve kifel�e vannak ir�any��tva.

(d) Bizony��tsuk be, hogy ha V az orig�ok�oz�eppont�u R sugar�u k�orlap, akkor V norm�al t�err�esz melynek

az r = r(t) = (R sin t; R cos t) ; 0 � t � 2� egyenlettel de�ni�alt F k�orvonal a hat�ara.

(16) Legyenek a < b val�osok, f; g 2

_

C

1

[a; b] ; V = f(x; y) : a � x � b; g(x) � y � f(x)g. Bizony��tsuk be,

hogy ha az F egydimenzi�os val�odi fel�ulet egyenlete

(a) r = r(x) = (x; f(x)) ; x 2 (a; b), akkor F V {b}ol n�ezve kifel�e van ir�any��tva,

(b) r = r(x) = (x; g(x)) ; x 2 [a; b], akkor �F V {b}ol n�ezve kifel�e van ir�any��tva.

(17) Legyenek a < b tetsz}oleges val�osok �es f; g 2

_

C

1

[a; b] olyanok, hogy g(x) < f(x) minden x 2 (a; b){re.

Legyen

V = f(x; y) : a � x � b ; g(x) � y � f(x)g :

k�etdimenzi�os regul�aris norm�altartom�any. Legyenek tov�abb�a

F

1

az r

1

(x) = (x; f(x)) ; x 2 [a; b] ,

F

2

az r

2

(x) = (x; g(x)) ; x 2 [a; b] ,

F

3

az r

3

(x) = (a; y) ; y 2 [g(a); f(a)] �es

F

4

az r

4

(x) = (b; y) ; y 2 [g(b); f(b)]

�altal de�ni�alt egydimenzi�os fel�uletek, tov�abb�a legyen F V kifele ir�any��tott hat�ara. (F

3

{at �es F

4

{et

term�eszetesen csak akkor de�ni�aljuk ha g(a) < f(a) ill. g(b) < f(b) :) A (15) (b) feladat eredm�eny�enek

felhaszn�al�asa n�elk�ul bizony��tsuk be hogy F

1

; F

2

; F

3

; F

4

V hat�ar�anak lefed�ese (ahol g(a) = f(a) eset�en

a harmadik, g(b) = f(b)) eset�en a negyedik elem hi�anyzik) �es b�armely F{en folytonos v f�uggv�eny eset�en

Z

F

v df =

Z

F

1

v df �

Z

F

2

v df +

Z

F

3

v df �

Z

F

4

v df

(ahol g(a) = f(a) eset�en a harmadik, g(b) = f(b)) eset�en a negyedik tag hi�anyzik).

(18) Mutassunk p�eld�at olyan s��kbeli regul�aris norm�altartom�anyokra, melyek nem norm�al t�err�eszek!
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2. Vektorf�uggv�enyek jellemz�ese

integr�aljaikkal

Szeretn�enk a vektorf�uggv�enyek v�altoz�as�anak jellemz�es�ere az egyv�altoz�os f�uggv�enyek deriv�altj�ahoz ha-

sonl�oan szeml�eletes jelent�essel b��r�o olyan fogalmakat keresni, melyek pontonk�ent le��rj�ak a vektorf�uggv�eny

nagys�ag�anak �es ir�any�anak v�altoz�as�at k�ul�on{k�ul�on, hiszen maga a deriv�altoper�ator tov�abbi elemz�es n�elk�ul

erre nem alkalmas, a vektor ir�any�anak �es nagys�ag�anak v�altoz�as�at egy�utt adja meg. Ehhez term�eszetesen

el}osz�or is mag�anak a vektorf�uggv�enynek a szeml�eltet�es�ere kell eszk�oz�oket keresn�unk.

2.1 Vektorf�uggv�enyek szeml�eltet�ese

Vizsg�aljuk meg teh�at hogyan lehetne szeml�eltetni a vektorf�uggv�enyeket! A matematikai fogalmak-

nak �altal�aban k�et fajta szeml�eltet�ese van. Az egyik tulajdonk�eppen alkalmaz�ast jelent, azt, hogy a

matematikai mennyis�egeknek konkr�et (pl. �zikai) jelent�est tulajdon��tunk. Ez annak az elj�ar�asnak a meg-

ford��t�asa, amikor valamely �zikai jelens�eg matematikai modellj�et keress�uk.

�

Igy p�eld�aul egy h�aromv�altoz�os

f�uggv�enyt mindig tekinthet�unk h}om�ers�ekleteloszl�as f�uggv�enynek, kezelhetj�uk �ugy, mint egy olyan f�ugg-

v�enyt, mely a t�er minden pontj�ahoz az adott pontbeli h}om�ers�ekletet rendeli. A m�asik, a gra�kus

szeml�eltet�es sor�an a matematikai mennyis�egekhez geometriai jelent�est rendel�unk abb�ol a c�elb�ol, hogy

geometriai objektumok seg��ts�eg�evel �abr�azolhassuk }oket �es ��gy a sz�o szoros �ertelm�eben szeml�eletes k�epet

nyerj�unk r�oluk.

A vektorf�uggv�enyek leggyakoribb k�et alkalmaz�asa k�oz�ul az egyik az, amikor a f�uggv�eny �ert�ekeit adott

pontbeli er}onek (pl. elektromos, m�agneses, gravit�aci�os er}onek) tekintj�uk; ilyen esetben a vektorf�uggv�enyt

er}ot�ernek nevezz�uk. A m�asik gyakori alkalmaz�as eset�en a f�uggv�eny �ert�ekeit valamilyen �araml�o anyag

(pl. folyad�ek, g�az vagy ak�ar h�omp�olyg}o k}og�orgeteg, felvonul�o embert�omeg) adott pontbeli sebess�eg�enek

tekintj�uk, azaz a vektorf�uggv�eny valamely pontbeli �ert�ek�enek ir�anya az �araml�as ir�any�at, m��g nagys�aga

az egys�egnyi id}o alatt ebben az ir�anyban �at�araml�o anyags}ur}us�eget, azaz, egy, erre az ir�anyra mer}oleges,

egys�egnyi felsz��n}u (val�odi) fel�uleten �at�araml�o anyag mennyis�eg�et adja meg (h�aromdimenzi�os folyad�ek

�araml�as eset�en pl.

kg

m

2

�

1

sec

{ban). Ekkor a f�uggv�enyt �araml�asi t�ernek h��vjuk.

Gra�kusan egy vektorf�uggv�enyt olyan g�orbesereggel, az �un. er}ovonalakkal (vagy �aramvonalakkal)

�abr�azolhatunk v�azlatosan, melyek eset�en egy adott pontban a vektorf�uggv�eny ir�any�at a ponton �athalad�o

g�orbe �erint}oj�enek ir�anya, m��g nagys�ag�at a g�orbesereg adott pontbeli s}ur}us�ege, azaz az �erint}ore mer}oleges

egys�egnyi felsz��n}u fel�uleten �athalad�o (azt metsz}o) er}ovonalak sz�ama adja meg. Az al�abbiakban megadjuk

n�eh�any egyszer}u speci�alis s��kbeli er}ot�er er}ovonalas �abr�azol�as�at. (A k�es}obbiekben is mindig, ha m�ast

nem mondunk az er}ovonalas �abr�azol�asok s��kvektorterekre vonatkoznak, az �altal�anos esetet ezen lehet a

legk�enyelmesebben illusztr�alni.) Homog�en nagys�ag�u(ir�any�u) egy t�er ha nagys�aga(ir�anya) �alland�o,

ellenkez}o esetben inhomog�en nagys�ag�u(ir�any�u), homog�en ha homog�en nagys�ag�u �es ir�any�u, v�eg�ul

inhomog�en ha nem homog�en.

Homog�en er}ot�er Homog�en nagys�ag�u

inhomog�en er}ot�er

Homog�en ir�any�u

inhomog�en er}ot�er
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Inhomog�en nagys�ag�u �es ir�any�u er}ot�er

Vizsg�aljuk meg, hogy milyen �zikai jelent�es tulajdon��that�o a g�orbe{ �es fel�uletmenti integr�aloknak az

�araml�asi t�er terminusaiban, illetve mi felel meg ezeknek az integr�aloknak er}ovonalas �abr�azol�as eset�en!

Mint l�atni fogjuk, a fel�uletmenti integr�al a vektorf�uggv�eny nagys�agv�altoz�as�aval van kapcsolatban, m��g a

vektorf�uggv�eny ir�anyv�altoz�as�at a vonalmenti integr�al jellemzi.

2.2 Fel�uletmenti integr�al

A fel�uletmenti integr�al szeml�eletes jelent�es�et el}osz�or az �araml�asi t�er eset�en (r�ogz��tett id}oegys�egre

vonatkoztatva) vizsg�aljuk meg. Mivel a vektorf�uggv�eny ilyenkor egy ir�any��tott s}ur}us�eg �es a fel�uletmenti

integr�al ezen s}ur}us�eg fel�uleti norm�alisra es}o vet�ulet�enek az integr�alja, a fel�uletmenti integr�al a fel�uleten

�at�araml�o anyag el}ojeles �osszemennyis�ege, azaz a fel�uleten kereszt�ul a fel�ulet ir�any��t�asa �altal meghat�arozott

ir�anyban �es az ellenkez}o ir�anyban �araml�o anyag mennyis�eg�enek k�ul�onbs�ege. P�eld�aul nyilv�anval�oan egy

olyan v�eges s��ktartom�any mint fel�ulet eset�en, mely ment�en az �araml�as ir�anya �alland�o, ha a s��k p�arhuzamos

az �araml�as ir�any�aval, akkor az integr�al nulla �es az integr�al akkor maxim�alis, ha a s��k mer}oleges az �araml�as

ir�any�ara.

A fentiekb}ol k�ovetkez}oen egy t�err�esz kifelel�e ir�any��tott hat�arfel�ulete eset�en a fel�uletmenti integr�al

�eppen a fel�ulet �altal bez�art t�err�eszb}ol ki�araml�o �es az oda be�araml�o anyag mennyis�eg�enek k�ul�onbs�ege, azaz

a t�err�eszben keletkez}o (vagy negat��v el}ojel eset�en elt}un}o) anyag mennyis�ege, m�assz�oval az �araml�o anyag

mennyis�eg�enek a tekintett t�err�eszen t�ort�en}o megv�altoz�asa. K�ovetkez�esk�epp, az, hogy egy ilyen fel�uletre

vonatkoz�o fel�uletmenti integr�al nulla, azt jelenti, hogy amennyi anyag a t�err�eszbe �erkezik, ugyanannyi

t�avozik is onnan, teh�at nem keletkezik �es nem is t}unik el itt anyag, pontosabban, az itt keletkez}o �es elt}un}o

anyag mennyis�ege azonos.

Anal�og m�odon gra�kus szeml�eltet�es eset�en a fel�uletmenti integr�al a a fel�uleten �athalad�o �osszes

er}ovonalak sz�ama. Val�oban, az er}ot�er egy kicsiny, homog�ennak tekinthet}o darabj�at tekintve (az �abr�at l�asd

a t�uloldalon), ha egy egys�egnyi felsz��n}u, az er}ovonalakra mer}oleges E fel�uletdarabon �athalad�o er}ovonalak

sz�ama k = jvj , akkor a vele � sz�oget bez�ar�o �F fel�uletdarabon ugyanezek az er}ovonalak �athaladnak, de

�F felsz��ne m�ar

1

cos�

, ��gy rajta az er}ovonalak s}ur}us�ege

k

1

cos�

= k � cos� = jvj � cos� = v � n = v

n

;

ahol n �F egys�egnorm�alisa �es v

n

v{nek erre es}o vet�ulete. K{t, az eg�esz F{en �athalad�o er}ovonalak

sz�am�at, nyilv�an az er}ovonals}ur}us�eg felsz��n szerinti integr�alja adja meg. Felhaszn�alva az 1.22 (2) �all��t�ast,

azt kapjuk, hogy

K =

Z

F

v

n

jdf j =

Z

F

v df ;

amit meg akartunk mutatni.
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α E

F∆ n

Teh�at a fel�uletmenti integr�al a a fel�uleten �athalad�o �osszes er}ovonalak sz�ama. Persze itt is az, hogy

a fel�uleten �athalad�o azt jelenti, hogy a fel�uleti norm�alis ir�any�aba �es azzal ellent�etes ir�anyban �athalad�o

er}ovonalak sz�am�anak el}ojeles �osszege. Ebb}ol k�ovetkez}oen egy t�err�eszt hat�arol�o kifele ir�any��tott fel�ulet

eset�en a fel�uletmenti integr�al a t�err�eszb}ol ki{ �es oda bel�ep}o er}ovonalak sz�am�anak, m�assz�oval a fel�uleten

a k�et ir�anyban �athalad�o �osszes er}ovonalak sz�am�anak k�ul�onbs�ege, azaz az er}ovonalsz�amnak a t�err�eszben

t�ort�en}o megv�altoz�asa. Az integr�al teh�at pontosan akkor nulla, ha a fel�ulet �altal bez�art t�err�eszben az ott

ered}o �es elt}un}o er}ovonalak sz�ama megegyezik, vagyis, ah�any er}ovonal a t�err�eszbe bel�ep, ugyanannyi ki

is l�ep onnan. Speci�alisan ez a helyzet, ha az er}ot�er er}ovonalai mindk�et ir�anyban v�egtelenek vagy pedig

z�artak. Ekkor sehol nem erednek �uj er}ovonalak �es nem is t}unnek el sehol. Azokat a pontokat, ahol �uj

er}ovonalak keletkeznek forr�asoknak, m��g azokat, ahol er}ovonalak sz}unnek meg, nyel}oknek nevezz�uk.

F F F

Z

F

v df > 0

Z

F

v df = 0

Z

F

v df < 0

2.1 De�n��ci�o

Egy v vektorf�uggv�enynek az F fel�uleten vett fel�uletmenti integr�alja a v{nek F{re vonatkoz�o (F{re

sz�am��tott) 
uxusa.

Az eddig elmondottak alapj�an a 
uxus egy { egy t�err�eszben a vektorf�uggv�eny nagys�ag�anak (az �altala

le��rt anyag �osszemennyis�eg�enek) v�altoz�as�at adja meg.

2.2 P�elda A

v(x; y) = (f(x); 0) ; x 2 [a; b] ; y 2 [c; d]

�es a

18



w(x; y) = (f(y); 0) ; x 2 [a; b] ; y 2 [c; d]

vektorf�uggv�enyek (f 2 C(R) pozit��v �es szigor�uan monoton n�ov}o f�uggv�eny) 
uxus�anak kisz�am��t�asa a

V = f(x; y) : a � x � b; c � y � dg

koordin�atatengelyekkel p�arhuzamos �el}u t�eglalap, mint k�etdimenzi�os t�err�esz kifelele ir�any��tott hat�ar�ara

vonatkoz�oan.

Legyen V kifele ir�any��tott hat�ara F �es legyenek

F

1

az r

1

(x) = (x; d) ; a � x � b ;

F

2

az r

2

(x) = (x; c) ; a � x � b ;

F

3

az r

3

(y) = (a; y) ; c � y � d ;

F

4

az r

4

(y) = (b; y) ; c � y � d

�altal de�ni�alt fel�uletek. Az integr�alnak a norm�altartom�anyok hat�arain val�o addit��vit�as�at haszn�alva (l�asd

az 1.26 (15) (b) vagy az 1.26 (17) feladatot) ad�odik, hogy

Z

F

v df =

Z

F

1

v df �

Z

F

2

v df +

Z

F

3

v df �

Z

F

4

v df

(F

2

�es F

4

az�ert szerepelnek negat��v el}ojellel, mert �F

2

�es �F

4

vannak V {b}ol kifele ir�any��tva, hiszen

p�eld�aul r

0

2

(x) = (1; 0) miatt F

2

ir�any��t�asa CROSS(r

0

2

) = (0; 1) .

(1) v(x; y) = (f(x); 0) ; x 2 [a; b] ; y 2 [c; d]

a b

d

F

c

F1

2-F

3 -F 4

Mivel v{nek csak x ir�any�u komponense van, ��gy minden�utt mer}oleges F

1

�es F

2

norm�alisaira, teh�at

Z

F

1

v df =

Z

F

2

v df = 0 :

Val�oban, p�eld�aul r

0

1

(x) = (1; 0) , ��gy CROSS(r

0

1

) = (0; 1) , k�ovetkez�esk�eppen

Z

F

1

v df =

Z

b

a

(f(x); 0) � (0; 1) dx =

Z

b

a

0 dx = 0 :

M�asr�eszt, r

3

(y) = (a; y) ; c � y � d , teh�at F

3

pontjaiban x = a , ��gy v(r

3

(y)) = (f(a); 0) . Tov�abb�a,

r

0

3

(y) = (0; 1) , ��gy CROSS(r

0

3

) = (�1; 0) , teh�at

Z

F

3

v df =

Z

d

c

v(r

3

(y)) � CROSS(r

0

3

) dy =

Z

d

c

(f(a); 0) � (�1; 0) dy =
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=

Z

d

c

�f(a) dy = �f(a)

Z

d

c

dy = �f(a)(d� c)

�es pontosan ugyan��gy

Z

F

4

v df = �f(b)(d� c) ;

teh�at

Z

F

v df =

Z

F

1

v df �

Z

F

2

v df +

Z

F

3

v df �

Z

F

4

v df =

= �f(a)(d� c)� (�f(b)(d� c)) = (f(b)� f(a))(d� c) > 0 :

A V {ben keletkez}o er}ovonalak sz�ama teh�at (f(b)� f(a))(d� c) , ahogy ez v�arhat�o is, hiszen ez nem m�as

mint az F

3

{on bel�ep}o er}ovonalak sz�am�anak (d� c) � f(a){nak �es az F

4

{en kil�ep}o er}ovonalak sz�am�anak

(d�c)�f(b){nek a k�ul�onbs�ege, mert F

3

{on az er}ovonalak s}ur}us�ege jv(x; y)j = f(a) ; F

4

{en pedig jv(x; y)j =

= f(b) .

(2) w(x; y) = (f(y); 0) ; x 2 [a; b] ; y 2 [c; d]

a b

-F 4

F1

c

d

F3

-F 2

Hasonl�oan az el}oz}o esethez, mivel w{nek is csak x ir�any�u komponense van, teh�at minden�utt mer}oleges

F

1

�es F

2

norm�alisaira, azaz

Z

F

1

w df =

Z

F

2

w df = 0 :

A k�et m�asik integr�alt szint�en az el}oz}o esettel anal�og m�odon sz�am��thatjuk:

Z

F

3

w df =

Z

d

c

w(r

3

(y)) � CROSS(r

0

3

) dy =

Z

d

c

(f(y); 0) � (�1; 0) dy = �

Z

d

c

f(y) dy

�es ugyan��gy

Z

F

4

w df = �

Z

d

c

f(y) dy ;

vagyis

Z

F

w df =

Z

F

1

w df �

Z

F

2

w df +

Z

F

3

w df �

Z

F

4

w df =

Z

F

3

w df �

Z

F

4

w df = 0 ;
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amint az persze v�arhat�o is volt, hisz az F

3

{on bel�ep}o minden er}ovonal F

4

{en kil�ep mert w er}ovonalai

mindk�et ir�anyban v�egtelenek, nincsenek sem forr�asai, sem nyel}oi.

A fenti p�elda sz�epen illusztr�alja, hogy a 
uxus csak a vektorf�uggv�eny, azaz az er}ovonalak ir�any�aba

es}o nagys�agv�altoz�asra �erz�ekeny, az erre mer}oleges v�altoz�asra nem, pontosabban a v�altoz�asnak csak az

er}ovonalak ir�any�ara vett vet�ulet�et m�eri.

Nos, a fentiek szerint a 
uxus csak az �at�araml�o anyag mennyis�eg�enek ill. az �athalad�o �osszes er}ovonalak

sz�am�anak egy-egy fel�ulet �altal bez�art t�err�eszen val�o megv�altoz�as�at adja meg, ��gy el�eg durva m�odon, csak

egy tartom�any eg�esz�en glob�alisan jellemzi a vektorf�uggv�enyt, hasonl�oan ahhoz, ahogy egy egyv�altoz�os

f�uggv�enyt jellemez egy-egy adott intervallum sz�elein felvett �ert�ekeinek k�ul�onbs�ege. Hogyan tudn�ank en-

nek seg��ts�eg�evel egy lok�alis, pontonk�enti jellemz}ot de�ni�alni? Szembesz�ok}o az anal�ogia az egyv�altoz�os

f�uggv�enyek deriv�altj�anak fogalm�aval. Ott is a f�uggv�eny egy-egy r�esztartom�anyon, speci�alisan intervallu-

mon, val�o megv�altoz�asa �all rendelkez�esre �es ezt a megv�altoz�ast a tartom�any m�ert�ek�evel (az intervallum

hossz�aval) elosztva kapunk egy, a f�uggv�eny relat��v megv�altoz�as�at jellemz}o adatot, melyb}ol azt�an a tar-

tom�anyt egy pontra "zsugor��tva", azaz valamely adott pontot tartalmaz�o intervallumok hossz�at null�ahoz

k�ozel��tve kapjuk meg a deriv�altat, a f�uggv�eny v�altoz�as�at az adott pontban jellemz}o mennyis�eget. Vek-

torf�uggv�eny eset�en az ennek megfelel}o, a "lok�alis 
uxusv�altoz�ast" megad�o fogalom egy adott pontban a

f�uggv�eny nagys�ag�anak v�altoz�as�at jellemzi, szeml�eletes jelent�ese az adott pontban a t�erfogategys�egre jut�o

anyagmennyis�eg ill. er}ovonalsz�am v�altoz�as, azaz az anyagmennyis�eg ill. er}ovonalsz�am v�altoz�as adott

pontbeli s}ur}us�ege.

2.3 De�n��ci�o

Legyen n tetsz}oleges pozit��v eg�esz sz�am.

(1) Legyen H � R

n

tetsz}oleges korl�atos halmaz. A d(H) = supfkx � yk : x; y 2 Hg sz�amot H

�atm�er}oj�enek nevezz�uk �es d(H){val jel�olj�uk.

(2) Legyen r

0

2 R

n

tetsz}oleges, H

k

� R

n

minden k 2 N{re. Azt mondjuk, hogy a (H

k

) sorozat az

r

0

{ra zsugorodik ha r

0

2 IntH

k

minden k 2 N{re �es d(H

k

) �!

k

0 .

2.4 De�n��ci�o

Legyen n tetsz}oleges pozit��v eg�esz sz�am.

Legyen r

0

2 G � R

n

tetsz}oleges ny��lt halmaz, v : G ! R

n

folytonos G n fr

0

g{on. Ha a (V

k

) r

0

{ra

zsugorod�oR

n

{beli norm�al t�err�eszek tetsz}oleges olyan sorozat�ara, melyre minden k 2 N eset�en V

k

� G

hat�ara a kifel�e ir�any��tott F

k

val�odi fel�ulet, a

lim

k!1

1

jV

k

j

�

Z

F

k

v df

(v�eges vagy v�egtelen) hat�ar�ert�ek l�etezik �es ugyanaz, akkor ezt a mennyis�eget v r

0

{beli

forr�ass}ur}us�eg�enek nevezz�uk. Azt a f�uggv�enyt, mely megadja v forr�ass}ur}us�eg�et minden olyan pont-

ban, ahol l�etezik �es v�eges, s(v){vel jel�olj�uk. Ha r

0

{ban a forr�ass}ur}us�eg pozit��v, akkor v{nek forr�asa,

ha negat��v, akkor pedig nyel}oje van r

0

{ban.

2.5 Megjegyz�es

A de�n��ci�oban szerepl}o felt�etelek term�eszetesek, hiszen v folytonoss�aga biztos��tja integr�alhat�os�ag�at, G

ny��lts�aga azt, hogy van az adott pontra zsugorod�o olyan t�err�esz-sorozat, melynek minden elem�en v

folytonos, v�eg�ul a tekintetbe vett t�err�esz sorozat normalit�asa, kiz�arva a "t�ul speci�alis, furcsa, torz"

t�err�eszeket, garant�alja, hogy a de�ni�alt hat�ar�ert�ek v{t �es nem mag�at a t�err�esz sorozatot jellemzi.

2.6 P�elda A 2.2 P�eld�aban szerepl}o vektorf�uggv�enyek r

0

= (x

0

; y

0

) pontbeli forr�ass}ur}us�eg�enek megha-

t�aroz�asa.

Jelenlegi eszk�ozeinkkel egyel}ore nem tudjuk megvizsg�alni, hogy l�etezik{e egy f�uggv�eny forr�ass}ur}us�ege,

csak azt tudjuk meg�allap��tani, hogy mekkora az �ert�eke, felt�eve, hogy l�etezik. Teh�at tegy�uk fel, hogy

mindk�et esetben l�etezik a forr�ass}ur}us�eg. Sz�uks�eg�unk lesz tov�abb�a arra a feltev�esre is, hogy f folytonosan

deriv�alhat�o r

0

valamely k�ornyezet�eben.

Ha l�etezik forr�ass}ur}us�eg, akkor b�armely r

0

{ra zsugorod�o norm�al t�err�esz{sorozatra ugyanannyi lesz a

forr�ass}ur}us�eg de�n��ci�oj�aban szerepl}o hat�ar�ert�ek, teh�at tekinthet�unk egy koordin�atatengelyekkel p�arhuza-
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mos �el}u t�eglalapokb�ol �all�o (V

k

) t�err�esz sorozatot, ahol

V

k

= f(x; y) : a

k

� x � b

k

; c

k

� y � d

k

g ; a

k

� x

0

� b

k

; c

k

� y

0

� d

k

�es

lim

k

(b

k

� a

k

) = lim

k

(d

k

� c

k

) = 0 :

Felhaszn�alva a 2.2 P�elda eredm�eny�et, a v(x; y) = (f(x); 0) f�uggv�eny eset�en

s(v)

r

0

= lim

k!1

1

jV

k

j

�

Z

F

k

v df = lim

k!1

1

(b

k

� a

k

)(d

k

� c

k

)

� (f(b

k

)� f(a

k

))(d

k

� c

k

) =

= lim

k!1

f(b

k

)� f(a

k

)

b

k

� a

k

= f

0

(x

0

) :

Tov�abb�a, ugyan��gy a w(x; y) = (f(y); 0) eset�en

s(w)

r

0

= lim

k!1

1

jV

k

j

�

Z

F

k

w df = 0

hiszen a 2.2 P�elda alapj�an w 
uxusa mnden F

k

{ra nulla. w r

0

{beli forr�ass}ur}us�ege teh�at nulla, amint az

v�arhat�o is abb�ol, hogy w er}ovonalai mindk�et ir�anyban v�egtelenek, ��gy w{nek nincs sehol forr�asa. (Hol

haszn�altuk azt a felt�etelt, hogy r

0

valamely k�ornyezet�eben f folytonosan deriv�alhat�o? A v�alaszhoz l�asd

a 2.14 (1) feladatot.)

Term�eszetesen a forr�ass}ur}us�eg �or�okli a 
uxusnak azt a tulajdons�ag�at, hogy csak a vektorf�uggv�eny,

azaz az er}ovonalak ir�any�aba es}o nagys�agv�altoz�asra �erz�ekeny, az erre mer}oleges nagys�agv�altoz�asra nem.

Ezt t�ukr�ozi eredm�eny�unk, melynek alapj�an az sejthet}o, hogy a forr�ass}ur}us�egbe a vektorf�uggv�eny els}o

komponens�enek csak x{t}ol m��g (nyilv�an szimmetriaokokb�ol) m�asodik komponens�enek csak y{t�ol val�o

f�ugg�ese sz�ol bele m�eghozz�a a megfelel}o v�altoz�o szerinti deriv�alton kereszt�ul. K�ezenfekv}o arra gondolni,

hogy az oper�aci�o, mely ezt az eredm�enyt szolg�altatja a megfelel}o v�altoz�o szerinti parci�alis deriv�al�as, vagyis

ha

v

1

= (f(x; y); 0) ; v

2

= (0; g(x; y) ;

akkor { egy olyan ny��lt halmazon ahol f �es g folytonosan deriv�alhat�oak {

s(v

1

) =

@f

@x

�es
s(v

2

) =

@g

@y

:

Nos, a p�eld�aban k�ovetett elj�ar�ashoz teljesen hasonl�oan ez t�enyleg k�onnyen megmutathat�o (l�asd a 2.14 (1)

feladatot), ��gy a s��kbeli �altal�anos esetben, ha

v = v

1

+ v

2

= (f(x; y) ; g(x; y)) ;

akkor { felhaszn�alva, hogy mind az integr�al, mind pedig a hat�ar�ert�ek line�aris oper�aci�o {

s(v) =

@f

@x

+

@g

@y

:

Erre az �osszef�ugg�esre al�abb m�eg visszat�er�unk, most azonban a m�asik integr�al vizsg�alat�at kezdj�uk el.
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2.3 Vonalmenti integr�al

Az �araml�asi t�er eset�en a vektorf�uggv�eny egy ir�any��tott s}ur}us�eg �es a vonalmenti integr�al ezen s}ur}us�eg

�erint}ore es}o vet�ulet�enek az integr�alja, a vonalmenti integr�al teh�at egy egys�egnyi keresztmetszet}u, az

adott ir�any��tott g�orb�evel, mint hossztengellyel adott cs}oben lev}o anyag �osszimpulzusa (pl. (

kg

m

2

1

sec

) �m =

=

1

m

2

(kg �

m

sec

){ban), azaz annak m�er}osz�ama, hogy ha a cs�ov�on k��v�ul az anyag �araml�as�at megsz�untetn�enk,

akkor a cs}oben milyen ir�anyban (el}ore vagy h�atra) �es milyen sebess�eggel mozogna az anyag. P�eld�aul

nyilv�anval�oan egy olyan egyenes szakasz, mint g�orbe eset�en, mely ment�en az �araml�as ir�anya �alland�o, ha

a szakasz mer}oleges az �araml�as ir�any�ara, akkor az integr�al nulla �es az integr�al akkor maxim�alis, ha a

szakasz p�arhuzamos az �araml�as ir�any�aval.

A fentiekb}ol k�ovetkez}oen z�art g�orbe eset�en a g�orbementi integr�al �eppen { el}ojelt}ol f�ugg}oen { a

g�orbe ir�any�aban �es azzal ellent�etesen egy egys�egnyi keresztmetszet}u cs}oben �araml�o anyag impulzusainak

k�ul�onbs�ege �es azt mutatja, hogy az �araml�ast k�ornyezet�et}ol elk�ul�on��tve �es mag�ara hagyva milyen ir�any�u

�es sebess�eg}u kering�est v�egez a g�orbe ment�en az anyag.

(1) Homog�en nagys�ag�u er}ot�er:

Z

L

v dr > 0

Z

L

v dr = 0

Z

L

v dr < 0

(2) Homog�en ir�any�u er}ot�er:

Z

L

v dr > 0

Z

L

v dr = 0

Z

L

v dr < 0

Anal�og m�odon gra�kus szeml�eltet�es eset�en a g�orbementi integr�al azt m�eri, hogy a g�orbe ment�en

mozogva mekkora utat tett�unk meg milyen s}ur}u er}ovonalak ment�en azok ir�any�aban �es ellenkez}o ir�anyban.

2.7 De�n��ci�o

Egy v vektorf�uggv�enynek az L g�orb�en vett vonalmenti integr�alja v{nek L{re vonatkoz�o (L{re

sz�am��tott) cirkul�aci�oja (�orv�enyl�ese).

Az eddig elmondottak azt mutatj�ak �es a p�eld�ak azt illusztr�alj�ak, hogy a cirkul�aci�o homog�en nagys�ag�u

vektorf�uggv�eny eset�en annak ir�anyv�altoztat�as�aval, azaz az er}ovonalak g�orb�ults�eg�evel kapcsolatos. L�enye-

ges azonban, hogy homog�en ir�any�u er}ot�ernek (melyben az er}ovonalak nem g�orb�ulnek) is lehet nem nulla

cirkul�aci�oja. Ennek oka, hogy { szabadon fogalmazva { a cirkul�aci�o a 
uxusnak a vektort�er ir�any�ara

vonatkoz�o du�alisa, vagyis pontosan ford��tva viselkedik mint a 
uxus: az er}ovonalak ir�any�aba es}o nagy-

s�agv�altoz�asra nem �erz�ekeny, de az erre mer}oleges nagys�agv�altoz�asra igen. Az azonban igaz, hogy homog�en

nagys�ag�u er}ot�er eset�en a cirkul�aci�o akkor �es csakis akkor nulla, ha az er}ovonalak nem g�orb�ulnek, vagyis

ilyenkor a cirkul�aci�o val�oban m�eri a vektorf�uggv�eny ir�anyv�altoztat�as�at, azaz az er}ovonalak g�orb�ults�eg�et.

2.8 P�elda A 2.2 P�eld�aban szerepl}o vektorf�uggv�enyek cirkul�aci�oj�anak kisz�am��t�asa az ott de�ni�alt V

t�err�esz hat�ar�ara, mint egy, a V {b}ol n�ezve pozit��van ir�any��tott L g�orb�ere vonatkoz�oan.
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A g�orbe ir�any��t�as�anak de�n��ci�oja szerint (l�asd az 1.13 (c) de�n��ci�ot) az L = �F g�orbe lesz pozit��van

ir�any��tott. Legyen L

i

= �F

i

; 1 � i � 4 . Norm�altartom�anyok hat�arain az integr�al addit��v (az 1.26 (15)

(b) vagy az 1.26 (17) feladat eredm�enye az 1.24 Megjegyz�es miatt alkalmazhat�o a vonalmenti integr�alokra

is), ��gy azt kapjuk, hogy

Z

L

v dr =

Z

L

1

v dr �

Z

L

2

v dr +

Z

L

3

v dr �

Z

L

4

v dr

(1) v(x; y) = (f(x); 0) ; x 2 [a; b] ; y 2 [c; d]

a b

3

c

d

L

2L-

4L-

L1

Mivel v{nek csak x ir�any�u komponense van, ��gy minden�utt mer}oleges L

3

�es L

4

�erint}oire, teh�at

Z

L

3

v dr =

Z

L

4

v dr = 0 :

Val�oban, p�eld�aul r

0

3

(y) = (0; 1) , ��gy

Z

L

3

v dr =

Z

�F

3

v dr = �

Z

F

3

v dr =

= �

Z

b

a

(f(x); 0) � (0; 1) dx = �

Z

b

a

0 dx = 0 :

M�asr�eszt, r

1

(x) = (x; d) ; a � x � b , teh�at v(r

1

(x)) = (f(x); 0) �es r

0

1

(x) = (1; 0) , ��gy

Z

L

1

v dr =

Z

�F

1

v dr = �

Z

F

1

v dr =

= �

Z

b

a

v(r

1

(x)) � r

0

1

dx = �

Z

b

a

(f(x); 0) � (1; 0) dx = �

Z

b

a

f(x) dx

�es teljesen hasonl�oan

Z

L

2

v dr = �

Z

b

a

f(x) dx ;

teh�at

Z

L

v dr =

Z

L

1

v dr �

Z

L

2

v dr +

Z

L

3

v dr �

Z

L

4

v dr =

Z

L

1

v dr �

Z

L

2

v dr =
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= �

Z

b

a

f(x) dx� (�

Z

b

a

f(x) dx) = 0 :

Ez az eredm�eny egybev�ag szeml�elet�unkkel, hiszen a g�orbe ment�en mozogva ugyanakkora utat tett�unk

meg azonos s}ur}us�eg}u er}ovonalak ment�en az er}ovonalak ir�any�aban (�L

2

{n), mint ellenkez}o ir�anyban

(L

1

{en), hiszen { mivel v csak x{t}ol f�ugg, az er}ovonalak s}ur}us�ege azonos L

2

{n �es L

1

{en, nevezetesen

jv(x; y)j = f(x) minden x 2 [a; b] eset�en.

(2) w(x; y) = (f(y); 0) ; x 2 [a; b] ; y 2 [c; d] w{re is igaz, hogy csak x ir�any�u komponense van, ��gy

a b

3

c

d

L

L1

2L-

4L-

minden�utt mer}oleges L

3

�es L

4

�erint}oire, azaz

Z

L

3

w dr =

Z

L

4

w dr = 0 :

A k�et m�asik integr�alt szint�en az el}oz}o esettel anal�og m�odon sz�am��thatjuk.

Z

L

1

w dr =

Z

�F

1

w dr = �

Z

F

1

w dr = �

Z

b

a

w(r

1

(x)) � r

0

1

dx =

= �

Z

b

a

(f(d); 0) � (1; 0) dx = �

Z

b

a

f(d) dx = �f(d)

Z

b

a

dx = �f(d)(b� a)

�es persze ugyanilyen m�odon kapjuk azt is, hogy

Z

L

2

w dr = �f(c)(b� a) ;

teh�at v�eg�ul

Z

L

w dr =

Z

L

1

w dr �

Z

L

2

w dr +

Z

L

3

w dr �

Z

L

4

w dr =

Z

L

1

w dr �

Z

L

2

w dr =

= �f(d)(b� a)� (�f(c)(b� a)) = (f(c)� f(d))(b� a) < 0 :

Nos, az (1) esethez hasonl�oan ez az eredm�eny is v�arhat�o volt, mert bej�arva a g�orb�et nagyobb s}ur}us�eg}u

er}ovonalakment�en mozgunk az er}ovonalakkal ellent�etes ir�anyban (L

1

ment�en, ahol az er}ovonalak s}ur}us�ege

jv(x; y)j = f(d)) , mint vel�uk azonos ir�anyban (�L

2

ment�en, ahol az er}ovonalak s}ur}us�ege jv(x; y)j =

= f(c) < f(d)) , mindk�et esetben ugyanolyan hossz�u utat t�eve meg. A p�elda illusztr�alja azt a fent m�ar

eml��tett t�enyt is, hogy a cirkul�aci�o az er}ovonalak ir�any�aba es}o nagys�agv�altoz�asra nem �erz�ekeny, de az

erre mer}oleges nagys�agv�altoz�asra igen.
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Arr�ol, hogy a cirkul�aci�ob�ol mint glob�alis fogalomb�ol hogyan sz�armaztathat�o a deriv�al�as anal�ogi�aj�ara

egy lok�alis fogalom mutatis mutandis (megv�altoztatva a megv�altoztatand�okat) l�enyeg�eben ugyanazokat

mondhatjuk el, mint a 
uxus eset�en. K�et fontos k�ul�onbs�eg azonban van.

Az egyik, hogy a h�aromdimenzi�os t�erben a kering�esnek, melyet a cirkul�aci�o m�er nemcsak ir�anya �es

nagys�aga, hanem tengelye is van, azon g�orbe s��kj�anak norm�alisa (ha van ilyen s��k), melyen a cirkul�aci�ot

sz�am��tjuk. Egy pont k�ornyezet�eben azonban a k�ul�onb�oz}o s��kokba es}o �orv�enyl�es nagym�ert�ekben k�ul�on-

b�ozhet. P�eld�aul a v(x; y; z) = (f(y); 0; 0) f�uggv�eny eset�en nyilv�an annak alapj�an, amit a 2.8 P�eld�aban

l�attunk, az [xy] s��kkal p�arhuzamos s��kokban fekv}o g�orb�ek eset�en a cirkul�aci�o sohasem nulla, de nyilv�an az

[xz] s��kkal p�arhuzanos s��kokban (amelyek mindegyik�eben v egy-egy homog�en s��kvektort�ernek tekinthet}o,

hiszen ezen s��kokban a f�uggv�eny �alland�o) a cirkul�aci�o nulla. K�ovetkez�esk�epp, a cirkul�aci�o pontonk�enti

v�altozat�anak is, ami nyilv�an �araml�asi t�er eset�en az anyag adott pontbeli �orv�enyl�es�et m�eri, van tengelye,

teh�at nem lehet csup�an egy skal�ar, hanem olyan vektornak kell lennie, melynek egyenese az �orv�enyl�es

tengely�et, ir�anya annak (jobbcsavar szerinti) ir�any�at, nagys�aga pedig er}oss�eg�et adja meg.

A m�asik k�ul�onbs�eg a forr�ass}ur}us�eg �es a cirkul�aci�o pontonk�enti v�altozata k�oz�ott az, hogy az �orv�enyl�es,

mint valmely tengely k�or�uli elfordul�as, alapvet}oen k�etdimenzi�os fogalom. Val�oban, a tiszta �orv�enyl�es

egy s��kbeli elforgat�as. A t�erbeli tengelyk�or�uli forgat�as is egy, a tengelyre mer}oleges (teh�at az �osszes

vektorra k�oz�os) s��kban val�o elforgat�as, �es a val�odi t�erbeli �orv�enyl�es, mint pl. valamely csavarvonal

ment�en val�o mozg�as sem m�as mint egy s��kbeli elforgat�as �es egy r�a mer}oleges tengely ment�en val�o

elt�ol�as kompozici�oja. Teh�at az elforgat�as k�etdimenzi�os fogalm�anak nincs term�eszetes h�aromdimenzi�os

�altal�anos��t�asa. K�ovetkez�esk�epp a cirkul�aci�o pontonk�enti v�altozat�at alapvet}oen csak a k�etdimenzi�os

esetre de�ni�aljuk, a h�aromdimenzi�os v�altozatot erre visszavezetve �ertelmezz�uk annak alapj�an, hogy

az �orv�enys}ur}us�eg line�aris oper�aci�o �es egy h�aromdimenzi�os vektorf�uggv�eny �orv�enys}ur}us�eg�enek b�armely

koordin�atatengely ir�any�aba es}o komponens�et csak a f�uggv�enynek erre a koordin�atatengelyre mer}oleges

koordin�atas��kj�aba es}o vet�ulet�enek, mint egy k�etdimenzi�os vektorf�uggv�enynek �orv�enys}ur}us�ege hat�arozza

meg (hiszen a harmadik, a s��kra mer}oleges tengelybe es}o komponens nem sz�ol bele egyetlen a s��kba

es}o g�orb�ere vett g�orbementi integr�alba sem). (Tov�abb�a az egyszer}us�eg kedv�e�ert h�aromdimenzi�oban az

�orv�enys}ur}us�eget csak folytonoss�agi pontokban �ertelmezz�uk �es �ert�ekeinek csak v�eges mennyis�egeket en-

ged�unk meg.) Magasabb dimenzi�oban egy�altal�aban nem vizsg�aljuk a fogalmat.

2.9 De�n��ci�o

Legyen r

0

2 G � R

2

tetsz}oleges ny��lt halmaz, v : G ! R

2

folytonos G n fr

0

g{on. Ha az (F

k

) r

0

{ra

zsugorod�oR

2

{beli norm�al t�err�eszek tetsz}oleges olyan sorozat�ara, melyre minden k 2 N eset�en F

k

� G

hat�ara a pozit��van ir�any��tott L

k

g�orbe, a

lim

k!1

1

jF

k

j

�

Z

L

k

v dr

(v�eges vagy v�egtelen) hat�ar�ert�ek l�etezik �es ugyanaz, akkor ezt a mennyis�eget v

r

0

{beli �orv�enys}ur}us�eg�enek nevezz�uk. Azt a f�uggv�enyt, mely megadja v �orv�enys}ur}us�eg�et minden

olyan pontban, ahol l�etezik �es v�eges, c(v){vel jel�olj�uk.

2.10 De�n��ci�o

Legyen G � R

3

tetsz}oleges ny��lt halmaz, v : G ! R

3

; v = (v

1

; v

2

; v

3

) folytonos �es legyen

e = (e

1

; e

2

; e

3

) R

3

szok�asos b�azisa. Az e

n

�es e

m

(n;m = 1; 2; 3 ; n 6= m) vektorok �altal kifesz��tett

koordin�atas��kkal p�arhuzamos S s��kban a koordin�atas��kba es}o v

0

= v

n

e

n

+ v

m

e

m

k�etdimenzi�os vek-

torf�uggv�eny (S{ben a harmadik v�altoz�o konstans) C(v

0

) �orv�enys}ur}us�eg vektora az a w vektor,

mely mer}oleges S{re, hossza a v

0

f�uggv�eny (mint az e

n

�es e

m

�altal gener�alt k�etdimenzi�os line�aris t�erbeli

vektorf�uggv�eny) c

0

�orv�enys}ur}us�eg�enek abszol�ut �ert�eke, ir�anya pedig olyan, hogy az e

n

; e

m

; sign c

0

�w

jobbsodr�as�u rendszert alkotnak.

A c(v) = C(v

2

; v

3

) + C(v

3

; v

1

) + C(v

1

; v

2

) f�uggv�enyt v �orv�enys}ur}us�eg�enek nevezz�uk.

2.11 P�elda A 2.2 P�eld�aban szerepl}o vektorf�uggv�enyek r

0

= (x

0

; y

0

) pontbeli �orv�enys}ur}us�eg�enek

meghat�aroz�asa.

Term�eszetesen elj�ar�asunk a 2.2 P�eld�aban alkalmazottal anal�og. Ha l�etezik forr�ass}ur}us�eg, akkor b�armely

r

0

{ra zsugorod�o norm�al t�err�esz{sorozatra ugyanannyi lesz a de�n��ci�oban szerepl}o hat�ar�ert�ek, teh�at te-

kinthet�unk egy koordin�atatengelyekkel p�arhuzamos �el}u t�eglalapokb�ol �all�o (F

k

) t�err�esz sorozatot, ahol
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F

k

= f(x; y) : a

k

� x � b

k

; c

k

� y � d

k

g ; a

k

� x

0

� b

k

; c

k

� y

0

� d

k

�es

lim

k

(b

k

� a

k

) = lim

k

(d

k

� c

k

) = 0 :

Felhaszn�alva a 2.2 P�elda eredm�eny�et, a v(x; y) = (f(x); 0) f�uggv�eny eset�en nyilv�an

c(v)

r

0

= lim

k!1

1

jF

k

j

�

Z

L

k

v dr = 0 ;

vagyis az r

0

{beli cirkul�aci�os}ur}us�eg, ha l�etezik, akkor nulla �es persze ugyan��gy a

w(x; y) = (f(y); 0) f�uggv�eny eset�en

c(w)

r

0

= lim

k!1

1

jF

k

j

�

Z

L

k

w df = lim

k!1

1

(b

k

� a

k

)(d

k

� c

k

)

� (f(c

k

)� f(d

k

))(b

k

� a

k

) =

= lim

k!1

f(c

k

)� f(d

k

)

d

k

� c

k

= �f

0

(y

0

)

(felt�eve, hogy f folytonosan deriv�alhat�o r

0

valamely k�ornyezet�eben). Ahogy elj�ar�asunk �es eredm�enyeink

is mutatj�ak, nyilv�an a 2.6 P�elda ut�ani, a forr�ass}ur}us�eggel kapcsolatos megjegyz�es analogonja igaz a

cirkul�aci�os}ur}us�egre. Az ott elmondottak szellem�eben abb�ol k�ovetkez}oen hogy { amint azt a p�elda is

illuszt�alja { term�eszetesen a cirkul�aci�os}ur}us�eg �or�okli a cirkul�aci�o azon tulajdons�ag�at, hogy az er}ovonalak

ir�any�aba es}o nagys�agv�altoz�asra nem, csak az erre mer}oleges nagys�agv�altoz�asra �erz�ekeny, k�onnyen meg-

j�osolhat�o a

v

1

= (f(x; y); 0)

�es

v

2

= (0; g(x; y)) ;

alak�u vektorf�uggv�enyek cirkul�aci�os}ur}us�ege. Val�oban, annak alapj�an, hogy v

1

cirkul�aci�os}ur}us�eg�et (negat��v

el}ojellel) csak y{t�ol val�o f�ugg�ese, v

2

{�et pedig csak x{t}ol val�o f�ugg�ese befoly�asolja, azt v�arjuk (ami a 2.14

(1) p�eld�aban alkalmazott elj�ar�assal anal�og m�odon val�oban bizony��that�o is), hogy egy olyan ny��lt halmazon

ahol f �es g folytonosan deriv�alhat�oak

c(v

1

) = �

@f

@y

�es

c(v

2

) =

@g

@x

:

Arr�ol is k�onnyen meggy}ozhetj�uk magunkat, hogy a fenti �osszef�ugg�esekben az el}ojelek is helyesek, hiszen,

ahogy �abr�ank is illusztr�alja,

egy pozit��v, n�oveked}o f f�uggv�eny eset�en az (f(y); 0) cirkul�aci�oja negat��v, m��g a (0; f(x)) cirkul�aci�oja

pozit��v, hiszen az el}obbi az �oramutat�o j�ar�as�aval megegyez}o ir�any�u, m��g az ut�obbi azzal ellenkez}o �orv�enyl�est

id�ez el}o. Ez nem is meglep}o, hiszen a k�et f�uggv�eny egym�as t�uk�ork�epei az y = x egyenesre vonatkoz�oan,

egym�asb�ol az x �es y tengelyek felcser�el�es�vel j�onnek l�etre, a t�ukr�oz�es pedig megford��tja a k�or�ulj�ar�ast.

(Helyezz�nk egy t�ukr�ot az �abr�akon az y = x egyenesre a lap s��kj�ara mer}olegesen �es a t�uk�orben a m�asik

�abr�at kapjuk meg.)

Nos, a fentiek alapj�an { felhaszn�alva, hogy mind az integr�al, mind pedig a hat�ar�ert�ek line�aris homog�en

oper�aci�o { megadhatunk egy, a a s��kbeli �altal�anos esetre vonatkoz�o �all��t�ast, melybe belefoglaljuk a 2.6

P�elda ut�an megfogalmazott, a forr�ass}ur}us�egre vonatkoz�o gondolatmenet�unk eredm�eny�et is:
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2.12

�

All��t�as

Ha a s��k egy ny��lt r�eszhalmaz�an l�etezik a v vektorf�uggv�eny forr�ass}ur}us�ege, f �es g itt folytonosan de-

riv�alhat�o f�uggv�enyek �es

v = (f(x; y) ; g(x; y)) ;

akkor itt

s(v) =

@f

@x

+

@g

@y

�es

c(v) =

@g

@x

�

@f

@y

:

A k�ovetkez}o fejezetben ezt az �all��t�ast l�enyegesen er}osebb form�aban, a forr�ass}ur}us�eg l�etez�es�ere vonatkoz�o

el�egs�eges felt�etellel kieg�esz��tve fogjuk bizony��tani.

A fent de�ni�alt k�et lok�alis, egy-egy pontot jellemz}o fogalmat, a forr�as{ ill. �orv�enys}ur}us�eget glob�alis

v�altozatukb�ol a 
uxus ill. �orv�enyl�es fogalm�ab�ol vezett�uk le. Term�eszetesen mer�ul fel a k�erd�es, hogyan

ford��that�o meg ez a viszony, megkaphat�oak-e a glob�alis fogalmak a lok�alisakb�ol, �es ha igen hogyan. A

k�erd�esre adott v�alasz k�et k�ul�onb�oz}o inform�alis gondolatmenettel is megsejthet}o.

Egyr�eszt, mivel a lok�alis fogalmakat az egyv�altoz�os f�uggv�enyek deriv�altj�anak anal�ogi�aj�ara mint-

egy "t�erfogati deriv�alt"{k�ent vezett�uk be, az anal�ogi�at folytatva, azt v�arhatjuk, hogy a megford��t�as a

t�erfogati integr�al�as lesz. M�asr�eszt, mivel a szeml�eletes jelent�es�ukkel kapcsolatban elmondottak alapj�an

mindk�et fent de�ni�alt lok�alis fogalom, a forr�ass}ur}us�eg�es �orv�enys}ur}us�eg is val�oban s}ur}us�eg{jelleg}u fogalom,

nyilv�anval�oan ad�odik a k�ovetkeztet�es, hogy egyfel}ol egy adott t�err�esz kifelel�e ir�any��tott hat�arfel�ulet�ere

vonatkoz�o 
uxus, mint a fel�ulet �altal bez�art t�err�eszen bel�uli teljes anyag{ ill. er}ovonalv�altoz�as nem m�as,

mint az ezen mennyis�eg pontonk�enti v�altoz�as�anak, azaz v�altoz�as{s}ur}us�eg�enek (�es ez �eppen a forr�ass}ur}us�eg)

integr�alja erre a t�err�eszre; m�asfel}ol a cirkul�aci�ora nyilv�anval�oan az ezzel anal�og �all��t�as igaz. Fogalmazzuk

meg teh�at sejt�es�unket.

2.13 Sejt�es

(1) Legyen G � R

n

ny��lt �es v : G! R

n

tetsz}oleges. Ha a V � G n{dimenzi�os norm�al t�err�esz hat�ara az

F kifele ir�any��tott val�odi fel�ulet �es V {n l�etezik a folytonos s(v) forr�ass}ur}us�eg, akkor

Z

F

v df =

Z

V

s(v) dV :

(2) Legyen G � R

2

ny��lt �es v : G ! R

2

tetsz}oleges. Ha az F � H k�etdimenzi�os norm�al t�err�esz hat�ara

az L pozit��van ir�any��tott g�orbe �es F{en l�etezik a folytonos c(v) �orv�enys}ur}us�eg, akkor

Z

L

v dr =

Z

F

c(v) dV

Nos, a k�ovetkez}o fejezetet fenti sejt�es�unk helyess�eg�enek igazol�as�aval fogjuk kezdeni. A bizony��t�as a

vektoranal��zis k�et k�ozponti t�etel�ehez �es a 2.12

�

All��t�as egy er}osebb v�altozat�ahoz vezet majd.

Miel}ott azonban r�at�ern�enk erre, egy l�enyeges �altal�anos megjegyz�est kell tenn�unk. Viszszatekintve a

fejezetben t�argyalt fogalmakra, nem lehet nem �eszrevenni, hogy egy saj�atos kett}oss�eg �ervenyes�ul minden

de�n��ci�oban, p�eld�aban, �all��t�asban: valamilyen �ertelemben mindegyiknek van egy-egy megfelel}oje. Ennek

oka az, hogy a k�et integr�alt��pus, tov�abb�a azon fogalmak, melyeket ezek seg��ts�eg�evel de�ni�altunk egy

speci�alis, a szimmetri�ahoz hasonl�o viszonyban �un. dualit�asban vannak egym�assal, du�alisai egym�as-

nak. A dualit�as azt jelenti, hogy a fogalmakb�ol, melyek k�oz�ott fenn�all, l�etrehozhat�o egy olyan p�aros��t�as,

hogy l�etezzen egy vagy t�obb igaz �all��t�as, melyekben kicser�elve az �osszes a p�aros��t�asban szerepl}o fogalmat

a p�arj�ara, (esetleg a l�enyeget nem �erint}o kis v�altoztat�as ut�an) �ujra igaz �all��t�ast kapjunk. (Ez ut�obbit

�all��t�ast az eredeti �all��t�as du�alis�anak szoktuk nevezni.) P�eld�aul a s��kgeometri�aban ilyen dualit�as �all fenn

a "pont" �es az "egyenes" k�oz�ott a

k�et (nem azonos) pont egy�ertelm}uen meghat�aroz egy egyenest

�all��t�asra vonatkoz�olag, hiszen a du�alis �all��t�as, mely szerint

k�et (nem p�arhuzamos) egyenes egy�ertelm}uen meghat�aroz egy pontot

is igaz. Hasonl�oan, a logik�aban a "vagy"{"�es" logikai konnekt��vump�ar �es a "hamis"{"igaz" jelz}op�ar is

ilyen viszonyban vannak. Val�oban, mindk�et al�abbi mondat igaz:

p �es nem p mindig hamis �es p vagy nem p mindig igaz
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V�eg�ul m�eg egy p�elda az elektromos h�al�ozatok elm�elet�eb}ol, ahol du�alis fogalom-p�arok a k�ovetkez}ok: soros{

p�arhuzamos, r�ovidz�ar{szakad�as, �aram{fesz�ults�eg, tekercs{kondenz�ator. Val�oban egyszerre igaz p�eld�aul

az, hogy

r�ovidz�aron es}o fesz�ults�eg nulla �es az, hogy szakad�ason �atfoly�o �aram nulla,

vagy, hogy

fesz�ults�egen l�ev}o kondenz�ator r�ovidz�ar�asakor v�egtelen �aram folyik

�es

�aram �altal �atfolyt tekercs megszak��t�asakor v�egtelen fesz�ults�eg induk�al�odik.

Nos, a bekezd�es elej�en eml��tett kett}oss�eget pontosabban �ugy lehet le��rni, hogy a vonalmenti integr�al{

fel�uletmenti integr�al, 
uxus{cirkul�aci�o, forr�ass}ur}us�eg{�orv�enys}ur}us�eg fogalomp�arok elemei t�obb l�enyeges

�osszef�ugg�esben du�alisai egym�asnak. Ezekhez tov�abbi t�argyal�asunk sor�an m�eg egy dualis fogalomp�ar fog

t�arsulni.

Miut�an a vektorf�uggv�enyeket jellemz}o �osszes l�enyeges alapfogalmat de�ni�altuk �es megismerkedt�unk

ezek szeml�eletes jelent�es�evel, a k�vetkez}o fejezetben r�eszletesen megvizsgljuk tulajdons�agaikat �es egym�sk�ozti

viszonyukat. Mindezt a s��kban fogjuk v�egrehajtani (ahogy sejt�es�unket is erre vonatkoztatva fogalmaz-

tuk meg), itt ugyanis minden technikailag sokkal egyszer}ubb, mint az �altal�anos esetben, j�ol k�ovethet}o,

szeml�eltethet}o �es illusztr�alhat�o, ugyanakkor a s��k a l�enyeget tekintve nem k�ul�onb�ozik az �altal�anos esett}ol.

Ez ut�obbit r�oviden a k�ovetkez}o ut�ani fejezetben foglaljuk �ossze.

2.14 Feladatok

(1) Bizony��tsuk be, hogy ha a s��k egy ny��lt r�eszhalmaz�an l�etezik a v = (f(x; y); 0) vektorf�uggv�eny

forr�ass}ur}us�ege �es f itt folytonosan deriv�alhat�o f�uggv�eny, akkor itt

s(v) =

@f

@x

:

(2) (a) Keress�unk a felsoroltakon k��v�ul m�as p�eld�akat dualit�asra!

(b) Mutassunk az ebben a fejezetben vizsg�alt fogalmakra vonatkoz�o du�alis �all��t�as{p�arokat!

29



3. S��kvektoranal��zis

Ebben a fejezetben kiz�ar�olag a s��kra, azaz R

2

{re szor��tkozva vizsg�aljuk az el}oz}o fejezetben de�ni�alt fo-

galmainkat �es azok �osszef�ugg�eseit (teh�at ha semmi egyebet nem mondunk, akkor skal�arf�uggv�enyen mindig

valamely k�etv�altoz�os f�uggv�enyt, azaz a s��k egy r�eszhalmaz�an �ertelmezett val�os�ert�ek}u f�uggv�enyt, m��g vek-

torf�uggv�enyen egy v : H ! R

2

; H � R

2

f�uggv�enyt, azaz a s��k egy r�eszhalmaz�an �ertelmezett �es a s��kba

k�epez}o f�uggv�enyt �ert�unk). Az el}oz}o fejezet 2.12

�

All��t�as�aban megjelen}o mennyis�egeket megvizsg�alva elju-

tunk a vektoranal��z��s k�et k�ozponti fogalm�ahoz a divergenci�ahoz �es rot�aci�ohoz, melyek a vektorf�uggv�enyt

jellemz}o eddig de�ni�alt fogalmak �es a deriv�altoper�ator kapcsolat�at ��rj�ak le, tov�abb�a megfogalmazzuk az

ezeket jellemz}o k�et fundament�alis t�etelt, a vektoranal��zis �un. integr�al{ (vagy integr�al�atalak��t�o) t�eteleit, a

Gauss-Osztrogradszkij �es a Stokes t�etelt. Ezt k�ovet}oen az mutatjuk meg, hogyan lehet a divergenci�at �es a

rot�aci�ot kisz�am��tani, megvizsg�alunk k�et alapvet}o �zikai alkalmaz�ast �es kit�er�unk az integr�alt�etelek n�eh�any

k�ovetkezm�eny�ere. V�eg�ul a primit��v f�uggv�eny fogalm�at �es a primit��v f�uggv�enynek az eredeti f�uggv�ennyel

val�o kapcsolat�at le��r�o �osszef�ugg�est �altal�anos��tjuk vektorf�uggv�enyekre.

3.1 Divergencia

3.1.1 A deriv�altoper�ator skal�arinvari�ansa

A 2.12

�

All��t�asban felbukkan�o a forr�as{ ill. �orv�enys}ur}us�eget megad�o kifejez�esek a deriv�altoper�atort

jellemz}o nevezetes mennyis�egek. Ebben a pontban az els}ovel foglalkozunk, mely a deriv�altoper�ator

szok�asos b�azisbeli m�atrix�anak f}o�atl�oj�aban lev}o elemek �osszege.

3.1

�

All��t�as

Lin�aris transzform�aci�o m�atrix�aban a f}o�atl�o elemeinek �osszege f�uggetlen a b�azist�ol.

BIZONY

�

IT

�

AS. Csak a k�etdimenzi�os esetet vizsg�aljuk, az �altal�anos eset anal�og. Legyen e �es f R

2

k�et b�azisa,

A 2 L(R

2

! R

2

) �es

A

e

=

�

a

11

a

12

a

21

a

22

�

; T

fe

=

�

x

11

x

12

x

21

x

22

�

; T

ef

=

�

y

11

y

12

y

21

y

22

�

:

(T

ef

�es T

fe

az e{r}ol az f{re ill. az f{r}ol az e{re val�o �att�er�es m�atrixai.)

A

f

= T

fe

�A

f

�T

ef

;

��gy A

f

f}o�atl�obeli elemeinek �osszege:

s

f

= a

11

(x

11

y

11

+ x

12

y

21

) + a

12

(x

21

y

11

+ x

22

y

21

) + a

21

(x

11

y

12

+ x

12

y

22

) + a

22

(x

21

y

12

+ x

22

y

22

) :

M�asr�eszt mivel T

fe

�T

ef

= I ; ahol I az egys�egm�atrix, ��gy

x

11

y

11

+ x

12

y

21

= x

21

y

12

+ x

22

y

22

= 1 �es x

21

y

11

+ x

22

y

21

= x

11

y

12

+ x

12

y

22

= 0

teh�at

s

f

= a

11

+ a

22

:

3.2 De�n��ci�o

Line�aris transzform�aci�o m�atrix�aban a f}o�atl�obeli elemek �osszeg�et a transzform�aci�o skal�arinva-

ri�ans�anak nevezz�uk.

30



3.3 De�n��ci�o

A v : H ! R

n

; n � 1 eg�esz, H � R

n

deriv�alhat�o vektorf�uggv�eny deriv�altoper�ator�anak

skal�arinvari�ans�at v divergenci�aj�anak nevezz�uk �es div v{vel jel�olj�uk, teh�at speci�alisan k�etdimenzi�os

esetben, ha H � R

2

�es v : H ! R

2

deriv�alhat�o vektorf�uggv�eny, melynek komponensei v

1

�es v

2

, azaz

v = (v

1

; v

2

) ; akkor

div v =

@v

1

@x

+

@v

2

@y

:

3.1.2 Divergencia �es 
uxus, divergencia �es forr�ass}ur}us�eg

A divergencia fogalm�anak seg��ts�eg�evel hozz�afoghatunk a 2.13 Sejt�es bizony��t�as�ahoz. Ez a sejt�es

felfoghat�o �ugy, mint egy, a fel�uletmenti �es t�erfogati integr�alok k�oz�otti �osszef�ugg�est megad�o �all��t�as. Bi-

zony��t�as�ahoz el}osz�or norm�altartom�anyok eset�en vizsg�aljuk meg a fel�uleti �es t�erfogati integr�al k�oz�otti

kapcsolatot.

3.4 Lemma

Legyen V tetsz}oleges k�etdimenzi�os t�err�esz, melynek hat�ara a kifel�e ir�any��tott F val�odi fel�ulet �es h tetsz}oleges

V {n folytonosan deriv�alhat�o k�etv�altoz�os f�uggv�eny.

(1) Ha V az x tengelyre vonatkoztatva regul�aris norm�altartom�any, akkor

Z

F

(0; h) df =

Z

V

@h

@y

dV

(2) Ha V az y tengelyre vonatkoztatva regul�aris norm�altartom�any, akkor

Z

F

(h; 0) df =

Z

V

@h

@x

dV

BIZONY

�

IT

�

AS. Csak (1){et bizony��tjuk, nyilv�an (2) teljesen anal�og. A regul�aris norm�altartom�anynak az 1.25

(1) de�n��ci�oban megadott meghat�aroz�asa szerint vannak olyan a ; b 2 R ; a < b sz�amok �es f ; g 2

_

C

1

[a; b]

f�ugg�enyek, hogy f(x) < g(x) minden x 2 (a; b) eset�en �es V = f(x; y) : a � x � b; g(x) � y � f(x)g :

a b

F

F

F

F

2

3

1

4-

-

f(x)

g(x)

Legyenek

F

1

az r

1

(x) = (x; f(x)) ; x 2 [a; b] ,

F

2

az r

2

(x) = (x; g(x)) ; x 2 [a; b] ,

F

3

az r

3

(x) = (a; y) ; y 2 [g(a); f(a)] �es

F

4

az r

4

(x) = (b; y) ; y 2 [g(b); f(b)]
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�altal de�ni�alt egydimenzi�os fel�uletek, tov�abb�a legyen F V kifele ir�any��tott hat�ara. (F

3

{at �es F

4

{et

term�eszetesen csak akkor de�ni�aljuk ha g(a) < f(a) ill. g(b) < f(b) :)

A szok�asos m�odon az integr�alnak a norm�altartom�anyok hat�arain val�o addit��vit�as�at haszn�alva (l�asd az

1.26 (15) (b) vagy az 1.26 (17) feladatot) ad�odik, hogy

Z

F

(0; h) df =

Z

F

1

(0; h) df �

Z

F

2

(0; h) df +

Z

F

3

(0; h) df �

Z

F

4

(0; h) df ;

ahol g(a) = f(a) eset�en a harmadik, g(b) = f(b)) eset�en a negyedik tag hi�anyzik. (F

2

�es F

4

az�ert szere-

pelnek negat��v el}ojellel, mert �F

2

�es �F

4

vannak V {b}ol kifele ir�any��tva, ami szeml�eletesen is j�ol l�athat�o,

hiszen p�eld�aul (ahol l�etezik) r

0

2

(x) = (1; g

0

(x)) miatt a t�err�esz "als�o" hat�ar�anak, �F

2

{nek ir�any��t�asa

�CROSS(r

0

2

) = �(�g

0

(x); 1) , aminek m�asodik koponense { l�ev�en negat��v { az als�o f�els��kba, teh�at a

t�err�eszb}ol val�oban kifele mutat.)

(0; h){nak csak y ir�any�u komponense van, ��gy minden�utt mer}oleges F

3

�es F

4

norm�alisaira, teh�at

Z

F

3

v df =

Z

F

4

v df = 0 :

(Val�oban, p�eld�aul r

0

3

(x) = (0; 1) , ��gy CROSS(r

0

3

) = (�1; 0) amivel

Z

F

3

v df =

Z

f(a)

g(a)

(0; h(a; y)) � (�1; 0) dy =

Z

f(a)

g(a)

0 dy = 0 :)

Ami a m�asik k�et integr�alt illeti, a fel�uletmenti integr�al de�n��ci�oj�at alkalmazva k�onnyen kisz�am��that�oak.

Felhaszn�alva, hogy r

0

1

(x) = (1; f

0

(x)) ; teh�at CROSS(r

0

1

) = (�f

0

(x); 1) ; az els}o integr�alra a k�ovetkez}o

ad�odik:

Z

F

1

(0; h) df =

Z

b

a

(0; h(x; f(x))) �CROSS(r

0

1

) dx =

=

Z

b

a

(0; h(x; f(x))) � (�f

0

(x); 1) dx =

Z

b

a

h(x; f(x)) dx :

Ugyan��gy a m�asodik integr�al:

Z

F

2

(0; h) df =

Z

b

a

(0; h(x; g(x))) � CROSS(r

0

2

) dx =

=

Z

b

a

(0; h(x; g(x))) � (�g

0

(x); 1) dx =

Z

b

a

h(x; g(x)) dx :

Mindezekb}ol (felhaszn�alva h folytonos deriv�alhat�os�ag�at) a Newton-Lebniz formula �es a kett}os integr�alnak

k�etszeres integr�all�a val�o �atalak��t�as�ara vonatkoz�o �osszef�ugg�es seg��ts�eg�evel azt kapjuk, hogy

Z

F

(0; h) df =

Z

F

1

(0; h) df �

Z

F

2

(0; h) df =

Z

b

a

h(x; f(x)) dx�

Z

b

a

h(x; g(x) dx =

=

Z

b

a

(h(x; f(x)) � h(x; g(x))) dx =

Z

b

a

(

Z

f(x)

g(x)

h

y

(x; y) dy) dx =

Z

V

@h

@y

dV :

A most bizony��tott �osszef�ugg�es seg��ts�eg�evel bebizony��thatjuk a vektoranal��zis egyik k�ozponti t�etel�et, mely

a divergencia �es a 
uxus viszony�at ��rja le:

3.5 T�etel ((S��kbeli) Gauss-Osztrogradszkij t�etel)

Ha V k�etdimenzi�os norm�al t�err�esz, melynek hat�ara az F kifel�e ir�any��tott val�odi fel�ulet, V � H � R

2

�es

v : H ! R

2

tetsz}oleges V {n folytonosan deriv�alhat�o vektorf�uggv�eny, akkor

Z

F

v df =

Z

V

div v dV
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BIZONY

�

IT

�

AS. A V norm�al t�err�esz lefedhet}o a V

1

; V

2

; : : : ; V

n

norm�altartom�anyokkal az

1.25 De�n��ci�oban szerepl}o m�odon, teh�at a k�etszeres integr�al additivit�asa miatt:

(1)

Z

V

div v dV =

n

X

i=1

Z

V

i

div v dV .

Minden V

i

{re alkalmazhat�o a 3.4 Lemma, azaz

(2) minden 1 � i � n{re fenn�all, hogy

Z

F

i

v df =

Z

F

i

(v

1

; 0) df +

Z

F

i

(0; v

2

) df =

Z

V

i

(

@v

1

@x

+

@v

2

@y

) dV =

Z

V

i

div v dV ;

ahol F

i

V

i

kifele ir�any��tott hat�ara. Felhaszn�alva a fel�uletmenti integr�alnak a norm�altartom�anyok hat�arain

val�o additivit�as�at (l�asd p�eld�aul az 1.26 (17) feladatot) kapjuk, hogy

(3)

Z

F

i

v df =

n(i)

X

j=1

Z

F

ij

v df minden 1 � i � n{re,

ahol F

i1

; F

i2

; : : : ; ; F

in(i)

a V

i

{t hat�arol�o kifel�e ir�any��tott koordin�atafel�uletek. (1), (2) �es (3){b�ol

(4)

Z

V

div v dV =

n

X

i=1

Z

F

i

v df =

n

X

i=1

n(i)

X

j=1

Z

F

ij

v df =

m

X

k=1

Z

G

k

v df ;

ahol G

1

; G

2

; : : : ; G

m

F{nek V {b}ol kifele ir�any��tott kooordin�atafel�uletekb}ol �all�o lefed�ese,

hiszen az 1.25 De�n��ci�o alapj�an azon F

ij

{n vett integr�alok, melyek nem esnek F{re, k�etszer ellenkez}o

el}ojellel szerepelnek a fenti �osszegben �es ��gy kiesnek, a t�obbiek pedig kifele ir�any��tva lefedik F{et. Teh�at a

fel�uletmenti integr�alnak a norm�al t�err�eszek hat�arain val�o additivit�as�at felhaszn�alva (1.26 (15)(b) feladat):

Z

V

div v dV =

m

X

k=1

Z

G

k

v df =

Z

F

v df ;

�es ez az, amit bizony��tani akartunk.

Mivel norm�al t�err�esz hat�ar�anak nem kell okvetlen�ul fel�uletnek lennie, lehet �eppen v�eges sok fel�ulet

egyes��t�ese is (p�eld�auk a k�orgy}ur}u ilyen), a a fenti bizony��t�as �arnyalatnyi m�odos��t�as�aval a fenti t�etelnek

egy �altal�anosabb alakj�at nyerhetj�uk:

3.6 T�etel (

�

Altal�anos��tott (s��kbeli) Gauss-Osztrogradszkij t�etel)

Ha V k�etdimenzi�os norm�al t�err�esz �es a kifel�e ir�any��tott G

1

; G

2

; : : : ; G

n

p�aronk�ent diszjunkt z�art val�odi

fel�uletek V hat�ar�anak egy lefed�es�et alkotj�ak, tov�abb�a V � H � R

2

�es v : H ! R

2

tetsz}oleges V {n

folytonosan deriv�alhat�o vektorf�uggv�eny, akkor

n

X

i=1

Z

G

i

v df =

Z

V

div v dV

BIZONY

�

IT

�

AS. A bizony��t�as megegyezik a Gauss-Osztogradszkij t�etel fenti bizony��t�as�aval eg�eszen (4){ig,

teh�at

(4*)

Z

V

div v dV =

m

X

k=1

Z

F

k

v df ;

ahol F

1

; F

2

; : : : ; F

m

V hat�ar�anak V {b}ol kifele ir�any��tott kooordin�atafel�uletekb}ol val�o lefed�ese. Az

1.26 (15)(a) feladat alapj�an F

1

; F

2

; : : : ; F

m

{b�ol kiv�alaszthat�o G

i

egy lefed�ese az �osszes 1 � i � m

eset�en. Minden ilyen lefed�esben k�ul�onb�oz}o elemek szerepelnek, hiszen a lefedett halmazok diszjunk-

tak, teh�at feltehet}o, hogy F

1

; F

2

; : : : ; F

m

�ugy van felsorolva, hogy G

1

lefed�ese F

1

; F

2

; : : : ; F

m

1

, G

2

lefed�ese F

m

1

+1

; F

m

1

+2

; : : : ; F

m

1

+m

2

�es��gy tov�abb, v�eg�ulG

n

lefed�ese F

m�m

k

; F

m�m

k

+1

; : : : ; F

m

, teh�at

a szok�asos m�odon a fel�uletmenti integr�alnak a norm�al t�err�eszek hat�arain val�o additivit�as�at felhaszn�alva

(1.26 (15)(b) feladat):

m

X

k=1

Z

F

k

v df =

n

X

i=1

Z

G

i

v df ;
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amib}ol (4*){gal ad�odik a bizony��tand�o �all��t�as.

A Gauss-Osztrogradszkij t�etel tulajdonk�eppen a divergencia �es a forr�ass}ur}us�eg k�ozti viszony le��r�as�anak

�un. integr�alis alakja. Ebb}ol az integr�al tulajdons�againak felhaszn�al�as�aval megkapjuk a fenti vi-

szony le��r�as�anak di�erenci�alis alakj�at, mely azon k��v�ul, hogy igazolja a 2.12

�

All��t�asban szerepl}o, a

forr�ass}ur}us�eget megad�o formula helyess�eg�et, el�egs�eges felt�etel is ad a forr�ass}ur}us�eg l�etez�es�ere:

3.7 K�ovetkezm�eny (Divergencia = forr�ass}ur}us�eg)

Legyen G � R

2

ny��lt �es v : G! R

2

tetsz}oleges G{n folytonosan deriv�alhat�o vektorf�uggv�eny. Ekkor G{n

l�etezik v{nek s(v) forr�ass}ur}us�ege �es fenn�all, hogy

s(v) = div v .

BIZONY

�

IT

�

AS. Az integr�al tulajdons�agaib�ol k�ovetkezik az al�abbi egyszer}u t�eny :

(*) Ha G � R

2

ny��lt, w G{n folytonos k�etv�altoz�os f�uggv�eny, r

0

2 G �es (V

k

) r

0

{ra zsugorod�o norm�al

t�err�eszek tetsz}oleges olyan sorozata, melyre minden k 2 N eset�en V

k

� G , akkor

lim

k!1

1

jV

k

j

�

Z

V

k

w dV = w(r

0

) :

Val�oban, legyen k 2 N . Mivel V

k

z�art (l�asd az 1.26 (4)(a) feladatot) �es korl�atos halmaz, tov�abb�a

w 2 C(V

k

), l�eteznek az

M

k

= max

r2V

w(r) �es az m

k

= min

r2V

w(r)

mennyis�egek. Ezekkel egyr�eszt persze m

k

� w(r

0

) �M

k

; m�asr�eszt (az 1.22 (1)(d){b}ol adod�o)

m

k

� jV

k

j �

Z

V

k

w dV �M

k

� jV

k

j miatt m

k

�

1

jV

k

j

�

Z

V

k

w dV �M

k

:

�

Igy

1

jV

k

j

�

Z

V

k

w dV � w(r

0

) �M

k

�m

k

�!

k

0 ; hiszen w 2 C(V

k

) �es d(V

k

) �!

k

0 :

Ezek ut�an, a Gauss{Osztrogradszkij t�etel alapj�an (*){ot a w(r) = div v(r) f�uggv�enyre alkalmazva, a

forr�ass}ur}us�eg de�n��ci�oj�aban szerepl}o felt�etelek eset�en az ottani jel�ol�esekkel (most persze n = 2), azt

kapjuk, hogy

s(v)

r

0

= lim

k!1

1

jV

k

j

�

Z

F

k

v df = lim

k!1

1

jV

k

j

�

Z

V

k

div v dV = div v

r

0

:

3.2 Rot�aci�o

3.2.1 A deriv�altoper�ator vektorinvari�ansa

Most �att�er�unk a 2.12

�

All��t�asban megjelen}o, az �orv�enys}ur}us�eget megad�o kifejez�esnek a deriv�alttenzor

jellemz�es�eben bet�olt�ott szerep�ehez.

3.8

�

All��t�as

R

2

tetsz}oleges A antiszimmetrikus line�aris transzform�aci�oj�ahoz van egyetlen olyan c 2 R skal�ar, hogy

A r = cCROSS(r)

tetsz}oleges r 2 R

2

eset�en. Ez a skal�ar A tetsz}oleges jobbsodr�as�u orthonorm�alt b�azisbeli m�atrix�aban a

m�asodik sor els}o eleme.
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BIZONY

�

IT

�

AS. Az egy�ertelm}us�eg nyilv�anval�o. R

2

tetsz}oleges e jobbsodr�as�u orthonorm�alt b�azisa �es b�armely

r 2 R

2

eset�en valamely val�os a{ra

A

e

=

�

0 �a

a 0

�

= a

�

0 �1

1 0

�

;

��gy, ha r = xe

1

+ ye

2

; akkor

A r

e

= A

e

r

e

= a

�

0 �1

1 0

� �

x

y

�

=

= a

�

�y

x

�

= a �CROSS(r)

e

= a CROSS(r)

e

;

amib}ol

A r = aCROSS(r) minden r 2 R

2

eset�en.

3.9 Megjegyz�es

Az �all��t�as szerint teh�at: skal�ar erej�eig CROSS a s��k egyetlen antiszimmetrikus line�aris transzform�aci�oja.

A most k�ovetkez}o de�n��ci�oban szerepl}o elnevez�es furcsas�ag�at { amint azt k�es}obb l�atni fogjuk { a

fogalom h�aromdimenzi�os megfelel}oje magyar�azza.

3.10 De�n��ci�o

Legyen A R

2

tetsz}oleges line�aris transzform�aci�oja. Azt a 3.8

�

All��t�asban szerepl}o a 2 R skal�art, mely

A antiszimmetrikus r�esz�ehez tartozik, A vektorinvari�ans�anak nevezz�uk.

A vektorinvari�ans ugyan nem vektor, de a 3.8

�

All��t�as alapj�an legal�abb t�enyleg invari�ans, amennyiben

nem f�ugg a b�azist�ol, hiszen mag�at a deriv�altoper�atort jellemzi.

3.11 De�n��ci�o

Legyen H � R

2

�es v : H ! R

2

deriv�alhat�o vektorf�uggv�eny. A v deriv�altoper�atora vektorin-

vari�ans�anak k�etszeres�et v rot�aci�oj�anak nevezz�uk �es rot v{vel jel�olj�uk.

3.12

�

All��t�as

Legyen H � R

2

�es v : H ! R

2

deriv�alhat�o vektorf�uggv�eny, melynek komponensei v

1

�es v

2

, azaz v =

(v

1

; v

2

) . Ekkor

rot v =

@v

2

@x

�

@v

1

@y

:

BIZONY

�

IT

�

AS. R

2

szok�asos e b�azis�aban a D deriv�altoper�ator antiszimetrikus r�esz�enek m�atrixa a k�ovetkez}o:

1

2

(D

e

�D

e

�

) =

1

2

 

0

@v

1

@y

�

@v

2

@x

@v

2

@x

�

@v

1

@y

0

!

:

A rot�aci�o (de�n��ci�oja alapj�an) a vektorinvari�ans k�etszerese, ez pedig a 3.8

�

All��t�as alapj�an a fenti m�atrixban

a m�asodik sor els}o eleme, ��gy a rot�aci�o ezen m�atrixban a m�asodik sor els}o elem�enek k�etszerese, �es pont

ezt akartuk bizony��tani.
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3.2.2 Rot�aci�o �es cirkul�aci�o, rot�aci�o �es �orv�enys}ur}us�eg

A s��kban a fel�uletmenti- �es g�orbementi integr�alok k�oz�otti �osszef�ugg�est felhaszn�alva a Gauss-Oszt-

rogradszkij t�etelb}ol megkaphatjuk annak g�orbementi integr�alra vonatkoz�o megfelel}oj�et, a vektoranal��zis

m�asik k�ozponti t�etel�et, mely a rot�aci�o �es vonalintegr�al kapcsolat�at ��rja le:

3.13 T�etel ( (S��kbeli) Stokes-t�etel)

Ha F k�etdimenzi�os norm�al t�err�esz, melynek hat�ara a pozit��van ir�any��tott L g�orbe, F � H � R

2

�es

v : H ! R

2

tetsz}oleges F{en folytonosan deriv�alhat�o vektorf�uggv�eny, akkor

Z

L

v dr =

Z

F

rot v dV

BIZONY

�

IT

�

AS. Mivel ha v = (v

1

; v

2

) , akkor

div CROSS(v) = div(�v

2

; v

1

) = �

@v

2

@x

+

@v

1

@y

;

��gy az 1.24 Megjegyz�es alapj�an a Gauss-Osztrogradszkij t�etelb}ol �es a 3.12

�

Allit�asb�ol azt kapjuk, hogy

Z

L

v dr = �

Z

L

CROSS(v) df = �

Z

F

div CROSS(v) dV =

=

Z

F

(

@v

2

@x

�

@v

1

@y

) dV =

Z

F

rot v dV

Nyilv�an a t�etel egy �altal�anosabb form�aban ad�odik a Gauss-Osztrogradszkij t�etel �altal�anosabb alakj�ab�ol.

3.14 T�etel (

�

Altal�anos��tott (s��kbeli) Stokes-t�etel)

Ha F k�etdimenzi�os norm�al t�err�esz �es a pozit��van ir�any��tott G

1

; G

2

: : : ; G

n

p�aronk�ent diszjunkt z�art

g�orb�ek V hat�ar�anak egy lefed�es�et alkotj�ak, tov�abb�a F � H � R

2

�es v : H ! R

2

tetsz}oleges F{n

folytonosan deriv�alhat�o vektorf�uggv�eny, akkor

n

X

i=1

Z

G

i

v dr =

Z

F

rot v dV

A vektorf�uggv�enyek jellemz�esei k�ozti, az integr�alis alakokra vonatkoz�o anal�ogia fenn�all a di�er-

enci�alis alakokra is. A Stokes t�etelb}ol, a cirkul�aci�o �es az �orv�enys}ur}us�eg k�ozti viszony integr�alis alakj�ab�ol

megkaphatjuk ennek az �osszef�ugg�esnek a di�erenci�alis alakj�at is pontosan ugyanolyan m�odon, ahogy fent,

a 3.7 K�ovetkezm�enyben a divergencia �es forr�ass}ur}us�eg eset�en tett�uk:

3.15 K�ovetkezm�eny (Cirkul�aci�o = �orv�enys}ur}us�eg)

Legyen G � R

2

ny��lt �es v : G! R

2

tetsz}oleges G{n folytonosan deriv�alhat�o vektorf�uggv�eny. Ekkor G{n

l�etezik v{nek c(v) �orv�enys}ur}us�ege �es fenn�all, hogy

c(v) = rot v .

A Gauss-Osztrogradszkij t�etel �es a Stokes t�etelt egy�uttesen a vektoranal��zis (f}o) integr�alt�eteleinek

vagy integr�al�atalak��t�o t�eteleinek szok�as nevezni.

Az al�abbi p�eld�aban n�eh�any egyszer}u esetre alkalmazzuk az integr�alt�eteleket.

3.16 P�elda

Tekints�uk a s��kban az orig�ok�oz�eppont�u R sugar�u k�orvonalat mint egy s��kbeli kifele ir�any��tott val�odi F

fel�uletet (s��kbeli g�ombh�ejat) �es ugyanezt a k�orvonalat, mint egy L pozit��van ir�any��tott g�orb�et. Sz�am��tsuk

ki az
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Z

F

v df �es az

Z

L

v dr

integr�alokat az al�abbi vektorf�uggv�enyekre:

(a) v(x; y) = (x; y)

(b) v(x; y) = (x;�y)

(c) v(x; y) = (y; x)

(d) v(x; y) = (y;�x)

Megold�as. A megold�as sor�an a Gauss-Osztrogradszkij t�etelt �es a Stokes t�etelt fogjuk haszn�alni, tov�abb�a

ellen}orz�esk�eppen kisz�am��tjuk az integr�alt a de�n��ci�o alapj�an �es n�eh�any esetben a fel�uletmenti ill. g�orbe-

menti integr�alt felsz��n szerinti ill. ��vhossz szerinti integr�alsz�am��t�asra visszavezet}o, az 1.22 (2)

�

All��t�asban

szerepl}o formula alapj�an is. Az ellen}orz�eshez sz�uks�eg�unk lesz F �es L egyenleteire is. Jel�olj�uk az F �altal

hat�arolt t�err�eszt, az orig�ok�oz�eppont�u R sugar�u k�orlemezt V {vel.

F egyenlete: r = r(t) = (R sin t; R cos t) ; 0 � t � 2� :

�

Igy _r(t) = (R cos t;�R sin t)

�es CROSS( _r(t)) = (R sin t; R cos t) .

(Ha ezzel az egyenlettel de�ni�aljuk F{et, akkor val�oban kifel�e ir�any��tott lesz, hisz ha p(�) = r(t) + � �

CROSS( _r(t)) = (R(1 + �) sin t; R(1 + �) cos t); akkor jp(�)j

2

= R

2

(1 + �)

2

> R

2

; teh�at p(�) 62 V =

= fr 2 R

2

: jrj

2

� R

2

g minden � > 0 eset�en.)

L egyenlete: s = s(t) = (R cos t; R sin t); 0 � t � 2� :

�

Igy _s(t) = (�R sin t; R cos t) ,

�es CROSS( _s(t)) = �(R cos t; R sin t) .

(Ha ezzel az egyenlettel de�ni�aljuk L{et, akkor val�oban pozit��van ir�any��tott lesz, mert pontosan ugyan�ugy,

ahogy az el}obb, bel�athat�o, hogy �L V {b}ol kifel�e ir�any��tott, hiszen �CROSS( _s(t)) = (R cos t; R sin t) ,

��gy ha p(�) = s(t) + � � �CROSS( _s(t)) = (R(1+ �) cos t; R(1+ �) sin t); akkor jp(�)j

2

= R

2

(1+ �)

2

> R

2

.)

(a) v(x; y) = (x; y)

div v =

@x

@x

+

@y

@y

= 1 + 1 = 2 �es rot v =

@y

@x

�

@x

@y

= 0� 0 = 0 ��gy

Z

F

v df =

Z

V

div v dV =

Z

V

2 dV = 2

Z

V

dV = 2jV j = 2R

2

� ;

Z

L

v dr =

Z

V

rot v dV =

Z

V

0 dV = 0 :

ELLEN

}

ORZ

�

ES.

(1) v(r(t)) � CROSS( _r(t)) = r(t) � CROSS( _r(t)) = (R sin t; R cos t) � (R sin t; R cos t) =

= R

2

(sin

2

t + cos

2

t) = R

2

�es v(s(t)) � _s(t) = s(t) � _s(t) = (R sin t; R cos t) � (�R sin t; R cos t) =

= R

2

(sin

2

t� cos

2

t) = �R

2

cos 2t teh�at

Z

F

v df =

Z

2�

0

v(r(t)) � CROSS( _r(t)) dt =

Z

2�

0

R

2

dt = R

2

Z

2�

0

dt = R

2

2� = 2R

2

� ;

Z

L

v dr =

Z

2�

0

v(s(t)) � _s(t) dt = �

Z

2�

0

R

2

cos 2t dt = R

2

sin 2t

2

2�

0

= 0 :

(2) F minden pontj�aban F n norm�alisa v(r) = r ir�any�u, ��gy v n{re es}o vet�ulete v

n

= jvj = jrj , tov�abb�a

F{n jrj = R , teh�at F{en v

n

= R .

�

Igy

Z

F

v df =

Z

F

v

n

jdf j =

Z

F

jrj jdf j =

Z

F

R jdf j = R

Z

F

jdf j = RjF j = R � 2R� = 2R

2

� :

M�asr�eszt L minden pontj�aban L �erint}oje mer}oleges a v(r) = r f�uggv�enyre, ��gy v �erint}ore es}o v

e

vet�ulete

nulla, azaz

Z

L

v dr =

Z

L

v

e

jdrj =

Z

L

0 jdrj = 0 :
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(b) v(x; y) = (x;�y)

div v =

@x

@x

+

@ � y

@y

= 1� 1 = 0 �es rot v =

@ � y

@x

�

@x

@y

= 0� 0 = 0 ��gy

Z

F

v df =

Z

V

div v dV =

Z

V

0 dV = 0 ;

Z

L

v dr =

Z

V

rot v dV =

Z

V

0 dV = 0 :

ELLEN

}

ORZ

�

ES.

v(r(t)) � CROSS( _r(t)) = (R sin t;�R cos t) � (R sin t; R cos t) = R

2

(sin

2

t � cos

2

t) = �R

2

cos 2t �es

v(s(t)) � _s(t) = s(t) � _s(t) = (R cos t;�R sin t) �(�R sin t; R cos t) = �R

2

(cos t sin t+sin t cos t) = �R

2

sin 2t

teh�at

Z

F

v df =

Z

2�

0

v(r(t)) � CROSS( _r(t)) dt = �

Z

2�

0

R

2

cos 2t dt = R

2

sin 2t

2

2�

0

= 0 ;

Z

L

v dr =

Z

2�

0

v(s(t)) � _s(t) dt = �

Z

2�

0

R

2

sin 2t dt = R

2

cos 2t

2

2�

0

= 0 :

(c) v(x; y) = (y; x)

div v =

@y

@x

+

@x

@y

= 0 + 0 = 0 �es rot v =

@x

@x

�

@y

@y

= 1� 1 = 0 ��gy

Z

F

v df =

Z

V

div v dV =

Z

V

0 dV = 0 ;

Z

L

v dr =

Z

V

rot v dV =

Z

V

0 dV = 0 :

ELLEN

}

ORZ

�

ES.

v(r(t)) � CROSS( _r(t)) = (R cos t; R sin t) � (R sin t; R cos t) = R

2

(cos t sint + sin t cos t) = R

2

sin 2t �es

v(s(t)) � _s(t) = s(t) � _s(t) = (R sin t; R cos t) � (�R sin t; R cos t) = R

2

(cos

2

t� sin

2

t) = R

2

cos 2t teh�at

Z

F

v df =

Z

2�

0

v(r(t)) �CROSS( _r(t)) dt =

Z

2�

0

R

2

sin 2t dt = �R

2

cos 2t

2

2�

0

= 0 ;

Z

L

v dr =

Z

2�

0

v(s(t)) � _s(t) dt =

Z

2�

0

R

2

cos 2t dt = R

2

sin 2t

2

2�

0

= 0 :

(d) v(x; y) = (y;�x)

div v =

@y

@x

+

@ � x

@y

= 0 + 0 = 0 �es rot v =

@ � x

@x

�

@y

@y

= �1� 1 = �2 ��gy

Z

F

v df =

Z

V

div v dV =

Z

V

0 dV = 0 ;

Z

L

v dr =

Z

V

rot v dV =

Z

V

�2 dV = �2

Z

V

dV = �2jV j = �2R

2

� :

ELLEN

}

ORZ

�

ES.

(1) v(r(t)) � CROSS( _r(t)) = (R cos t;�R sin t) � (R sin t; R cos t) = R

2

(cos t sint � sin t cos t) = 0 �es

v(s(t)) � _s(t) = s(t) � _s(t) = (R sin t;�R cos t) � (�R sin t; R cos t) = R

2

(� sin

2

t� cos

2

t) = �R

2

teh�at

Z

F

v df =

Z

2�

0

v(r(t)) �CROSS( _r(t)) dt =

Z

2�

0

0 dt = 0 ;
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Z

L

v dr =

Z

2�

0

v(s(t)) � _s(t) dt = �

Z

2�

0

R

2

dt = �R

2

Z

2�

0

dt = �R

2

2� = �2R

2

� :

(2) Mivel v(x; y) � (x; y) = (y;�x) � (x; y) = yx � xy = 0 , ��gy v(r) � r = 0 , azaz a v = v(r) f�uggv�eny

minden�utt mer}oleges az r helyvektorra. Azonban F minden pontj�aban F n norm�alisa pont r ir�any�u, ��gy

v n{re es}o vet�ulete v

n

F minden pontj�aban nulla, teh�at

Z

F

v df =

Z

F

v

n

jdf j =

Z

F

0 jdf j = 0 :

M�asr�eszt L minden pontj�aban L �erint}oje pontosan v egyenes�ebe esik �es azzal ellent�etes ir�any�u ( _s(t) =

= (�R sin t; R cos t) = (�y; x)

s(t)

= �(y;�x)

s(t)

= �v(s(t))), ��gy v{nek az L �erint}oj�ere es}o v

e

vet�ulete:

v

e

= �jvj , tov�abb�a L{en minden�utt jvj = R , teh�at

Z

L

v dr =

Z

L

v

e

jdrj = �

Z

L

jvjjdrj = �

Z

L

R jdrj = �R

Z

L

jdrj =

= �RjLj = �R � 2R� = �2R

2

� :

3.3 Vektorf�uggv�enyek jellemz}oinek sz�am��t�asa

Az al�abbiakban, ha m�ast nem mondunk, u mindig di�erenci�alhat�o skal�arf�uggv�enyt, v pedig di�e-

renci�alhat�o vektorf�uggv�enyt jel�ol.

a. A nabla oper�ator

Ahhoz, hogy bizonyos �osszef�ugg�eseket t�om�or form�aban ��rhassunk fel, c�elszer}u egy speci�alis r�ovid��tett

��r�asm�odot alkalmazni, melyben a

r = (

@

@x

;

@

@y

)

szimb�olum, egy form�alis, matematikai jelent�es n�elk�uli "vektor" szerepel. Ezzel, az �un. nabla vektorral

(vagy nabla oper�atorral) v�egzett form�alis m}uveletek seg��ts�eg�evel k�onnyen le��rhat�ok �es megjegyezhet}oek

bizonyos k�epletek.

�

Igy

div v = r � v =

@v

1

@x

+

@v

2

@y

rot v = �r � CROSS(v) =

@v

2

@x

�

@v

1

@y

=

�

�

�

�

@

@x

@

@y

v

1

v

2

�

�

�

�

gradu = ru = (

@u

@x

;

@u

@y

)

b. Az invari�ansok �es a gradiens line�aris oper�atorok

div(c

1

v

1

+ c

2

v

2

) = c

1

div v

1

+ c

2

div v

2

rot(c

1

v

1

+ c

2

v

2

) = c

1

rot v

1

+ c

2

rot v

2

grad(c

1

u

1

+ c

2

u

2

) = c

1

gradu

1

+ c

2

gradu

2

Ezek az �osszef�ugg�esek nyilv�anval�o k�ovetkezm�enyei annak, hogy a deriv�al�as line�aris oper�ator.
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c. Szorzatf�uggv�eny invari�ansai �es gradiense

div (u v) = u div v + v � gradu

rot (u v) = u rot v � CROSS(v) � gradu

grad(u

1

u

2

) = u

1

gradu

2

+ u

2

gradu

1

Val�oban,

div(u v) =

@

@x

(u v)

1

+

@

@y

(u v)

2

=

@

@x

(u v

1

) +

@

@y

(u v

2

) =

= v

1

@u

@x

+ u

@v

1

@x

+ v

2

@u

@y

+ u

@v

2

@y

=

= u(

@v

1

@x

+

@v

2

@y

) + (v

1

; v

2

) � (

@u

@x

;

@u

@y

) = u div v + v � gradu

�es

rot(u v) =

@

@x

(u v)

2

�

@

@y

(u v)

1

=

@

@x

(u v

2

)�

@

@y

(u v

1

) =

= v

2

@u

@x

+ u

@v

2

@x

� v

1

@u

@y

� u

@v

1

@y

=

= u(

@v

2

@x

�

@v

1

@y

)� (�v

2

; v

1

) � (

@u

@x

;

@u

@y

) = u rot v � CROSS(v) � gradu :

V�eg�ul

grad(u

1

u

2

) = (

@

@x

(u

1

u

2

);

@

@y

(u

1

u

2

)) = ( u

1

@u

2

@x

+ u

2

@u

1

@x

; u

1

@u

2

@y

+ u

2

@u

1

@y

) =

= u

1

(

@u

2

@x

;

@u

2

)

@y

+ u

2

(

@u

1

@x

;

@u

1

@y

) = u

1

gradu

2

+ u

2

gradu

1

d. Divergencia �es rot�aci�o kapcsolata

div v = rotCROSS(v)

rot v = �divCROSS(v)

Val�oban,

rot v =

@v

2

@x

�

@v

1

@y

= div(v

2

;�v

1

) = div(�CROSS(v)) = �div CROSS(v) �es

div v =

@v

1

@x

+

@v

2

@y

= rot(�v

2

; v

1

) = rotCROSS(v):

Megjegyz�es.

A fenti �osszef�ugg�esek seg��tik megvil�ag��tani a s��kban a divergencia �es rot�aci�o jelent�es�et �es a k�et fogalom

viszony�at. Az al�abbiakban k�et p�eld�an illusztr�aljuk ezt a kapcsolatot.

(1) v = (f(y); 0) , f pozit��v monoton n}ov}o. Ekkor CROSS(v) = (0; f(y)) (l�asd az els}o �abr�at a t�uloldalon).

v rot�aci�oj�at az okozza, hogy v nagys�aga ir�any�aramer}olegesen v�altozik �es ugyanez�ert, ugyanilyen m�ert�ekben

CROSS(v) (v{vel megegyez}o) nagys�aga CROSS(v) ir�any�aban v�altozik, ami CROSS(v) divergenci�aj�at

okozza. Teh�at CROSS(v) divergenci�aj�anak ar�anyosnak kell lennie v rot�aci�oj�aval. Hasonl�oan indokolhat�o

v divergencia{ �es CROSS(v) rot�aci�omentess�eg�enek �osszef�ugg�ese.

(2) v =

1

p

x

2

+ y

2

(y;�x) . Ekkor CROSS(v) =

1

p

x

2

+ y

2

(x; y) (l�asd a m�asodik �abr�at a t�uloldalon).

v er}ovonalai koncentrikus k�or�ok, mert v minden r pontban v(r) mer}oleges r{re hiszen v(r)k(y;�x) ,

r = (x; y) �es ((y;�x) � (x; y) = 0 . Az er}ovonalak s}ur}us�ege �alland�o, mert v nagys�aga �alland�o (jvj = 1).
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v CROSS(v)

v CROSS(v)v CROSS(v)

v rot�aci�oj�anak az az oka, hogy v nagys�aga �alland�o �es er}ovonalai g�orb�ulnek. Ez pont azt jelenti, hogy

CROSS(v){nek a v{re mer}oleges er}ovonalai a g�orb�ul�es m�ert�ek�eben sz�ettartanak,��gy ahhoz, hogy s}ur}us�eg�uk

nagys�aga �alland�o lehessen (mert jCROSS(v)j = jvj = 1 ), az kell, hogy az er}ovonalak ir�any�aban a

sz�ettart�as m�ert�ek�evel ar�anyosan �uj er}ovonalak eredjenek, teh�at, hogy CROSS(v) divergenci�aja ar�anyos

legyen er}ovonalai sz�ettart�as�anak, azaz v er}ovonalai g�orb�ults�eg�enek m�ert�ek�evel.

e. N�eh�any kit�untetett f�uggv�eny

Konstansf�uggv�eny

Ha c konstans vektor, akkor div c = rot c = 0 �es

ha c konstans skal�ar, akkor grad c = 0 :

Ugyanis konstans deriv�altoper�atora nulla, ��gy invari�ansai is azok �es konstans gradiense is nulla.

Line�aris transzform�aci�o

Legyen A R

2

{en �ertelmezett line�aris transzform�aci�o. Ekkor

divA azonos A skal�arinvari�ans�aval �es

rotA A vektorinvari�ans�anak k�etszerese.

Ezek az �all��t�asok az invari�ansok de�n��ci�oinak �es annak nyilv�anval�o k�ovetkezm�enyei, hogy line�aris oper�ator

deriv�altja �onmaga.

Az al�abbiakban megadjuk a vizsg�alt mennyis�egeket k�et speci�alis line�aris oper�ator eset�en.
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Identit�as: v(r) = r .

div r = 2

rot r = 0

Val�oban, nyilv�an az identit�as m�atrixa (b�armely b�azisban) az egys�egm�atrix, melynek f}o�atl�oja k�et egyesb}ol

�all, ezek �osszege pedig 2. M�asr�eszt, az identit�as szimmetrikus oper�ator, teh�at antiszimmetrikus r�esze

nulla, �es ennek nyilv�an vektorinvari�ansa is nulla. Persze, k�ozvetlen�ul a de�n��ci�okb�ol is ad�odik, hogy

v(r) = r = (x; y) eset�en

div v =

@v

1

@x

+

@v

2

@y

=

@x

@x

+

@y

@y

= 1 + 1 = 2 �es

rot v =

@v

2

@x

�

@v

1

@y

=

@y

@x

�

@x

@y

= 0� 0 = 2 :

CROSS: v(r) = CROSS(r) .

div CROSS(r) = 0

rotCROSS(r) = 2

Ezt t�obbf�elek�eppen is bel�athatjuk.

(1) Egyr�eszt, felhaszn�alva azt, amit �epp az el}obb az identit�asra bizony��tottunk, valamint a d. pontbeli

�osszef�ugg�eseket div �es rot k�oz�ott, azt kapjuk, hogy

div CROSS(r) = �rot r = 0 �es rotCROSS(r) = div r = 2 .

(2) Egy m�asik lehet}os�eg k�ozvetlen�ul a de�n��ci�ok alkalmaz�asa. Felhaszn�alva, hogy

CROSS(r) = (�y; x) , ad�odik, hogy

div CROSS(r) =

@v

1

@x

+

@v

2

@y

=

@ � y

@x

+

@x

@y

= 0 + 0 = 0 �es

rotCROSS(r) =

@v

2

@x

�

@v

1

@y

=

@x

@x

�

@ � y

@y

= 1� (�1) = 2 :

(3) V�eg�ul haszn�alhatjuk azt, hogy CROSS line�aris transzform�aci�o. Legyen R

2

szok�asos b�azisa e = (i; j) .

CROSS(i) = j ; CROSS(j) = �i , teh�at CROSS m�atrixa e{ben:

CROSS

e

=

�

�

�

�

0 �1

1 0

�

�

�

�

:

CROSS

e

teh�at antiszimmetrikus, f}o�atl�obeli elemeinek �osszege 0, ��gy div CROSS(r) = 0 . M�asr�eszt, persze

CROSS(r) = 1 �CROSS(r), ��gy a vektorinvari�ans de�n��ci�oja alapj�an CROSS vektorinvari�ansa 1, �es ennek

k�etszerese a rot�aci�o, vagyis rotCROSS(r) = 2 .

Skal�arszorz�as

Legyen u(r) = (c; r) , ahol c valamely r�ogz��tett konstansvektor. Ekkor

gradu = grad(c; r) = c .

Val�oban, u(r) line�aris oper�ator, ��gy u

0

(r) = u(r) = (c; r) , amib}ol grad de�n��ci�oj�at haszn�alva, gradu = c .

K�orszimmetrikus t�er

(1) Legyen u(r) = f(jrj) , ahol f tetsz}oleges R

+

{on deriv�alhat�o egyv�altoz�os f�uggv�eny. Ha r 6= 0 , akkor

gradu = grad f(jrj) = f

0

(jrj)

r

jrj

:

(2) Legyen v(r) = f(jrj)r , ahol f tetsz}oleges R

+

{on deriv�alhat�o egyv�altoz�os f�uggv�eny. Ha r 6= 0 , akkor

rot v = rot(f(jrj)r) = 0 :
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Az els}o �osszef�ugg�es a l�ancszab�aly egy alkalmaz�asa, hiszen ha r 6= 0 , akkor

grad jrj = grad

p

x

2

+ y

2

= (

x

p

x

2

+ y

2

;

y

p

x

2

+ y

2

) =

1

p

x

2

+ y

2

(x; y) =

r

jrj

:

A m�asodik �osszef�ug�es pedig a fenti c. pontb�ol ad�odik:

rot v = rot(f(jrj)r) = f(jrj)rot r � CROSS(r) � gradf(jrj) =

= 0 + CROSS(r) � (f

0

(jrj)

r

jrj

) =

f

0

(jrj)

jrj

(CROSS(r) � r) = 0

hiszen m�ar l�attuk, hogy rot r = 0 �es, mivel CROSS(r) �es r mer}olegesek egym�asra, CROSS(r) � r = 0 .

f. K�et nevezetes �osszef�ugg�es

(1) Legyen u �es v k�etszer folytonosan deriv�alhat�o skal�ar{ ill. vektorf�uggv�eny. Ekkor

rot gradu = 0 :

Val�oban,

rot gradu = rot(

@u

@x

;

@u

@y

) =

@

@x

(

@u

@y

)�

@

@y

(

@u

@x

) = u

xy

� u

yx

= 0

a Young- t�etel miatt.

(2) Legyen u k�etszer folytonosan deriv�alhat�o skal�arf�uggv�eny. Vezess�uk be a k�ovetkez}o jel�ol�est:

�u = u

xx

+ u

yy

(�{t Laplace oper�atornak nevezz�uk) :

Ekkor

div gradu = �u .

Ugyanis: div gradu =

@

@x

(gradu)

1

+

@

@y

(gradu)

2

=

@

@x

(

@u

@x

) +

@

@y

(

@u

@y

)

3.4 K�et fundament�alis �zikai alkalmaz�as

3.4.1 Pontt�olt�es elektromos tere

Legyen minden r 6= 0 eset�en v(r) =

r

jrj

2

:
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Ez a vektorf�uggv�eny, mint er}ot�er az egys�egnyi s��kbeli pontt�olt�es tere, m��g mint �araml�asi t�er a

pontszer}u forr�as vagy (ellenkez}o el}ojellel) lefoly�o �araml�asi tere. Ez ut�obbi ak�ar kis�erletileg is viszony-

lag k�onnyen igazolhat�o: ha egy k�oralak�u, m�elys�eg�ehez k�epest nagy felsz��n}u tepsiben lev}o v��zet a tepsi

k�ozep�en v�agott viszonylag kis lyukon kereszt�ul �ugy ereszt�unk le, hogy megakad�alyozzuk itt (a F�old ten-

gelyforg�as�anak eredm�enyek�eppen l�etrej�ov}o) �orv�enyl}o mozg�ast, akkor a v��z mozg�as�anak sebess�ege, amit

p�eld�aul kis pap��rdarabokkal m�erhet�unk, nyilv�an a lefoly�o fel�e ir�anyul �es nagys�aga jv(r)j =

1

jrj

, azaz a

m�ert t�avols�aggal ford��tva ar�anyos.

A f�uggv�eny az orig�o kiv�etel�evel minden�utt folytonosan deriv�alhat�o, az orig�oban pedig m�eg folytonoss�a

sem tehet}o. Val�oban,

v = v(x; y) =

1

x

2

+ y

2

(x; y) = (

x

x

2

+ y

2

;

y

x

2

+ y

2

) ;

ami pontosan akkor folytonosan deriv�alhat�o, ha koordin�ataf�uggv�enyei azok. Nos a koordin�ataf�uggv�enyek,

v

1

=

x

x

2

+ y

2

�es v

2

=

y

x

2

+ y

2

egyr�eszt nyilv�an az orig�on k��v�ul minden�utt folytonosan deriv�alhat�oak, hiszen csak az orig�oban elt}un}o

nevez}oj}u racion�alis t�ortf�uggv�enyek, m�asr�eszt az orig�oban m�eg csak folytonoss�a sem tehet}oek, mert m�eg

hat�ar�ert�ek�uk sincs ott. P�eld�aul

v

1

(x; 0) =

1

x

�!1 ha x �! 0+ ; m��g v

1

(0; y) = 0 �! 0 ha y �! 0 :

FORR

�

ASS

}

UR

}

US

�

EG

�

ES FLUXUS.

A t�er forr�ass}ur}us�ege az orig�o kiv�etel�evel minden�utt nulla:

div v = div

r

jrj

2

=

1

jrj

2

div r + r � grad

1

jrj

2

=

2

jrj

2

+ r � (�2

1

jrj

3

r

jrj

) =

=

2

jrj

2

�

2

jrj

4

(r � r) =

2

jrj

2

�

2

jrj

2

= 0 ha r 6= 0 :

Az orig�oban nincs �ertelmezve a divergencia, hiszen, ahogy l�attuk, v m�eg folytonoss�a sem tehet}o ott.

A forr�ass}ur}us�eg teh�at az orig�o kiv�etel�evel minden�utt nulla, k�ovetkez�esk�eppen, a Gauss-Osztrogradszkij

t�etel alkalmaz�as�aval azt kapjuk, hogy 
uxusa minden az orig�ot nem tartalmaz�o norm�al t�err�eszt hat�arol�o

F fel�uletre vonatkoz�oan nulla: az �osszes er}ovonal ami az F �altal bez�art t�err�eszbe bel�ep, ki is l�ep onnan:

F

Nyilv�an egy az orig�ot belsej�eben tartalmaz�o norm�al t�err�eszt hat�arol�o z�art S fel�ulet eset�eben m�as a

helyzet, hiszen a t�err�eszen bel�ul van forr�as, �uj er}ovonalak keletkeznek. Ahhoz, hogy egy ilyen fel�uletre

vonatkoz�oan meghat�arozzuk a 
uxust, felhaszn�aljuk azt a t�enyt, hogy k�et k�ul�onb�oz}o ilyen fel�uletre: S

1

{re

�es az �altala bez�art V

1

t�err�esz belsej�ebe es}o S

2

{re vonatkoz�o 
uxus megegyezik, hiszen a k�et fel�ulet k�oz�e

es}o V

0

t�err�eszben nem keletkeznek er}ovonalak, azok az er}ovonalak, melyek az S

2

�altal bez�art V

2

t�err�eszb}ol

kil�epnek, kil�epnek V

1

- b}ol is:
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V1

S1

S
2

V2

V ’

Ez persze minden olyan esetben, mikor a V' norm�al t�err�esz, form�alisan is bel�athat�o, hiszen ekkor (mivel

S

1

�es �S

2

kifel�e ir�any��tott z�art fel�uletek lefedik V

0

hat�ar�at (1.26 (15)(c) feladat)) alkalmazhat�o r�a a

Gauss-Osztrogradszkij t�etel �altal�anos��tott v�altozata (3.6 T�etel):

Z

S

1

v df +

Z

�S

2

v df =

Z

V

0

div v dv = 0 ; teh�at

Z

S

1

v df =

Z

S

2

v df :

Nos, ezek ut�an el�eg egy orig�ok�oz�eppont�u k�edimenzi�obeli g�ombh�ejra (azaz k�orvonalra) vonatkoz�oan kisz�a-

m��tani a 
uxust, hiszen minden, az orig�ot belsej�eben tartalmaz�o t�err�esz eset�eben van teljesen a t�err�eszbe

es}o orig�ok�oz�eppont�u g�omb. Legyen teh�at F az R sugar�u k�etdimenzbeli g�ombh�ej. F egyenlete: r =

= r(t) = (R sin t; R cos t) ; 0 � t � 2� : Ekkor _r(t) = (R cos t;�R sin t) ; CROSS( _r(t)) = (R sin t; R cos t) .

(A 3.16 Feladatban m�ar l�attuk, hogy ez val�oban kifel�e ir�any��tja F{et, az 1.26 (10)(d) feladat alapj�an F

z�art fel�ulet �es az 1.26 (15)(d) feladat alapj�an F az orig�ot belsej�eben tartalmaz�o norm�al t�err�esz hat�ara.)

Ezekkel

v(r(t)) =

r(t)

jr(t)j

2

=

1

R

2

� (R sin t; R cos t) =

1

R

(sin t; cos t) :

Teh�at v(r(t)) � CROSS( _r(t)) = 1 .

�

Igy

Z

F

v df =

Z

2�

0

v(r(t)) �CROSS( _r(t)) dt =

Z

2�

0

1 dt = 2� :

Ezt az eredm�enyt megkaphattuk volna a k�ovetkez}ok�eppen is: F minden pontj�aban annak n norm�alisa

r ir�any�u, ��gy, mivel vkr , ad�odik, hogy nkrkv �es (mivel F kifele ir�any��tott) n �es v ir�anya is megegyezik.

K�ovetkez�esk�epp v{nek n{re es}o vet�ulete v

n

= jvj , teh�at felhaszn�alva, hogy F{n jvj =

R

R

2

=

1

R

:

Z

F

v df =

Z

F

v

n

jdf j =

Z

F

jvj jdf j =

Z

F

1

R

jdf j =

1

R

�

Z

F

jdf j =

1

R

� jF j =

1

R

� 2R� = 2� :

Azt kaptuk teh�at, hogy minden az orig�ot belsej�eben tartalmaz�o norm�al t�err�eszt hat�arol�o kifele

ir�any��tott z�art S fel�uletre vonatkoz�o 
uxus azonosan 2� . Ebb}ol k�ovetkez}oen persze az orig�obeli forr�ass}u-

r}us�eg v�egtelen, hiszen ha (V

k

) az orig�ora zsugorod�o norm�al t�err�eszek egy olyan sorozata, melyre minden

k 2 R eset�en V

k

hat�ara a z�art kifel�e ir�any��tott F

k

fel�ulet, akkor jV

k

j �!

k

0 ; miatt

1

jV

k

j

�

Z

F

k

v df =

1

jV

k

j

� 2� �!

k

1 :

A fenti, az orig�ot belsej�eben tartalmaz�o norm�al t�err�eszt hat�arol�o fel�uleten sz�am��tott 
uxusra vonatkoz�o

eredm�eny�unkkel kapcsolatban �erdemes m�eg egy �eszrev�etelt tenni. L�attuk, hogy div v = 0 az orig�o

kiv�etel�evel minden�utt, teht div v egy pont kiv�etel�evel folytonos a s��kon �es �ertelmez�esi tartom�any�an korl�atos
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is. Ebb}ol az integr�alsz�am��t�as j�ol ismert t�etele szerint div v integr�alhat�o minden z�art, korl�atos �es m�erhet}o

halmazon, ��gy b�armely az orig�ot belsej�eben tartalmaz�o norm�al V t�err�eszen is �es

Z

V

div v dV = 0 ;

amib}ol Gauss-Osztrogradszkij t�etel alapj�ann v{nek V hat�ar�ara, F{re vonatkoz�o 
uxusa is nulla, ellent-

mond�asban fenti eredm�eny�unkkel, mely szerint ez a 
uxus 2� . Ez az �ervel�es azonban hib�as, V {re a

Gauss-Osztogradszkij t�etel nem alkalmazhat�o, mert ennek felt�etele v{nek eg�esz V {re vonatkoz�o folytonos

deriv�alhat�os�aga, v azonban (amint m�ar l�attuk) m�eg csak folytonoss�a sem tehet}o az orig�oban.

�

ORV

�

ENYS

}

UR

}

US

�

EG

�

ES CIRKUL

�

ACI

�

O.

Az �orv�enys}ur}us�eg az orig�o kiv�etel�evel minden pontban �es ��gy Stokes-t�etellel a cirkul�aci�o minden, az

orig�ot belsej�eben nem tartalmaz�o, norm�al t�err�eszt hat�arol�o g�orb�ere vonatkoz�oan nulla, hiszen a 3.3 e.

pontban l�attuk, hogy k�orszimmetrikus t�er rot�aci�oja az orig�on k��v�ul nulla, rot v = 0 az orig�on k��v�ul

minden�utt.

Persze ahogy a divergencia, a rot�aci�o sem �ertelmezhet}o az orig�oban. Az �orv�enys}ur}us�eggel azonban

m�as a helyzet. Pontosan ugyan�ugy, ahogy a Gauss-Osztrogradszkij t�etelre �es a divergenci�anak az orig�on

k��v�ul val�o elt}un�es�ere t�amaszkodva megmutattuk, hogy minden az orig�ot belsej�eben tartalmaz�o norm�al

t�err�esz z�art kifele ir�any��tott hat�ar�an a 
uxus ugyanaz, a rot�aci�o elt}un�es�et �es a Stokes-t�etelt haszn�alva

megmutathat�o, hogy az orig�ot belsej�ukben tartalmaz�o norm�al t�err�esz pozit��van ir�any��tott z�art hat�arain

vett cirkul�aci�o is azonos. K�ovetkez�esk�eppen, nem maradt m�as h�atra, minthogy kisz�am��tsuk a cirkul�aci�ot

egy orig�ok�oz�eppont�u R sugar�u pozit��van ir�any��tott L k�orvonalra. Ez azonban igen egyszer}u, hiszen L

minden pontj�aban L �erint}oje mer}oleges az r ir�any�u v(r) f�uggv�enyre, teh�at v �erint}ore es}o v

e

vet�ulete nulla,

azaz

Z

L

v dr =

Z

L

v

e

jdrj =

Z

L

0 jdrj = 0 :

K�ovetkez�esk�eppen, az orig�ot belsej�ukben tartalmaz�o norm�al t�err�eszek hat�araira vonatkoz�o cirkul�aci�o is

nulla, vagyis a cirkul�aci�o minden norm�al t�err�esz hat�ar�ara vonatkoz�oan nulla. Ebb}ol persze r�ogt�on az

is k�ovetkezik, hogy az �orv�enys}ur}us�eg minden�utt, ��gy az orig�oban is nulla annak ellen�ere, hogy a rot�aci�o

az orig�oban nem l�etezik! Ez nyilv�an nem mond ellent a 3.15 K�ovetkezm�enynek, hiszen ez csak olyan

pontokban garant�alja a k�et mennyis�eg azonoss�ag�at, melyekben az adott f�uggv�eny folytonosan deriv�alhat�o,

ami v{re az orig�oban nem igaz, ahogy azt m�ar megmutattuk.

R�oviden teh�at minden az orig�ot belsej�eben tartalmaz�o norm�al t�err�eszt hat�arol�o kifele ir�any��tott z�art

fel

�

letre vonatkoz�o 
uxus 2� , az orig�obeli forr�ass}ur}us�eg v�egtelen �es minden m�as nulla.

T�om�oren �es szeml�eletesen mindazt, amit eddig elmondtunk a f�uggv�enyr}ol, fenti er}ovonalas �abr�azol�asa

foglalja �ossze. Tulajdonk�eppen amit csin�altunk, az �eppen ezen �abr�azol�as korrekts�eg�enek vizsg�alata volt

form�alis eszk�oz�okkel. Egyr�eszt, a f�uggv�eny forr�ass}ur}us�ege az orig�o kiv�etel�evel minden�utt nulla, ott pedig

v�egtelen, ��gy csak az orig�oban van forr�asa, teh�at minden er}ovonal az orig�ob�ol indul ki �es sehol nem t}unik

el. Tov�abb�a persze de�n��ci�oj�ab�ol a f�uggv�eny minden�utt r{ir�any�u, teh�at az er}ovonalak orig�on �atmen}o

egyenesek. M�asr�eszt, ami az er}ovonalak s}ur}us�eg�et illeti, ez egy orig�ok�oz�eppont�u R sugar�u k�or ker�ulete

ment�en azonos, mert itt jv(r)j =

1

jrj

=

1

R

�alland�o. Mivel v sug�arir�any�u, ez egyszersmind azt is jelenti,

hogy a f�uggv�eny nagys�aga nem v�altozik ir�any�ara mer}olegesen, ez pedig azzal a t�ennyel egy�utt, hogy az

er}ovonalak nem g�orb�ulnek, a t�er minden�utt val�o cirkul�aci�o �es �orv�enys}ur}us�eg mentess�eg�et t�ukr�ozi.

3.4.2. V�egtelen vezet}o m�agneses tere

Legyen minden r 6= 0 eset�en w(r) =

CROSS(r)

jrj

2

(az er}oteret a t�uloldalon �abr�azoltuk).

Ez a vektorf�uggv�eny, mint er}ot�er a v�egtelen m�agneses vezet}o ter�enek s��kmetszete, m��g, mint �araml�asi t�er

egy k�oz�eppont k�or�ul �orv�enyl}o folyad�ek �araml�asi tere.

Matematikailag a v�egtelen vezet}o m�agneses ter�et le��r�o vektorf�uggv�eny a pontt�olt�es er}oter�et le��r�o

el}oz}o vektorf�uggv�eny du�alisa, pontosabban a v�egtelen vezet}o m�agneses tere{pontt�olt�es er}otere, 
uxus{

cirkul�aci�o, divergencia{rot�aci�o, forr�ass}ur}us�eg{�orv�enys}ur}us�eg, v{CROSS(v) du�alis fogalomp�arok.

Legyen v(r) =

r

jrj

2

: Ekkor w(r) = CROSS(v(r)) ;

46



��gy w �es v nagys�aga minden�utt megegyezik, valamint er}ovonalaik egym�as �un. orthogon�alis tra-

jekt�ori�ai, azaz minden�utt mer}olegesek egym�asra. Tov�abb�a, w(r) = CROSS(v(r)) a fenti 3.3 d. pontbeli

�osszef�ugg�esek felhaszn�al�as�aval a k�ovetkez}okre vezet:

divw = divCROSS(v) = �rot v �es rotw = rotCROSS(v) = div v :

�

Igy a pontt�olt�es er}oter�et le��r�o v = v(r) vektorf�uggv�enyre kapott fenti eredm�enyek felhaszn�al�as�aval

az ad�odik, hogy div w = 0 (ahogy az er}ovonalak z�arts�ag�ab�ol leolvashat�o) �es rot w = 0 az orig�o

kiv�etel�evel minden�utt. Ezekb}ol k�ovetkez}oen a forr�ass}ur}us�eg az orig�o kiv�etel�evel minden�utt �es Gauss-

Osztrogradszkij t�etellel a 
uxus minden az orig�ot belsej�eben nem tartalmaz�o norm�al t�err�eszt hat�arol�o

fel�uletre vonatkoz�oan nulla. Tov�abb�a az �orv�enys}ur}us�eg az orig�o kiv�etel�evel minden�utt nulla �es min-

den olyan g�orb�ere vonatkoz�o cirkul�aci�o is nulla, mely az orig�ot belsej�eben nem tartalmaz�o norm�al

t�err�esz hat�ara. V�eg�ul, mivel CROSS(CROSS(v) = �v , a fel�uletmenti �es g�orbementi integr�alok k�oz�otti

�osszef�ugg�es (1.24 Megjegyz�es) �es az a. pontbeli eredm�eny felhaszn�al�as�aval az orig�ot belsej�eben tartalmaz�o

norm�al t�err�eszt hat�arol�o kifele ir�any

�

itott F fel�uletre vonatkoz�o 
uxus nulla, hiszen F = �L{el:

Z

F

w df =

Z

L

CROSS(w) dr =

Z

L

CROSS(CROSS(v)) dr =

Z

L

�v dr = 0

�es az orig�ot belsej�eben tartalmaz�o norm�al t�err�eszt hat�arol�o pozit��van ir�any��tott L z�art g�orb�ere vonatkoz�o

cirkul�aci�o 2� , mert ugyan�ugy, ahogy az el}obb:

Z

L

w dr = �

Z

F

CROSS(w) df = �

Z

F

CROSS(CROSS(v)) df = �

Z

F

�v df = 2� ;

amib}ol persze (az a. pontban alkalmazott gondolatmenethez hasonl�o m�odon) az is ad�odik, hogy az

orig�oban a forr�ass}ur}us�eg nulla, az �orv�enys}ur}us�eg pedig v�egtelen.

�

Osszefoglalva t�om�oren az mondhat�o, hogy minden az orig�ot belsej�eben tartalmaz�o norm�al t�err�eszt

hat�arol�o pozit��van ir�any��tott z�art g�orb�ere vonatkoz�o cirkul�aci�o 2� , az orig�obeli �orv�enys}ur}us�eg v�egtelen

�es minden m�as nulla.

Term�eszetesen ford��tva is csin�alhattuk volna, a w{re vonatkoz�o eredm�enyeket k�ozvetlen sz�amol�assal

is megkaphattuk volna, ahogyan azt a v eset�eben tett�uk �es azt�an a v{t jellemz}o adatokat a dualit�ast

haszn�alva sz�am��thattuk volna ki, ahogy azt most a w eset�eben tett�uk.

M�eg egy t�enyre �erdemes a �gyelmet felh��vni. Ahogy l�attuk, w �orv�enys}ur}us�ege az orig�o kiv�etel�evel

minden�utt nulla, annak ellen�ere, hogy w sehol sem homog�en ir�any�u, azaz er}ovonalai minden�utt g�orb�ulnek!

Nos, b�ar azt m�ar a 2. fejezetben l�attuk, hogy az �orv�enys}ur}us�eg lehet null�at�ol elt�er}o homog�en ir�any�u vek-

torf�uggv�eny eset�en is (azaz akkor is, ha az er}ovonalak nem g�orb�ulnek), a ford��tott esetre m�eg nem l�attunk

p�eld�at. A magyar�azat az, hogy b�ar w er}ovonalai g�orb�ulnek, w nagys�aga azonban ir�any�ara mer}olegesen

v�altozik, amir}ol m�ar l�attuk (�eppen azokban a 2. fejezetben szerepl}o p�eld�akban, melyekre most hivatkoz-

tunk), hogy szint�en cirkul�aci�ot okoz. Nom�armost, w eset�eben a k�et hat�as �eppen semleges��ti, kioltja
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egym�ast, amekkora pozit��v �orv�enyl�est az er}ovonalak g�orb�ults�ege okoz, �eppen akkora negat��v �orv�enyl�est

v�alt ki sug�ar ir�any�u ritkul�asuk.

3.5 Az integr�alt�etelek alkalmaz�asai

3.5.1. Egy�eb integr�alt�etelek

3.17 T�etel (Green{t�etelek)

Legyen V � R

2

norm�al t�err�esz, melynek hat�ara az F kifel�e ir�any��tott fel�ulet �es u ; v 2 C

2

(V ) tetsz}oleges

k�etv�altoz�os f�uggv�enyek, melyeknek az F fel�uleti norm�alis ir�any�u ir�anymenti deriv�altjai

@v

@n

ill.

@v

@n

:

Ekkor

(1) (Antiszimmetrikus Green-formula)

Z

V

(u�v + gradu � gradv) dV =

Z

F

u

@v

@n

df :

(2) (Szimmetrikus Green-formula)

Z

V

(u�v � v�u) dV =

Z

F

(u

@v

@n

� v

@u

@n

) df :

BIZONY

�

IT

�

AS. Mivel nyilv�an az antiszimmetrikus Green-formul�ab�ol az eredeti �es az u{v szerepcser�evel

kapott formula k�ul�onbs�egek�ent ad�odik a szimmetrikus formula, el�eg az antiszimmetrikus formul�at bi-

zony��tani. Legyen

w = u gradv :

Ekkor

divw = div(u gradu) = u div grad v + gradu � gradv

M�asr�eszt w{nek n{re, az F egys�egnorm�alis�ara es}o vet�ulete:

w

n

= w � n = (u gradv) � n = u(gradv � n) = u

@v

@n

:

�

Igy Gauss{Osztrogradszkij t�etellel:

Z

V

(u�v + gradu � grad v) dV =

Z

V

div v dV =

Z

F

w df =

Z

F

w

n

df =

Z

F

u

@v

@n

df :

�

Erdekes m�odon azonos alak�u integr�al�atalak��t�o t�etelek vonatkoznak a deriv�altoper�ator mindk�et in-

vari�ans�ara �es a gradiensre is. Az els}ovel persze m�ar tal�alkoztunk.

3.18 T�etel (Gauss{Osztrogradszkij tipus�u t�etelek)

Ha V � R

2

norm�al t�err�esz, melynek hat�ara az F kifel�e ir�any��tott fel�ulet, u : V ! R �es v : V ! R

2

,

tov�abb�a u ; v 2 C

1

(V ) tetsz}olegesek, akkor

(1) (I. Gauss{Osztogradszkij t�etel)

Z

V

div v dV =

Z

F

v df

(2) (II. Gauss{Osztogradszkij t�etel)

Z

V

rot v dV = �

Z

F

CROSS v df
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(3) (Gradiens t�etel)

Z

V

gradu dV =

Z

F

u df

BIZONY

�

IT

�

AS. (1){et m�ar bizony��tottuk, ez a Gauss-Osztogradszkij t�etel (3.5 T�etel). Ami (2){t illeti az

1.24 Megjegyz�esb}ol Stokes-t�etellel a k�ovetkez}o ad�odik (L = �F ):

Z

F

CROSS v df = �

Z

L

v dr = �

Z

V

rot v dV :

V�eg�ul (3) bizony��t�as�ahoz legyen c 2 R

2

tetsz}oleges konstans vektor. Mivel ekkor

div(c u) = u div c+ c � gradu = c � gradu ;

hiszen div c = 0 , ��gy Gauss{Osztogradszkij t�etellel:

(*) c �

Z

F

u df =

Z

F

c u df =

Z

V

div(c u) dV =

Z

V

c � gradu dV = c �

Z

V

gradu dV .

�

Es ezzel k�eszen is vagyunk, hiszen

Z

F

u df ;

Z

V

gradu dV 2 R

2

�es (*){gal R

2

b�armely orthonorm�alt e = (e

1

; e

2

) b�azisa eset�en

Z

F

u df �es

Z

V

gradu dV

e{beli oszlopvektorai megegyeznek.

Pontosan ugyanolyan m�odon, ahogyan a 3.7 K�ovetkezm�enyben a az I. Gauss-Osztrogradszkij t�etel

seg��ts�eg�evel a divergenci�ara egy s}ur}us�eg{jelleg}u �osszef�ugg�est bizony��tottunk, kaphatunk a II. Gauss-

Osztogradszkij t�etel �es a gradiens t�etel alapj�an a rot�aci�ora �es a gradiensre egy{egy hasonl�o �osszef�ugg�est.

(

�

Erdemes elgondolkodni azon, hogy a gradiens eset�en mi ennek a szeml�eletes tartalma. A divergencia

�es a rot�aci�o eset�en ez a szeml�eletes tartalom k�ovetkezik az eddig elmondottakb�ol.) Az al�abbi �all��t�asba a

teljess�eg kedv�e�ert belefoglaltuk a 3.7 K�ovetkezm�enyben m�ar bizony��tott �osszef�ugg�est is.

3.19 K�ovetkezm�eny (Ignatowsky{f�ele de�nici�ok)

Legyen r

0

2 G � R

n

tetsz}oleges ny��lt halmaz, v : G ! R

2

�es u : G ! R folytonosak. Ha a (V

k

) r

0

{ra

zsugorod�o R

2

{beli norm�al t�err�eszek tetsz}oleges olyan sorozata, melyre minden k 2 N eset�en V

k

� G

hat�ara a kifel�e ir�any��tott z�art F

k

fel�ulet, akkor

div v

r

0

= lim

k!1

1

jV

k

j

�

Z

F

k

v df

rot v

r

0

= � lim

k!1

1

jV

k

j

�

Z

F

k

CROSS(v) df

gradu

r

0

= lim

k!1

1

jV

k

j

�

Z

F

k

u df

3.5.2. Fel�ulet{ �es vonalmenti integr�alok sz�am��t�asa

Mivel a f}o integr�alt�etelek �es fent t�argyalt k�ovetkezm�enyeik integr�alok k�oz�ott �allap��tanak meg �ossze-

f�ugg�eseket, term�eszetesen sok esetben j�ol alkalmazhat�oak integr�alok kisz�am��t�as�ara. Ezt az al�abbiakban

n�eh�any egyszer}u p�eld�an kereszt�ul mutatjuk meg.

3.20 P�eld�ak

(1) Legyen v(x; y) = (x;�y) �es F az a fels}o f�els��kba ir�any��tott fel�ulet, melynek implicit egyenlete:

y =

2

x+ 1

� 1 ; 0 � x � 1 :
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1

1

F

x

y

Sz�am��tsuk ki az

Z

F

v df integr�alt!

MEGOLD

�

AS.

Minthogy div v =

@x

@x

+

@�y

@y

= 1� 1 = 0 , ha F

0

az a fel�ulet, melyet �ugy kapunk, hogy F{et kieg�esz��tj�uk

a megfelel}oen ir�any��tott S

1

= OP

1

�es S

2

= OP

2

szakaszokkal, ahol O = (0; 0) ;

P

1

= (1; 0) ; P

2

= (0; 1) ; akkor az F

0

�altal hat�arolt V h�aromsz�oglapra �es a kifele ir�any��tott F

0

{re alkal-

mazhat�o a Gauss{Osztrogradszkij t�etel, ��gy

Z

F

v df +

Z

S

1

v df +

Z

S

2

v df =

Z

F

0

v df =

Z

V

div v dV = 0

teh�at

Z

F

v df = �

Z

S

1

v df �

Z

S

2

v df :

M�asr�eszt azonban

Z

S

1

v df =

Z

S

2

v df = 0 ; mert S

1

ment�en v = (x; 0) ; ami x ir�any�u, azaz S

1

norm�alis�ara

mer}oleges, valamint ugyan��gy S

2

ment�en v = (0;�y) , ami y ir�any�u, azaz S

1

norm�alis�ara mer}oleges.

Vagyis

Z

F

v df = �

Z

S

1

v df �

Z

S

2

v df = 0 :

(2) Legyen v(r) = r e

r

2

�es L az r = r(t) = (a cos t; b sin t) ; 0 � t � 2� egyenlet}u ellipszis (a ; b pozit��v

val�os sz�amok). Sz�am��tsuk ki az

Z

L

v dr integr�alt!

MEGOLD

�

AS.

Ha r 6= 0 , akkor

rot v = rot r e

r

2

= e

r

2

rot r � CROSS(r) � grad e

r

2

= 0� 0 = 0 :

Val�oban, egyr�eszt rot r = 0 . M�asr�eszt persze r

2

= jrj

2

�es ��gy (r

2

)

0

= 2 jrj

r

jrj

= 2 r ; teh�at

grad e

r

2

= (e

r

2

)

0

grad jrj = 2 jrj e

r

2

r

jrj

= 2 r e

r

2

;

azaz a grad e

r

2

vektor r ir�any�u ��gy (mivel r mer}oleges CROSS(r){re) grad e

r

2

mer}oleges CROSS(r){re,

vagyis CROSS(r) � grad e

r

2

= 0 .

Ha teh�at a Stokes t�etelt alkalmazzuk L{re �es az �altala hat�arolt F ellipszislapra, akkor

Z

L

v dr =

Z

F

rot v dV =

Z

F

0 dV = 0 :

50



(3)(a) Legyen V � R

2

norm�al t�err�esz, melynek hat�ara az F kifel�e ir�any��tott fel�ulet. Legyen jV j = V

0

.

Z

F

r df =?

(b) Legyen F � R

2

norm�al t�err�esz, melynek hat�ara az L pozit��van ir�any��tott g�orbe. Legyen jF j = F

0

.

Z

L

CROSS(r) dr =?

MEGOLD

�

AS.

(1)

Z

F

r df =

Z

V

div r dV =

Z

V

2 dV = 2

Z

V

dV = 2 jV j = 2V

0

(2)

Z

L

CROSS(r) dr =

Z

F

rotCROSS(r) dV =

Z

F

div r dV =

Z

F

2 dV = 2

Z

F

dV = 2 jF j = 2F

0

3.6 Potenci�alelm�elet elemei

Eddig nyilv�anval�oan az egyv�altoz�os f�uggv�enyek hat�arozott integr�alj�anak fogalm�at �altal�anos��tottuk

vektorf�uggv�enyekre. Term�eszetesen vet}odik fel a k�erd�es, hogy az egyv�altoz�os f�uggv�enyek integr�alsz�am��t�as�a-

ban fontos szerepet j�atsz�o m�asik k�et alapfogalom, a primit��v f�uggv�eny �es az integr�alf�uggv�eny �altal�anos��tha-

t�o{e vektorf�uggv�enyekre, van{e ezeknek is megfelel}oj�uk a vektorf�uggv�enyek k�oz�ott. Ahogyan hamarosan

l�atni fogjuk, ez az �altal�anos��t�as lehets�eges �es ugyan�ugy, ahogyan az egyv�altoz�os f�uggv�enyek eset�en, a

vektorf�uggv�enyek k�or�eben is az integr�alsz�am��t�as �es a di�erenci�alsz�am��t�as megford��t�asa, azaz a primit��v

f�uggv�eny keres�es k�oz�otti �osszef�ugg�es anal�og az egyv�altoz�os f�uggv�enyek k�or�eben megismert, az integr�al-

f�uggv�eny �altal l�etes��tett kapcsolattal. Az al�abbiakban ezt a viszonyt fogjuk vizsg�alni.

A potenci�al a primit��v f�uggv�eny fogalm�anak vektorf�uggv�enyekre val�o �altal�anos��t�asa. A pontos

de�n��ci�o ut�an a potenci�al l�etez�es�enek �es egy�ertelm}us�eg�enek felt�eteleit vizsg�aljuk. Ennek a vizsg�alatnak

eredm�enyek�eppen megfogalmazzuk az egyv�altoz�os integr�alsz�am��t�as alapvet}o eredm�enyeinek vektorf�uggv�e-

nyekre vonatkoz�o megfelel}oit, t�obbek k�oz�ott a Newton{Leibniz formula egy lehets�eges �altal�anos��t�as�at,

majd k�et egyszer}u m�odszert mutatunk arra, hogyan lehet meghat�arozni a potenci�alt. Ezut�an a 3.4

pontban szerepl}o k�ozponti jelent}os�eg}u vektorf�uggv�enyek le��r�as�at eg�esz��tj�uk ki a potenci�aljukra vonatkoz�o

eredm�enyekkel, v�eg�ul egy, a di�erenci�alegyenletek k�or�ebe es}o alkalmaz�ast ismertet�unk. Minthogy deriv�al-

hat�os�agot csak bels}o pontban, integr�alhat�os�agot csak �osszef�ugg}o halmazon �ertelmezt�unk, term�eszetesen

vizsg�alatainkban ny��lt �es �osszef�ugg}o halmazokra szor��tkozunk. V�eg�ul az integr�alhat�os�agot biztos��tand�o,

a potenci�allal kapcsolatos k�erd�eseket vizsg�alat�at a folytonos f�uggv�enyek k�or�ere korl�atozzuk.

3.21 De�n��ci�o

Legyen n � 1 eg�esz, G � R

n

ny��lt, �osszef�ugg}o halmaz �es v : G ! R

n

. Az u : G ! R skal�arf�uggv�enyt v

vektorf�uggv�eny G{beli (skal�ar)potenci�alj�anak nevezz�uk, ha u deriv�alhat�o G{n �es itt gradu = v .

3.6.1 Egzisztencia �es unicit�as

Az egyv�altoz�os f�uggv�enyek integr�alsz�am��t�as�aban a k�et k�ozponti szerepet bet�olt}o fogalmat, a primit��v

f�uggv�enyt �es a hat�arozott integr�alt az integr�alf�uggv�eny fogalma kapcsolja �ossze. K�ezenfekv}o, hogy

az egyv�altoz�os f�uggv�enyek integr�alf�uggv�enye, "az integr�al, mint a fels}o hat�ar f�uggv�enye" fogalm�anak

megfelel}oj�et a vonalintegr�alban keress�uk, hiszen az egyv�altoz�os integr�al is tulajdonk�eppen skal�arf�ugg-

v�enynek a val�os sz�amegyenes menti vonalintegr�alja. Az egyv�altoz�os esett}ol elt�er}oen azonban a s��kon

{ valamely r�ogz��tett kezd}opont eset�en is { egy adott v�egpontba sokf�elek�eppen, sok g�orbe ment�en in-

tegr�alhatunk �es ezek az integr�alok egym�ast�ol k�ul�onb�ozhetnek. Ha fent, a bevezet}o megjegyz�esekben

megfogalmazott feltev�es�unk helyes �es az integr�alf�uggv�eny potenci�alt hat�aroz meg, akkor azonban az in-

tegr�al nem f�ugghet att�ol, milyen g�orbe ment�en integr�alunk egy adott v�egpontba, hisz a potenci�al csak

ett}ol az adott pontt�ol f�ugg. Nos, az al�abbiakban megmutatjuk, hogy ez t�enyleg ��gy is van. Ebben
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az esetben azt mondjuk, hogy "az integr�al nem f�ugg az integr�al�asi �utt�ol". Ezt a tulajdons�agot szok�as

pontatlanul �ugy �atfogalmazni, hogy "z�art g�orb�eken a vonalmenti integr�al nulla". Nyilv�anval�o, hogy ez

a k�et felt�etel val�oban �osszef�ugg, s}ot bizonyos felt�etelek eset�en ekvivalensek is (ezt r�ogt�on l�atni fogjuk),

azonban ekvivalenci�ajuk teljes �altal�anoss�agban val�o vizsg�alata mindenk�eppen meghaladja annak a fogalmi

appar�atusnak kereteit, mely t�argyal�asunk alapj�at k�epezi (l�asd a 3.25 Megjegyz�est �es a 3.7.1 pontbeli (1) fe-

ladatot). A z�art g�orb�ekre vonatkoz�o �all��t�asok eset�en csak a nem t�ul bonyolult szerkezet}u, a "term�eszetes"

g�orbefogalomnak legink�abb megfelel}o egyszer}u ��vekre szor��tkozunk (v�o. a 3.7.1 pont (2) feladattal), ez�ert

megism�etelj�uk az egyszer}u ��vnek az 1.26 (10) feladatban szerepl}o de�n��ci�oj�at. Az egyszer}u ��vvel kap-

csolatos legfontosabb �all��t�asokat az 1.26 (9),(10),(11),(12) �es (14) feladatok tartalmazz�ak. Ezek k�oz�ul

sz�amunkra a legl�enyegesebb az, amit { kiss�e pontatlanul { �ugy fogalmazhatunk meg, hogy egy egyszer}u

��v vagy elemi ��v vagy a k�et v�eg�en "�osszeforrasztott" elemi ��v, azaz form�alisan: ha L egy r = r(t) ; t 2 [a; b]

egyenlet}u egyszer}u ��v, akkor

(1) L csak akkor elemi ��v ha nem z�art,

(2) L akkor �es csak akkor z�art ha r(a) = r(b) .

3.22 De�n��ci�o

(1) Ha az L g�orbe r = r(t) ; t 2 [a; b] egyenlete olyan, hogy minden a < c < b eset�en az r{nek mind

az [a; c]{re mind a [c; b]{re val�o megszor��t�asa �altal de�ni�alt g�orbe elemi ��v, akkor L{et egyszer}u ��vnek

nevezz�uk.

(2) Legyen r = r(t) ; t 2 [a; b] az L g�orbe egyenlete. r(a){t L kezd}opontj�anak, r(b){t L v�egpontj�anak

nevezz�uk.

3.23 Megjegyz�es

(1) Nyilv�an minden elemi ��v egyszer}u ��v is.

(2) �L kezd}opontja L v�egpontj�aval �es �L v�egpontja L kezd}opontj�aval azonos.

Val�oban, legyen L egyenlete r = r(t) ; t 2 [a; b] : Ekkor az 1.13 (2)(c) de�n��ci�o alapj�an �L egyenlete

s = s(t) = r(�t) ; t 2 [�b;�a] . K�ovetkez�esk�epp, �L kezd}opontja s(�b) = r(�(�b)) = r(b) ; azaz L

v�egpontja. M�asr�eszt, �L v�egpontja s(�a) = r(�(�a)) = r(a) ; vagyis L kezd}opontja.

3.24

�

All��t�as

Legyen G � R

2

ny��lt, �oszef�ugg}o halmaz �es v : G ! R

2

folytonos vektorf�uggv�eny. Ha v g�orbementi

integr�alja minden G{be es}o k�et pont k�oz�otti G{beli g�orbe eset�en csak a kezd}o{ �es v�egpontokt�ol f�ugg, a

g�orbe v�alaszt�as�at�ol nem, akkor v g�orbementi integr�alja minden G{be es}o z�art egyszer}u ��ven nulla.
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AS. Legyen L az r = r(t) ; t 2 [a; b] egyenlettel de�ni�alt z�art egyszer}u ��v �es legyen c 2 (a; b)

tetsz}oleges. Legyenek L

1

�es L

2

az r{nek [a; c]{re ill. [c; b]{re val�o megszor��t�asa �altal de�ni�alt g�orb�ek.

L
1

L
2

r(a)=r(b)

r(c)

Mivel L z�art, r(a) = r(b) (l�asd a 1.26 (10)(b) feladatot). K�ovetkez�esk�epp, L

1

�es �L

2

azonos kezd}o{

�es v�egpontokkal rendelkeznek, hiszen L

1

kezd}opontja r(a) = r(b), ami L

2

v�egpontj�aval, azaz �L

2
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kezd}opontj�aval esik egybe, m��g L

1

v�egpontja r(c) s ez azonos L

2

kezd}opontj�aval, azaz �L

2

v�egpontj�aval.

Emiatt a felt�etellel az ad�odik, hogy

Z

L

1

v dr =

Z

�L

2

v dr = �

Z

L

2

v dr :

Vagyis, felhaszn�alva az integr�alnak feloszt�asokra n�ezve addit��v volt�at (1.22 (1)(b)

�

All��t�as),

Z

L

v dr =

Z

L

1

v dr +

Z

L

2

v dr = 0 :

3.25 Megjegyz�es

A bizony��t�as alapj�an k�onnyen l�athat�o, hogy az �all��t�as megford��t�as�at mi�ert nem lehet olyan k�onnyen bi-

zony��tani, mint mag�at az �all��t�ast. Nem biztos ugyanis, hogy, k�et azonos pontot �osszek�ot}o g�orbe egym�ashoz

csatol�asa (ehhez a fogalomhoz l�asd a 1.26 (11) feladatot) g�orb�et eredm�enyez. Ez m�eg akkor sem igaz, ha

a g�orb�ek elemi ��vek:

L2

L1

r(a)=s(d)

r(b)=s(c)

Az al�abbi t�etel a Newton-Leibniz t�etel vonalintegr�alokra val�o �altal�anos��t�asa:

3.26 T�etel

Legyen G � R

2

tetsz}oleges ny��lt, �osszef�ugg}o halmaz �es v : G ! R

2

folytonos vektorf�uggv�eny. Tegy�uk

fel, hogy v{nek l�etezik G{n potenci�alja. Ekkor v g�orbementi integr�alja minden G{be es}o k�et pont k�oz�otti

G{beli g�orbe eset�en csak a kezd}o{ �es v�egpontokt�ol f�ugg, a g�orbe v�alaszt�as�at�ol nem, m�egpedig tetsz}oleges

G{beli p �es q pontok eset�en minden G{be es}o olyan L g�orb�ere, melynek kezd}opontja p, v�egpontja pedig q ,

fenn�all, hogy

Z

L

v dr = u(q)� u(p)

BIZONY
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AS. Legyen v potenci�alja G{n u �es legyen L olyan p kezd}o{ �es q v�egpont�u G{beli g�orbe, melynek

egyenlete r = r(t) ; t 2 [a; b] . Mivel r szakaszonk�ent folytonosan deriv�alhat�o, [a; b] el}o�all olyan k�oz�os

bels}o pont n�elk�uli [a

i

; b

i

] ; 1 � i � n z�art intervallumok uni�ojak�ent, melynek mindegyik�enek belsej�en

r folytonosan deriv�alhat�o. Ezek a r�eszintervallumok L{nek egy feloszt�as�at de�ni�alj�ak (l�asd az 1.21(3)

de�n��ci�ot). Vizsg�aljuk meg v g�orbementi integr�alj�at ezen feloszt�as egy L

i

elem�en. Felhaszn�alva, hogy a

l�ancszab�aly alkalmaz�as�aval

d

dt

u(r(t)) = gradu � _r(t) minden t 2 (a

i

; b

i

) eset�en,

a g�orbementi integr�al de�n��ci�oja �es a Newton{Leibniz formula alapj�an (u � r 2 C[a

i

; b

i

]):

Z

L

i

v dr =

Z

L

i

gradu dr =

Z

b

i

a

i

gradu(r(t)) � _r(t) dt =

Z

b

i

a

i

d

dt

u(r(t)) dt = u(r(b

i

))� u(r(a

i

)) :
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A bizony��tand�o �all��t�as ebb}ol m�ar k�ozvetlen�ul ad�odik, mert az integr�al feloszt�asokra n�ezve addit��v (l�asd

az 1.22 (1)(b) �all��t�ast) �es persze

a

1

= a ; b

n

= b �es a

i+1

= b

i

; 1 � i � n� 1 ;

teh�at

Z

L

v dr =

n

X

i=1

Z

L

i

v dr =

n

X

i=1

(u(r(b

i

))� u(r(a

i

))) = u(r(b)) � u(r(a)) = u(q)� u(p)

hiszen a fenti utols�o �osszegben u(r(b)) �es u(r(a)) kiv�etel�evel minden tag k�etszer szerepel ellenkez}o el}ojellel.

A t�etel k�ovetkezm�enyek�eppen ad�odik az egyv�altoz�os f�uggv�enyekre vonatkoz�o "az integr�alf�uggv�eny

primit��v f�uggv�eny" �es "primit��v f�uggv�enyek ny��lt intervallumokon csak konstansban k�ul�onb�ozhetnek"

�all��t�asok megfelel}oi vektorf�uggv�enyekre: "a vonalintegr�al potenci�al" �es "potenci�alok ny��lt �osszef�ugg}o hal-

mazokon csak konstansban k�ul�onb�ozhetnek":

3.27 K�ovetkezm�eny

Legyen G � R

2

tetsz}oleges ny��lt, �osszef�ugg}o halmaz �es v : G! R

2

folytonos vektorf�uggv�eny.

(1) Ha v{nek van potenci�alja G{n, akkor v tetsz}oleges G{beli r�ogz��tett kezd}opont�u g�orb�ere vett

g�orbementi integr�alja, mint v�egpontj�anak f�uggv�enye megadja v{nek egy potenci�alj�at G{n.

(2) v potenci�aljai G{n csak konstansban k�ul�onb�ozhetnek.

BIZONY
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Legyen v egy G{beli potenci�alja u �es p 2 G tetsz}oleges r�ogz��tett. G ny��lt �es �osszef�ugg}o halmaz, teh�at (a

fejezet v�eg�en szerepl}o) 3.7.1 pont (3) feladat alapj�an

(*) tetsz}oleges r 2 G eset�en van p kezd}o{ �es r v�egpont�u G{beli g�orbe.

M�asr�eszt, az el}oz}o t�etel szerint, v{nek b�armely G{beli p kezd}o{ �es r v�egpont}u g�orb�en vett g�orbementi

integr�alja r�ogz��tett p eset�en csak r{t}ol f�ugg. Ha ezt az integr�alt, mint r f�uggv�eny�et w = w(r){el jel�olj�uk,

akkor teh�at (*) miatt w �ertelmezve van az eg�esz G{n. Az el}oz}o t�etel alapj�an w(r) = u(r)�u(p) �es (mivel

u(p) nem f�ugg r{t}ol, azaz konstans) u{val egy�utt w is deriv�alhat�o �es gradw = gradu = v . Ezzel (1){et

bel�attuk. Ami (2){t illeti, ha az u

�

is v potenci�alja G{n, akkor (*) alapj�an az el}oz}o t�etelb}ol az ad�odik,

hogy b�armely r 2 G eset�en

u

�

(r) � u

�

(p) =

Z

L

v dr = u(r)� u(p) ;

vagyis

u

�

(r) � u(r) = u

�

(p)� u(p) = const.

Az al�abbi t�etel eddigi eredm�enyeinket foglalja �ossze a potenci�al l�etez�es�ere vonatkoz�o sz�uks�eges

felt�etelek megad�as�aval:

3.28 T�etel

Legyen G � R

2

tetsz}oleges ny��lt, �osszef�ugg}o halmaz �es v : G ! R

2

folytonos vektorf�uggv�eny. Ekkor az

al�abbi �all��t�asok mindegyike k�ovetkezik az els}ob}ol:

(1) v{nek van potenci�alja S{en.

(2) v g�orbementi integr�alja minden G{be es}o k�et pont k�oz�otti G{beli g�orbe eset�en csak a kezd}o{ �es

v�egpontokt�ol f�ugg, a g�orbe v�alaszt�as�at�ol nem

(3) v g�orbementi integr�alja minden G{be es}o z�art egyszer}u ��ven nulla.

(4) rot v = 0 az eg�esz G{n amennyiben v 2 C

1

(G) .
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(1) =) (2): 3.26 T�etel.
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(2) =) (3): 3.24

�

All��t�as.

(1) =) (4): rot v = rot gradu = 0 G{n (l�asd a 3.3 f. pontbeli (1) �osszef�ugg�est).

A k�erd�es mostm�ar term�eszetesen az, hogy vajon a 3.28 T�etel megford��that�o-e, pontosabban a potenci�al

l�etez�es�ere vonatkoz�o, a t�etelben megfogalmazott sz�uks�eges felt�etelek k�oz�ul melyek �es milyen felt�etelek

eset�en el�egs�egesek is egyben. Mivel a 3.27 K�ovetkezm�eny szerint ha l�etezik potenci�al, akkor (konstans

erej�eig) a potenci�al vonalintegr�al, teh�at ha potenci�alt akarunk tal�alni, mindenk�eppen valahogyan a vo-

nalintegr�al seg��ts�eg�evel kell de�ni�alnunk egy skal�arf�uggv�enyt. Ez nyilv�an csak akkor tehet}o meg, ha az

integr�al nem f�ugg a g�orbe v�alaszt�as�at�ol. Ekkor azonban el�eg a legegyszer}ubben kezelhet}o g�orb�ek, azaz

az egyenes szakaszok ment�en integr�alni. M�asr�eszt, ha csak az adott pontokat �osszek�ot}o szakaszokra

szor��tkozunk, akkor az ��gy kapott sz�amok val�oban csak a a kezd}o{ �es v�egpontokt�ol f�uggenek, teh�at

r�ogz��tett kezd}opont eset�en az egyenesszakaszmenti integr�al minden ponthoz egy�ertelm}uen hozz�arendel

egy skal�art. Az ��gy de�ni�alt f�uggv�enynek a fentiek szerint potenci�alnak kell lennie { ha l�etezik egy�altal�an

potenci�al. Azt kell teh�at megmutatnunk, hogy ha a g�orbementi integr�al f�uggetlen a g�orbe v�alaszt�as�at�ol,

akkor az egyenes szakasz menti integr�al, mint v�egpontj�anak f�uggv�enye potenci�al. Ezt az egyv�altoz�os

esettel anal�og m�odon lehet bel�atni. (

�

Erdekes m�odon, a g�orb�et}ol val�o f�uggetlens�eg felt

�

tel�eben nem is

kell az �osszes lehets�eges g�orbe menti integr�alt �gyelembe venni, hanem { ahogy majd az al�abbi t�etel

bizony��t�as�aban l�atni fogjuk { el�eg csak a h�aromsz�ogek �elei ment�en val�o integr�al�asra szor��tkozni.) Mivel

egyenes szakaszok ment�en vett integr�allal de�ni�alt f�uggv�enyt term�eszetesen csak olyan halmazon lehet

�ertelmezni, ahol tal�alhat�o olyan r�ogz��tett pont, melyb}ol minden halmazbeli pontba vezet a halmazon bel�ul

egyenes szakasz, azaz ahonnan minden halmazbeli pont "l�athat�o", a bizony��t�asban ilyen tulajdons�ag�u

ny��lt halmazokra, �un. csillagszer}u tartom�anyokra szor��tkozunk:

Most megadjuk a fent v�azolt bizony��t�ashoz sz�uks�eges fogalmak pontos meghat�aroz�asat:

3.29 De�n��ci�o

Legyen n tetsz}oleges pozit��v eg�esz.

(1) Legyenek p ; q 2 R

n

tetsz}olegesek, p 6= q . Az r = r(t) = p+ t(q � p) ; t 2 [0; 1] egyenlettel de�ni�alt

g�orb�et a p{t �es q{t �osszek�ot}o szakasznak nevezz�uk, �es [p; q]{val jel�olj�uk. Egy ponth�armasr�ol azt

mondjuk, hogy egy egyenesbe esnek, ha van olyan szakasz, mely mindh�armat tartalmazza.

(2) A T � R

n

g�orb�et h�aromsz�ognek nevezz�uk, ha vannak olyan nem egy egyenesbe es}o p

1

; p

2

; p

3

2 R

n

pontok, hogy a [p

1

; p

2

] ; [p

2

; p

3

] �es [p

3

; p

1

] szakaszok T egy lefed�es�et adj�ak. p

1

; p

2

�es p

3

a h�aromsz�og

cs�ucsai, a lefed}o szakaszok pedig a h�aromsz�og oldalai.

(3) Az S � R

n

ny��lt halmazt csillagszer}u tartom�anynak nevezz�uk, ha van olyan s 2 S , hogy minden

x 2 S eset�en [s; x] � S . Egy ilyen s pontot S csillagpontj�anak nevez�unk.

Csillagszer�u tartom�any p�eld�aul az eg�esz s��k, b�armely f�els��k �es k�orlap, �altal�aban minden konvex halmaz,

de ilyen p�eld�aul az a nem konvex halmaz is, melyet �ugy kapunk, hogy valamelyik s��knegyedet elhagyjuk
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a s��kb�ol. M�asr�eszt nem csillagszer}u tartom�any p�eld�aul a k�orgy}ur}u.

3.30 Jel�ol�es

Z

q

p

v dr =

Z

[p;q]

v dr ha p 6= q �es

Z

p

p

v dr = 0 :

Most a szakaszoknak, h�aromsz�ogeknek �es csillagszer}u tartom�anyoknak azokat a szeml�eletesen nyil-

v�anval�o �es form�alisan is de�n��ci�ojukb�ol k�ozvetlen�ul bizony��that�o elemi tulajdons�agait fogalmazzuk meg,

melyeket a k�es}obbiekben fel fogunk haszn�alni.

3.31 Megjegyz�esek

(1)(a) Szakasz de�n��ci�oja alapj�an nyilv�anval�oan minden szakasz elemi ��v.

(b) A 3.23 (2) megjegyz�esb}ol ad�od�oan

�[p; q] = [q; p] , ��gy

Z

p

q

v dr = �

Z

q

p

v dr .

(2)(a) A norm�altartom�any de�n��ci�oj�at haszn�alva egyszer}u analitikus s��kgeometria feladat annak ellen}or-

z�ese, hogy minden h�aromsz�og norm�al t�err�esz (speci�alisan norm�altartom�any) hat�ara (l�asd a 3.7.1 pont (6)

feladatot al�abb).

(b) Az 1.26 (11) �es (10)(b) feladatok k�ovetkezm�enyek�eppen minden h�aromsz�og z�art egyszer}u ��v.

(3) Al�abb a 3.7.1 pont (4) feladatban megmutatjuk, hogy minden csillagszer}u tartom�any egy h�aromsz�oggel

egy�utt tartalmazza az �altala hat�arolt norm�altartom�anyt is.

(4) A de�n��ci�okra t�amaszkodva nagyon k�onny}u bel�atni (l�asd a 3.7 pont (5) feladatot al�abb), hogy

azonos kezd}o{ �es v�egpont�u szakaszok eset�en mind az �altaluk lefedett halmazok, mind pedig a raj-

tuk vett integr�alok azonosak, azaz ha az L

1

�es L

2

szakaszok egyenletei r

1

= r

1

(t) ; t 2 [a

1

; b

1

] �es

r

2

= r

2

(t) ; t 2 [a

2

; b

2

], tov�abb�a L

1

�es L

2

kezd}o{ ill. v�egpontjai megegyeznek, akkor

Rg r

1

= Rg r

2

�es

Z

L

1

v dr =

Z

L

1

v dr b�armely Rg r

1

= Rg r

2

{n folytonos v eset�en.

(5) Mivel (3) alapj�an tetsz}oleges h�aromsz�og feloszthat�o olyan szakaszokra, melyeken a vonalmenti in-

tegr�alok azonosak az oldalakon vett vonalmenti integr�alokkal �es h�arom egy egyenesbe es}o pont eset�en a

lefedett szakasz feloszthat�o olyan szakaszokra, melyeken az integr�al megegyezik a feloszt�as elemein vett

integr�allal, ��gy az 1.22 (1)(b) �all��t�as alapj�an h�aromsz�ogeken �es egy egyenesbe es}o szakaszokon az integr�al

addit��v, azaz egyr�eszt b�armely egy egyenesbe es}o p

1

; p

2

; p

3

pont eset�en

Z

p

3

p

1

v dr =

Z

p

2

p

1

v dr +

Z

p

3

p

2

v dr ;

m�asr�eszt ha valamely p

1

; p

2

; p

3

cs�ucs�u h�aromsz�og�on a vonalmenti integr�al nulla, akkor

Z

p

2

p

1

v dr +

Z

p

3

p

2

v dr +

Z

p

1

p

3

v dr = 0 ;

teh�at (1)(b) miatt ekkor is

Z

p

3

p

1

v dr =

Z

p

2

p

1

v dr +

Z

p

3

p

2

v dr :

(6) Az 1.26 (2)(b) �es (11) feladatok k�ovetkezm�enyek�ent (1)(a) alapj�an ad�odik, hogy csillagszer}u tartom�any

�osszef�ugg}o halmaz.

Fenti t�enyek birtok�aban m�ar k�onnyen megmutathat�o, hogy csillagszer}u tartom�anyon a 3.28 T�etel meg-

ford��that�o:
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3.32 T�etel

Legyen S � R

2

csillagszer}u tartom�any �es v : G ! R

2

folytonos vektorf�uggv�eny. Az al�abbi felt�etelek

ekvivalensek:

(1) v{nek van potenci�alja S{en.

(2) v g�orbementi integr�alja minden G{be es}o k�et pont k�oz�otti G{beli g�orbe eset�en csak a kezd}o{ �es

v�egpontokt�ol f�ugg, a g�orbe v�alaszt�as�at�ol nem.

(3) v g�orbementi integr�alja minden S{be es}o z�art egyszer}u ��ven nulla.

(4) rot v = 0 az eg�esz S{en, amennyiben v 2 C

1

(G) .

BIZONY

�

IT

�

AS.

A bizony��t�as azon alapul, hogy megmutatjuk a t�etelben szerepl}o felt�etelek �es az al�abbi felt�etel ekvivalens

volt�at:

(5) v g�orbementi integr�alja minden S{beli h�aromsz�og�on nulla.

(a) (5) =) (1) Tegy�uk fel, hogy v g�orbementi integr�alja minden S{beli h�aromsz�og�on nulla. Legyen

p

1

; p

2

; p

3

2 R

2

tetsz}oleges. Ekkor a 3.31 (5) megjegyz�es alapj�an, ak�ar egy egyenesen vannak ezek a

pontok, ak�ar nem, fenn�all, hogy

(*)

Z

p

3

p

1

v dr �

Z

p

2

p

1

v dr =

Z

p

3

p

2

v dr

Megmutatjuk, hogy amennyiben S csillagpontja s 2 S , akkor a minden r 2 S eset�en �ertelmezett

u(r) =

Z

r

s

v dr

f�uggv�eny potenci�alja v{nek S{en. Azt kell teh�at bel�atni, hogy tetsz}oleges r

0

2 S eset�en

u(r

0

+ h)� u(r

0

)� v(r

0

) � h

jhj

�! 0 ha h �! 0 ;

hiszen ez a de�n��ci�o szerint pont azt jelenti, hogy gradu

r

0

= v(r

0

) :

(*){b�ol

u(r

0

+ h)� u(r

0

) =

Z

r

0

+h

s

v dr �

Z

r

0

s

v dr =

Z

r

0

+h

r

0

v dr

r
0

r  + h0

s

�es [r

0

; r

0

+ h] egyenlete: r(t) = r

0

+ th ; t 2 [0; 1] , teh�at _r(t) = h . Ez�ert

Z

r

0

+h

r

0

v(r

0

) dr =

Z

1

0

v(r

0

) � _r(t) dt =

Z

1

0

v(r

0

) � h dt = (v(r

0

)) � h)

Z

1

0

dt = v(r

0

) � h ;

k�ovetkez�esk�epp,
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u(r

0

+ h)� u(r

0

)� v(r

0

) � h =

Z

r

0

+h

r

0

v dr �

Z

r

0

+h

r

0

v(r

0

) dr =

Z

r

0

+h

r

0

(v(r) � v(r

0

)) dr :

Legyen " > 0 tetsz}oleges. Mivel v 2 C(G) , ��gy van � > 0 , hogy jv(r)� v(r

0

)j < " , ha jr � r

0

j < � , ez�ert

jv(r) � v(r

0

)j < " , ha r 2 [r

0

; r

0

+ h] �es jhj < � (hiszen ekkor r = r

0

+ t h valamely 0 � t � 1 {re, teh�at

jr � r

0

j = jt hj = jtj jhj � jhj < � ). Mindezekkel

ju(r

0

+ h)� u(r

0

)� v(r

0

) � hj = j

Z

r

0

+h

r

0

(v(r) � v(r

0

)) drj �

Z

r

0

+h

r

0

jv(r) � v(r

0

)j jdrj <

<

Z

r

0

+h

r

0

" jdrj = "

Z

r

0

+h

r

0

jdrj = "jhj ; teh�at

u(r

0

+ h)� u(r

0

)� v(r

0

) � h

jhj

=

ju(r

0

+ h)� u(r

0

)� v(r

0

) � hj

jhj

< " ha jhj < � ;

amit bizony��tanunk kellett.

(b) (1) =) (2) =) (3) : 3.28 T�etel �es 3.24

�

All��t�as.

(c) (3) =) (5): 3.31 (2)(b) megjegyz�es

Tov�abb�a, ha v 2 C

1

(G) , akkor

(d) (1) =) (4): 3.28 T�etel.

(e) (4) =) (5): 3.31 (2)(a) megjegyz�es �es Stokes t�etel.

3.6.2 Potenci�alkeres�es

Az al�abbiakban k�et egyszer}u p�eld�an kereszt�ul ismertet�unk k�et m�odszert, melyek seg��ts�eg�evel a po-

tenci�al { ha l�etezik { k�onnyen meghat�arozhat�o.

a) Parci�alis di�erenci�alegyenletrendszer megold�asa

Legyen

v = v(x; y) = (x(1 + y

2

); y(1 + x

2

))

az a vektorf�uggv�eny, melynek potenci�alj�at meg akarjuk hat�arozni.

Mivel rot v = 2xy � 2xy = 0 ; ��gy v{nek t�enyleg van potenci�alja az eg�esz s��kon. Legyen u ez a potenci�al.

Ekkor (v

1

; v

2

) = v = gradu = (u

x

; u

y

) miatt a

(*) v

1

= u

x

�es v

2

= u

y

�osszef�ugg�eseknek fenn kell �allniok. Ezt az egyenletrendszert kell megoldanunk.

Induljunk ki p�eld�aul az

u

x

= v

1

= x(1 + y

2

)

egyenletb}ol. Ekkor x szerint integr�alva

(**) u =

x

2

2

(1 + y

2

) + c(y)

valamely c = c(y) csak y{t�ol f�ugg}o di�erenci�alhat�o f�uggv�enyre. Ebb}ol, v de�n��ci�oj�ab�ol �es (*){b�ol

y(1 + x

2

) = v

2

= u

y

= x

2

y + c

0

(y) ;

azaz c

0

(y) = y ; teh�at valamely c konstansra

c(y) =

y

2

2

+ c ;

amit visszahelyettes��tve (**){ba,

58



u =

1

2

(x

2

+ x

2

y

2

+ y

2

) + c :

Ez az eredm�eny persze ellen}orizhet}o, val�oban

gradu = (u

x

; u

y

) = (x+ xy

2

; y + yx

2

) = v :

Nyilv�an megtehett�uk volna, hogy el}osz�or u

y

= v

2

= y(1 + x

2

) {b}ol hat�arozzuk meg u{t egy c = c(x)

erej�eig, majd ebb}ol az u{b�ol kisz�am��tott u

x

felhaszn�al�as�aval, az u

x

= v

2

egyenlet seg��ts�eg�evel ad�od�o c

0

integr�al�asa ut�an kapjuk meg u v�egleges form�aj�at.

V�eg�ul term�eszetesen az elj�ar�as csak akkor vezethet helyes eredm�enyre, ha t�enyleg l�etezik potenci�al.

(Pr�ob�aljuk ki, mi ad�odik akkor, ha a v = CROSS(r) f�uggv�eny (rot v = 2 miatt sehol sem l�etez}o)

potenci�alj�at akarn�ank meghat�arozni ��gy!) Ugyanez igaz persze b�armely, a potenci�al meghat�aroz�as�ara

szolg�al�o elj�ar�asra, ��gy az al�abb ismertetend}o m�odszerre is.

b) Orig�okezd}opont�u szakasz menti vonalintegr�al kisz�am��t�asa

Legyen n tetsz}oleges nemnegat��v eg�esz �es

v = v(r) = rjrj

n

az a vektorf�uggv�eny, melynek potenci�alj�at meg akarjuk hat�arozni.

Mivel ha r 6= 0 ; akkor grad jrj

n

= njrj

n�1

grad jrj = njrj

n�1

r

jrj

= njrj

n�2

r , azaz grad jrj

n

k r ; ��gy

CROSS(r) ? r k grad jrj

n

. Ebb}ol ad�od�oan, felhaszn�alva, hogy rot r = 0 , rot v = jrj

n

rot r�

�CROSS(r) � grad jrj

n

= 0 , Megmutatjuk, hogy v rot�aci�oja az orig�oban is nulla. Mivel n = 0 eset�en

rot v = rot r = 0 minden�utt, feltehetj�uk, hogy n � 1. Azt fogjuk bebizony��tani, hogy az orig�oban v

deriv�altoper�atora nulla, amib}ol persze m�ar k�ozvetlen�ul ad�odik, hogy a deriv�altoper�ator antiszimmetrikus

r�esze �es vele egy�utt annak vektorinvari�ansa, teh�at v rot�aci�oja is nulla. De�n��ci�o szerint a D oper�ator a v

vektorf�uggv�eny r

0

2 IntDo v{beli deriv�altoper�atora pontosan akkor, ha

h �! 0 eset�en

v(r

0

+ h)� v(r

0

)�Dh

jhj

�! 0 :

A mi eset�unkben, mivel v(0) = 0j0j

n

= 0 ; ez annak megmutat�as�at jelenti, hogy

v(0 + h)� v(0)� 0h

jhj

=

v(h)� 0� 0h

jhj

=

v(h)

jhj

�! 0 :

Nos, v(h) = hjhj

n

, ��gy n � 1 miatt

v(h)

jhj

=

hjhj

n

jhj

= hjhj

n�1

�! 0 :

Bel�attuk teh�at, hogy rot v = 0 minden�utt, k�ovetkez�esk�eppen l�etezik az u potenci�al az eg�esz s��kon.

Hat�arozzuk meg ezt egy olyan L szakasz ment�en vett vonalintegr�al seg��ts�eg�evel, melynek kezd}opontja

az orig�o, v�egpontja pedig r !

L egyenlete:

s = s(t) = t r ; t 2 [0; 1] ,

��gy _s(t) = r , teh�at

u(r) =

Z

r

0

v dr =

Z

1

0

v(s(t)) � _s(t) dt =

Z

1

0

s(t)js(t)j

n

� _s(t) dt =

Z

1

0

t rjtrj

n

� r dt =

=

Z

1

0

tjtj

n

jrj

n

(r � r) dt = jrj

n

(r � r)

Z

1

0

tjtj

n

dt = jrj

n+2

Z

1

0

t

n+1

dt = jrj

n+2

t

n+2

n+ 2

1

0

=

jrj

n+2

n+ 2

:

�

Es val�oban, mivel u az orig�o kiv�etel�evel deriv�alhat�o f�uggv�enyek �osszetett f�uggv�enye, l�ancszab�allyal r 6= 0

eset�en

grad

jrj

n+2

n+ 2

=

1

n+ 2

grad jrj

n+2

=

1

n+ 2

(n+ 2)jrj

n+1

gradjrj = jrj

n+1

r

jrj

= rjrj

n

:
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No de mi a helyzet az orig�oban? Megmutatjuk, hogy u ott is potenci�al. v(0) = 0j0j

n

= 0 ; teh�at azt kell

megmutatnunk, hogy u gradiense az orig�oban val�oban nulla. A gradiens de�n��ci�oja szerint a g(r

0

) vektor

gradiense u{nak valamely r

0

2 R

2

pontban akkor �es csak akkor ha

h �! 0 eset�en

u(r

0

+ h)� u(r

0

)� g(r

0

) � h

jhj

�! 0 :

Nom�armost, legyen r

0

= 0 �es g(r

0

) = 0 : Ekkor u(r

0

) = u(0) =

1

n+2

j0j

n+2

= 0 ; ��gy

u(r

0

+ h)� u(r

0

)� g(r

0

) � h

jhj

=

u(0 + h)� u(0)� 0 � h

jhj

=

u(h)� 0� 0

jhj

=

=

u(h)

jhj

=

1

n+2

jhj

n+2

jhj

=

1

n+ 2

jhj

n+1

�es persze n � 0 miatt t�enyleg

1

n+ 2

jhj

n+1

�! 0 ha h �! 0 ;

ami fentiekkel pont azt jelenti, hogy

gradu

0

= 0 = v(0) :

Hangs�ulyozni kell, hogy a m�odszer csak akkor vezet biztosan helyes erem�enyre, ha az orig�o csillagpontja

a tartom�anynak, melyen a potenci�al l�etez�es�et garant�al�o 3.32 T�etel felt�etelei fenn�allnak (teh�at, t�obbek

k�oz�ott, a vizsg�alt f�uggv�eny folytonos), hiszen az orig�okezd}opont�u szakaszon vett integr�al csak azon r

pontokban adja meg a potenci�alt, melyhez van olyan r v�egpont�u orig�okezd}opont�u szakasz, mely teljesen

a tartom�anyba esik. M�asr�eszt persze el}ofordulhat, hogy ez a felt�etel nem �all fenn �es a m�odszerrel kapott

eredm�eny m�egis helyes. Ezt nyilv�an k�ozvetlen deriv�al�assal egyszer}uen ellen}orizhetj�uk.

Term�eszetesen az orig�okezd}opont�u szakasz mellett b�armely olyan m�as g�orbe t��pus, melyen egyszer}u in-

tegr�alni felhaszn�alhat�o arra, hogy a rajta vett integr�al seg��ts�eg�evel meghat�arozzuk a potenci�alt. Gyakran

p�eld�aul a koordin�atatengelyekkel p�arhuzamos g�orb�ek menti integr�alokat szokt�ak potenci�alkeres�esre hasz-

n�alni.

3.6.3 A pontt�olt�es er}oter�enek �es du�alis�anak potenci�alja

A 3.4 pontban t�argyalt k�et �zikai alkalmaz�asr�ol elmondottakat most kieg�esz��tj�uk a potenci�alok

megad�as�aval. A k�et vektorf�uggv�eny a

v(r) =

r

jrj

2

�es w(r) =

CROSS (r)

jrj

2

:

M�ar l�attuk, hogy mindk�et f�uggv�eny rot�aci�oja az orig�oval kisz�urt teljes s��kon nulla, ��gy a 3.32 T�etel

alapj�an a s��k b�armely, az orig�ot nem tartalmaz�o csillagszer}u tartom�any�an van potenci�aljuk. A potenci�alok

kisz�am��t�as�ara a fent ismertetettek m�odszerek k�oz�ul csak az els}o alkalmazhat�o, mert a f�uggv�enyek az

orig�oban nem l�eteznek (�es { ahogy m�ar a 3.4 pontban l�attuk { folytonoss�a sem tehet}oek).

a) Pontt�olt�es er}otere

Ha x

2

+ y

2

6= 0 , akkor

v = v(r) =

r

jrj

2

=

1

x

2

+ y

2

(x; y) .

Ebb}ol

u

x

= v

1

=

x

x

2

+ y

2

;

teh�at

(*) u =

1

2

ln(x

2

+ y

2

) + c(y) ;
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��gy

u

y

=

y

x

2

+ y

2

+ c

0

(y) ;

amib}ol

u

y

= v

2

=

y

x

2

+ y

2

miatt c

0

(y) = 0 ; vagyis c(y) konstans, teh�at v�alaszthat�o 0{nak, ez�ert (*){gal egy potenci�al:

u = u(x; y) =

1

2

ln(x

2

+ y

2

) = ln

p

x

2

+ y

2

ha x

2

+ y

2

6= 0 ;

vagyis

u = u(r) = ln jrj ha r 6= 0 .

Nos, ebb}ol l�ancszab�allyal azt kapjuk, hogy

grad ln jrj =

1

jrj

grad jrj =

1

jrj

r

jrj

=

r

jrj

2

minden r 6= 0 eset�en,

teh�at v{nek nem csak valamely csillagszer}u tartom�anyon, hanem az orig�oval kisz�urt teljes s��kon, azaz eg�esz

�ertelmez�esi tartom�any�an van potenci�alja, egy ezek k�oz�ul az u(r) = ln jrj f�uggv�eny. K�ovetkez�esk�eppen,

a 3.28 T�etel alapj�an v g�orbementi integr�alja minden G{be es}o z�art egyszer}u ��ven nulla (��gy az orig�ot a

belsej�eben tartalmaz�o norm�al t�err�esz hat�arak�ent ad�od�o z�art egyszer}u ��vre is az), amint azt a 3.4 potban

l�attuk, legal�abbis norm�al t�err�eszek hat�araik�ent el}o�all�o z�art egyszer}u ��vek eset�en.

A t�er ekvipotenci�alis fel�uletei (azaz azon pontok halmaza, melyek ment�en a potenci�al �alland�o, teh�at

valamely c konstansra u = u(r) = c) az orig�ok�oz�eppont�u k�or�ok, hiszen ha R > 0 r�ogz��tett �es jrj = R ;

akkor u = u(r) = lnR �alland�o. Ezek ment�en teh�at a potenci�al nem v�altozik, hiszen ezek b�armely

szakasz�an a v vonalmenti integr�alja nulla, mert a k�or �erint}oje mer}oleges v{re, vagyis a k�or�ok,

mint k�etdimenzi�obeli val�odi fel�uletek norm�alis�at adja meg gradu = v . Val�oban, v { l�ev�en sug�arir�any�u {

minden pontban az azon a ponton �athalad�o k�or �erint}oj�enek norm�alisa. M�assz�oval, u a k�or�ok ment�en nem

v�altozik, leggyorsabb v�altoz�asi ir�anya pedig �eppen az azokra mer}oleges ir�any, a v = gradu ir�anya.

b) Pontszer}u vezet}o m�agneses tere

1. POTENCI

�

AL A JOBB{

�

ES BALF

�

ELS

�

IK BELSEJ

�

EBEN

Ha x

2

+ y

2

6= 0 , akkor

w = w(r) =

CROSS (r)

jrj

2

=

1

x

2

+ y

2

(�y; x) .

Ebb}ol x 6= 0 eset�en

u

x

= v

1

=

�y

x

2

+ y

2

=

�y

x

2

1

1 + (

y

x

)

2

;

teh�at

(**) u = arctg

y

x

+ c(y) ;

��gy

u

y

=

1

x

1

1 + (

y

x

)

2

+ c

0

(y) ;

amib}ol

u

y

= v

2

=

x

x

2

+ y

2

=

1

x

1

1 + (

y

x

)

2

miatt c

0

(y) = 0 ; vagyis c(y) konstans, ��gy v�alaszthat�o 0{nak, ez�ert (**){gal (minden olyan ny��lt halmazon,

ahol x 6= 0) egy potenci�al:

u = u(x; y) = arctg

y

x

:

�

Es val�oban ellen}orizhet}o, hogy ha x 6= 0 ; akkor

gradarctg

y

x

=

1

x

2

+ y

2

(�y; x) :
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Igen �am, de, ha ennyivel megel�egedn�enk, az azt jelenten�e, hogy w{nek legfeljebb a jobb ill. bal f�els��k

belsej�eben van potenci�alja, hisz ezekn�el b}ovebb halmazok m�ar belemetszenek az x = 0 egyenlet}u y

tengelybe. Ez viszont ellentmond annak, amit m�ar vizsg�alatunk elej�en megjegyezt�unk, hogy { mivel

mindk�et f�uggv�eny rot�aci�oja az orig�oval kisz�urt teljes s��kon nulla { a 3.32 T�etel alapj�an w{nek a s��k

b�armely, az orig�ot nem tartalmaz�o csillagszer}u tartom�any�an van potenci�alja! P�eld�aul b�armely orig�ob�ol

indul�o, az orig�ot tartalmaz�o f�elegyenes pontjait�ol megfosztott (a f�elegyenes ment�en felmetszett) s��k is

egy, az orig�ot nem tartalmaz�o csillagszer}u tartom�any (a f�elegyenes m�asik fel�enek b�armely pontja csillag-

pontja), �ugyhogy itt is kell lennie potenci�alnak, pedig ez nyilv�an vagy a bal vagy a jobb ny��lt f�els��kn�al

b}ovebb halmaz, belemetsz az y tengelybe! M�assz�oval a fenti f�uggv�enynek "folytathat�onak", kiterjeszthe-

t}onek kell lennie, m�eghozz�a folytonosan deriv�alhat�o m�odon a jobb ill. bal f�els��kn�al b}ovebb halmazokra

is !

2. A POTENCI

�

AL FOLYTONOS KITERJESZT

�

ESE A POZIT

�

IV F

�

UGG

}

OLEGES F

�

ELTENGELYRE

A jobb �es bal f�els��kok belsej�eben minden konstans c{re

arctg

y

x

+ c

is potenci�al, ��gy nyilv�an az

u

+

(r) = arctg

y

x

a jobb f�els��kon, m��g az

u

�

(r) = arctg

y

x

+ �

a bal f�els��kon potenci�alja w{nek. M�asr�eszt, mivel

lim

x�!0+

arctg

1

x

=

�

2

; lim

x�!0�

arctg

1

x

= �

�

2

miatt a pozit��v y f�eltengely b�armely (0; y

0

) pontj�ara minden " > 0 eset�en van olyan � > 0 ; hogy

ju

+

(x; y)�

�

2

j < " ha x > 0 ; j(x; y)� (0; y

0

)j < �

�es

ju

�

(x; y)�

�

2

j < " ha x < 0 ; j(x; y)� (0; y

0

)j < � ;

ami pontosan azt jelenti, hogy az

u(x; y) =

8

>

<

>

:

u

+

ha x > 0

�

2

ha x = 0 ; y > 0

u

�

ha x < 0

; azaz az u(x; y) =

8

>

<

>

:

arctg

y

x

ha x > 0

�

2

ha x = 0 ; y > 0

arctg

y

x

+ � ha x < 0

f�uggv�eny folytonos a jobb �es a bal f�els��kon k��v}ul a pozit��v y f�eltengely pontjaiban is, azaz az eg�esz, a

negat��v z�art y f�eltengely ment�en felmetszett ny��lt

S

�

= R

2

n f(x; y) 2 R

2

: x = 0 �es y � 0g :

s��kon. Ez nyilv�an ny��lt �es �osszef�ugg}o halmaz. Nos, u nem csak folytonos, de deriv�alhat�o is S

�

{on �es

eg�esz S

�

{on t�enyleg potenci�al, azaz minden�utt gradu = v ! Ez megmutathat�o a gradiens de�n��ci�oja

alapj�an k�ozvetlen�ul is (l�asd a 3.7.1 pont (7) feladatot), de egyszer}ubb annak bizony��t�as�an kereszt�ul, hogy

parci�alisai folytonosak, hisz ebb}ol k�ovetkezik a deriv�alhat�os�ag.

3. A KITERJESZTETT POTENCI

�

AL PARCI

�

ALIS DERIV

�

ALTJAI A JOBB

�

ES BAL F

�

ELS

�

IK BELSEJ

�

EBEN

A ny��lt jobb �es bal f�els��kon, azaz az y tengely pontjait�ol k�ul�onb�oz}o pontokban persze u folytonosan

deriv�alhat�o, hiszen ilyen tulajdons�ag�u f�uggv�enyekb}ol �all el}o alapm}uveletekkel ill. �osszetett f�uggv�eny

k�epz�es seg��ts�eg�evel, melyek mindegyike meg}orzi a folytonos deriv�alhat�os�agot. Ez�ert a gradiens l�etezik �es

komponensei a parci�alis deriv�altak, melyek meghat�aroz�as�ahoz felhaszn�alhat�oak az alapm}uveletek ill. az

�osszetett f�uggv�eny deriv�altj�ara vonatkoz�o �osszef�ugg�esek, teh�at

u

x

(x; y) =

�y

x

2

1

1 + (

y

x

)

2

= �

y

x

2

+ y

2

�es u

y

(x; y) =

1

x

1

1 + (

y

x

)

2

=

x

x

2

+ y

2

ha x 6= 0 :

Ezekb}ol persze val�oban, az y tengely pontjait kiv�eve, minden�utt
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gradu = (u

x

; u

y

) = (�

y

x

2

+ y

2

;

x

x

2

+ y

2

) = v ;

azaz u potenci�al a jobb �es bal ny��lt f�els��kon.

4. A KITERJESZTETT POTENCI

�

AL PARCI

�

ALIS DERIV

�

ALTJAI A POZIT

�

IV F

�

UGG

}

OLEGES F

�

ELTENGELYEN

(a) El}osz�or u

x

l�etez�es�et �es folytonoss�ag�at vizsg�aljuk meg a pozit��v y f�eltengely pontjaiban . Legyen y > 0

tetsz}oleges. A parci�alis deriv�alt de�n��ci�oja szerint, felhaszn�alva a L'Hospital-szab�alyt,

u

x

(0; y) = lim

x�!0

u(x; y)� u(0; y)

x

= lim

x�!0

u(x; y)�

�

2

x

= lim

x�!0

d

dx

u(x; y) =

= lim

x�!0

d

dx

(arctg

y

x

) = lim

x�!0

�y

x

2

1

1 + (

y

x

)

2

= lim

x�!0

�

y

x

2

+ y

2

= �

y

y

2

= �

1

y

:

Teh�at b�armely y > 0 eset�en l�etezik u{nak (0; y){ban x szerinti parci�alis deriv�altja, m�egpedig

(1) u

x

(0; y) = �

1

y

:

Megmutatjuk, hogy u

x

folytonos a pozit��v y f�eltengely pontjaiban is. Legyen P

0

rajta a a pozit��v y

f�eltengelyen, azaz legyen P

0

= (0; y

0

) valamely r�ogz��tett y

0

> 0{ra. Ekkor minden " > 0 eset�en van

� > 0 ; hogy

ju

x

(x; y)� u

x

(P

0

)j < " ha j(x; y)� P

0

j < �

ak�ar rajta van (x; y) a pozit��v y f�eltengelyen, ak�ar nincs. Val�oban, az els}o esetben (1){b}ol k�ovetkez}oen

lim

(x;y)�!P

0

u

x

(0; y) = lim

(x;y)�!P

0

�

1

y

= �

1

y

0

= u

x

(P

0

) ,

m��g a m�asodikban a f�els��kok belsej�ere a fenti 3.{ban kapott

u

x

= �

y

x

2

+ y

2

eredm�enyb}ol ad�od�oan

lim

(x;y)�!P

0

u

x

(x; y) = lim

(x;y)�!P

0

�

y

x

2

+ y

2

= �

y

0

y

2

0

= �

1

y

0

= u

x

(P

0

) .

(b) Ami u

y

{t illeti, a pozit��v y tengely ment�en val�o l�etez�ese �es folytonoss�aga hasonl�oan l�athat�o be, mert

egyr�eszt ha y > 0 tetsz}oleges r�ogz��tett, akkor a parci�alis deriv�alt de�n��ci�oja alapj�an

u

y

(0; y) =

d

dy

u(0; y) =

d

dy

�

2

= 0 ;

teh�at l�etezik u{nak minden y > 0 eset�en (0; y){ban y{szerinti parci�alis deriv�altja, m�egpedig

(2) u

y

(0; y) = 0.

V�eg�ul u

y

{nek a pozit��v y f�eltengely pontjaiban val�o folytonoss�ag�anak vizsg�alat�ahoz legyen

P

0

= (0; y

0

) ; ahol y

0

> 0 tetsz}oleges r�ogz��tett. Ekkor u

y

folytonoss�aga P

0

{ban abb�ol ad�odik, hogy

minden " > 0 eset�en van olyan � > 0 ; melyre

j(x; y)� P

0

j < �{b�ol k�ovetkezik ju

y

(x; y)� u

y

(P

0

)j < "

ak�ar rajta van (x; y) a pozit��v y f�eltengelyen, ak�ar nincs, hiszen ugyan�ugy, ahogy el�obb, egyr�eszt persze

(2){vel

lim

(x;y)�!P

0

u

y

(0; y) = lim

(x;y)�!P

0

0 = 0 = u

x

(P

0

) ;

m�asr�eszt a fenti 3.{b�ol a f�els��kok belsej�en �erv�enyes

u

y

=

x

x

2

+ y

2

�osszef�ugg�essel
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lim

(x;y)�!P

0

u

y

(x; y) = lim

(x;y)�!P

0

x

x

2

+ y

2

= 0 = u

x

(P

0

) .

Azt kaptuk teh�at, hogy a fenti 2.{ben S

�

{en, azaz a negat��v y z�art f�eltengely ment�en felv�agott s��kon

de�ni�alt u f�uggv�eny folytonosan deriv�alhat�o az eg�esz S

�

{en �es itt minden�utt

gradu = (u

x

; u

y

) = (�

y

x

2

+ y

2

;

x

x

2

+ y

2

) = v ;

m�assz�oval u potenci�al az eg�esz S

�

{on.

Egyetlen k�erd�est kell m�eg megvizsg�alnunk, nevezetesen azt, hogy vajon nincs-e S

�

{n�el b}ovebb ny��lt

�es �osszef�ugg}o halmaz, melyen l�etezik potenci�al. Nos, a v�alasz az, hogy nincs. Legyen ugyanis R > 0

tetsz}oleges �es vegy�uk hozz�a S

�

{hez a (0;�R) pontot egy b�armely " > 0 sugar�u S

"

(0;�R) k�ornyezet�evel

egy�utt (ez ut�obbit az�ert kell hozz�avenn�unk (0; R){el egy�utt, hogy a b}ovebb halmaz m�eg mindig ny��lt

maradjon), �es legyen S

�

= S

�

[S

"

(0;�R) az ilym�odon kapott �uj halmaz. S

�

is nyilv�an ny��lt �es �osszef�ugg}o

halmaz, de az orig�ok�oz�eppont�u R sugar�u k�or m�ar benne fekszik S

�

{ban, teh�at ha volna az S

�

halmazon

potenci�alja v{nek, akkor az ezen k�or ment�en vett vonalintegr�alj�anak a 3.28 T�etel szerint null�anak kellene

lennie. A 3.4 pontban azonban m�ar l�attuk, hogy ennek az integr�alnak az �ert�eke 2� 6= 0 ! Vegy�uk azt

is �eszre, hogy ez nem mond ellent annak a t�enynek, amit szint�en a 3.4 pontban mutattunk meg, hogy

rot v = 0 m�eg az �uj S

�

halmaz minden pontj�aban is, b�ar a 3.32 T�etel szerint a rot�aci�o nulla volta maga

ut�an vonja a potenci�al l�etez�es�et (nyilv�an v 2 C

1

(S

�

) ; hisz v csak az orig�oban "romlik el"). Igen �am, de

a t�etel csak csillagszer}u tartom�anyokra vonatkozik �es, b�ar S

�

m�eg csillagszer}u, de m�ar nem b}ov��thet}o

olym�odon, hogy az is maradjon. Val�oban, S

�

m�ar nem csillagszer}u tartom�any: nyilv�an ha Q 2 S

�

nincs az y tengelyen, akkor egyenes szakasszal Q{b�ol a Q{t az orig�oval �osszek�ot}o egyenes �altal de�ni�alt

f�els��kok k�oz�ul az egyik pontjai nem �erhet}oek el szakasszalQ{b�ol kiv�eve azokat, melyek a Q{t az S

"

(0;�R)

valamely pontj�aval �osszek�ot}o egyenesen vannak, m��g ha Q az y tengelyen van, akkor S

"

(0;�R) y tengelyen

fekv�o pontjai nem �erthet}oek el Q{b�ol:

(0,-R)

Q

S*

A t�er ekvipotenci�alis fel�uleteit persze az el}oz}o p�elda du�alis �all��t�asai ��rj�ak le. Ezek az orig�on �atmen}o

egyenesek, hiszen ha c 2 R r�ogz��tett �es

y

x

= c ; akkor u = u(r) �alland�o. Ezen egyenesek ment�en teh�at a

potenci�al nem v�altozik, mert b�armely szakaszukon a v vonalmenti integr�alja nulla, hisz �erint}oj�uk mer}oleges

v{re. Ezen egyenesek, mint k�etdimenzi�obeli val�odi fel�uletek norm�alis�at adja meg gradu = v . Val�oban

v { l�ev�en sug�arra mer}oleges ir�any�u{ minden pontban az orig�ot a ponttal �osszek�ot}o egyenes norm�alisa.

M�assz�oval, u(r) az egyenesek ment�en nem v�altozik, leggyorsabb v�altoz�asi ir�anya pedig �eppen az azokra

mer}oleges ir�any, a v = gradu ir�anya.

Vegy�uk �eszre azt is, hogy az u = u(x; y) potenci�al pontosan az (x; y) pontnak a pozit��v x tengellyel

bez�art sz�og�et adja meg a (�

�

2

; 3

�

2

) tartom�anyban !
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V�eg�ul �erdemes m�eg megeml��teni, hogy az el}oz}oekkel teljesen anal�og m�odon lehet bel�atni, hogy b�armely

az orig�ob�ol indul�o, az orig�ot tartalmaz�o f�elegyenes ment�en felmetszett s��kon van v{nek potenci�alja �es ennek

a potenci�alnak meghat�aroz�asa pontosan ugyan�ugy t�ort�enik, mint a fenti u kisz�am��t�asa (l�asd a 3.7.1 pont

(7) feladatot) al�abb). P�eld�aul az

u

�

(x; y) =

8

>

<

>

:

arctg

x+y

x� y

ha y < x

�

2

ha y = x ; x > 0

arctg

x+y

x� y

+ � ha y > x

f�uggv�eny potenci�al az y = x egyenesnek a harmadik s��knegyedbe es}o fele ment�en felmetszett s��kon. (u

�

az

(x; y) pontnak az y = �x egyenesnek a negyedik s��knegyedbe es}o fel�evel bez�art sz�og�et adja meg.) Abb�ol

azonban, hogy b�armely orig�okezd}opont�u f�elegyenes ment�en felmetszett s��kon van v{nek potenci�alja, a

3.28 T�etel miatt az is k�ovetkezik (amit m�ar m�as eszk�oz�okkel az orig�ot nem tartalmaz�o norm�al t�err�eszek

hat�araik�ent ad�od�o z�art egyszer}u ��vekre l�attunk), hogy azon egyszer}u ��vek eset�en, melyekhez van az ��vet

nem metsz}o orig�o kezd}opont�u f�elegyenes (az ilyan ��vekr}ol azt mondjuk, hogy "nem takarj�ak el az orig�ot")

a g�orbementi integr�al nulla.

3.6.4 Az egzakt di�erenci�alegyenlet

A potenci�alelm�elet egyik alkalmaz�asak�ent megmutatjuk, hogy a potenci�alkeres�es probl�em�aja �atfogal-

mazhat�o a di�erenci�alegyenletek terminusaiban is.

3.33 De�n��ci�o

Legyen g = g(x; y) �es h = h(x; y) valamely H � R

2

{en �ertelmezett f�uggv�enyek. Azt a H{n �ertelmezett

F = F (x; y) f�uggv�enyt, melyre F

x

= g(x; y) �es F

y

= h(x; y) minden (x; y) 2 H eset�en, a (g; h) f�uggv�enyp�ar

H{beli primit��v f�uggv�eny�enek nevezz�uk.

Ez a fogalom nyilv�an a potenci�al �atfogalmalmaz�asa vektorf�uggv�enyek helyett k�etv�altoz�os f�uggv�enyekre.

A di�erenci�alegyenletek al�abb de�ni�aland�o t��pus�anak meghat�aroz�as�ahoz feleleven��tj�uk az els}orend}u dif-

ferenci�alegyenlet �es a k�etv�altoz�os implicit f�uggv�eny probl�ema megoldhat�os�ag�anak fogalm�at:

3.34 De�n��ci�o

(1) Legyen H � R

2

ny��lt, �osszef�gg}o halmaz �es f(x; y) H{n folytonos k�etv�altoz�os f�uggv�eny. Azt mondjuk,

hogy egy I � R intervallumon �ertelmezett deri�alhat�o egyv�altoz�os y = y(x) f�uggv�eny az y

0

= f(x; y)

di�erenci�alegyenlet megold�asa H{n, ha

y

0

(x) = f(x; y(x)) �es (x; y(x)) 2 H minden x 2 I eset�en.

(2) Legyen F (x; y) tetsz}oleges k�etv�altoz�os f�uggv�eny, c 2 R tetsz}oleges konstans �esH � R

2

. Azt mondjuk,

hogy egy I � R intervallumon �ertelmezett egyv�altoz�os y = y(x) f�uggv�eny az F (x; y) = c (k�etv�altoz�os)

implicit f�uggv�eny probl�ema megold�asa H{n, ha

F (x; y(x)) = c �es (x; y(x)) 2 H minden x 2 I eset�en.

Nos, a k�etv�altoz�os implicit f�uggv�eny probl�ema di�erenci�alhat�o megold�asai azonosak az egy speci�alis

di�erenci�alegyenlet t��pus megold�asaival:

3.35 De�n��ci�o

Legyen H � R

2

tov�abb�a g = g(x; y) �es h = h(x; y) folytonos H{n �ertelmezett f�uggv�enyek. Tegy�uk fel,

hogy h(x; y) 6= 0 minden (x; y) 2 H eset�en. A

g(x; y) + h(x; y) y

0

= 0
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di�erenci�alegyenletet egzaktnak nevezz�uk, ha a (g; h) f�uggv�enyp�arnak van primit��v f�uggv�enye H{n.

3.36 Jel�ol�es

Az egzakt di�erenci�alegyenletet hagyom�anyosan az al�abbi alakban szokt�ak megadni:

g(x; y) dx+ h(x; y) dy = 0 :

A k�ovetkez}o �allit�as a 3.35 De�n��ci�o �es a 3.32 T�etel nyilv�anval�o k�ovetkezm�enye:

3.37

�

All��t�as

Legyen g = g(x; y) �es h = h(x; y) a H � R

2

csillagszer}u tartom�anyon �ertelmezett folytonosan di�e-

renci�alhat�o f�uggv�enyek. A g(x; y) dx + h(x; y) dy = 0 di�erenci�alegyenlet akkor �es csak akkor egzakt ha

g

y

= h

x

:

3.38

�

All��t�as

Legyen H � R

2

ny��lt, �osszef�ugg}o halmaz, g �es h H{n folytonos f�uggv�enyek �es legyen F a (g; h) f�uggv�enyp�ar

egy H{beli primit��v f�uggv�enye. A

g(x; y) dx+ h(x; y) dy = 0

egzakt di�erenci�alegyenlet H{beli megold�asai azonosak az F (x; y) = c ; c 2 RgF implicit f�uggv�eny

probl�em�ak di�erenci�alhat�o H{beli megold�asaival.

BIZONY

�

IT

�

AS. Lagrange k�oz�ep�ert�ekt�etellel �es l�ancszab�allyal:

F (x; y(x)) = c tetsz}oleges x 2 I{re i� F

x

(x; y(x)) � 1 + F

y

(x; y(x)) y

0

(x) = 0 tetsz}oleges x 2 I{re

i� g(x; y(x)) + h(x; y(x)) y

0

(x) = 0 tetsz}oleges x 2 I{re :

Az �all��t�as alapj�an egy egzakt di�erenci�alegyenlet megold�as�ahoz a di�erenci�alegyenletben szerepl}o

f�uggv�enyek �altal alkotott f�uggv�enyp�ar primit��v f�uggv�eny�enek, azaz azon vektorf�uggv�eny potenci�alj�anak

meghat�aroz�asa vezet, melynek komponensei ezek a f�uggv�enyek. K�ovetkez�esk�eppen, a di�erenci�alegyenlet

megold�as�ahoz a potenci�alkeres�esn�el megismert m�odszerek alkalmazhat�oak.

3.39 P�elda

Oldjuk meg az

x dx+ y dy = 0 ; y(0) = 2

kezdeti �ert�ek probl�em�at!

El}osz�or is, a di�erenci�alegyenlet t�enyleg egzakt: g(x) = x ; h(y) = y ; ��gy g

y

= 0 = h

x

. Egy primit��v

f�uggv�enyt, azaz potenci�alt a 3.6.2 a) pontban ismertetett elj�ar�assal keres�unk meg:

F

x

= g(x) = x ; F =

x

2

2

+ c(y) ; y = h(y) = F

y

= c

0

(y) ; c(y) =

y

2

2

; F (x; y) =

x

2

2

+

y

2

2

:

A di�erenci�alegyenlet �altal�anos megold�asa teh�at az

x

2

2

+

y

2

2

= c

megold�asai, teh�at az orig�ok�oz�eppont�u f�elk�or�ok. A kezdeti �ert�ek probl�ema megold�as�ahoz pedig

0

2

2

+

2

2

2

= c ; c = 2 ;

x

2

2

+

y

2

2

= 2 ; x

2

+ y

2

= 4 :
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Teh�at a kezdeti �ert�ek probl�ema megold�asa az orig�ok�oz�eppont�u R = 2 sugar�u pozit��v f�elk�or:

y =

p

4� x

2

; �2 � x � 2 :

ELLEN

}

ORZ

�

ES. Egyr�eszt, nyilv�an y(0) =

p

4� 0

2

= 2 ; m�asr�eszt

y

0

= �

x

p

2� x

2

miatt x+ y y

0

= 0 :

3.40 P�elda (A szepar�abilis di�erenci�alegyenlet, mint egzakt di�erenci�alegyenlet)

A szepar�abilis di�erenci�alegyenlet az al�abbi alak�u (g �es h folytonos f�uggv�enyek, h sehol nem nulla):

y

0

= g(x)h(y) :

�

Irjuk �at ezt a k�ovetkez}o form�aban:

g(x)�

1

h(y)

y

0

= 0 :

Ez val�oban egzakt, hiszen g

y

= 0 = (

1

h(y)

)

x

: Az egyv�altoz�os f = f(x) f�uggv�eny egy primit��v f�uggv�eny�enek

jel�ol�es�ere az

R

f(x) dx jelet haszn�alva, meghat�arozzuk azokat az implicit f�uggv�eny probl�em�akat, melyek

megold�asa szolg�altatja a di�erenci�alegyenlet megold�as�at.

F

x

= g(x) ; F =

Z

g(x) dx+ c(y) ; �

1

h(y)

= F

y

= c

0

(y) ;

c(y) =

Z

�

1

h(y)

dy ; F (x; y) =

Z

g(x) dx�

Z

1

h(y)

dy

Vagyis a 3.38

�

All��t�as alapj�an a di�erenci�alegyenlet �altal�anos megold�as�at a sz�obaj�ohet}o val�os c sz�amokkal

ad�od�o

Z

dy

h(y)

=

Z

g(x) dx+ c

implicit f�uggv�eny probl�em�ak megold�asai adj�ak. (Az implicit f�uggv�eny probl�em�akat az eredeti differen-

ci�alegyenletb}ol form�alisan �ugy kaphatjuk meg, hogy abban y

0

helyett dy=dx{et ��runk, az x{es �es y{os

tagokat (bele�ertve a dx �es dy{t is) egy{egy oldalra rendezz�uk, majd meghat�arozzuk mindk�et oldal primit��v

f�uggv�enyeit.)

Illusztr�al�o p�eldak�ent megoldjuk az

y

0

=

y

2

x

2

di�erenci�alegyenletet.

y

0

=

y

2

x

2

;

dy

dx

=

y

2

x

2

;

dy

y

2

=

dx

x

2

;

Z

dy

y

2

=

Z

dx

x

2

+ c ; �

1

y

= �

1

x

+ c ; y =

x

1� cx

.

Teh�at a di�erenci�alegyenlet megold�asai:

y =

x

1� cx

; c 2 R :

ELLEN

}

ORZ

�

ES.

y

0

=

(1� cx) � x � (�c)

(1� cx)

2

=

1

(1� cx)

2

= (

y

x

)

2

=

y

2

x

2
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3.7 Feladatok

3.7.1 Elm�eleti feladatok

(1) Mutassunk p�eld�at olyan k�et azonos pontot �osszek�ot}o g�orb�ekre, melyek nem egy z�art g�orbe lefed�es�et

adj�ak !

(2) Mutassunk p�eld�at olyan g�orb�ere, mely nem egyszer}u ��v !

(3) Poligonnak nevezz�uk azokat a g�orb�eket, melyek feloszthat�oak szakaszokra. Azt mondjuk, hogy egy

g�orbe �osszek�oti az a �es b pontot ha a g�orbe v�egpontjai a �es b . Bizony��tsuk be, hogy �osszef�ugg}o halmaz

tetsz}oleges k�et pontja �osszek�othet}o poligonnal a halmazon bel�ul !

(4) Bizony��tsuk be, hogy minden csillagszer}u tartom�any egy h�aromsz�oggel egy�utt tartalmazza az �altala

hat�arolt norm�altartom�anyt is !

(5) Bizony��tsuk be, hogy ha az L

1

�esL

2

szakaszok egyenletei r

1

= r

1

(t) ; t 2 [a

1

; b

1

] �es r

2

= r

2

(t) ; t 2 [a

2

; b

2

],

tov�abb�a L

1

�es L

2

kezd}o{ ill. v�egpontjai megegyeznek, akkor

Rg r

1

= Rg r

2

�es

Z

L

1

v dr =

Z

L

1

v dr b�armely Rg r

1

= Rg r

2

{n folytonos v eset�en.

(6) Bizony��tsuk be, hogy minden h�aromsz�og norm�al t�err�esz (speci�alisan norm�altartom�any) hat�ara !

(7) Bizony��tsuk be k�ozvetlen�ul a gradiens de�n��ci�oja alapj�an, hogy az

u(r) = arctg

y

x

f�uggv�eny deriv�alhat�o m�odon kiterjeszthet}o a negat��v y tengely ment�en felv�agott eg�esz s��kra !

(7) Bizony��tsuk be, hogy ha

w(r) =

CROSS (r)

jrj

2

; r 6= 0 ;

akkor minden orig�ob�ol indul�o, az orig�ot tartalmaz�o f�elegyenes eset�en van w{nek potenci�alja a f�elegyenes

ment�en felmetszett s��kon �es hat�arozzunk meg egy potenci�alt !

3.7.2 Gyakorl�o feladatok

(1) Legyen H egy orig�ocs�ucs�u h magass�ag�u a alap�u h�aromsz�ogvonal a s��kon. H{t egy k�etdimenzi�obeli

val�odi fel�uletnek tekintve hat�arozzuk meg az

Z

H

r df df

integr�al �ert�ek�et az integr�al kisz�am��t�as�aval �es a Gauss-Osztrogradszkij{t�etel felhaszn�al�as�aval!

(2) Legyen N az a s��kbeli t�eglalap, melynek egyik cs�ucsa az orig�o, egyik a hossz�u oldala az x �es egyik b

hossz�u oldala az y tengely pozit��v fel�ere esik. Legyen v(x; y) = (x

2

; 0) egy k�etdimenzi�os vektorf�uggv�eny.

Sz�am��tsuk ki v fel�uletmenti integr�alj�at N{en, mint egy k�etdimenzi�obeli val�odi fel�uleten!

(3) Legyenek a �es b pozit��v val�os sz�amok �es legyenH az a h�aromsz�ogvonal, melynek cs�ucsai a (�a; 0) ; (0; b) ;
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(a; 0) pontok. Legyen v(x; y) = (x�y; x+y) egy k�etdimenzi�os vektorf�uggv�eny. Sz�am��tsuk ki v vonalmenti

integr�alj�at H{n!

(4) Legyen v = v(x; y) = (xy; x + y) az eg�esz s��kon �ertelmezett vektorf�uggv�eny �es R

2

szok�asos b�azisa

e = (i; j) : Legyen

f = (

i+ j

p

2

;

i� j

p

2

)

R

2

egy m�asik (othonorm�alt) b�azisa. A deriv�altoper�ator transzform�aci�oja n�elk�ul hat�arozzuk meg v de-

riv�altoper�ator�anak f{beli m�atrix�at �es sz�am��tsuk ki ebb}ol a m�atrixb�ol v divergenci�aj�at �es rot�aci�oj�at!

(5) Legyen K a s��kbeli els}o s��knegyedbe es}o R sugar�u k�orlapnegyed:

K = f(x; y) : x

2

+ y

2

; x � 0; y � 0g :

Legyen H K hat�arvonala �es v(r) = r � jrj

2

egy k�etdimenzi�os vektorf�uggv�eny. Sz�am��tsuk ki v fel�uletmenti

integr�alj�at H{n, mint egy k�etdimenzi�obeli val�odi fel�uleten a Gauss{Osztrogradszkij t�etel felhaszn�al�as�aval

�es an�elk�ul!

(6) Ellen}orizz�uk a 3.4 pont utols�o el}otti bekezd�es�eben jelzett m�odon a pontt�olt�es er}oter�ere �es a pontszer}u

vezet}o m�agneses ter�ere vonatkoz�o eredm�enyeinket!

69



4. Magasabb dimenzi�os

�altal�anos��t�asok

Mindaz, amit az el}oz}oekben a s��kra vonatkoz�o vizsg�alataink eredm�enyek�eppen kaptunk nagyon

term�eszetes m�odon igen k�onnyen kiterjeszthet}o, m�egpedig { ahogy arra m�ar a 2. fejezetben utaltunk { a

cirkul�aci�oval, �orv�enys}ur}us�eggel �es rot�aci�oval kapcsolatos fogalmaink �es �all��t�asaink a h�aromdimenzi�os, m��g

a 
uxussal, forr�ass}ur}us�eggel �es divergenci�aval �osszef}ugg}oek b�armely v�eges (null�an�al nagyobb) dimenzi�os

line�aris norm�alt t�erre. Ebben a fejezetben, melyben teh�at n mindig tetsz}oleges, de r�ogz��tett pozit��v eg�esz

sz�am, r�oviden �osszefoglaljuk ennek az �altal�anos��t�asnak, a v�eges{ ill. h�aromdimenzi�os vektoranal��zisnek

legfontosabb eredm�enyeit.

4.1 Divergencia

A divergencia �altal�anos meghat�aroz�as�at m�ar a 3.3 De�n��ci�oban megadtuk, ez a deriv�altoper�ator

skal�arinvari�ansa, azaz

4.1 De�n��ci�o

Egy v = (v

1

; v

2

; : : : ; v

n

) : H ! R

n

; H � R

n

deriv�alhat�o vektorf�uggv�eny divergenci�aja

div v =

@v

1

@x

+

@v

2

@y

+ : : :+

@v

n

@x

:

Ami a Gauss-Osztrogradszkij t�etelt illeti, ennek bizony��t�asa az �ertelemszer}u v�altoztat�asokkal igen

k�onnyen �altal�anos��that�o, csup�an pontosan ugyanazt kell n komponensre v�egrehajtani, amit a k�etdimenzi�os

esetben kett}ore csin�altunk meg. (Az egyetlen neh�ezs�eget egy technikai felt�etel, az integr�alok norm�al

t�err�eszek hat�arain ment�en val�o additivit�as�anak igazol�asa, az 1.26 (15)(b) feladat magasabb dimenzi�okra

val�o kiterjeszt�ese jelenti.) Maga a t�etel sz�o szerint megegyezik a 3.5 T�etellel, kiv�eve term�eszetesen azt,

hogy k�etdimenzi�o helyett n dimenzi�ora vonatkozik:

4.2 T�etel (Gauss-Osztrogradszkij t�etel)

Ha V n{dimenzi�os norm�al t�err�esz, melynek hat�ara az F kifel�e ir�any��tott val�odi fel�ulet, V � H � R

n

�es

v : H ! R

n

tetsz}oleges V {n folytonosan deriv�alhat�o vektorf�uggv�eny, akkor

Z

F

v df =

Z

V

div v dV

Term�eszetesen a t�etel v�eges sok hat�arol�o fel�uletre vonatkoz�o form�aja (3.6 T�etel) is hasonl�oan, minden

l�enyeges v�altoztat�as n�elk�ul, kiterjeszthet}o b�armely null�an�al nagyobb v�eges dimenzi�ora. Ezt felhaszn�alva

egy�ebk�ent k�onnyen l�athat�o, hogy a Gauss-Osztogradszkij t�etel a Newton{Leibniz t�etel t�obbdimenzi�ora

val�o �altal�anos��t�asa. Val�oban, (felhaszn�alva az 1.12 (3), 1.14 (4)(b) �es az 1.20 (2) megjegyz�eseket) a t�etelt

az n = 1 esetre alkalmazva azt kapjuk, hogy ha V = [a; b] egydimenzi�os t�err�esz, azaz intervallum (melynek

kifele ir�any��tott hat�ar�at a +1{el ir�any��tott F

1

= fbg �es a�1 {el ir�any��tott F

2

= fag nulldimenzi�os fel�uletek

lefedik), v = v(x) pedig V {n folytonosan deriv�alhat�o vektorf�uggv�eny, akkor

Z

b

a

v

0

(x) dx =

Z

V

div v dV =

Z

F

1

v df +

Z

F

2

v df = v(b)� v(a) :

M�asr�eszr}ol ez az �osszef�ugg�es megvil�ag��tja a Newton{ Leibniz t�etel �zikai jelent�es�et : egy cs}o k�et v�eg�en

be{ �es ki�araml�o folyad�ek mennyis�eg�enek k�ul�onbs�ege a cs}oben keletkez}o (elt}un}o) folyad�ek mennyis�eg�evel
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egyenl}o, mely ut�obbi nem m�as, mint a hosszegys�egenk�ent keletkez}o (elt}un}o) folyad�ekmennyis�egnek, azaz

a hosszegys�egenk�enti folyad�ekmennyis�eg-v�altoz�asnak a cs}o hossz�ara vett integr�alja.

V�eg�ul a t�etel di�erenci�alis alakja is sz�o szerint �altal�anos��that�o, teh�at a divergencia n dimenzi�oban is

a forr�ass}ur}us�eget adja meg:

4.3 K�ovetkezm�eny

Legyen G � R

n

ny��lt �es v : G! R

n

tetsz}oleges G{n folytonosan deriv�alhat�o vektorf�uggv�eny. Ekkor G{n

l�etezik v{nek s(v) forr�ass}ur}us�ege �es fenn�all, hogy

s(v) = div v .

4.2 Rot�aci�o

A rot�aci�oval m�ar egy kiss�e komplik�altabb a helyzet, mint a divergenci�aval. Meg kell tal�alnunk a 3.8

�

All��t�as megfelel}oj�et R

3

{ra, amivel azt�an a 3.10 �es 3.11 De�n��ci�okban a dimenzi�onak kett}or}ol h�aromra

v�altoztat�as�aval megkapjuk a k��v�ant fogalmat.

4.4

�

All��t�as

R

3

tetsz}oleges A antiszimmetrikus line�aris transzform�aci�oj�ahoz van egyetlen olyan c 2 R

3

vektor, hogy

A r = c� r tetsz}oleges r 2 R

3

eset�en

tov�abb�a A tetsz}oleges e orthonorm�alt b�azisbeli A

e

= (a

ij

)

3

i;j=1

m�atrix�ab�ol c leolvashat�o :

c = (a

32

; a

13

; a

21

) :

BIZONY

�

IT

�

AS. Az egy�ertelm}us�eg nyilv�anval�o. A antiszimmetrikus, teh�at R

3

tetsz}oleges e = (e

1

; e

2

; e

3

)

orthonorm�alt b�azisbeli (a

ij

)

3

i;j=1

m�atrixa is az, vagyis a c

1

= a

32

; c

2

= a

13

; c

3

= a

21

jel�ol�esekkel

A

e

=

0

@

0 �c

3

c

2

c

3

0 �c

1

�c

2

c

1

0

1

A

�

Igy b�armely r = xe

1

+ ye

2

+ ze

3

2 R

3

eset�en

(1) A

e

r

e

=

0

@

0 �c

3

c

2

c

3

0 �c

1

�c

2

c

1

0

1

A

0

@

x

y

z

1

A

=

0

@

�yc

3

+ zc

2

xc

3

� zc

1

�xc

2

+ yc

1

1

A

:

M�asr�eszt az 1.6

�

All��t�as alapj�an

c� r = CROSS(c; r) =

�

�

�

�

�

�

e

1

e

2

e

3

c

1

c

2

c

3

x y z

�

�

�

�

�

�

= (c

2

z � c

3

y)e

1

� (c

1

z � c

3

x)e

2

+ (c

1

y � c

2

x)e

3

;

teh�at (1){el

A r

e

= A

e

r

e

=

0

@

c

2

z � c

3

y

c

1

z + c

3

x

c

1

y � c

2

x

1

A

= c� r

e

:

K�ovetkez�esk�eppen,

A r = c� r minden r 2 R

3

eset�en .
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4.5 De�n��ci�o

(1) Azt a a fenti �all��t�asban szerepl}o c vektort, melyet R

3

tetsz}oleges line�aris transzform�aci�oj�anak anti-

szimmetrikus r�esze egy�ertelm}uen meghat�aroz, a transzform�aci�o vektorinvari�ans�anak nevezz�uk.

(2) Legyen H � R

3

�es v : H ! R

3

deriv�alhat�o vektorf�uggv�eny. v deriv�altoper�atora vektorinvari�ans�anak

k�etszeres�et v rot�aci�oj�anak nevezz�uk �es rot v{vel jel�olj�uk.

4.6

�

All��t�as

Legyen H � R

3

�es v : H ! R

3

deriv�alhat�o vektorf�uggv�eny, melynek komponensei v

1

; v

2

�es v

3

, azaz

v = (v

1

; v

2

; v

3

) . Ekkor

rot v = r� v =

�

�

�

�

�

�

i j k

@

@x

@

@y

@

@z

v

1

v

2

v

3

�

�

�

�

�

�

;

vagyis

rot v = (

@v

3

@y

�

@v

2

@z

;

@v

1

@z

�

@v

3

@x

;

@v

2

@x

�

@v

1

@y

)

BIZONY

�

IT

�

AS. R

3

szok�asos e b�azis�aban a D deriv�altoper�ator m�atrix�anak i: sora:

(

@v

i

@x

;

@v

i

@y

;

@v

i

@z

)

�es ezen oper�ator antiszimetrikus r�esz�enek A

e

= (a

ij

)

3

i;j=1

m�atrixa a k�ovetkez}o:

A

e

=

1

2

(D

e

�D

e

�

) :

Ezek szerint

a

32

=

1

2

(

@v

3

@y

�

@v

2

@z

) ; a

13

=

1

2

(

@v

1

@z

�

@v

3

@x

) ; a

21

=

1

2

(

@v

2

@x

�

@v

1

@y

) ;

ami az el}oz}o �all��t�as �es a rot�aci�o de�n��ci�oja szerint �eppen az, amit bizony��tani akartunk.

Ami a Stokes t�etel illeti, vele m�as a helyzet, mint a Gauss-Osztogradszkij t�etellel.

Ahogy al�abb megmutatjuk, a Stokes t�etel h�aromdimenzi�os �altal�anos��t�asa nem a k�etdimenzi�os v�altozat

h�aromdimenzi�os "m�asolata", hanem annak k�ovetkezm�enye. Nyilv�anval�o ugyanis, hogy a s��kbeli Stokes

t�etel k�onnyen �atvihet}o a h�aromdimenzi�os t�er s��kfel�uleteire. Az al�abbi de�n��ci�o seg��ts�eg�evel a t�erbeli

s��kfel�uletek �es s��kg�orb�ek le��r�as�at visszavezethetj�uk R

2

{beli t�err�eszek ill. val�odi fel�uletek de�ni�al�as�ara.

4.7 De�n��ci�o

(1) A h�aromdimenzi�os t�erben valamely F fel�uletet s��kfel�uletnek nevez�unk ha van olyan s��k, melynek

r�eszhalmaza.

(2)(a) Legyen P az az R

3

{b�ol R

2

{be k�epez}o line�aris oper�ator, mely minden vektorhoz az [xy]{s��kra val�o

vet�ulet�et rendeli mint R

2

{beli vektort, azaz

P

0

@

x

y

z

1

A

=

�

x

y

�

�es legyen b�armely e �es f b�azisok eset�en T

ef

az e{r}ol az f{re val�o �att�er�es m�atrixa.

(b) Legyen R

3

szok�asos b�azisa e : Legyen tov�abb�a F az r = r(u) = (x(u); y(u); z(u)) ; u 2 A ;

egyenlettel de�ni�alt n norm�alis�u R

3

{beli s��kfel�ulet �es f = (f

1

; f

2

; f

3

) olyan jobbsodr�as�u orthonorm�alt

b�azis, melyre f

3

kn �es f

3

� n > 0 : Az

r

�

(u) = (P �T

ef

) r(u) ; u 2 A

egyenlettel de�ni�alt R

2

{beli fel�uletet F (f szerinti vagy f{beli R

2

{)�arny�ek�anak nevezz�uk.
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(3) A h�aromdimenzi�os t�erben valamely F val�odi s��kfel�uletet norm�al fel�uletnek nevez�unk, ha van olyan

b�azis, melyben F �arny�eka norm�al t�err�esz.

(4) A h�aromdimenzi�os t�erben valamely n norm�alis�u F s��kfel�ulet hat�arak�ent ad�od�o L g�orb�et (F{b}ol n�ezve)

poz��t��v ir�any��t�as�unak mondunk, ha van olyan b�azis, melyben L �arny�eka (F �arny�ek�ab�ol n�ezve) pozit��v

ir�any��t�as�u.

Nyilv�an a pozit��v ir�any��t�as azt jelenti, hogy a g�orb�et a fel�uleti norm�alis ir�any�ab�ol n�ezve az �oramutat�o

j�ar�as�aval ellenkez�o ir�anyban j�arjuk be.

4.8 Megjegyz�es

(1) Nyilv�an fel�ulet hat�ar�anak �arny�eka az �arny�ek hat�ara (l�asd a 4.18 (1) feladatot al�abb).

(2) K�onnyen megmutathat�o (l�asd a 4.18 (5) feladatot), hogy ha egy g�orbe �arny�eka valamely b�azisban

pozit��v ir�any��t�as�u, akkor minden b�azisban az.

A Stokes-t�etel bizony��t�as�ahoz sz�uks�eg�unk lesz m�eg egy olyan h�aromdimenzi�os t�erbeli �osszef�ugg�esre,

melynek nincs s��kbeli megfelel}oje :

4.9

�

All��t�as

B�armely k�etszer folytonosan deriv�alhat�o v : H ! R

3

; H � R

3

deriv�alhat�o vektorf�uggv�eny eset�en

div rot v = 0 :

BIZONY

�

IT

�

AS. A 4.4

�

All��t�assal

div rot v =

@

@x

(

@v

3

@y

�

@v

2

@z

) +

@

@y

(

@v

1

@z

�

@v

3

@x

) +

@

@z

(

@v

2

@x

�

@v

1

@y

) =

= (v

3

)

yx

� (v

2

)

zx

+ (v

1

)

zy

� (v

3

)

xy

+ (v

2

)

xz

� (v

1

)

yz

= 0 ;

hiszen a Young-t�etellel a vegyes parci�alisok egyenl}oek, azaz

(v

1

)

zy

= (v

1

)

yz

; (v

2

)

zx

= (v

2

)

xz

; (v

3

)

yx

= (v

3

)

xy

:

4.5 T�etel (Stokes t�etel)

Legyen V h�aromdimenzi�os norm�al t�err�esz, melynek hat�ara feloszthat�o az F kifel�e ir�any��tott val�odi fel�uletre

�es az ugyancsak kifele ir�any��tott �G norm�al s��kfel�uletre. Legyen G hat�ara a G{b}ol n�ezve pozit��van

ir�any��tott L g�orbe. Ha V � H � R

3

�es v : H ! R

3

tetsz}oleges V {n folytonosan deriv�alhat�o vek-

torf�uggv�eny, akkor

Z

L

v dr =

Z

F

rot v df :

BIZONY

�

IT

�

AS. (

�

Abra a t�uloldalon.) Csak azt az esetet vizsg�aljuk, mikor a G egys�egnorm�alisa k (teh�at G az

[xy]{s��kkal p�arhuzamos) �es G �arny�eka a szok�asos e b�azisban norm�al t�err�esz. Az �altal�anos eset a rot�aci�o

�es az integr�alok b�azisf�uggetlens�ege miatt teljesen anal�og m�odon t�argyalhat�o (l�asd a 4.18 (6) feladatot).

A bizony��t�as azon alapszik, hogy { mivel a 4.9

�

All��t�as alapj�an div rot v = 0 { Gauss-Osztrogradszkij

t�etellel :

Z

F

rot v df +

Z

�G

rot v df =

Z

F+�G

rot v df =

Z

V

div rot v dV = 0 ;

amib}ol

(*)

Z

F

rot v df = �

Z

�G

rot v df =

Z

G

rot v df :

Az eredm�eny�ul kapott integr�al azonban { minthogy G s��kfel�ulet { egyszer}uen �atalak��that�o G e{beli

�arny�ek�an, mint k�etdimenzi�os t�err�eszen vett t�erfogati integr�all�a, melyre alkalmazhatjuk a s��kbeli Stokes-

t�etelt. Val�oban, legyen G egyenlete : r = r(u; v) = (x(u; v); y(u; v); z

0

) ; (u; v) 2 A ; L egyenlete pedig :
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F

L
-G

� = �(t) = (�(t); �(t); z

0

) ; t 2 I : (Felt�etel�unk szerint G pontjainak harmadik koordin�at�aja valamely z

0

�alland�o.) Tov�abb�a, az egyszer}us�eg kedv�e�ert vezess�uk be a k�ovetkez}o jel�ol�est tetsz}oleges h�aromv�altoz�os f

f�uggv�eny eset�en : f(x; y) = f(x; y; z

0

) : V�eg�ul legyenek G �es L e{beli �arny�ekai V

�

ill. L

�

: Nos, ekkor

CROSS(r

u

; r

v

) =

�

�

�

�

�

�

i j k

x

u

y

u

0

x

v

y

v

0

�

�

�

�

�

�

= k

�

�

�

�

x

u

y

u

x

v

y

v

�

�

�

�

�es G egys�egnorm�alisa k ; ��gy tetsz}oleges G{n folytonos w = (w

1

; w

2

; w

3

) f�uggv�eny eset�en, w{nek az

egys�egnorm�alisra es}o vet�ulete w

n

= w � k = w

3

; teh�at a kett}os integr�al transzform�aci�oj�ara vonatkoz�o

formula felhaszn�al�as�aval azt kapjuk, hogy

Z

G

w df =

Z

G

w

n

jdf j =

Z

G

w

3

jdf j =

Z

A

w

3

(x(u; v); y(u; v); z

0

) jCROSS(r

u

; r

v

)j dudv =

=

Z

A

w

3

(x(u; v); y(u; v)) jCROSS(r

u

; r

v

)j dudv =

Z

A

w

3

(x(u; v); y(u; v)) j

�

�

�

�

x

u

y

u

x

v

y

v

�

�

�

�

j dudv =

=

Z

V

�

w

3

(x; y) dxdy =

Z

V

�

w

3

dV ;

teh�at

Z

G

w df =

Z

V

�

w

3

dV :

A kapott �osszef�ugg�es w = rot v eset�en az �arny�ekokra vonatkoz�o s��kbeli Stokes t�etel alkalmaz�as�at teszi

lehet}ov�e, hiszen felhaszn�alva a 4.8 Megjegyz�est, valamint azt, hogy G norm�al fel�ulet �es L ir�any��t�asaG{b}ol

n�ezve poz it��v :

Z

G

rot v df =

Z

V

�

(

@v

2

@x

�

@v

1

@y

) dV =

Z

L

�

(v

1

; v

2

) dr =

Z

I

(v

1

; v

2

)(�(t)) � (

_

�(t); _�(t)) dt =

=

Z

I

(v

1

; v

2

; v

3

)(�(t)) � (

_

�(t); _�(t); 0) dt =

Z

I

v(�(t)) � _�(t) dt =

Z

L

v dr :

Ez pedig (*){gal a bizony��tand�o �all��t�as.

�

Erdemes megjegyezni, hogy a Stokes t�etel �erv�enyes marad akkor is, ha a vizsg�alt fel�ulet hat�ar�ar�ol

nem k�otj�uk ki, hogy az s��kg�orbe legyen.

V�eg�ul az �orv�enys}ur}us�egnek a 2.5 De�n��ci�obeli meghat�aroz�asa alapj�an a 4.6

�

All��t�asb}ol az ad�odik, hogy

a h�aromdimenzi�os t�erben is az �orv�enys}ur}us�eget a rot�aci�o adja meg:
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4.11 K�ovetkezm�eny

Legyen G � R

3

ny��lt �es v : G! R

3

tetsz}oleges G{n folytonosan deriv�alhat�o vektorf�uggv�eny. Ekkor G{n

l�etezik v{nek c(v) �orv�enys}ur}us�ege �es fenn�all, hogy

c(v) = rot v .

4.3 Vektorf�uggv�enyek jellemz}oinek sz�am��t�asa

A divergenci�ara, rot�aci�ora �es gradiensre vonatkoz�o, az el}oz}o fejezetben megismert alapvet}o �osszef�ugg�esek

(esetleges �ertelemszer}u m�odos��t�asokkal) �erv�enyben maradnak magasabb dimenzi�okban is, teh�at az al�abb

megadott �all��t�asok a 3.3 pontban szerepl}o bizony��t�asokkal anal�og m�odon l�athat�oak be:

4.12

�

All��t�as

(1) A divergencia, rot�aci�o �es gradiens line�aris oper�atorok.

(2) Konstans vektor divergenci�aja �es rot�aci�oja, tov�abb�a konstans skal�ar gradiense nulla.

(3) Line�aris transzform�aci�o divergenci�aja azonos annak skal�arinvari�ans�aval, rot�aci�oja pedig vektorin-

vari�ans�anak k�etszeres�avel.

(4) B�armely v : H ! R

n

; H � R

n

deriv�alhat�o vektorf�uggv�eny, u ; u

1

; u

2

: H ! R , H � R

n

deriv�alhat�o

skal�arf�uggv�enyek, f tetsz}oleges R

+

{on deriv�alhat�o egyv�altoz�os f�uggv�eny �es c konstans vektor eset�en:

div (u v) = u div v + v � gradu

grad(u

1

u

2

) = u

1

gradu

2

+ u

2

gradu

1

div r = n

grad (c; r) = c

div gradu = �u = u

x

1

x

1

+ u

x

2

x

2

+ : : :+ u

x

n

x

n

grad f(jrj) = f

0

(jrj)

r

jrj

ha r 6= 0

(5) B�armely v : H ! R

3

; H � R

3

deriv�alhat�o vektorf�uggv�eny, u : H ! R , H � R

3

deriv�alhat�o

skal�arf�uggv�eny �es c konstans vektor eset�en:

rot (u v) = u rot v � v � gradu

div(c� v) = �c � rot v

rot r = 0

div(c� r) = 0 ; rot(c� r) = 2c

rot gradu = 0

4.4 K�et fundament�alis �zikai alkalmaz�as

4.4.1 n{dimenzi�os Coulomb t�orv�eny

Ha az n{dimenzi�os t�erben meg akarjuk hat�arozni a pontt�olt�es er}oter�et, akkor az er}ot�er h�arom �zikai

tulajdons�ag�at kell �gyelembe venn�unk. Ezek a k�ovetkez}ok:
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(a) A pontt�olt�es �altal l�etrehozott er}ot�er az adott pontot a pontt�olt�essel �ossszek�ot}o egyenesen hat.

(b) Nincs kit�untetett ir�any: a t�er minden ir�anyban homog�en.

(c) A t�olt�es pontszer}u: a t�ernek az orig�o kiv�etel�evel nincs forr�asa.

Nos, ez a h�arom felt�etel { mint ahogy al�abb l�atni fogjuk { (konstans erej�eig) egy�ertelm}uen meghat�arozza

a pontt�olt�es �altal l�etrehozott er}oteret.

Az els}o felt�etel azt jelenti, hogy a teret le��r�o v = v(r) vektorf�uggv�eny orig�oir�any�u, teh�at

(1) v(r) = u(r) r

alak�u valamely u = u(r) skal�arf�uggv�eny eset�en, a m�asodik szerint a vektorf�uggv�eny g�ombszimmetrikus,

azaz tetsz}oleges, az orig�ot�ol azonos t�avols�agban lev}o pontra azonos nagys�ag�u, teh�at a fenti skal�arf�uggv�eny

csak jrj{t}ol f�ugg :

(2) u(r) = f(jrj)

valamely f = f(x) val�os f�uggv�enyre, m��g a harmadik alapj�an

(3) div v(r) = 0 minden r 6= 0 eset�en.

Mindezekkel

div f(jrj) r = f(jrj)div r + r � grad f(jrj) = n f(jrj) + r � f

0

(jrj)

r

jrj

= n f(jrj) + f

0

(jrj)jrj = 0 ;

amib}ol y = f(x){re az al�abbi di�erenci�alegyenletet ad�odik:

n y + y

0

x = 0 :

Ez egy szepar�abilis di�erenci�alegyenlet:

y

0

= �n

y

x

:

Megoldva a di�erenci�alegyenletet:

y

0

= �n

y

x

;

dy

dx

= �n

y

x

;

dy

y

= �n

1

x

;

;

Z

dy

y

= �n

Z

1

x

dx + c ; ln jyj = �n ln jxj+ c ;

; ln jyj = ln

1

jxj

n

+ c ; ln jyj = ln

c

0

jxj

n

; jyj =

c

0

jxj

n

; y =

c

00

x

n

; c

00

2 R :

(Az utols�o l�ep�es indokl�as�ahoz l�asd a 4.18 (4) feladatot.) Teh�at a k��v�analmaknak megfelel}o f = f(x)

f�uggv�eny az al�abbi alak�u:

f(x) =

c

00

x

n

; valamely c

00

2 R{re :

Visszahelyettes��tve a kapott eredm�enyt (1) �es (2){be �es a t�olt�es egys�eg�et �ugy hat�arozva meg, hogy c

00

= 1

legyen, megkapjuk az az n{dimenzi�os pontt�olt�es er}oter�et megad�o vektorf�uggv�enyt, azaz az n{dimenzi�os

Coulomb t�orv�enyt:

v(r) =

r

jrj

n

ha r 2 R

n

�es r 6= 0 :

Nos, err}ol a vektorf�uggv�enyr}ol { mutatis mutandis { persze ugyanazokat mondhatjuk el, mint

s��kbeli rokon�ar�ol. El}osz�or is, persze, a f�uggv�enyt �eppen �ugy de�ni�altuk, hogy az orig�o kiv�etel�evel

div v = 0 : Ebb}ol k�ovetkez}oen a Gauss-Osztograszkij t�etel alapj�an minden az orig�ot nem tartalmaz�o

norm�altartom�anyt hat�arol�o z�art fel�ulet ment�en vett integr�al nulla. M�asr�eszt, az orig�ot a belsej�ukben

tartalmaz�o norm�altartom�anyt hat�arol�o z�art fel�uletmenti integr�al �ert�eke az n{dimenzi�os egys�egg�omb

fel�ulet�enek nagys�aga. Val�oban, egyr�eszt, ugyan�ugy l�athat�o be, ahogy a s��kon, hogy minden ilyen fel�uletre

vett integr�al azonos �ert�ek}u. M�asr�eszt, ha F az orig�ok�oz�eppont�u egys�egg�omb, akkor F minden pontj�aban

annak n norm�alisa r ir�any�u, ��gy, mivel vkr , ad�odik, hogy nkrkv �es (mivel F kifele ir�any��tott) n �es v

ir�anya is megegyezik. K�ovetkez�esk�epp v{nek n{re es}o vet�ulete v

n

= jvj , teh�at felhaszn�alva, hogy F{n

jvj =

R

R

n

= 1 ; hisz R = 1 :
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Z

F

v df =

Z

F

v

n

jdf j =

Z

F

jvj jdf j =

Z

F

jdf j = jF j :

Ami a vonalintegr�alokat illeti, a 4.6.3 pontban l�atni fogjuk, hogy v tetsz}oleges z�art egyszer}u ��ven vett

vonalintegr�alja nulla.

�

Erdemes m�eg megegyezni, hogy �altal�anos��t�asunk nem csak kett}on�el nagyobb, de az ann�al kisebb

dimenzi�ora, teh�at az egyenesre is vonatkozik. A pontt�olt�es tere az egyenesen, vagy a m�asik p�eld�ankat

alkalmazva, az egyenes lefoly�o, vagy "a v�aly�u" sebess�egtere :

v(r) =

r

jrj

ha r 6= 0 ;

amib}ol { mivel jv(r)j = 1 { leolvashat�o, ami szeml�elet�unkkel �es k�ozvetlen tapasztalatunkkal is egybev�ag,

hogy egy �alland�o keresztmetszet}u (csap �es lefoly�o n�elk�uli) cs}oben vagy csatorn�aban az �araml�o folyad�ek

sebess�ege �alland�o.

4.4.2 V�egtelen vezet}o m�agneses tere

A s��kbeli eset �altal�anos��t�as�ahoz legyen e = (e

1

; e

2

; : : : ; e

n

) a szok�asos b�azisR

n

{en �esL = L(e

3

; e

4

; : : : ; e

n

)

azaz az [xy]{s��kra mer}oleges alt�er. A pontszer}u vezet}o s��kbeli m�agneses ter�et le��r�o f�uggv�eny egy lehets�eges

n{dimenzi�os �altal�anos��t�asa a k�ovetkez}o vektorf�uggv�eny:

w(r) =

CROSS(e

3

; e

4

; : : : ; e

n

; r)

jCROSS(e

3

; e

4

; : : : ; e

n

; r)j

2

ha r 62 L :

Nos, ez a f�uggv�eny l�enyeg�eben nem k�ul�onb�ozik a m�ar t�argyalt k�etdimenzi�os esett}ol. Val�oban, az

1.7 Megjegyz�es alapj�an

CROSS(e

1

; e

2

; : : : ; e

n�2

; r) = (�1)

n�1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

e

1

e

2

e

3

e

4

: : : e

n�1

e

n

0 0 1 0 : : : 0 0

0 0 0 1 : : : 0 0

� � � �

� � � �

� � � �

0 0 0 0 : : : 1 0

0 0 0 0 : : : 0 1

x

1

x

2

x

3

x

4

: : : x

n�1

x

n

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= (�x

2

; x

1

; 0; 0; : : : ; 0) :

Vagyis bevezetve az x

1

= x ; x

2

= y ; e

1

= i �es e

2

= j jel�ol�eseket, azt kaptuk, hogy

w(x; y; x

3

; : : : ; x

n

) =

1

p

x

2

+ y

2

(�yi+ xj) ha x

2

+ y

2

6= 0 ;

ami nyilv�an teljesen anal�og a s��kbeli esettel. Teh�at egyr�eszt

divw =

2xy

(x

2

+ y

2

)

2

�

2xy

(x

2

+ y

2

)

2

= 0 ha x

2

+ y

2

6= 0 ;

��gy a Gauss-Osztogradszkij t�etellel minden L{be nem belemetsz}o, norm�al t�err�eszeket hat�arol�o fel�uleten a


uxus nulla. M�asr�eszt, a 4.6.3 pontban majd megmutatjuk, hogy w tetsz}oleges olyan z�art egyszer}u ��ven

vett vonalintegr�alja nulla, mely nem veszi k�orul L{et (l�asd a 4.18 (2) feladatot al�abb).

Speci�alisan h�aromdimenzi�oban ez a vektorf�uggv�eny a k�ovetkez}o alak�u (k a z tengely ir�any�u egys�eg-

vektor):

w(r) =

k � r

jk � rj

2

ha r 2 R

3

�es k 6 k r :
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k � r =

�

�

�

�

�

�

i j k

0 0 1

x y z

�

�

�

�

�

�

= (�y; x; 0) ; ��gy, ha k 6 k r ; akkor

w(x; y) =

1

p

x

2

+ y

2

(�y; x; 0) teh�at a z tengely pontjait kiv�eve

divw(x; y) =

2xy

(x

2

+ y

2

)

2

�

2xy

(x

2

+ y

2

)

2

= 0

rotw(x; y) = (0; 0;

y

2

� x

2

(x

2

+ y

2

)

2

�

y

2

� x

2

(x

2

+ y

2

)

2

) = 0

K�ovetkez�esk�eppen, a k�et integr�alt�etel alapj�an, a z tengelybe nem belemetsz}o, norm�al t�err�eszeket hat�arol�o

fel�uleteken a 
uxus nulla �es nulla a cirkul�aci�o is az olyan s��kg�orb�eken, melyek nem ker�ulik meg a z tengelyt

(ezek azok a s��kg�orb�ek, melyek �arny�eka az orig�ot nem tartalmaz�o k�etdimenzi�os norm�altartom�any hat�ara).

V�eg�ul, a k�etdimenz���os esetre val�o visszavezet�essel k�onnyen bel�athat�o (l�asd a 4.18(3) feladatot al�abb), hogy

a z tengely megker�ul}o s��kg�orb�eken (melyek �arny�eka az orig�ot belsej�eben tartalmaz�o norm�altartom�any

hat�ara) a cirkul�aci�o 2� :

4.5 Az integr�alt�etelek tov�abbi alkalmaz�asai

4.5.1 Egy�eb integr�alt�etelek

A 3.17 T�etel bizony��t�asa sz�o szerint minden v�altozat�as n�elk�ul alkalmazhat�o az al�abbi �altal�anos v�altozat

igazol�as�ara :

4.13 T�etel (Green{t�etelek)

Legyen V � R

n

norm�al t�err�esz, melynek hat�ara az F kifel�e ir�any��tott fel�ulet �es u ; v 2 C

2

(V ) tetsz}oleges

n{v�altoz�os f�uggv�enyek, melyeknek az F fel�uleti norm�alis ir�any�u ir�anymenti deriv�altjai

@u

@n

ill.

@v

@n

: Ekkor

(1) (Antiszimmetrikus Green-formula)

Z

V

(u�v + gradu � grad v) dV =

Z

F

u

@v

@n

jdf j :

(2) (Szimmetrikus Green-formula)

Z

V

(u�v � v�u) dV =

Z

F

(u

@v

@n

� v

@u

@n

) jdf j :

4.14 T�etel (Gauss{Osztrogradszkij tipus�u t�etelek)

Ha V � R

n

norm�al t�err�esz, melynek hat�ara az F kifel�e ir�any��tott fel�ulet, u : V ! R �es v : V ! R

n

tetsz}olegesek, tov�abb�a u ; v 2 C

1

(V ) ; akkor

(1) (I. Gauss{Osztogradszkij t�etel)

Z

V

div v dV =

Z

F

v df

(2) (Gradiens t�etel)

Z

V

gradu dV =

Z

F

u df :
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Tov�abb�a :

(3) (II. Gauss{Osztogradszkij t�etel)

Ha V � R

3

norm�al t�err�esz, melynek hat�ara az F kifel�e ir�any��tott fel�ulet �es v : V ! R

3

; v 2 C

1

(V )

tetsz}oleges, akkor

Z

V

rot v dV = �

Z

F

v � df

BIZONY

�

IT

�

AS. Ahogy m�ar eml��tett�uk, (1) bizony��t�asa a s��kbeli v�altozattal anal�og �es ugyanez igaz (2){re is.

Ami (3){at illeti, legyen R

3

szok�asos b�azisa e = (i; j; k) : Azt fogjuk megmutatni, hogy a k�et oldalon

�all�o vektorok mindh�arom komponense megegyezik. Miut�an persze a h�arom eset teljesen anal�og, csak az

egyiket, a k ir�any�u komponensek azonoss�ag�anak igazol�as�at r�eszletezz�uk.

El}osz�or is, ha v = (v

1

; v

2

; v

3

) , akkor

v � k =

�

�

�

�

�

�

i j k

v

1

v

2

v

3

0 0 1

�

�

�

�

�

�

= (v

2

;�v

1

; 0) ;

amib}ol

div(v � k) =

@v

2

@x

�

@v

1

@y

= k � rot v .

Nos, a Gauss-Osztrogradszkij t�etelt haszn�alva fenti eredm�eny a k�ovetkez}ore vezet :

Z

F

v � k df =

Z

V

div(v � k) dV =

Z

V

k � rot v dV = k �

Z

V

rot v dV

A bizony��t�as teljess�e t�etel�ehez, most m�ar csak annyit kell bizony��tanunk, hogy

Z

F

v � k df = �k �

Z

F

v � df :

Azonban a fel�uletmenti integr�alok de�n��ci�oja �es a vegyes szorzat (melyet al�abb sz�ogletes z�ar�ojellel jel�ol�unk)

ciklikus permut�aci�okra val�o invarianci�aja alapj�an ez egyszer}u sz�amol�assal ad�odik. Val�oban, legyen F

egyenlete r(u; v) = (x(u; v); y(u; v); z(u; v)) ; (u; v) 2 A : Ekkor

Z

F

v � k df =

Z

A

(v � k)(r(u; v)) �CROSS(r

u

; r

v

) dudv =

Z

A

CROSS(r

u

; r

v

) � (v � k) dudv =

=

Z

A

[CROSS(r

u

; r

v

) v k] dudv =

Z

A

[kCROSS(r

u

; r

v

)v] dudv = �

Z

A

k � (v � CROSS(r

u

; r

v

)) dudv =

= �k �

Z

A

(v � CROSS(r

u

; r

v

)) dudv = �k �

Z

A

v � df :

Mivel a 3.7 K�ovetkezm�eny bizony��t�as�aban szerepl}o (*) �all��t�as sz�o szerint �atvihet}o tetsz}oleges nem

nulla v�eges dimenzi�ora, fenti t�etelek k�ozvetlen k�ovetkezm�enyeik�ent ad�odnak az invari�ansok �es a gradiens

magasabb dimenzi�okra is �erv�enyes s}ur}us�eg{jelleg}u jellemz�esei :

4.15 K�ovetkezm�eny (Ignatowsky{f�ele de�nici�ok)

(1) Legyen r

0

2 G � R

n

tetsz}oleges ny��lt halmaz, v : G! R

n

�es u : G! R folytonosak. Ha a (V

k

) r

0

{ra

zsugorod�o R

n

{beli norm�al t�err�eszek tetsz}oleges olyan sorozata, melyre minden k 2 N eset�en V

k

� G

hat�ara a kifel�e ir�any��tott F

k

fel�ulet, akkor

div v

r

0

= lim

k!1

1

jV

k

j

�

Z

F

k

v df

gradu

r

0

= lim

k!1

1

jV

k

j

�

Z

F

k

u df
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(2) Legyen r

0

2 G � R

3

tetsz}oleges ny��lt halmaz �es v : G ! R

3

folytonos. Ha a (V

k

) r

0

{ra zsugorod�o

R

3

{beli norm�al t�err�eszek tetsz}oleges olyan sorozata, melyre minden k 2 N eset�en V

k

� G hat�ara a kifel�e

ir�any��tott F

k

fel�ulet, akkor

rot v

r

0

= � lim

k!1

1

jV

k

j

�

Z

F

k

v � df

4.5.2 Fel�ulet{ �es vonalmenti integr�alok sz�am��t�asa

Az integr�alt�eteleknek k�ul�onb�oz}o integ�alok kisz�am��t�ara val�o alkalmaz�as�at egy olyan p�eld�aval illusztr�aljuk,

melyben a fel�uleti integr�al kisz�am��t�as�ara mind a k�et f}o integr�alt�etel alkalmazhat�o.

4.16 P�elda

Legyen k a z tengely ir�any�u egys�egvektor �esK az [xy]{s��kbeli orig�ok�oz�eppont�uR sugar�u�k egys�egnorm�alis�u

k�orlap, tov�abb�a F tetsz}oleges olyan fel�ulet, hogy F + K egy norm�al t�err�esz kifele ir�any��tott hat�ara.

Sz�am��tsuk ki v(r) = rot(k � r) eset�en az

Z

F

v df

integr�alt !

1. MEGOLD

�

AS

Gauss-Osztrogradszkij t�etellel :

Z

F

v df +

Z

K

v df =

Z

F+K

v df =

Z

V

div v dV = 0 ;

mert rot(k � r) = 2k (l�asd az 4.12 (5)

�

All��t�ast) �es ��gy div rot v = div rot(k � r) = div 2k = 0 :

Teh�at

(*)

Z

F

v df = �

Z

K

v df :

Sz�am��tsuk ki a jobboldali integr�alt ! MivelK norm�alisa�k ir�any�u,��gy k{nak a norm�alisra es}o vet�ulete�1 ,

teh�at

Z

K

v df =

Z

K

rot(k � r) df =

Z

K

2k df = 2

Z

K

�1 jdf j = �2

Z

K

jdf j = �2jKj = �2R

2

� ;

��gy (*){gal

Z

F

v df = �

Z

K

v df = 2R

2

� :

2. MEGOLD

�

AS

Legyen L a K �K{b�ol n�ezve pozit��van ir�any��tott hat�ara, az [xy]{s��kbeli orig�ok�oz�eppont�u R sugar�u

k�orvonal �es L �erint}o egys�egvektora e : Mivel e �es k � r azonos ir�any�uak, teh�at (k � r)

e

, k � r{nek e{re

es}o vet�ulete �eppen jk� rj , valamint �gyelembe v�eve, hogy k �es r mer}olegesek egym�asra (hisz a k�or benne

van az [xy] s��kban) �es hogy a k�or�on jrj = R , Stokes t�etellel azt kapjuk, hogy

Z

F

v df =

Z

F

rot(k � r) df =

Z

L

k � r dr =

Z

L

(k � r)

e

jdrj =

Z

L

jk � rj jdrj =

Z

L

jkj jrj jdrj =

=

Z

L

R jdrj = R

Z

L

jdrj = RjLj = R2R� = 2R

2

� :
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4.5.3 Egy geometriai alkalmaz�as: az n{dimenzi�os k�up t�erfogata

Legyen F egy olyan n � 2 dimenzi�os fel�ulet, mely az n: koordin�atatengelyre mer}oleges n � 1 dimenzi�os

E

n�1

koordin�ataalt�er E = (0; 0; : : : ; 0;m) + E

n�1

elt�oltj�aban van �es tegy�uk fel, hogy F a T � E

(n � 1){dimenzi�os fel�ulet hat�ara. Legyen F egyenlete s = s(u) ; u 2 A � R

n�2

: Ha az r = r(u; t) =

= t � s(u) ; u 2 A ; t 2 R ; 0 � t � 1 egy (n � 1){dimenzi�os K fel�uletet de�ni�al, akkor ezt az

n{dimenzi�obeli orig�ocs�ucs�u T alap�u mmagass�ag�u k�up(pal�ast)nak nevezz�uk. Az elnevez�es nyilv�an

jogos, hiszen h�aromdimenzi�os esetben ez a de�n��ci�o a z = m s��kban fekv}o F alapg�orb�ej}u �es T alaplap�u

orig�ocs�ucs�u (k�oz�ons�eges) k�upot adja. Nos, ha K + T egy n dimenzi�os V norm�al t�err�esz kifel�e ir�any��tott

hat�ara, melynek t�erfogata V

0

�es T felsz��ne t , akkor

V

0

=

tm

n

;

azaz a k�up t�erfogata : "alapter�ulet szorozva magass�ag osztva a dimenzi�oval".

T F

nK

s

E n-1

E

 e n

m

Val�oban, legyen v(r) = r : Mivel r de�n��ci�oj�ab�ol r

t

= s(u) ; ��gy CROSS de�n��ci�oja alapj�an a w = (u; t)

jel�ol�essel, ha r 2 K ; akkor

n = CROSS(r

w

) ? r

t

= s(u) k t � s(u) = r = v;

teh�at

(1)

Z

K

v df =

Z

K

v

n

jdf j = 0 :

M�asr�eszt, T � E miatt T egys�egnorm�alisa pontosan e

n

; az n: koordin�ataegys�egvektor�es persze ugyanez�ert

a T{beli vektorok utols�o koordin�at�aja m , ��gy

ha r 2 T ; akkor r 2 T , teh�at r � e

n

= m;

vagyis

(2)

Z

T

v df =

Z

T

v

e

n

jdf j =

Z

T

v � e

n

jdf j =

Z

T

r � e

n

jdf j =

Z

T

m jdf j = m

Z

T

j df j = mt :

Most j�ohet a Gauss-Osztrogradszkij t�etel, amivel (felhaszn�alva persze azt, hogy div v = div r = n ) :
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Z

T

v df +

Z

K

v df =

Z

K+T

v df =

Z

V

div v dV =

Z

V

div v dV =

Z

V

n dV = n

Z

V

dV = nV

0

:

Ez pedig m�ar a bizony��tand�o �all��t�as, hiszen (1) �es (2) alapj�an ebb}ol

mt =

Z

T

v df = nV

0

:

�

Erdemes a kapott formul�at az els}o n�eh�any dimenzi�oban egy p�ar speci�alis esetre kipr�ob�alni :

(1) n = 1 : az m magas szakasz hossza (egydimenzi�os t�erfogata) (az alap nulldimenzi�os felsz��ne az

1.14 (4) megjegyz�es szerint 1) :

V

0

=

1 �m

1

= m:

(2) n = 2 : az m magas a alaphossz�us�ag�u h�aromsz�og szakasz ter�ulete (k�etdimenzi�os t�erfogata) :

V

0

=

am

2

;

vagyis az n{dimenzi�os k�up t�erfogat�ara kapott �osszef�ugg�es�unk a h�aromsz�og j�ol ismert ter�uletk�eplet�enek :

"alap szorozva magass�ag osztva kett}o" �altal�anos��t�asa, m�assz�oval a h�aromsz�og ter�uletk�eplet�eben a kettes

a dimenzi�osz�am, az�ert ennyi szerepel itt, mert a h�aromsz�og s��kidom.

(3) n = 3 : az m magas R sugar�u k�ork�up t�erfogata :

V

0

=

R

2

�m

3

:

(4) n = 4 : az m magas R sugar�u g�ombk�up t�erfogata :

V

0

=

4R

3

�

3

m

4

=

R

3

�m

3

:

4.5.4 Egy �zikai alkalmaz�as: Archimedes t�orv�enye

1. p

0

k�uls}o nyom�as eset�en nyugv�o � s}ur}us�eg}u homog�en folyad�ekban a felsz��nt}ol sz�am��tott h m�elys�egben

a nyom�as, az �un. hidrosztatikai nyom�as, a k�uls}o nyom�as �es fel�uletelem felett l�ev}o f�ugg}oleges folyad�ek-

oszlop s�uly�ab�ol sz�armaz�o nyom�as �osszege, azaz

p = p

0

+ �gh ;

amely f�uggetlen a fel�uletelem ir�any��t�as�at�ol (g a gravit�aci�os �alland�o).

(Maga a p nyom�as �altal�aban a q fel�ulet}u lapra (vagy �q fel�uletelemre) mer}olegesen �es egyenletesen hat�o

nyom�oer}o F (ill. �F ) nagys�ag�anak �es a fel�uletnek h�anyadosa, azaz a k�ovetkez}o skal�aris mennyis�eg:

p =

F

q

(ill. p =

�F

�q

) :

�

(V�o. pl. Bud�o

�

Agoston: K��s�erleti Fizika I. 224. �es 211. old.)

2. Fentiek alapj�an valamely folyad�ekban egy V t�err�eszt kit�olt}o test eset�en, a folyad�ek hidrosztatikai

nyom�as�ab�ol sz�armaz�o, a testre hat�o er}ok ered}oje, azaz a test hat�ar�at alkot�o z�art befel�e ir�any��tott F

0

fel�uletre hat�o ered}o er}o (az �abr�at l�asd a t�uloldalon) :

F =

Z

F

0

p df :
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e

h

V

F0

Mivel a folyad�ek homog�en, azaz � �alland�o, teh�at c = � �g konstans, p csak h{t�ol f�ugg, p = p(h) = p+ c �h,

��gy jgrad pj = c = �alland�o �es gradp minden�utt lefel�e mutat (h csak erre v�altozik �es erre n}o), teh�at ha e

a lefel�e mutat�o egys�egvektor, akkor

grad p = c � e :

Ebb}ol, a t�err�esz t�erfogat�at V

0

{al jel�olve, gradiens t�etellel

F =

Z

F

0

p df = �

Z

�F

0

p df = �

Z

V

grad p dV = �

Z

V

c � e dV = �c � e

Z

V

dV = �cV

0

� e = �g�V

0

� e :

Mivel �V

0

a test t�erfogat�aval megegyez}o t�erfogat�u folyad�ek t�omege, teh�at g�V

0

ennyi folyad�ek s�ulya, azt

kaptuk, hogy a testre hat�o ered}o er}o a test t�erfogat�aval megegyez}o t�erfogat�u folyad�ek s�uly�aval egyenl}o

nagys�ag�u �es azzal ellenkez}o ir�any�u, vagyis p�eld�aul ha a folyad�ek v��z, akkor

egy v��zbe m�artott test a s�uly�ab�ol annyit veszt,

amennyi az �altala kiszor��tott v��z s�ulya.

4.6 Potenci�alelem�elet elemei

4.6.1 Egzisztencia �es unicit�as

A potenci�al l�etez�es�ere �es egy�ertelm}us�eg�ere vonatkoz�o legfontosabb k�et eredm�eny, a 3.28 T�etel �es a

3.32 T�etel h�aromdimenzi�os v�altozat�anak bizony��t�asa a k�etdimenzi�os v�altozat bizony��t�as�anak sz�o szerinti

m�asolata, ugyanis egyik bizony��t�asban sem haszn�altuk ki sehol azt, hogy s��kon van. S}ot, ez igaz b�armely

v�eges dimenzi�ora is, term�eszetesen a rot�aci�ora vonatkoz�o felt�etel alkalmas m�odos��t�as�aval. Nevezetesen,

legyen v : V ! R

n

tetsz}oleges vektorf�uggv�eny. Azt mondjuk, hogy v keresztbe vett parci�alis de-

riv�altjai megegyeznek ha (v

i

)

x

j

= (v

j

)

x

i

minden i; j = 1; 2; : : : ; n eset�en. Nos, nyilv�an, ez a felt�etel

�ertelmezhet}o tetsz}oleges n pozit��v eg�esz eset�enR

n

{re, tov�abb�a, ha n = 2 �es n = 3 ; akkor ekvivalens azzal,

hogy v rot�aci�oja nulla. A 3.28 �es a 3.32 t�etelek bizony��t�as�aban a rot�aci�o elt}un�es�et a keresztbe vett parci�alis

deriv�altak megegyez�es�evel helyettes��tve megkapjuk ezen t�etelek R

n

{re vonatkoz�o �altal�anos��t�as�at :

4.17 T�etel

Legyen G � R

n

tetsz}oleges ny��lt, �osszef�ugg}o halmaz �es v : G ! R

n

folytonos vektorf�uggv�eny. Ekkor az

al�abbi �all��t�asok mindegyike k�ovetkezik az els}ob}ol �es ha G csillagszer}u tartom�any, akkor mindezen �all��t�asok

ekvivalensek is :
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(1) v{nek van potenci�alja S{en.

(2) v g�orbementi integr�alja minden G{be es}o k�et pont k�oz�otti G{beli g�orbe eset�en csak a kezd}o{ �es

v�egpontokt�ol

f�ugg, a g�orbe v�alaszt�as�at�ol nem

(3) v g�orbementi integr�alja minden G{be es}o z�art egyszer}u ��ven nulla.

(4) v keresztbe vett parci�alis deriv�altjai megegyeznek az eg�esz G{n, amennyiben v 2 C

1

(G) .

4.6.2 Potenci�alkeres�es

A s��kon alkalmazott mindk�et m�odszer k�onnyed�en kiterjeszthet}o magasabb dimenzi�okra. Pontosabban,

mivel az orig�okezd}opont�u szakasz ment�en val�o vonalintegr�al alkalmaz�asakor egy�altal�aban nem haszn�altuk

ki, hogy R

2

{en vagyunk, enn�el a m�odszern�el csup�an annyi a v�altoz�as, hogy a rot�aci�o elt}un�ese helyett

a keresztben vett parci�alisok megegyez�es�et kell vizsg�alnunk, ha garant�alni akarjuk, hogy a m�odszer

helyes eredm�enyt szolg�altat. A parci�alis di�erenci�alegyenletrendszer megold�as�at haszn�al�o m�odszer al-

kalmaz�as�anak kiterjeszt�es�et egy egyszer}u p�eld�an ilusztr�aljuk.

Legyen

v = v(x; y; z) = (y + z; x+ w; x + w; y + z)

az a vektorf�uggv�eny, melynek potenci�alj�at meg akarjuk hat�arozni.

Mivel (v

1

)

y

= 1 = (v

2

)

x

; (v

1

)

z

= 1 = (v

3

)

x

; (v

1

)

w

= 0 = (v

4

)

x

; (v

2

)

z

= 0 = (v

3

)

y

; (v

2

)

w

= 1 =

= (v

4

)

y

; (v

3

)

w

= 1 = (v

4

)

z

; ��gy v{nek t�enyleg van potenci�alja az eg�esz s��kon. Legyen u ez a potenci�al.

Ekkor (v

1

; v

2

; v

3

; v

4

) = v = gradu = (u

x

; u

y

; u

z

; u

w

) miatt a

(*) v

1

= u

x

; v

2

= u

y

; v

3

= u

z

; v

4

= u

w

�osszef�ugg�eseknek fenn kell �allniok. Ezt az egyenletrendszert kell megoldanunk.

Induljunk ki p�eld�aul az

u

x

= v

1

= y + z

egyenletb}ol. Ekkor x szerint integr�alva

u = (y + z)x+ a(y; z; w)

valamely a = a(y; z; w) csak y; z �es w{t�ol f�ugg}o di�erenci�alhat�o f�uggv�enyre. Ebb}ol, v de�n��ci�oj�ab�ol �es

(*){b�ol

x+ w = v

2

= u

y

= x+ a

y

;

x+ w = v

3

= u

z

= x+ a

z

;

y + z = v

4

= u

w

= a

w

;

teh�at

(**) a

y

= w ;

a

z

= w ;

a

w

= y + z ;

Vegy�uk �eszre, hogy ezzel az u{ra vonatkoz�o n�egy egyenletb}ol �all�o (*) �osszef�ugg�est egy, az a{ra vonatkoz�o

m�ar csak h�arom egyenletb}ol �all�o �osszef�ugg�esre reduk�altuk. L�athat�o teh�at, hogy a s��kbeli potenci�alkeres

ismertet�esekor adott algoritmus minden l�ep�esben eggyel cs�okkenti a megoldand�o egyenletrendszerben

szerepl}o egyenletek sz�am�at. Teh�at az elj�ar�ast folytatva az el}oz}o �osszef�ugg�esek k�oz�ul az els}ob}ol a

y

= w ,

��gy :

a = wy + b(z; w)

valamely b = b(z; w) csak z �es w{t}ol f�ugg}o di�erenci�alhat�o f�uggv�enyre, amib}ol (**){gal

b

z

= a

z

= w ;

y + b

w

= a

w

= y + z ;

vagyis

84



(***) b

z

= w ;

b

w

= z ;

teh�at

b = wz + c(w) ;

valamely c = c(w) csak wz{t}ol f�ugg}o di�erenci�alhat�o f�uggv�enyre, amib}ol (***) alapj�an

z = b

w

= z + c

0

;

teh�at

c

0

= 0 ; vagyis c konstans.

Visszahelyettes��tve a b , a �es u{ra vonatkoz�o el}oz}o �osszef�ugg�esekbe megkapjuk a keresett potenci�alt :

b = wz + c ; a = wy + wz + c ; u = (y + z)x+ wy + wz + c = (y + z)(x+ w) + c .

�

Es persze val�oban :

u

x

= y + z = v

1

; u

y

= x+ w = v

2

; u

z

= x+ w = v

3

; u

w

= y + z = v

4

:

4.6.3 A pontt�olt�es er}oter�enek �es du�alis�anak potenci�alja

Alapvet}o �zikai alkalmaz�asainkat a 4.4 pontban �altal�anos��tottuk. Most mogmutatjuk, hogy ezen

�altal�anos��t�asok eset�en is l�etezik potanci�al, ami a 4.4 pontban elmondottakkal egy�utt azt jelenti, hogy

ezek a kiterjeszt�esek meg}orzik az erdeti s��kbeli f�uggv�enyek legl�enyegesebb von�asait.

a) A pontt�olt�es er}otere

Az n{dimenzi�os pontt�olt�es er}oter�enek potenci�alj�anak meghat�aroz�as�ahoz felhaszn�aljuk azt a 3.6.2

b){ben kapott eredm�enyt, hogy ha m nemnegat��v eg�esz, akkor

grad

jrj

m+2

m+ 2

=

1

m+ 2

grad jrj

m+2

=

1

m+ 2

(m+ 2)jrj

m+1

gradjrj = jrj

m+1

r

jrj

= rjrj

m

(r 6= 0) :

Vegy�uk �eszre, hogy itt sehol sem haszn�altuk a felt�etelt, teh�at a kapott eredm�eny igaz minden olyan m

eset�en, melyre a baloldal egy�altal�an �ertelmes, teh�at minden m 6= �2{re. Ezzel k�eszen is vagyunk, hiszen

a 3.6.3 pontban a s��kbeli esetre m�ar meghat�aroztuk a potenci�alt, teh�at a fenti �osszef�ugg�esb}ol az m = �n

helyettes��t�essel :

A v(r) =

r

jrj

n

; (n � 1 eg�esz) f�uggv�eny potenci�alja u(r) =

8

<

:

1

2�n

1

jrj

n�2

ha n 6= 2

ln jrj ha n = 2

(r 6= 0):

Ebb}ol azt�an a 4.17 T�etel alapj�an az is k�ovetkezik, hogy v{nek tetsz}oleges z�art egyszer}u ��ven vett vonalin-

tegr�al nulla. Ami az er}ovonalakat illeti, a s��kbelihez hasonl�oan az �altal�anos esetben is ezek az orig�ob�ol in-

dul�o f�elegyenesek, melyek �erint}oi az ekvipotenci�alis fel�uletek, azaz az orig�ok�oz�eppont�u g�omb�ok norm�alisai.

b) V�egtelen vezet}o m�agneses tere

Eml�ekeztet}o�ul, a teret le��r�o, a k�etdimenzi�ossal anal�og f�uggv�eny (l�asd a 4.4.2 pontot) :

w(x; y; x

3

; : : : ; x

n

) =

1

p

x

2

+ y

2

(�yi+ xj) ha x

2

+ y

2

6= 0 :

A s��kbeli esethez hasonl�oan mutathat�o meg, hogy w{nek minden csillagszer}u tartom�anyon, melynek

elemeire fenn�all, hogy x

2

+ y

2

6= 0 van potenci�alja, p�eld�aul a negat��v y tengellyel felmetszett s��kon az

u(x; y; x

3

; : : : ; x

n

) =

8

>

<

>

:

arctg

y

x

ha x > 0

�

2

ha x = 0 ; y > 0

arctg

y

x

+ � ha x < 0
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f�uggv�eny. Ebb}ol k�ovetkez}oen a 4.17 T�etel szerint tetsz}oleges olyan z�art egyszer}u ��ven vett vonalintegr�al

nulla, mely a

L = f(x; y; x

3

; : : : ; x

n

) 2 R

n

: x

2

+ y

2

= 0g

halmazt nem veszi k�or�ul (l�asd a 4.18 (2) feladatot).

4.7 Feladatok

(1) Bizony��tsuk be, hogy h�aromdimenzi�os t�eren fel�ulet hat�ar�anak �arny�eka az �arny�ek hat�ara !

(2) Fogalmazzuk meg a "k�or�ulveszi a z tengelyt" tulajdons�ag �altal�anos��t�as�at a k�etdimenzi�os eset mint�aj�ara

(l�asd a 3.6.3 b) pont utols�o mondat�at) !

(3) Bizony��tsuk be, hogy a z tengely megker�ul}o s��kg�orb�eken, azaz azokon a s��kg�orb�eken, melyek �arny�eka

az orig�ot belsej�eben tartalmaz�o norm�altartom�any hat�ara, a

w(r) =

k � r

jk � rj

2

(r 2 R

3

; k 6 k r)

h�aromdimenzi�os vektorf�uggv�eny cirkul�aci�oja 2� !

(4) Bizony��tsuk be, hogy b�armely I intervallum eset�en

jyj =

c

jxj

n

f�uggv�enyegyenlet I{n folytonos megold�asai azonosak a

y =

c

x

n

f�uggv�enyegyenlet I{n folytonos megold�asaival !

(5) Bizony��tsuk be, hogy ha egy g�orbe �arny�eka valamely b�azisban pozit��v ir�any��t�as�u, akkor minden

b�azisban az.

(6) Bizony��tsuk be tetsz}oleges egys�egnorm�alis�u s��kfel�uletre a a Stokes t�etelt !
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