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1. Alapfogalmak

Ebben az el6készité fejezetben a vektorfiiggvények, (azaz R™ valamely részhalmazibdl R™—be képezd
fiiggvények) integréiljdnak (pontosabban tobb kiillonbozé integraljanak) fogalmat definidljuk a tobbvéltozas
fiiggvények integralfogalmanak &altalanositdsaval. El6szor azonban az altalanos definicidhoz sziikséges
alapfogalmakat vezetjiik be. Az els6é paragrafusban az ”irdnyitott nagysag” fogalmat definidljuk, mig a
masodikban megadjuk azokat a specidlis alakzatokat, melyeken integralni fogunk.

1.1 Vektorialis szorzat altalanositasa

A tobbviéltozods fliggvények integralfogalmdt gy szeretnénk altaldnositani, hogy az integral az in-
tegralasi tartomany térbeli elhelyezkedésére is érzékeny legyen. Ehhez a tartomdanyt irdnyitott elemekre
kell felosztanunk, tehat sziikségiink lesz egy ”irdnyitott nagysdg (teriilet, térfogat stb.)” fogalomra,
melyet a vektoridlis szorzatbdl fogunk szarmaztatni. Mivel egy olyan integralfogalmat akarunk kapni,
mely nem csak haromdimenzids térre alkalmazhaté (hanem — tébbek k6zott — a sikra is), a vektoridlis
szorzat fogalmdat minden egynél nagyobb véges dimenzidra altaldnositjuk. Emlékeztetiink arra, hogy
a haromdimenzids a és b vektorok vektoridlis szorzata az ¢ vektor, mely merdleges mind a-ra mind
b—re, hossza az a és b altal kifeszitett paralelogramma teriilete és irdnya olyan, hogy a,b és ¢ jobbrend-
szert alkot. Az ebben a definiciéban szerepl6 fogalmak kiterjesztése tetszéleges egynél nagyobb véges
dimenziéra kozvetleniil fogja szolgaltatni a vektoridlis szorzatnak megfeleld dltalanos fogalmat. Ennek
definicidja utan kiszamitasanak modszerével foglalkozunk (kiilon kitérve a két— és hdromdimenzids esetre)
és megadjuk legfontosabb tulajdonsigait.

A paralelogramma teriiletének altaldnositisa n—dimenzids térben tetszoleges n darab vektor altal
kifeszitett paralelotop térfogata, melyet a vektorok altal meghatdrozott determindns abszolat értéke ad
meg. Ennek a fogalomnak médositasaval juthatunk az n—dimenzids térben valamely 1 < k < n darab
vektor altal kifeszitett paralelotop térfogatanak fogalmahoz.

1.1 Definicié (Paralelepipedon térfogatanak altalanositdsa)
Legyen n,k € N, 1 <k <n,a= (a,as,...,ar), a; € R® minden 1 < ¢ < n —re. Legyen
e = (e1,€2,...,e,) R™ olyan orthonormilt bézisa, melyre fenndll, hogy a elemei benne vannak
az ¢ = (e1,es,...,e) altal kifeszitett altérben. Az a altal kifeszitett paraleletop k—dimenzids
térfogatdn, melyet V(a) —val jeloliink, azon mdtrix determindnsanak abszolit értékét értjik, mely a
elemeinek e'-beli oszlopvektoraibdl all.

1.2 Megjegyzések
(1) A fenti definicié értelmes, mindig van a feltételeknek megfeleld e bézis.
(2) A determindns tulajdonsigaibdl kovetkezben:
(a) a fent definidlt k—dimenzids térfogat csak a—tdl fligg, a valasztott e bazistél nem.

(b) a paralelotop k—dimenziés térfogatinak fogalma a szakasz hosszdnak, a paralelogramma teriiletének
és a paralelepipedon térfogatanak altalanositasa.

1.3 Példa

Legyenn =3,k =2, a = (a1,a2) , ahol a1 = (2,0,0) , ax = (1,3,’0). Ha e = (i,j,k) R? szokésos
bézisa, azaz i = (1,0,0), j = (0,1,0) és k = (0,0, 1), akkor ¢’ = (i,7). Igy

(451 (1) (451 (2)

VO =1 0,01) as(2)

2 0
=13 5l



1.4 Definicié (Jobbcsavar szabdly altaldnositdsa)

Legyen e R"™ szokdsos bazisa és legyen f tetszbleges n elemi linedrisan fliggetlen vektorrendszere
R"-nek. f jobbsodrasu vektorrendszer, ha detIef > 0. (T _ az e16l az f-re vald attérés

matrixa.)

ef

1.5 Definicié (Vektoridlis szorzat dltaldnositdsa)
Legyenne N,n>1,a,as,...,a,-1 € R™.

CROSS(a1,as,...,a,-1) az az egyértelmiien meghatarozott R™beli vektor, mely
(1) mer6leges az L(a1,az,...,a,_1) altérre
(2) hossza az ay,as, .. .,a,—1 altal kifeszitett paraleletop n — 1 dimenzids térfogata
(3) irdnya olyan, hogy az as, as, ..., a,—1, CROSS(a1,as,...,a,—1) vektorrendszer jobbsodrisu.

1.6 Allitas (Vektoridlis szorzat kiszamitasanak altaldnositasa)

Legyenn € N, n > 1 éslegyencek ay,as,. .., an—1, tetszéleges R™beli vektorok. Legyene = (e1,e2,...,€y)
R”™ wvalamely jobbsodrdsi orthonormalt bdzisa. Ekkor

CROSS(al, az, ... ,(lnfl) = (_1)n71 - (elAl + 62142 + ...+ enAn)

ahol A; (i = 1,2,...,n) bdrmely olyan n X n —es mdtriz elsé sordnak i.—edik eleméhez tartozd eldjeles
aldetermindnsa, melynek j. sora (j =2,...,n) aj_1 e-beli sorvektora.

1.7 Megjegyzés
Mivel a fenti allitas miatt CROSS kiszamitdsa analég egy determinansnak els6 sora szerinti kifejtésével,
gyakran fogjuk hasznélni az alabbi mnemotechnikailag hasznos jel6lést :

el €2 S €n—1 €n
a1 (1) a(2) ... ai(n—1) ai (n)
as(1) az(2) ... a2(n-—1) as(n)
CROSS(ay,as,...,an_1) = (=1)""*. - . - . ,
an—1(1) ap-1(2) ... ap—1(n—1) ap—1(n)
ahol persze a i. sor (i =2,...,n) a;_1 e-beli sorvektora.

Specidlisan

(1) han =2, akkor v = (v1,v2) € R? , i = (1,0), j = (0,1) jel6lésekkel :

g

CROSS(v) = —| '
1 2

= (—UQi + Ulj) = (—U2,U1)

vagyis CROSS(v) v—nek +m/2-el valé elforgatottja. Ebbdl nyilvin
CROSS(CROSS(v)) = —v

(2) han =3 ) akkor a v = (U17U27U3) , W = (’LUl,’LUQ,’U.)g) € R3 ) i = (1700)7 .7 = (07170)7 k = (07071)
jeloléseket hasznélva :
1 Jj k
CROSS(v,w) =| v1 w2 w3 |=vXw
w; W2 wWs

1.8 Allitas (CROSS 6rokli a vektorialis szorzat tulajdonsagait)

(1) CROSS(a1,a2,...,Gi,...,aj,...,an_1) = —CROSS(ai,as,...,a;,...,8:,...,0p1)
(2) CROSS(G@,UQ,...,b,...,b,...,an_l) =0



(3) CROSS(m +b,as,..., an_l) = CROSS(al, as,. .., an_l)-I-CROSS(b, as, ... ,an_l)
(4) CROSS(A - aq,as9,...,a,-1) = A-CROSS(a1,as,...,a,-1) (A €R)

1.2 Gorbék és feliiletek véges dimenzids linearis normalt tereken

Ratériink R"™ azon részhalmazainak definidlasara és legfontosabb jellemz6ik megadasara, melyek in-
tegraldsi tartomdanyként szerepelhetnek. A tdrgyalds soran néhany példdval illusztraljuk az djonnan
bevezetett fogalmakat.

Az aldbbi definicié annak a szemléletes feliiletfogalomnak az egzakt megfelelGje és dltalanositdsa, mely
szerint ”a korlapbdl nyujtassal, csavarassal, 6szenyomassal szakitds és belsé pontban vald ragasztas nélkiil
kapott alakzatok a feliletek”.

1.9 Definicié (Feliiletek)
Tegyiik fel, hogy n e N, n > 1.
(1) Legyen H C R"™ tetszéleges halmaz. Bérmely f fligyvény szakaszonként folytonosan de-
rivdlhaté H-n (jelben f € C1(H)), ha f folytonos H—n és H el64ll véges sok olyan mérhet6 pronként
koz0s bels6 pont nélkiili részhalmazanak unidjaként, melyek mindegyikének belsejében folytonosan de-
rivalhaté és itt a derivaltja korlatos.

(2) Legyen H C R" tetszéleges. H lezértjanak nevezziik azt a H halmazt, melynek elemei H elemei
és H torlédési pontjai. H Osszefliggd, ha nincs A, B C H,hogy AUB=H,A NB=B NA=40.

(3) Legyen m € N, 1 < n < m és legyen A C R™ zart, korlatos, Osszefiiggd, mérhetd és nem iires
belsejii halmaz. Legyen r = r(u) A-n értelmezett, A-n szakaszonként folytonosan derivdlhaté és A
belsejében invertadlhaté R™-be képezo fliggvény, melynek parcidlis derivaltjai, az

Tu = (ruurum"';run)

vektor komponensei (melyek maguk is R™-beli vektorok) — ahol 1éteznek — linedrisan fiiggetlenek. A
Rg r halmazt az r dltal definidlt (n dimenziés) (m dimenziébeli) feliiletnek és r - et a feliilet
(explicit) egyenletének nevezziik.

(4) Ha a feliilet dimenziéja azonos annak a térnek dimenzidjaval, melynek részhalmaza, azaz n = m,
térrésznek, ha eggyel kisebb anndl, azaz n = m — 1, akkor valédi (hiper) feliiletnek nevezziik. Ha
egy valédi hiperfeliilet linedris altér eltoltja, akkor hipersiknak nevezziik. Az egydimenzios feliileteket
gorbéknek nevezziik.

(5) R™ kolcsonosen egyértelmii inverzeivel egyiitt folytonos leképezéseit homeomorfizmusoknak
nevezziikk. Az n—dimenziés zart gébmbok homeomorf képeiként el6alls felilleteket elemi héjaknak,
mig az egydimenzids elemi héjakat, azaz azokat a gbrbéket, melyek zart intervallumok homeomorf
képei elemi iveknek nevezziikk. Szakasznak nevezzik az r(t) = ro + te, t € I alakd fiiggvények altal
definidlt gorbéket, ha I C R valamely intervallum és ro, e € R", ¢ # 0. Egy n—dimenzios feliilet
bels6 pontjai azok a pontok, melyek el6allnak valamely n—dimenzids nyilt egységgdmb egy pontjanak
olyan homeomerfizmus szerinti képeként, melynél az egész egységgdmb képe a feliiletre esik. A feliilet
belsé pontjainak halmazat a feliilet belsejének nevezziik és Int F - el jeloljik, a tobbi pontokat a
felillet hatarpontjainak nevezziik, ezek a feliilet hatarat alkotjak. Egy feliiletet zartnak neveziink,
ha minden pontja bels6é pont.

1.10 Megjegyzés

Vegyiik észre, hogy a fenti definiciéban nem minden jelzé nélkiil csak feliilet, hanem valamely r fiigguény
daltal definidlt feliilet szerepel. Tehat feliileten nem R™ valamely részhalmazat énmagaban, hanem ezt
a részhalmazt mint egy (a fenti feltételeknek eleget tevd) r fiiggvény értékkészletét értjik, magdval az
r fliggvénnyel egyitt. Pontosabb volna tehdt, ha azt mondanank, hogy felilleten egy olyan (F,r) part



értiik, melyre F' = Rgr, ez azonban nincs 0sszhangban koznapi feliilet képlinkkel, tovabba a jelolést és
a terminologiat is tulsdgosan elbonyolitand. Mdésszéval, ahogy az alabbiakban latni fogjuk, kiilonbséget
tesziink két olyan feliilet kozo6tt, melyeknek egyenletei R™ ugyanazon részhalmazat hatdrozzak meg. Azt
is latni fogjuk, hogy, bar sokszor ennek a kiilonbségtevésnek nincs jelent6sége, vannak esetek, amikor
lényeges elvi kovetkezményekkel jar. Mindenesetre fontos, hogy a tovabbiakban:

ha mdst nem mondunk, akkor felileten mindig valamely r fliggvénnyel
definidalt feliletet €s egyenletén mindig ezt az v figguényt €rtjik.

Az alabbi példakban és a tovabbiakban is — ha mast nem mondunk — a feliiletek egyenleteiben szereplé
konstansok, melyek a feliiletek méreteit rogzitik (sugdr: R, magassdg: h, stb.) mindig pozitivak.

1.11 Példak
(1)(a) a, b € R™. a és b-t Osszekotd szakasz : r(t) =a+t(b—a), t€]0,1]
(b) R sugart origékozéppontd kérvonal a sikban : r(t) = (Rcost, Rsint), t € [0, 2]

(c) R sugari z tengelyil origbcstucsu n/4 félnyilasszogli kippaldstra irt egyenletes menetemelkedésii
csavarvonal:

r(t) = (tcost,tsint,t), t € [0, R]

(2)(a) R sugart origék6zéppontu gémbfelilet:
r(u,v) = (Rcosusinv, Rsinusinv, Rcosv) ,u € [0,27] , v € [0, 7]
(b) R sugart z tengelyl h magas hengerpaldst:
r(u,v) = (Rcosu, Rsinu,v), u € [0,27] , v € [0, A]
(c) R sugard z tengelyl origécstcsi «/4 félnyildsszogl kippaldst:
r(u,v) = (ucosv,usinv,u), u € [0, R], v € [0,27]
(3)(a) Alulrdl és feliilrél is lezart R sugaru z tengelyl h magas hengerfelilet:
((v—=~h)cosu, (v —h)sinu,h) hah<v<R+h,0<u<2rn
r(u,v) = (Rcosu, Rsinu,v) ha0<v<h,0<u<2r
((v+ R)cosu, (v+ R)sinu,0) ha —R<v<0,0<u<2r
(b) R sugart origdkozépponti kdrlap:
— mint kétdimenzids térrész:
r(u,v) = (ucosv,usinv), u € [0, R], v € [0, 2]
— mint kétdimenziés (hdromdimenzidbeli) valddi feliilet:

r(u,v) = (ucosv,usinv,0), u € [0,R], v € [0, 27]

(c) Az y = 22 és az y = /7 &ltal hatérolt kétdimenzids térrész:

(4)(a) Négydimenziébeli R sugari w tengelyll h magassagui haromdimenzidés gombhenger:
r(u,v,w) = (Rcosu sinv, Rsinu sinv, Rcosv,w), u € [0,2x], v € [0,7], w € [0, h]

(b) Négydimenzidbeli R sugari w tengelyli h magassigi négydimenziés gombhenger(test):

r(s,u,v,w) = (scosu sinw, ssinu sinv,cosv,w), s € [0,R], u € [0,27], v € [0,7], w € [0, h]



1.12 Megjegyzések

(1) Az elnevezések egybeesése zavaro lehet, de a két fogalomcsoport, egy feliilet belsé— ill. hatarpontja
és zartsaga egyfeldl, a feliiletnek, mint halmaznak belsé—ill. hatirpontja és zartsaga masfeldl, lényegesen
eltér egymastél. Specidlisan azonban, nyilvan, térrész hatarahoz tartozé pontjai ill. bels6é pontjai éppen
a térrésznek, mint az R™ normalt tér egy részhalmazanak bels6— ill. hatar pontjai.

(2) A sikban a valédi feliletek a gorbék.
(3) Definidlhatjuk a nulla dimenziés feliileteket is, ezek persze az egyelem{i ponthalmazok.

(4) Vegyiik észre, hogy latszélagos bonyolultsiga ellenére, a felilet definicidja nagyon természetes fel-
tételeket tartalmaz. Vegyiik sorra ezeket. A definidld fiiggvény értelmezési tartomdanya zart, korlatos,
Osszefiiggd, mérhetd és nem iires belsejli. A zartsag feltétele azt jelenti, hogy egy-egy feliilet ”konturjat”,
7szélét” is a feliilethez tartozénak tekintjik, a korlatossidg azt, hogy csak véges alakzatokat tekintiink
felilletnek, az Osszefiigglség pedig nyilvan annak a természetes kovetelménynek formélis megjelenése,
hogy csak ”egy darabbdl all6” alakzatokat tekintsiink feliiletnek. A mérhetOségre azért van sziikségiink,
mert feliileteken integralni is akarunk. Végiil az utolsé feltétel az alabb targyalt masik, a fliggvényre
vonatkozé kikotéssel egylitt kizarja az elfajuld eseteket, biztositja azt, hogy példaul egy gorbe ”valéban”
gorbe legyen, ne pedig egy pont, mint abban az esetben, ha megengednénk iires belseji, azaz egy pontbdl
all6 intervallumokat is, mint gérbéket definidlé fiiggvények értelmezési tartomanyait. Magara a definialo
fiiggvényre harom megko6tés vonatkozik : szakaszonkénti folytonos derivalhatosag, a hataroktdl eltekint-
ve vald invertdlhatdsag és végiil a parcidlisok linedris fiiggetlensége. Az elso feltétel azt jelenti, hogy
pl. egy kétdimenziods feliileten csak gorbe mentén lehetnek ”torésvonalak” és csak ”kevés csics lehet
rajta”’, a nagyon ”0sszetort” alakzatok nem feliiletek. Az invertdlhatdsagi feltétel 1ényegében azt je-
lenti, hogy a feliilet belsejében nincsenek ”eldgazasok”, kiilénb6z6 részeit nem ”ragasztjuk Gssze” ”tul
sokszor”. Végiil az utolsé feltétel a feliilet ”j6” megaddsanak kovetelménye, biztositja, hogy a feliiletek
bizonyos alabb definidlandé jellemzéit kiszamithassuk az egyenletiikbél. fgy példaul az r(t) = (t,t)
t € [-1,1) sikbeli 45°-0s egyenes szakasz érinté irdnyvektora nyilvan mindenitt az
7(t) = (1,1). Am, ha ugyanezt a szakaszt az s(t) = (t3,t3), t € [—1,1] egyenletével definidljuk, akkor
) = (0,0) nem adja meg az origéban is 1étez6 érint6t.

S

(0
(5) Koénnyen megmutathaté, hogy a valds egyenes Osszefiligg6 részhalmazai az intervallumok (lasd a 1.26
(2)(a) feladatot), tehét a gorbék egyenletei mindig intervallumokon értelmezett fliggvények.

(6) Az a tény, hogy halmazok belsejét és feliiletek belsejét azonos szimbdélummal (Int) jeloljuk, nem okoz

zavart, mert felilletekre mindig csak az utébbit alkalmazzuk.

1.13 Definicié (Feliiletek jellemz6i)
(1) Legyenn > 1és F az r =r(u) , u € A C R"™ dltal definialt n—dimenzids valédi feliilet.

(a) Az F felszine :

T2 :/ |CROSS(ru)|du:/ ICROSS (s T - )| dutr dts ... dun
A A

(b) A CROSS(r,) vektorfiiggvényt F irdnyitdsanak, CROSS(r,) ill. CROSS(ry,)/|CROSS(r,)| egy
adott pontbeli értékét F' adott pontbeli (feliileti) normadlisédnak ill. egységnormadlisinak nevezziik.

(c) Legyen F az r = r(uy,us,...,uy,), (u1,us,...,u,) € A altal definidlt n—dimenzids valédi feliilet
A = {(ul,u2,...,un) eR": (—ul,u2,...,un) € A} és
s = S(“l;UZ;"'aun) = r(_ulau%"';un)a (u1;u2;"'7un) € A

—F—el jeloljiik és az F—el ellentétes iranyitasu felilletnek nevezziik az s altal definidlt valodi feliiletet.

Ha az F felillet egy V térrész hatirdnak részhalmaza, akkor F' irdnyitdsat (V-bol nézve) kifelé
irdnyitdsnak és F—et (V-bol nézve) kifelé irdnyitottnak nevezziik, ha minden u € Dor, esetén van
olyan € > 0, hogy

r(u) + 0-CROSS(r,(u)) € V minden 0 < § < € esetén.



(d) Legyen ro = r(up) € F . A CROSS(r,(uop)) normalvektord ro—on atfektetett hipersikot F'
ro—beli érintd (hiper)sikjdnak nevezziik.

(2) Legyen L az r = r(u) , u € A C R dltal definidlt gorbe.

L= [ Irul du
A

(b) Az r, vektorfiiggvényt L irdnyitasanak, r, ill. r,/|r.| egy adott pontbeli értékét L adott
pontbeli érintévektoranak ill. érintegységvektorinak nevezzik.

(a) L ivhossza:

(c) Legyen L az r = r(u) , v € A altal definidlt gérbe. —L-el jeldljiikk és az L-el ellentétes
iranyitasa gorbének nevezziik az

s=s(u)=r(-u),ue A ={uecR:—ue A} dltal definidlt gorbét.

Ha az L gorbe a kétdimenzids térben valamely V' térrész hataranak részhalmaza, akkor L irdnyitasat
(V-b6l nézve) pozitiv irdnyitdsnak és L—et (V-bol nézve) pozitivan irdnyitottnak neveziink, ha
az F' = —L (valddi) feliilet kifelé irdnyitott:

-CROSS(r )

( (d) Legyen ro = 7“(1;0) € L. Az ry(up) irdnyvektord ro—on atmend egyenest L ro—beli érint6jének
érint6 egyenesének) nevezzik.

(3) Legyenn >1ésV azr =r(u) ,u € A C R" éltal definidlt n—dimenzids térrész.
V térfogata:

v :/ \det ra| du
A

ahol detr, r =r(u) Jacobi determindnsa.

1.14 Megjegyzések

(1) A fenti definicidoban szereplé integralok nyilvan léteznek, hiszen az adott feltételek esetén az in-
tegrandus folytonos fuggvénye valtozdinak. Beldthaté tovabba, hogy ha F és F' az r—el ill. r'—vel
definidlt feliiletek és Rgr = Rgr' akkor F' és F' ivhossza, felszine ill. térfogata megegyezik (v6 az 1.20 (1)
megjegyzéssel). Mésrészt hiromdimenzids esetben bizonyos természetes megkotéseknek eleget tevo egye-
nesszakaszokbdl (siklapokbodl) allé (ill. siklapokkal hatdrolt) alakzatokkal vald kozelités esetén a kozelit
alakzatok ivhosszanak (felszinének ill. térfogatanak) sorozata a fent definidlt ivhosszhoz (felszinhez ill.
térfogathoz) konvergal. Ez azért van {gy, mert példaul az {vhossz esetén — nagyon leegyszerisitve — az
adott gorbe egy felosztasakor az i. felosztaselem hossza megkozelitéen a két végpontjat Ssszekotd hir



|Arg| & |7(t;)| - At; hossza, tehdt a Y [7(t;)] - At; Osszeg az ivhossz egy kozelitése, ez pedig az [, |ru| du
egy integralkozelitd Osszege. (A felszinre és térfogatra vonatkozéan analég gondolatmenetek érvényesek.)
Mivel tovdabba mindhiarom mennyiség nemnegativ additiv halmazfiiggvény és a haromdimenzios térben
egyenesszakaszokbodl (siklapokbdl) allé (ill. siklapokkal hatarolt) alakzatok esetén az eredeti ivhosszt
(felszint ill. térfogatot) adja meg, jogosan tekinthetdek az ivhossz (felszin ill. térfogat) klasszikus fogalma
altalanositdsainak.

(2) Ami az irdnyitassal kapcsolatos mennyiségek geometriai jelentését illeti, a gorbe adott pontbeli érint&je
a ponton atmend szel6k hatarhelyzete, mig az érintdsik a ponton dtmend és a feliilet altal tartalmazott
gorbék érintéjének sikja (vo. (26) (6)), a feliileti normadlis ennek a sfknak a normaélisa.

(3) A tovabbiakban a goérbék egyenletében a viltozét altaldban u helyett t—vel jeloljiik, hangstlyozandd,
hogy egydimenziés valtozordl van szé. Tovabba torténelmi okokbdl a t szerinti derivaltat altaldban - —al
jeloljik.
(4) Nulla dimenzids feliiletek esetén:

a) felszinlikon elemszamukat értjiik, azaz felszinliket 1-nek tekintjiik

b) irdnyitdsukon olyan e fliggvényeket értiink, melyek elemeikhez egydimenzids egységvektorokat, azaz a
+1, -1 szamok valamelyikét rendelik, ellentétes irdanyitasi alakzatnak nevezziik azt az alakzatot, melynek
irdnyitdsa az eredeti (—1)—szerese és az egydimenzios térrész hataraként ad6dé nulla dimenzids felilet

kifelé irdnyitdsanak definicidjat az dltalanos definiciobdl dgy kapjuk, hogy abban a CROSS helyett az e—t
szerepeltetjik.

(4) A kétdimenzids térben valamely V' térrész hataranak részeként adédé L gorbe r, irdnyitdsa (V-bol
nézve) pontosan akkor pozitiv ha L barmely r pontjira, melyben létezik az r, érintévektor és V' egy
tetsz6leges s belsé pontjara igaz, hogy az r — s és az r, vektor jobbsodrasu vektorrendszert alkot. (Ez
azt jelenti, hogy a gbrbét az éramutatd jardsaval ellenkezo irdnyban jarjuk be.)

1.15 Példa Az R sugari z tengelyt origécsucsu /4 félnyildsszogli R magassagu F kuppalést felszinének
kiszamitasa.

F egyenlete : r(u,v) = (ucosv,usinv,u),0 < u < R,0 < u < 27. Ezzel r, = (cosv,sinv, 1) és
ry = (—usinwv,ucosw,0), igy ry X 1, = (—ucosv, —usinv,u), |ry X r,| = v2u, tehit

27 R
|F| = / |ry X 70| dudv = / / V2u dudv = V2R 1 .
A 0 0

1.16 Definicié
Legyen F valédi feliilet. Ha f = f(r) olyan tobbvaltozés fliggvény melyre igaz, hogy
reF iff reDofés f(r)=0,
akkor az f(r) = 0 egyenletet F' egy implicit egyenletének nevezziik.

1.17 Példak Kiilonbozo feliiletek explicit egyenletei.
(1) Sikban
(a) R sugart origdékdzépponti gémbfeliilet : 22 + y? = R?
b) R sugard y tengelyli h magassigu félhengerpalast: 2 = R?, 0<y<h, >0
g g gassag g
¢) R sugari y tengelyl h magassigu origdcsicsu 7 /4 félnyilasszogi kippalast :
g g gassag g g

2 =y*,0<z<h
(2) Haromdimenzids térben
(a) R sugart origékdzépponti gémbfeliilet: z? + y? + 22 = R?
(b) R sugari z tengelyli h magassagu hengerpaldst: 22 +y?> = R2, 0<z<h
(c¢) R sugaru z tengelyl h magassagu origéesicsu /4 félnyilasszogi kippaldst:
4yt =22,0<z2<h
(3) Négydimenzids térben
(a) R sugart origdkdzépponti gémbfeliilet: 2 + y? + 22 + w? = R?



(b) R sugari w tengelyli h magassigi hengerpaldst: 2> + 42 +22 =R?>, 0<w <h
¢) R sugari w tengelyld h magassdgu origocsucsu «/4 félnyilasszogli kuppalést:
g gely g g g y g

Py + 22 =w?,0<w<h

1.18 Példa A w = wxyz feliilet P = (1,2,3,6) pontbeli érint6 hipersikja egyenletének kiszdmitdsa.

A feliilet (egy véges részének) explicit egyenlete (alkalmas A C R3-al) r(z,y,z) =
= (z,y,2,2yz2), (v,y,2) € A és r, = (1,0,0,yz), r, = (0,1,0,z2), r. = (0,0,1,zy). Ha R* szokdsos
béazisa (i, j, k, 1), akkor ezekkel

ikl
1 0 0 yz . .

—CROSS(ry, 1y, r5) = 01 0 22 =yz-i—(—xz)-jtay-k—1-1=(yz,zz,2y,—1).
0 0 1 zy

Igy —CROSS(’I‘z,’I‘y,’I‘z)‘P = (6,3,2,—1). Az érintésik implicit egyenlete tehdt: 6(x — 1) + 3(y — 2) +
2(z —3) — (w—6) =0, vagyis 6z + 3y +2z —w = 12.

Nos, a gorbék és valodi feliiletek lesznek R™ azon részhalmazai, melyek majd vizsgdlatainkban in-
tegraldsi tartoméanyként szerepelnek. Igy most mar minden rendelkezésre all ahhoz, hogy megadjuk a
tobbvaltozos fiiggvények integralfogalmdnak lehetséges kiterjesztéseit.

1.3 Vonal-, feliileti és térfogati integralok

Az aldbbiakban megadjuk a tobbvéltozds fiiggvények integralfogalmanak gorbékre és valddi feliiletekre
ill. vektorfiiggvényekre vonatkozé altaldnositasait. Szabadon fogalmazva, a vonal(feliileti) integral olyan
integralkozelité Osszegek sorozatdinak hatdrarértéke, mely Osszegekben az egyes tagok a gorbe(feliilet) egy
adott felosztasanak valamely elemébe es6 valamely reprezentans pontbeli fliggvényértéknek és egy, az ezen
felosztdselem méretét jellemz6 mennyiségnek a szorzata, specidlisan vektorfiiggvény gorbe(felilet)menti
integralja esetén a felosztdselem irdnydtott ivhosszaval(felszinével) valé skaldris (mds esetben vektoridlis)
szorzata, mig ivhossz(felszin) szerinti integrdlja esetén a felosztdselem {vhosszaval (felszinével), mint
skalarral val6 szorzata.

Az alabbi definiciéban felhasznéljuk vektorérfiiggvények tobbes integraljanak fogalmat, melyet a kom-
ponenseik integraljai altal alkotott vektorként értelmeziink. Nyilvanval6 azonban, hogy — bar (amint azt
kés6bb megmutatjuk) vannak kivételek — az aldbb definidlt fogalmak koziil a legszemléletesebben azok
az integralok értelmezhetdek, melyek definiciéjahoz erre nincs sziikség, tehat azok az integralok, melyek
tobbvaltozos fiiggvények integriljaira vezetnek. Masszoval, az ivhossz ill. felszin szerinti integralok
tobbvaltozos, azaz skalarfliggvényekre, a gorbe— és felilletmenti integralok pedig vektorfiiggvényekre al-
kalmazhatdak legtermészetesebben. A kés6bbiekben latni fogjuk, hogy az alabb definidlt integraltipusok
kozil a legfontosabbak, melyeknek elvi jelentéségiik van, a vektorfliggvények gorbe— és feliilletmenti
integraljai. Az ezek &altal definidlt mennyiségeknek, melyek segitségével a vektorfiiggvényeket nagyon
természetesen és szemléletesen lehet jellemezni, fontos fizikai alkalmazdsai vannak. A térfogati (a térré-
szekre vonatkozo) integral definiciéja persze nem mds, mint a tobbvéltozds fiiggvények integraljara
vonatkozé integréaltranszformécié (hiszen a térrészek egyenletei nyilvanvaléan a tér paramétertranszfor-
méciéi).

A definiciét kovetden az integral legfontosabb tulajdonsdgait vizsgaljuk és illusztraljuk két rovid
példan, majd kilén targyaljuk a vonal- és feliileti integralok kozotti Osszefliggést a kétdimenzids eset-
ben, hiszen késébbi részletes targyaldsunk szintere a sik lesz; végiil pedig a normdltaromany fogalmanak
altalanositasaként egy olyan specidlis, de gyakorlatilag minden lényeges esetet magaban foglal6 térrész
tipust definidlunk, melynek hatdran koénnyt integralni.



1.19 Definicid (Integralok)

Legyen n € N,n > 1 tetszleges, H C R"” és v : H — R™, ahol m = 1 vagy
m = n. (Az aldbbi definicickban a - jel nyilvdn értelemszertien skaldrral valé szorzast
ill.  skaldris szorzast jelent attél fiiggéen, hogy m = 1 (v skaldrértékil) vagy m = n

(v vektorértékii).) Legyen v € C(H).
(1) Legyen az L gorbe egyenlete r =7(t) ¢ HCR", te I CR.

v vonalmenti (vagy gorbementi) integrdlja L—en:

/Lv dr = /Iv(r(t)) -7(t) dt

v ivhossz szerinti integralja L—en :

/Lv |dr| = /Iv(r(t))|7'“(t)| dt

(2) Legyen az F wvalddi feliilet egyenlete r = r(u) € H CR", ue€ A CR"!.

v feliilletmenti integralja F—en :

/vdf:/v(r(u))-CROSS(ru(u)) du
F A

v felszin szerinti integralja F—en :

/ v |df| = / v(r(u))|CROSS(ry (u))| du
F A

(3) Fenti jelolésekkel ha m = n = 3, akkor

v vektorértékii gorbementi integrdlja L—en:

/Lv ¥ dr = /Iv(r(t)) < #(t) dt

v vektorértéku felilletmenti integralja F—en:

/ vxdf = / v(r(u)) x CROSS(ry(u)) du
F A

(4) Legyen V térrész egyenlete r = r(u), u € A.

v térfogati integralja V-n:

/Vv dv = /Av(r(u))|det ru(u)| du

ahol detry(u) az r =r(u) Jacobi determindnsa.

A gorbementi és ivhossz szerinti integralokat kozos néven vonalintegraloknak, mig a feliiletmenti és
felszin szerinti integrilokat feliileti integraloknak nevezziik.

1.20 Megjegyzések

(1) A fenti definicidban szereplé integralok nyilvan léteznek, hiszen az adott feltételek esetén az integran-
dus nullmértékii halmaz kivételével folytonos fiiggvénye valtozoinak. Tovabbd, bizonyos feltételek mellett
az integralok fiiggetlenek a feliileteket definidlé egyenletektol, csak az altaluk meghatarozott halmaztdl
fiiggenek. Pontosabban, ha F' és F' az r—el ill. r'—vel definidlt valddi felilletek és Rgr =Rgr', akkor
tetszbleges Rgr—en folytonos fiiggvény integraljai F—en és F'-n megegyeznek, amennyiben feliletmenti
integral esetén még azt is feltessziik, hogy F' és F' azonos irdnyitdsidak, azaz van olyan térrész, hogy
mindketten kifele vannak iranyitva, mint ezen térrész hatiranak részhalmazai. Hasonld tartalmu allitast



lehet megfogalmazni vonalintegralokra vonatkozdan is (v6. az 1.26 (13) feladattal).

(2) Nyilvan nulla dimenzids felilletek esetén is értelmezhetdek a feliileti integralok, ezeken a fiiggvénynek
az adott pontbeli (feliilet vagy vonalmenti integralds esetén, melyek ilyenkor persze egybeesnek, ennek
irdnyitasaval megszorzott) helyettesitési értékét értjik.

A vonal- és feliileti integralok egyik leglényegesebb tulajdonsiaga, hogy, mint az eddig megismert Gsszes
integraltipusok, additiv intervallumfiiggvények. Ahhoz, hogy ezt a tényt pontosan megfogalmazhassuk,
a felosztas fogalmat altalanositanunk kell feliiletekre.

1.21 Definicié6 (Feliiletek lefedése és felosztdsa)
(1) Ha véges sok, paronként kozos belsé pont nélkiili halmaz (feliilet) unidja egy H halmaz (F feliilet),
akkor ezt a véges sok halmazt (feliiletet) egylittesen H (F) egy lefedésének és az egyes halmazokat
(fellileteket) a lefedés elemeinek nevezziik.
(2) Legyen f tetszoleges fiiggvény , H C Dof. A g fiiggvény f-nek H-ra val6 megszoritdsa, ha
Dog = H és minden x € H esetén g(z) = f(z).
(3) Legyen F az r fliggvény altal definidlt felillet. Dor egy lefedése esetén r—nek a lefedés elemeire

valé megszoritdsa altal definidlt feliileteket egyiittesen F' egy felosztasanak nevezziik. Azt, hogy
F\,Fy,...,F, F egy felosstasa, igy jeloljik: YF | F, = F .

A most kovetkezd Osszes éllitds kozvetlen kovetkezménye a vonal- és feliiletmenti integral definiciéinak
és a tobbes integralok megfeleld tulajdonsdgainak (ldsd az 1.26 (12)(a) feladatot).

1.22 Allitds (Integralok tulajdonsigai)
(1) Vonal- és felileti integrdl érokli az egyvdltozés figgvények integrdljinak tulajdonsdgait:
(a) Integrdl linedris homogén operdcid

(b) Integrdl additiv halmazfiggvény, azaz

vdr = /Ud’l‘ ] / vdf = /Ud
/"L- ;L Z"Fifizzlﬂf

i=1"" i=1

/_Lvdrz—/Lvdr és /_def:—/def

(d) ham <wv(r) <M minden r € L ill. r € F esetén, akkor

(c)

m-|L|§/vdr§M-|L| ill m-IFIS/vdeM-IFI
L F

(2) Ha v, v—nek L érintdegységuektordra, e—re esd vetilete, azaz e = |—'.“er ve = (v,e) ésv, v-nek F
I

egységnormdlisdra, n—re esd vetilete, azaz n = %m —el vy, = (v,n), akkor

/vdr:/ve|dr| ull. /vdf:/vn|df|
L L F F

1.23 Példak
(1) Az

/erdr
L

integrél kiszamitasa ha k = (0,0,1) és L az r = r(t) = (cost,sint,0), t € [0,2n] egyenlettel definidlt
[zy]-sikbeli pozitiv irdnyitdsd egységkor.

(a) k x r(t) = (—sint,cost,0), #(t) = (—sint,cost,0), (kxr(t))-r(t) =sin’t+cos’t =1, igy
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/kardrz/:ﬂ(er(t))-f(t)dt:/:ﬂ 1dt =2

(b) Felhasznélva a vonalmenti és ivhossz szerinti integralok kozotti fenti Gsszefiiggést, tovabbd azt,
hogy L 7 irdnyu e érinté egységvektora és k X r azonos irdnydak, tehat (k x r)., k x r—nek e-re es§
vetiilete éppen |k x r|, valamint figyelembe véve, hogy k és r mer6legesek egymadsra (hisz a kér benne
van az [zy] sikban) és hogy a kordn |r| =1, azt kapjuk, hogy

/erdr:/(er)8 |dr|=/|k><r| |dr|=/|k|-|r| |dr|=/|r| |dr|=/|dr|=|L|=27r.
L L L L L L

(2) Az
/F’I‘ dr

integral kiszamitasa, ha F' az r = r(u,v) = (ucosv,usinv,u),0 < u < R,0 < u < 27 egyenlettel
definialt R sugari z tengely(i m/4 félnyildssz6gl kippalast (melyre —F kifelé irdnyitott).

a) 1y = (cosv,sinv,1), 7y = (—usinv,ucosv,0), igy ry X ry = (—ucosv, —usinv,u), 7-(ry Xry) =
o1 . 0). i .
—u?cos? v —u?sin?v +u? =0, tehét

2w R
/’I‘d’l‘:/ / 7 (ry X1ry) dudv =0
F o Jo

(b) A feliileti integrél definicidja alapjan az integral 0, ha az integrandus a feliilet pontjaiban merdleges
az érintésik normadlvektordra. Origocsicsi kup esetén minden feliileti pontban az r helyvektor alkoto
irdnyud és ez merbleges az érint6sik normadlisdra, tehdt a v(r) = r figgvény integralja egy ilyen kdp
béarmely részén 0.

1.24 Megjegyzés (A kétdimenzids eset)

Mivel a gérbék az egydimenzios feliiletek, n = 2 esetén a gérbék és a valddi feliiletek egybeesnek. fgy
a sik valamely valédi feliiletén egyidejlileg értelmezett tetszéleges kétdimenzids vektor-vektor fiiggvény
gérbementi és feliiletmenti integralja is. Az aldbbiakban a fenti definicidk alapjan megadjuk a ketto
kozotti Osszefliggést egy (valamely térrészbOl nézve) pozitivan irdnyitott L gorbe és (a pozitiv irdnyitottsag
definicidja alapjan kifelé irdnyitott) F' = —L esetén:

/defz/LCROSS(v) dr és /Lvdrz —/FCROSS(U) df .

Valéban, legyen a pozitivan irdnyitott L sikgdrbe egyenlete: r = r(t) = (x(t),y(t)), t € I. Felhasznélva,
hogy kétdimenzids esetben CROSS((z,y)) = (—y,z) (lasd az 1.7 (1) megjegyzést), azt kapjuk, hogy
F=—-L-re

/Fv df = [Lv df = —/Lv df = —/Iv(r(t))-CROSS(f(t)) dt =

_ _/(ul,w) (=g, d) dt = —/(—v1y+v2:'v) dt = —/(@,—ul) (@) di =

1 I 1

= /(—vz,vl) -r(t) dt = /(—vz,vl) dr = / CROSS(v) dr
I L L
Mésrészt, mivel CROSS(CROSS(—v)) =v és CROSS(—v) = —CROSS(v), ebbdl

/ vdr = / CROSS(CROSS(—v)) dr = / CROSS(—CROSS(v)) dr = — / CROSS(v) df
L L L F
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Bar azt, hogy a vonal- és feliileti integrélok felosztasok esetén additiv halmazfiiggvényként viselkednek
konnyl bizonyitani, az alkalmazdsokban ez altaldban nem elég, azt kellene tudni, hogy lefedések esetén
is ilyenek. A gyakorlatban elégnek bizonyul csak bizonyos specidlis tartomédnyok hatarai esetén vizsgalni
ezt a kérdést, melyek kore azért még elég tag ahhoz, hogy az 0sszes "normaélis” térrészeket tartalmazza,
csak a ”torzsziilotteket” zdrja ki a tekintetbe veend6 halmazok koziil (v6 az 1.26 (18) feladattal). Ezeket
a specidlis halmazokat néhany rajuk vonatkozé megjegyzést kovetoen az aldbbiakban definialjuk.

A kétvéltozos fiiggvények integralszamitdsa sordn bevezetett norméltartomdanyt a sik egy olyan rész-
halmazaként definidltuk, melyet — szabadon fogalmazva — egyvaltozos fiiggvények gorbéi hatarolnak. Az
aldbbi definiciéban a koordinatafeliilet a fliggvény goérbéjének megfelelé altalanos fogalom és a regularis
normaltartomany az ilyenek altal hatarolt térrész. Végiil a normal térrészt a tér egy olyan részhalmazaként
definidljuk, melynek szerkezete biztositja, hogy a hatarara vett integralt visszavezethessiik normaltarto-
manyok hatarara, azaz koordinatafeliiletekre valé integraldsra. Ugyanis a definiciéban rogzitett feltételek
fennalldsa esetén bizonyithatd, hogy a normal térrész feloszthatd norméltartomanyokra olymoédon, hogy a
felosztas elemeinek a térrész belsejébe es6 hatarszakaszain vett integralok kiejtik egymdast, mig a maradék
hatérszakaszokon vett integralok Osszege a térrész hatarara vett integralt adja (lasd az 1.26 (15)(b) és
(17) feladatokat).

1.25 Definici6é (Norméltartomény altaldnositésa)
Legyen n € N, n > 1 éslegyen V C R" egy az identitasfiiggvénnyel definidlt térrész.

(1)(a) Han =1 és V nem iires belsejil zart intervallum, akkor V—t (reguldris) norméltartomanynak
nevezzik.

(b) Legyenn > 1,1 <i<n. V-t az i. tengelyre vonatkoztatva n dimenzidés (reguldris)
normaltartomdanynak nevezziik, ha van olyan H C R"™! reguldris norméltartomdny és vannak
olyan f, g H-n értelmezett szakaszonként folytonosan derivélhaté (n — 1)—véltozés fliggvények,

hogy

minden (x1,x2,...,Ti—1,Tir1,---,%Tn) € Int H esetén
9(T1, T2, T, Ti1y ) < f(T1, T2, T 1, Tt e Tn)
tovdbba minden = = (z1,22,...,2,) € R" esetén z €V iff
(371,372,---,$i71,$i+1,---,$n)EH és
g(l‘l,l'g,...,Ii_1,$i+1,...,$n) S €T S f(xl,xg,...,;vi_l,xi_,_l,...,;vn) .

(c) Legyen n > 1. V-t (reguldris) normaéltartomanynak nevezziik, ha minden 1 < i < n esetén
az i. tengelyre vonatkoztatva regularis normaltartoméany.

(2) Az (1)(b)-ben szerepl6 feltételeket kielégité H normaltartomdny és f fliggvény esetén az

r= T(I) = (I17I27 R 7$i—17f(xlal'27 cee s Li—1, i1, :l'n) 7Ii+17--:l'n):
(;L'l,l'g,...,Ii_1,$i+1,...,$n) €EH

alakd fiiggvények altal definidlt és a veliik ellentétes iranyitasu feliileteket (n dimenziébeli) (i. tengely
szerinti) koordindtafeliileteknek nevezziik. (Specidlisan a sikon a koordinatafeliiletek az r = r(z) =
(z, f(z)),z € [a,b] ésazr = r(y) = (9(y),y),y € [c,d] alakd figgvények altal definialt valodi
feliiletek.) Tovabba koordinatafeliiletnek tekintiink minden nulldimenziés feliiletet is.

(3) V-t normdl térrésznek nevezziikk, ha V lefedhetd olyan kifelé irdnyitott hatard
reguldris normaltartomanyokkal, melyek mindegyikének hatdra szintén lefedheté dgy, hogy ezen
lefedések V' hatarara es6 elemei V' hataranak egy koordinatafeliiletekbdl &ll6 lefedését adjak, V-
b6l nézve kifelé vannak irdnyitva és belsejiik pontosan egy normaltartomany hatirdnak része, mig
a hatarok lefedésének minden t6bbi elemére fenndll, hogy azok ellentétes iranyitassal pontosan két
normdltartomany hataranak lefedésében szerepelnek elemként (az illusztraciét lasd a tuloldalon).

Nos, koordinatafeliiletekkel valé lefedésre vonatkozdan, igy normadl térrészek hataranak bizonyos
lefedéséire vonatkozdan is, az integralok megérzik additivitasukat. Ezt a tényt pontos formaban az alabb
kovetkez6 1.26 (15)(b) és (17) feladatokban fogalmazzuk meg.
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1.26 Feladatok

(1) Bizonyitsuk be, hogy ha a és b jobbsodrasu rendszert alkot, akkor a—t pozitiv (azaz az éramutatd
jaraséval ellenkezd irdnytd) m—nél kisebb szoggel valé elforgatds viszi b-bel

(2)(a) Bizonyitsuk be, hogy R 0sszefiiggd részhalmazai az intervallumok!

(b) Bizonyitsuk be, hogy ha H C R™ és minden z,y € H Gsszekothetd H—n beliil elemi ivvel, akkor
H 06sszefiiggd !

(3) Egy halmaz konvex, ha minden pontpérja 6sszekthet6 a halmazon beliili szakasszal.

(a) Bizonyitsuk be, hogy minden konvex halmaz Gsszefiigg?!

(b) Adjunk példat R3-beli konvex, tovdbba nem konvex, de dsszefiiggé feliiletekre!

(4)(a) Bizonyitsuk be, hogy a feliiletek zért, korldtos halmazok!

(b) Legyen L tetszoleges normalt linedris tér és legyen H C L korlatos, zart halmaz. Bizonyitsuk be,
hogy tetszbleges x € L esetén, ha x ¢ H , akkor van z—nek olyan S(z) kornyezete, hogy S(z) N H = §.

(c) Legyen L tetsz6leges normalt linedris tér és legyenek Hy, Hy C £ diszjunkt korlatos, zart halmazok.
Bizonyitsuk be, hogy van olyan d > 0, hogy minden = € Hy, y € Hy esetén ||z —y|| > d. (A d(H,H») =
=inf{||lt —y|| : ¢ € Hy,y € Hy} > d > 0 szdmot H; és H, tavolsdganak nevezzik.)

(d) Bizonyitsuk be, hogy véges sok zirt halmaz uniéja zart! Igaz-e ez végtelen sok halmaz esetén is?

(5)(a) Bizonyitsuk be, hogy a koordinétafeliiletek valéban feliiletek!
(b) Bizonyitsuk be, hogy a koordindtafeliiletek elemi héjak!

(6) Legyen F az n—dimenziés val6di felilet egy implicit egyenlete f(r) = 0, 1o € F és grad f(ro) # 0.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor minden ro—on atmend, a feliilet altal tartalmazott gérbe ro—beli érintdje a
grad f(ro) normalisd ro—beli érinté hipersikba esik.

(7)(a) Bizonyitsuk be, hogy ha F' egyenlete r = r(u), u € A’, akkor r*IntA ClInt F'!
(b) Bizonyitsuk be, hogy ha F és F' az r—el ill. r'—vel definidlt azonos dimenzids feliiletek és Rgr =

= Rgr' akkor Int F' =1Int F"!

(8) Bizonyitsuk be, hogy ha az F' egydimenzids feliilet egyenlete r = r(t), t € A és —F egyenlete s = s(t),
t € A', akkor

(a) Rgr =Rg s

(b) F pontjaiban F' és —F irdnyitdsa egymds (—1)— szeresei, azaz, ha r(t) = s(t') , valamely t € A,
t" € A" esetén, akkor CROSS(5(t")) = —CROSS(7(¢)).

(9) Legyen F az r =r(t) , t € I = [a,b] dltal definidlt gorbe.
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(a) Bizonyitsuk be, hogy ha F elemi iv, akkor Int F' = r*Int I, tehdt F hatdra az {r(a),r(b)} halmaz.
(b) Igaz-e, hogy ha r invertalhat6 Int I-n és r(a) = r(b) , akkor F zart felilet?

(10) Ha az L gorbe r = r(t), t € I = [a,b] egyenlete olyan, hogy minden a < ¢ < b esetén az r-nek
mind az [a,c]-re mind a [c, b]-re valé megszoritasa altal definidlt gorbe elemi iv, akkor L—et egyszerii
ivnek nevezzik. (Nyilvan minden elemi {v egyszer(i {v is.) Legyen az L egyszeri {v egyenlete r = r(t),
te I =][a,b]. r(a)-t L kezdSpontjinak és r(b)-t L végpontjinak nevezziik. Bizonyitsuk be, hogy

(a) r invertalhaté mind az (a, b]-n, mind az [a,b)-n és folytonosan invertdlhaté (a,b)—n,
(b) L akkor és csak akkor zart ha r(a) = r(b),

(c¢) L akkor és csak akkor elemi {v ha nem zart.

(

d) Az r =r(t) = (Rsint, Rcost), t € [0,2n] egyenlettek definidlt grbe zart.

(11) Legyenek a < b < c tetszbleges valésok és tegyiik fel, hogy m = r1(t) , t € [a,b] és 2 = ra(t),
t € [b, c] elemi iveket definidlnak és 1 (b) = r2(b) . Legyen
_f m(¢t) hat€]la,b
r(t) = { ro(t) hatelbc t€lad]
(Ez az r1 és ry éltal definidlt gorbék egymdshoz csatoldsa.) Bizonyitsuk be, hogy
(a) ha Rgri NRgry = {r(b)}, akkor r elemi ivet definidl és
(b) ha r3(c) = r1(a) és Rgri NRgre = {r(a),r(b)}, akkor r egyszeri ivet definial!

(12)(a) Bizonyitsuk be a vonal- és feliileti integraloknak az 1.22 Allitdsban felsorolt tulajdonségait !

(b) Bizonyitsuk be a sikbeli (egydimenzios) valddi feliletek esetén a kovetkezot:

ha F az r = r(t) t € I &4ltal definidlt felilet, f I-n definidlt szigorian monoton névé derivalhatd
figgvény, akkor az s(t) = r(f(t)), ¢t € I' = (f~1)*I 4ltal definidlt F’ feliilet esetén Rgr = Rgs és
barmely az F' — en folytonos v fiiggvény esetén

/defz F,Udf'

(13) Legyenek L és L' egyszerii ivek egyenletei r = r(t),t € I'ill. s = s(t),t € I'. (Az egyszeril
iv definicidjahoz lasd a (10) feladatot.) Tegyiik fel, hogy L és L' kezd6pontjai egybeesnek, tovdbba
Rgr =Rgs. Legyen G =Rgr. Bizonyitsuk be, hogy tetszileges v € C(G) esetén v—nek L—en és L'-6n
vett vonalintegraljai megegyeznek!

(14) Legyenek a < b és ¢ < d tetszbleges valdsok és legyenek Ly és Ly az ri = ri(t) ,
t € [a,b]ill. az ry = 1r2(t), t € [c,d] ltal definiélt elemi ivek. Tegyiik fel, hogy

(a) r1.(b) =7r2(c) és Rgri NRgre = {ri1(b)}
vagy

(b) 71.(b) = r2(c), r1(a) = ra2(d) és Rgri NRgry = {ri(a),r1(b)}.
Bizonyitsuk be, hogy ha L az r = r(t), t € I egyenlettel definidlt olyan L gorbe, melyre Rgr = Rgr; U
Rgrs , akkor minden L—en folytonos v fiiggvény esetén

/vdr:/ vdr+/ vdr.
L L,y Lo

(15)* (a) Legyen V kétdimenziés normal térrész és F' zart feliilet része V hataranak. Bizonyitsuk be,
hogy V hatdranak minden Fy, Fs,..., F, lefedésébfl kivalaszthaté Fnek egy F|, Fj, ..., F! lefedése.

(b) Legyen V tetszbleges kétdimenzids térrész. Legyen F' V-bol nézve kifele irdnyitott valddi felilet
része V hatdardnak. Bizonyitsuk be, hogy han > 2 és az Fy, Fy, ..., F}, olyan V-bdl nézve kifele irdnyitott
koordinatafeliiletekkel vald lefedése F—nek, melyek mindegyike egy V' altal tartalmazott reguldris nor-
maltartomany hataranak része, akkor barmely F—en folytonos v fliggvény esetén

14



/defzg/ivdf.

(c) Legyenek Vi, Vz kétdimenziés normal térrészek és Vo C IntV; . Legyenek Vi és V5 kifelé iranyitott
hatérai az F) és F, felletek. Bizonyitsuk be, hogy ekkor V' =V \ IntV, olyan térrész, melynek hatérat
Fy és F; lefedi, tovabba Fy és —Fy V—bol nézve kifelé vannak irdnyitva.

(d) Bizonyitsuk be, hogy ha V' az origékézépponti R sugard korlap, akkor V' normadl térrész melynek
az 1 =r(t) = (Rsint, Rcost), 0 < t < 2w egyenlettel definidlt F' korvonal a hatéra.

(16) Legyenek a < b valdsok, f,g € C, [a,b], V ={(z,y) :a <2 <Db, g(z) <y < f(x)}. Bizonyitsuk be,
hogy ha az F' egydimenzids valédi feliilet egyenlete

(a) r =r(z) = (z, f(z)), = € (a,b), akkor F V-bél nézve kifelé van irdnyitva,
(b) r =r(z) = (z,9(z)), = € [a,b], akkor —F V-bél nézve kifelé van irdnyitva.

(17) Legyenek a < b tetszéleges valésok és f, g € Ci[a, b] olyanok, hogy g(x) < f(z) minden = € (a,b)-re
Legyen

V={(z,y):a<z<b,gx) <y< fla)}.
kétdimenzids reguldris normaltartomdany. Legyenek tovabba

Fy az 7”1(117) = (iL’,f(iL’)),iL’ € [a7b]7

Fy, az ry(z) = (x,9(x)), © € [a,b],
Fy az r3(x) = (a,y), ye[g() fla)] és
Fy az ry(z) = (by), y € [9(b), f(b)]

altal definialt egydimenzids feliiletek, tovabba legyen F' V' kifele irdnyitott hatara. (F3—at és Fy—et
természetesen csak akkor definidljuk ha g(a) < f(a) ill. g(b) < f(b).) A (15) (b) feladat eredményének
felhasznalasa nélkil bizonyitsuk be hogy Fy , F», F3, Fy V hatardnak lefedése (ahol g(a) = f(a) esetén
a harmadik, g(b) = f(b)) esetén a negyedik elem hidnyzik) és barmely F—en folytonos v fliggvény esetén

/vdf:/vdf— vdf+/vdf— v df
F Fy Fy F3 Fy
(ahol g(a) = f(a) esetén a harmadik, g(b) = f(b)) esetén a negyedik tag hidnyzik).

(18) Mutassunk példat olyan sikbeli reguldris normaltartomanyokra, melyek nem normadl térrészek!
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2. Vektorfuggvények jellemzése
integraljaikkal

Szeretnénk a vektorfiggvények valtozdsdnak jellemzésére az egyvaltozds fiiggvények derivaltjahoz ha-
sonldéan szemléletes jelentéssel biré olyan fogalmakat keresni, melyek pontonként leirjdk a vektorfiiggvény
nagysaganak és irdnyanak valtozdsat kilon—kiilon, hiszen maga a derivaltoperator tovabbi elemzés nélkiil
erre nem alkalmas, a vektor irdnyanak és nagysaganak valtozasat egyiitt adja meg. Ehhez természetesen
el6szOr is magédnak a vektorfiiggvénynek a szemléltetésére kell eszk6zoket keresniink.

2.1 Vektorfuggvények szemléltetése

Vizsgaljuk meg tehat hogyan lehetne szemléltetni a vektorfiiggvényeket! A matematikai fogalmak-
nak altaldban két fajta szemléltetése van. Az egyik tulajdonképpen alkalmazist jelent, azt, hogy a
matematikai mennyiségeknek konkrét (pl. fizikai) jelentést tulajdonitunk. Ez annak az eljardsnak a meg-
forditasa, amikor valamely fizikai jelenség matematikai modelljét keressiik. fgy példaul egy haromvaltozds
fiiggvényt mindig tekinthetiink hémérsékleteloszlas fiiggvénynek, kezelhetjiik dgy, mint egy olyan fiigg-
vényt, mely a tér minden pontjahoz az adott pontbeli hémérsékletet rendeli. A maésik, a grafikus
szemléltetés sordan a matematikai mennyiségekhez geometriai jelentést rendeliink abbdl a célbdl, hogy
geometriai objektumok segitségével abrazolhassuk ket és igy a sz6 szoros értelmében szemléletes képet
nyerjiink roluk.

A vektorfiiggvények leggyakoribb két alkalmazasa koziil az egyik az, amikor a fiiggvény értékeit adott
pontbeli erének (pl. elektromos, magneses, gravitacios erének) tekintjiik; ilyen esetben a vektorfiiggvényt
er6térnek nevezziik. A madsik gyakori alkalmazds esetén a fliggvény értékeit valamilyen dramlé anyag
(pl. folyadék, gz vagy akar hompolygé kégorgeteg, felvonulé embertémeg) adott pontbeli sebességének
tekintjiik, azaz a vektorfiggvény valamely pontbeli értékének irdnya az dramlds irdnyat, mig nagysaga
az egységnyi id6 alatt ebben az irdnyban ataramléd anyagstriséget, azaz, egy, erre az irdnyra meroleges,
egységnyi felszinii (valédi) feliileten atdramlé anyag mennyiségét adja meg (hdromdimenzids folyadék
aramlds esetén pl. ﬁ% . ﬁfban). Ekkor a fiiggvényt aramlasi térnek hivjuk.

Grafikusan egy vektorfiiggvényt olyan gorbesereggel, az in. er6vonalakkal (vagy dramvonalakkal)
abrazolhatunk vézlatosan, melyek esetén egy adott pontban a vektorfliggvény irdnyat a ponton athaladé
gorbe érintéjének irdnya, mig nagysagat a gorbesereg adott pontbeli strisége, azaz az érintére merdleges
egységnyi felszint felilleten dthaladé (azt metsz6) er6vonalak szdma adja meg. Az aldbbiakban megadjuk
néhany egyszerl specilis sikbeli er6tér erévonalas abrazolasit. (A kés6bbiekben is mindig, ha mast
nem mondunk az er6vonalas dbrazolasok sikvektorterekre vonatkoznak, az altalanos esetet ezen lehet a
legkényelmesebben illusztrdlni.) Homogén nagysigu(irdnyd) egy tér ha nagysdga(irdnya) dllando,
ellenkezd esetben inhomogén nagysigi(irdnyt), homogén ha homogén nagysigi és irdnyu, végiil
inhomogén ha nem homogén.

M@

Homogén er6tér Homogén nagysagu Homogén irdnyu
inhomogén erdtér inhomogén erdtér
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Inhomogén nagysagu és irdnyu erotér

Vizsgaljuk meg, hogy milyen fizikai jelentés tulajdonithaté a gdrbe— és feliiletmenti integraloknak az
dramlési tér terminusaiban, illetve mi felel meg ezeknek az integrdloknak erdévonalas dbrézolds esetén!
Mint latni fogjuk, a felilletmenti integral a vektorfiiggvény nagysigvaltozasaval van kapcsolatban, mig a
vektorfliggvény irdnyvaltozasat a vonalmenti integrél jellemzi.

2.2 Feliiletmenti integral

A feliiletmenti integral szemléletes jelentését elGszor az dramldsi tér esetén (rogzitett idGegységre
vonatkoztatva) vizsgaljuk meg. Mivel a vektorfiggvény ilyenkor egy irdnyitott siiriiség és a feliletmenti
integral ezen surlség feliileti normadlisra es6 vetiiletének az integrélja, a feliiletmenti integral a feliileten
ataramlé anyag elGjeles 6sszemennyisége, azaz a feliileten keresztiil a feliilet irdnyitasa altal meghatéarozott
irAnyban és az ellenkez6 irdnyban dramlé anyag mennyiségének kiilonbsége. Példaul nyilvadnvaléan egy
olyan véges siktartomany mint feliilet esetén, mely mentén az dramlas irdnya dllandé, ha a sik parhuzamos
az aramlas irdnyaval, akkor az integral nulla és az integral akkor maximalis, ha a sik merdleges az dramlds
irdnyara.

A fentiekbdl kdvetkezden egy térrész kifelelé irdnyitott hatarfeliilete esetén a felilletmenti integral
éppen a feliilet altal bezart térrészbdl kidramlé és az oda bedramlé anyag mennyiségének kiilénbsége, azaz
a térrészben keletkez6 (vagy negativ el6jel esetén eltling) anyag mennyisége, masszéval az dramlé anyag
mennyiségének a tekintett térrészen torténé megvdltozdisa. Kovetkezésképp, az, hogy egy ilyen feliiletre
vonatkozdé feliiletmenti integral nulla, azt jelenti, hogy amennyi anyag a térrészbe érkezik, ugyanannyi
tavozik is onnan, tehat nem keletkezik és nem is tiinik el itt anyag, pontosabban, az itt keletkezd és eltiing
anyag mennyisége azonos.

Analég moédon grafikus szemléltetés esetén a feliiletmenti integril a a felilleten athaladé Gsszes
erévonalak szdma. Val6ban, az erétér egy kicsiny, homogénnak tekinthet6 darabjat tekintve (az dbrat lasd
a tuloldalon), ha egy egységnyi felszind, az er6vonalakra mer6leges E felilletdarabon athaladé erévonalak
szama k = |v|, akkor a vele « sziget bezdré AF feliiletdarabon ugyanezek az er6vonalak dthaladnak, de

AF felszine mir ——— , igy rajta az er6vonalak stirtisége

k
— =k-cosa=|v]-cosa=0v n=uv,,

COoS «

ahol n AF egységnormalisa és v,, v-—nek erre es6 vetiilete. K—t, az egész F—en athaladd erévonalak
szamdt, nyilvan az er6vonalsilirtiség felszin szerinti integralja adja meg. Felhasznélva az 1.22 (2) 4allitast,

azt kapjuk, hogy
K:/Un|df|:/vdf;
F F

amit meg akartunk mutatni.
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Tehat a felilletmenti integrdl a a feliileten athaladd Osszes er6vonalak szama. Persze itt is az, hogy
a feliileten dthalado azt jelenti, hogy a feliileti normalis irdnydba és azzal ellentétes irdnyban dthaladé
erOvonalak szamanak elGjeles Gsszege. EbbOl kovetkezben egy térrészt hatdrold kifele iranyitott feliilet
esetén a feliiletmenti integral a térrészbol ki— és oda belépd erévonalak szamanak, masszoval a feliileten
a két irdnyban athaladé Osszes erévonalak szamanak kiilonbsége, azaz az erdvonalszamnak a térrészben
torténé megudltozdsa. Az integral tehdt pontosan akkor nulla, ha a feliilet dltal bezdrt térrészben az ott
eredo és eltiing erévonalak szdma megegyezik, vagyis, ahdny erdvonal a térrészbe belép, ugyanannyi ki
is 1ép onnan. Specidlisan ez a helyzet, ha az erétér erévonalai mindkét irdnyban végtelenek vagy pedig
zartak. Ekkor sehol nem erednek 14j erévonalak és nem is tiinnek el sehol. Azokat a pontokat, ahol uj
erévonalak keletkeznek forrasoknak, mig azokat, ahol er6vonalak szlinnek meg, nyel6knek nevezziik.

/def>0 /defzo /def<0

2.1 Definicié

Egy v vektorfliggvénynek az F feliileten vett feliiletmenti integrélja a v—nek F-re vonatkozd (F-re
szamitott) fluxusa.

Az eddig elmondottak alapjin a fluxus egy — egy térrészben a vektorfiiggvény nagysdgdnak (az altala
leirt anyag dsszemennyiségének) valtozisit adja meg.

2.2 Példa A
v(@,y) = (f(2),0), wela,b],y€led

és a
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w(z,y) = (f(y),0), x¢€la,b],y€lcd
vektorfiiggvények (f € C(R) pozitiv és szigorian monoton nové fiiggvény) fluxusdnak kiszamitdsa a
V={(zy):alz<bc<ly<d}

koordinatatengelyekkel parhuzamos éli téglalap, mint kétdimenzids térrész kifelele irdanyitott hatarara
vonatkozdan.

Legyen V kifele irdnyitott hatara F' és legyenek

Fy az r(z)=(z,d),a<z<b,
Ey, az ry(z) = (z,¢),a <z <b,
Fy az r3(y) = (a,y), c<y <d,
Fyaz ry(y) = (by), c<y<d

altal definidlt feliiletek. Az integralnak a normaltartoményok hatdrain valé additivitasat hasznélva (lasd
az 1.26 (15) (b) vagy az 1.26 (17) feladatot) adédik, hogy

/Udf: vdf — Udf+/ vdf — v df
F F Fy F3 Fy

(Fy és Fy azért szerepelnek negativ elGjellel, mert —F, és —Fy vannak V-bdl kifele iranyitva, hiszen
példdul rh(z) = (1,0) miatt F» irdnyitdsa CROSS(ry) = (0,1).

(1) olwy) = (f@),0), 7 € [a,b], y € [e.d
A Fy

A

d _____ ]

Mivel v—nek csak z irdnyd komponense van, igy mindeniitt merdleges F; és F), normaélisaira, tehat

/Udf: vdf =0.
Fy Fs

Valéban, példaul i (z) = (1,0), igy CROSS(r}) = (0,1), kovetkezésképpen

/Flvdf:/ab(f(l“),O)-(O,I)dx:/abde:()_

Misrészt, r3(y) = (a,y), ¢ <y < d, tehdt F3 pontjaiban ¢ = a, igy v(rs3(y)) = (f(a),0). Tovabbi,
i (y) = (0,1), igy CROSS(r}) = (—1,0), tehdt

d d
/F v = / o(rs(y)) - CROSS(r}) dy = / ((a),0) - (~1,0) dy =
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d d
=/’—ﬂMdy=—ﬂ@/“dy=—ﬂ@w—@

és pontosan ugyanigy

[ vdr=-swa-o.

Fy

tehét
/vdf: vdf — vdf+/ vdf — [ vdf =
F F Fy F3 Fy

=—fla)(d—c) = (=f(b)(d =) = (f(b) = fa))(d = ¢) > 0.

A V-ben keletkez6 erévonalak szama tehdt (f(b) — f(a))(d — ¢), ahogy ez varhaté is, hiszen ez nem mas
mint az F3-on belépd erévonalak szamdanak (d — ¢) - f(a)-nak és az Fy—en kilép6 er6vonalak szdmanak
(d—c)- f(b)—nek a kiilonbsége, mert Fz—on az erévonalak stirlisége [v(z,y)| = f(a), Fi—en pedig |v(z,y)| =

= f(b).
2) wlz,y)=(f(y),0), z €[a,b], y €[c,d]

—

a b

Hasonldéan az el6z6 esethez, mivel w-nek is csak z irdnyd komponense van, tehat mindeniitt merdleges
F| és F5 normalisaira, azaz

/ wdf = wdf =0.
F Fy
A két masik integralt szintén az el6z6 esettel analég médon szamithatjuk:
d d d
[ war= [ wratw) - crROSSG5) dy = [ (10).0)- (-1.0)dy == [ )y
3 c c c
és ugyanigy

,Aw#:‘[%@”%

vagyis

/wdf: w df — wdf+/ w df — wdf = w df — wdf =0,
F P Fy F3 Fy

Fs3 Fy
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amint az persze varhaté is volt, hisz az F3—on belépd minden er6vonal Fj—en kilép mert w erdvonalai
mindkét irdnyban végtelenek, nincsenek sem forrasai, sem nyeldi.

A fenti példa szépen illusztralja, hogy a fluxus csak a vektorfliggvény, azaz az er6vonalak irdnydba
esO nagysagvaltozasra érzékeny, az erre merdleges valtozasra nem, pontosabban a véltozasnak csak az
er6vonalak irdnyara vett vetiiletét méri.

Nos, a fentiek szerint a fluxus csak az ataramlé anyag mennyiségének ill. az dthaladé 6sszes erévonalak
szamanak egy-egy feliilet altal bezart térrészen valo megvaltozasat adja meg, igy elég durva médon, csak
egy tartomdany egészén globdlisan jellemzi a vektorfiiggvényt, hasonléan ahhoz, ahogy egy egyvaltozos
fliggvényt jellemez egy-egy adott intervallum szélein felvett értékeinek kiillénbsége. Hogyan tudnank en-
nek segitségével egy lokalis, pontonkénti jellemz6t definidlni? Szembeszoko az analdgia az egyvaltozos
fiiggvények derivéltjanak fogalmaval. Ott is a fiiggvény egy-egy résztartomanyon, specidlisan intervallu-
mon, valé megvaltozdsa all rendelkezésre és ezt a megvéltozast a tartomdny mértékével (az intervallum
hosszaval) elosztva kapunk egy, a fiiggvény relativ megvaltozasit jellemz6 adatot, melybdl aztan a tar-
tomanyt egy pontra ”zsugoritva”, azaz valamely adott pontot tartalmazé intervallumok hosszat nulldhoz
kozelitve kapjuk meg a derivaltat, a fliggvény valtozasat az adott pontban jellemz6 mennyiséget. Vek-
torfliggvény esetén az ennek megfeleld, a ”lokdlis fluxusvaltozast” megadd fogalom egy adott pontban a
fiiggvény nagysiganak valtozasat jellemzi, szemléletes jelentése az adott pontban a térfogategységre juto
anyagmennyiség ill. erOvonalszam valtozas, azaz az anyagmennyiség ill. erdvonalszam vdltozds adott
pontbeli sirisége.

2.3 Definicié
Legyen n tetszOleges pozitiv egész szam.
(1) Legyen H C R™ tetszOleges korlatos halmaz. A d(H) = sup{||z — y|| : =,y € H} szdmot H
atmérdjének nevezzik és d(H)—val jeloljiik.
(2) Legyen ry € R" tetszéleges, Hr, C R™ minden k € N-re. Azt mondjuk, hogy a (H}) sorozat az
ro—ra zsugorodik ha ro € Int H; minden k € N-re és d(Hy) - 0.

2.4 Definicié
Legyen n tetszOleges pozitiv egész szam.

Legyen 1o € G C R™ tetszbleges nyilt halmaz, v : G — R" folytonos G \ {ro}-on. Ha a (V) ro—ra
zsugorodé R™beli normadl térrészek tetszoleges olyan sorozatara, melyre minden k € N esetén Vi, C G
hatara a kifelé irdnyitott Fj valddi feliilet, a

1
lim — - vd
k—o00 |Vk| /I;k f

(véges vagy végtelen) hatdrérték létezik és ugyanaz, akkor ezt a mennyiséget v ro—beli
forrasstirtiségének nevezziik. Azt a fiiggvényt, mely megadja v forrdssiiriiségét minden olyan pont-
ban, ahol 1étezik és véges, s(v)—vel jeldljik. Ha ro—ban a forrdssiiriség pozitiv, akkor v—nek forrasa,
ha negativ, akkor pedig nyelje van rp—ban.

2.5 Megjegyzés

A definicidban szerepl6 feltételek természetesek, hiszen v folytonossiga biztositja integralhatosagat, G
nyiltsdga azt, hogy van az adott pontra zsugoroddé olyan térrész-sorozat, melynek minden elemén v
folytonos, végiil a tekintetbe vett térrész sorozat normalitdsa, kizarva a ”tul specidlis, furcsa, torz”
térrészeket, garantilja, hogy a definidlt hatarérték v—t és nem magat a térrész sorozatot jellemzi.

2.6 Példa A 2.2 Példdban szereplé vektorfiiggvények ro = (xo, yo) pontbeli forrassiiriiségének megha-
tarozasa.

Jelenlegi eszkozeinkkel egyelére nem tudjuk megvizsgédlni, hogy létezik—e egy fliggvény forrassiriisége,
csak azt tudjuk megallapitani, hogy mekkora az értéke, feltéve, hogy létezik. Tehat tegyiik fel, hogy
mindkét esetben 1étezik a forrdssiriség. Sziikséglnk lesz tovdbbé arra a feltevésre is, hogy f folytonosan
derivalhato ro valamely kornyezetében.

Ha 1étezik forrassiliriség, akkor barmely ro—ra zsugorodd normal térrész—sorozatra ugyanannyi lesz a
forrasstirtiség definiciéjaban szerepl6 hatarérték, tehat tekinthetiink egy koordinatatengelyekkel parhuza-
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mos élu téglalapokbdl allé (Vi) térrész sorozatot, ahol
Vi={(z,y) rar <o <by, o Sy <di}, ap <ao <bg,cp <yo <dg
és
lilgn(bk — ak) = li]in(dk — Ck) =0.

Felhaszndlva a 2.2 Példa eredményét, a v(z,y) = (f(z),0) fiiggvény esetén

(f(br) = flag))(de —cx) =

. 1 = lim .
= lim _./Fkvdf—klioo (b, — ax)(dr, — cx)
= lim M

k—o0 br — ay

= f'(zo) -

Tovabbé, ugyanigy a w(z,y) = (f(y),0) esetén

. 1
s()| —klﬂﬂow'/pkwdf-o

hiszen a 2.2 Példa alapjin w fluxusa mnden Fj-ra nulla. w ro—beli forrdssiiriisége tehat nulla, amint az
varhat6 is abb6l, hogy w erdévonalai mindkét irdnyban végtelenek, {gy w-nek nincs sehol forrdsa. (Hol
hasznéltuk azt a feltételt, hogy ro valamely kornyezetében f folytonosan derivilhat6? A vélaszhoz ldsd
a 2.14 (1) feladatot.)

Természetesen a forrasstirliség 6rokli a fluxusnak azt a tulajdonsagat, hogy csak a vektorfiiggvény,
azaz az erdvonalak irdnyaba esd nagysagvaltozasra érzékeny, az erre merdleges nagysagvaltozasra nem.
Ezt tiikkrozi eredménytlink, melynek alapjan az sejthetd, hogy a forrassiriségbe a vektorfliggvény elsd
komponensének csak x—t6l mig (nyilvdn szimmetriaokokbol) mdsodik komponensének csak y-t6l vald
fliggése szdl bele méghozza a megfelel6 valtozé szerinti derivalton keresztiil. Kézenfekvo arra gondolni,

hogy az operacié, mely ezt az eredményt szolgaltatja a megfelel$ valtozd szerinti parcidlis derivalds, vagyis
ha

o1 = (f(2,9),0), v2=1(0,9(z,y),
akkor — egy olyan nyilt halmazon ahol f és g folytonosan derivalhatéak —
of 9%
Ox Oy -

Nos, a példdban kovetett eljardshoz teljesen hasonléan ez tényleg kénnyen megmutathato6 (lasd a 2.14 (1)
feladatot), igy a sikbeli dltaldnos esetben, ha

s(vy) = és s(va) =

v=uv+vs = (f(z,9), 9(z,9)),

akkor — felhaszndlva, hogy mind az integral, mind pedig a hatarérték linedris operacié —

0 0
s(v):a—£+8—g.

Erre az Osszefiiggésre alabb még visszatériink, most azonban a masik integral vizsgalatat kezdjik el.
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2.3 Vonalmenti integral

Az dramlasi tér esetén a vektorfiiggvény egy irdnyitott siirliség és a vonalmenti integral ezen stiriiség
érintOre es6 vetiiletének az integralja, a vonalmenti integral tehat egy egységnyi keresztmetszetii, az
adott irdnyitott gérbével, mint hossztengellyel adott csében levé anyag dsszimpulzusa (pl. (%% ﬁ) -m =
= L3 (kg 2 )-ban), azaz annak mérészdma, hogy ha a csdvon kiviil az anyag dramldsat megsziintetnénk,
akkor a csében milyen irdnyban (elére vagy hétra) és milyen sebességgel mozogna az anyag. Példaul
nyilvanvaléan egy olyan egyenes szakasz, mint gorbe esetén, mely mentén az dramlas irdnya allandé, ha
a szakasz merdleges az dramléds irdnyara, akkor az integral nulla és az integrdl akkor maximaélis, ha a
szakasz parhuzamos az aramlas irdnyaval.

A fentiekbdl kovetkezben zart gorbe esetén a goérbementi integral éppen — el6jeltdl fliggben — a
gorbe irdnydban és azzal ellentétesen egy egységnyi keresztmetszetd csében aramlé anyag impulzusainak
kiilonbsége és azt mutatja, hogy az adramlast kdrnyezetétol elkiilonitve és magara hagyva milyen irdnyud
és sebességli keringést végez a gorbe mentén az anyag.

(1) Homogén nagysagu erétér:

\—/ //\
<

I
v J

/—\
W /vdr:O /vdr<0
L L L

(2) Homogén irdnyu er&tér:

| > > \ >

/vdr>0 /Ud’I‘ZO /vdr<0
L L L

Analég médon grafikus szemléltetés esetén a gérbementi integrdl azt méri, hogy a gbérbe mentén
mozogva mekkora utat tettiink meg milyen sliri er6vonalak mentén azok iranyaban és ellenkez6 iranyban.

2.7 Definicié

Egy v vektorfliggvénynek az L gbrbén vett vonalmenti integrdlja v-nek L-re vonatkozd (L-re
szamitott) cirkuldcidja (6rvénylése).

Az eddig elmondottak azt mutatjik és a példak azt illusztraljik, hogy a cirkuldcié homogén nagysigui
vektorfliggvény esetén annak irdnyvdltoztatdsdval, azaz az erGvonalak gorbiiltségével kapcsolatos. Lénye-
ges azonban, hogy homogén irdnyu erétérnek (melyben az er6vonalak nem gorbiilnek) is lehet nem nulla
cirkulacidja. Ennek oka, hogy — szabadon fogalmazva — a cirkulacié a fluxusnak a vektortér irdnyara
vonatkozé dudlisa, vagyis pontosan forditva viselkedik mint a fluxus: az erévonalak irdnyaba esé nagy-
sagvaltozasra nem érzékeny, de az erre meréleges nagysagvaltozasra igen. Az azonban igaz, hogy homogén
nagysdigiu erdtér esetén a cirkulacié akkor és csakis akkor nulla, ha az erévonalak nem gorbiilnek, vagyis
ilyenkor a cirkuldci6 valéban méri a vektorfiiggvény irdnyvaltoztatasat, azaz az erévonalak gorbiiltségét.

2.8 Példa A 2.2 Példaban szerepld vektorfliggvények cirkuliciéjanak kiszamitasa az ott definidlt V'
térrész hatarara, mint egy, a V-bdél nézve pozitivan irdnyitott L gérbére vonatkozdan.
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A gorbe irdnyitdsanak definicija szerint (lasd az 1.13 (c) definiciét) az L = —F gorbe lesz pozitivan
irdnyitott. Legyen L; = —F;, 1 < i < 4. Normaltartomanyok hatdrain az integral additiv (az 1.26 (15)
(b) vagy az 1.26 (17) feladat eredménye az 1.24 Megjegyzés miatt alkalmazhaté a vonalmenti integralokra

is), igy azt kapjuk, hogy
/vdr:/vdr—/ Udr-l-/ UdT‘—/ v dr
L L1 Lg Ls L4

(1) w(z,y) = (f(2),0), z €[a,b] , y € [c,d]

df---- =

—
w
-
=
1
—
N

cl---- ->L >

—

a b

Mivel v—nek csak z irdnyd komponense van, igy mindeniitt merdleges L3 és L, érintdire, tehat

/ vdr = / vdr=20.
L3 Ly
Val6ban, példaul r5(y) = (0,1), igy

/Ud’l‘:/ Ud’l‘:—/’l}dT:
L3 —F3 F3

:_/ab(f(x),O)-(O,l) dz:—/abde:o.

Miésrészt, 1 (z) = (z,d), a < x < b, tehat v(r (z)) = (f(x),0) és ri(z) = (1,0), igy
/vdr:/ vdr:—/vdr:
Ly —-F F

:—/abv(rl(m))-r'l daz:—/ab(f(m),o)-(l,o) daz:—/abf(m) do

és teljesen hasonléan

b
/vdr:—/ f(z) dz,
Lo a
/vdr:/ vdr—/ vdr+/ vdr—/ vdr:/ Ud?"—/ vdr =
L L1 Lg L3 L4 Ll L2
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:—/abf(m)da:—(—/abf(az)daz):0.

Ez az eredmény egybevag szemléletiinkkel, hiszen a gbérbe mentén mozogva ugyanakkora utat tettiink
meg azonos slirliségli erévonalak mentén az er6vonalak irdnydban (—Lo—n), mint ellenkezé irdnyban
(L1—en), hiszen — mivel v csak z—tél fiigg, az er6vonalak siirlisége azonos Lo—n és L;—en, nevezetesen
|v(z,y)| = f(z) minden z € [a, b] esetén.

(2)  w(z,y) = (f(¥),0), x € [a,b],y € [¢,d] w-re is igaz, hogy csak x irdnyd komponense van, igy

A L4
df-—-- =

mindeniitt merdleges L3 és L, érintdire, azaz

/ wdrz/ wdr=0.
L3 Ly

A két miésik integralt szintén az el6z6 esettel analég médon szamithatjuk.

b
[wir=[ wir=-[ wir=— [+t de =
L1 —Fl Fl @

b b b
- —/ (f(d),0) - (1,0) dz = —/ £(d) da = —f(d)/ dz = —f(d)(b - a)

és persze ugyanilyen médon kapjuk azt is, hogy

/szdrz—f(C)(b—a),

/wdr:/ wdr—/ wdr+/ wdr—/ wdr:/ wdr—/ w dr =
L L1 L2 L3 L4 Ll L2

= =f(d)(b=a) = (=f()(b—a)) = (f(c) = f(d)(b-a) <O.

Nos, az (1) esethez hasonléan ez az eredmény is varhaté volt, mert bejdrva a gorbét nagyobb siirliségli
erévonalak mentén mozgunk az erévonalakkal ellentétes irdnyban (L; mentén, ahol az er6vonalak stirlisége
|v(z,y)] = f(d)), mint velik azonos irdnyban (—L» mentén, ahol az er6vonalak slirisége |v(z,y)| =
= f(c) < f(d)), mindkét esetben ugyanolyan hosszu utat téve meg. A példa illusztralja azt a fent mar
emlitett tényt is, hogy a cirkulacié az erévonalak irdnyaba esd nagysagvaltozasra nem érzékeny, de az
erre meroleges nagysagvaltozasra igen.

tehat végul
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Arrdl, hogy a cirkuldciébdl mint globalis fogalombdl hogyan szarmaztathaté a derivalds analégidjara
egy lokélis fogalom mutatis mutandis (megvaltoztatva a megvaltoztatanddkat) lényegében ugyanazokat
mondhatjuk el, mint a fluxus esetén. Két fontos kiilonbség azonban van.

Az egyik, hogy a hiaromdimenziés térben a keringésnek, melyet a cirkuldcié mér nemcsak irdnya és
nagysdga, hanem tengelye is van, azon gorbe sikjanak normaélisa (ha van ilyen sik), melyen a cirkuldciét
szamitjuk. Egy pont kornyezetében azonban a kiilonb6z6 sikokba esé 6rvénylés nagymértékben kilon-
bozhet. Példaul a v(x,y,z) = (f(y),0,0) fliggvény esetén nyilvan annak alapjin, amit a 2.8 Példaban
lattunk, az [xy] sikkal parhuzamos sikokban fekvé gorbék esetén a cirkuldcié sohasem nulla, de nyilvan az
[xz] sikkal parhuzanos sikokban (amelyek mindegyikében v egy-egy homogén sikvektortérnek tekintheto,
hiszen ezen sikokban a fiiggvény allandd) a cirkuldcié nulla. Kovetkezésképp, a cirkuldcié pontonkénti
valtozatanak is, ami nyilvan dramlési tér esetén az anyag adott pontbeli 6rvénylését méri, van tengelye,
tehat nem lehet csupdn egy skaldr, hanem olyan vektornak kell lennie, melynek egyenese az 6rvénylés
tengelyét, irdnya annak (jobbcsavar szerinti) irdnyét, nagysiga pedig erésségét adja meg.

A masik kiilonbség a forrassiiriiség és a cirkulacié pontonkénti valtozata k6zott az, hogy az 6rvénylés,
mint valmely tengely korili elfordulds, alapvetéen kétdimenzids fogalom. Valdban, a tiszta Orvénylés
egy sikbeli elforgatds. A térbeli tengelykorili forgatds is egy, a tengelyre mer6leges (tehdt az Osszes
vektorra kozos) sikban valé elforgatds, és a valédi térbeli orvénylés, mint pl. valamely csavarvonal
mentén valé mozgds sem mas mint egy sikbeli elforgatds és egy ra meréleges tengely mentén vald
eltolds komporzicidja. Tehdat az elforgatds kétdimenzids fogalmanak nincs természetes haromdimenzios
altalanositasa. Kovetkezésképp a cirkulacié pontonkénti valtozatat alapvetden csak a kétdimenzids
esetre definidljuk, a hiromdimenzios valtozatot erre visszavezetve értelmezziik annak alapjan, hogy
az Orvénysiriség linedris operacié és egy haromdimenziés vektorfliggvény orvénystriségének barmely
koordindtatengely irdnyaba esé komponensét csak a fiiggvénynek erre a koordindtatengelyre merdleges
koordinatasikjaba es6 vetiiletének, mint egy kétdimenzios vektorfiiggvénynek orvénysiirtisége hatdrozza
meg (hiszen a harmadik, a sikra mer6leges tengelybe es6 komponens nem sz6l bele egyetlen a sikba
es6 gorbére vett gorbementi integralba sem). (Tovabbd az egyszeriiség kedvéért haromdimenziéban az
orvénysuriséget csak folytonossagi pontokban értelmezziik és értékeinek csak véges mennyiségeket en-
gediink meg.) Magasabb dimenziéban egyéltaldban nem vizsgaljuk a fogalmat.

2.9 Definicié

Legyen 1o € G C R? tetsz6leges nyilt halmaz, v : G — R? folytonos G \ {ro}-on. Ha az (F},) ro-ra
zsugorodé R2-beli normél térrészek tetszdleges olyan sorozatdra, melyre minden k € N esetén Fj, C G
hatara a pozitivan irdnyitott L gorbe, a

(véges vagy végtelen) hatarérték létezik és wugyanaz, akkor ezt a mennyiséget v
ro—beli orvénysilirtiségének nevezziik. Azt a fliggvényt, mely megadja v Srvénysiiriiségét minden
olyan pontban, ahol létezik és véges, c(v)-vel jeloljik.

2.10 Definicié

Legyen G C R3 tetszlleges nyilt halmaz, v : G — R?*,v = (v1,vs,v3) folytonos és legyen
e = (e1,ea,e3) R szokédsos bdzisa. Az e, és e, (n,m = 1,2,3, n # m) vektorok 4ltal kifeszitett
koordindtasikkal pdrhuzamos S sikban a koordindtasikba es6 v’ = vpen + Umem kétdimenzids vek-
torfliggvény (S—ben a harmadik véltozé konstans) C'(v') orvényslirtiség vektora az a w vektor,
mely mer6leges S—te, hossza a v’ fliggvény (mint az e,, és e,, altal generalt kétdimenzios linedris térbeli
vektorfiiggvény) ¢’ 6rvénysiiriiségének abszolit értéke, irdnya pedig olyan, hogy az e,, , e, , signc' -w
jobbsodrésu rendszert alkotnak.
A ¢(v) = C(v2,v3) + C(vs,v1) + C(v1,v2) fliggvényt v orvénysiiritiségének nevezziik.

2.11 Példa A 2.2 Példaban szerepld vektorfiiggvények ro = (zo,yo) pontbeli orvénysilirtiségének
meghatarozasa.

Természetesen eljarasunk a 2.2 Példaban alkalmazottal analég. Ha létezik forrasstiriiség, akkor barmely
ro—ra zsugorodd normdl térrész—sorozatra ugyanannyi lesz a definiciéban szereplé hatarérték, tehat te-
kinthetlink egy koordindtatengelyekkel parhuzamos élii téglalapokbdl allé (F},) térrész sorozatot, ahol
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Fp={(z,y) rar <o <bp,ep Sy <de}, ap <wo < bg,cp <yo < die
és
hlrcn(bk —ak) = h;gn(d’“ - Ck) =0.

Felhaszndlva a 2.2 Példa eredményét, a v(x,y) = (f(x),0) fliggvény esetén nyilvin

1
= lim — - dr =0,
], =l gy,

vagyis az ro—beli cirkuldciésturiség, ha létezik, akkor nulla és persze ugyanigy a
w(z,y) = (f(y),0) fiiggvénff esetén

1
= lim — - df = i
c(w)‘ro klﬂn;olo |Fk| Ly v f klﬂngo (bk — ak)(dk — Ck)

“(fler) = f(dr))(br — ax) =

— lim f(ck) — f(dk) — _fl(yo)

k— o0 dk — Ck

(feltéve, hogy f folytonosan derivalhaté ro valamely kérnyezetében). Ahogy eljarasunk és eredményeink
is mutatjak, nyilvin a 2.6 Példa utdni, a forrasstriséggel kapcsolatos megjegyzés analogonja igaz a
cirkuldciostliriiségre. Az ott elmondottak szellemében abbdl kovetkezGen hogy — amint azt a példa is
illusztalja — természetesen a cirkulaciostiriiség orokli a cirkulacié azon tulajdonsagat, hogy az erévonalak
irdnyaba es6 nagysagvaltozasra nem, csak az erre meroleges nagysagvaltozasra érzékeny, kénnyen meg-
josolhato a

U1 Z(f(l',y),O) és U2 =(0,g($,y)),
alakd vektorfuggvények cirkulaciésiiriisége. Valoban, annak alapjan, hogy vy cirkuldcidstirliségét (negativ
elgjellel) csak y—tol valo fliggése, va—ét pedig csak z—t06l valod fliggése befolyasolja, azt varjuk (ami a 2.14
(1) példaban alkalmazott eljardssal analég médon valdban bizonyithaté is), hogy egy olyan nyilt halmazon
ahol f és g folytonosan derivdlhatéak of dg

c(v) = By D

Arrdl is kénnyen meggyézhetjiik magunkat, hogy a fenti Osszefiiggésekben az eldjelek is helyesek, hiszen,
ahogy abrank is illusztralja,

=4

és c(vz) =

Ao ey

N

0

11 owm
Y

egy pozitiv, novekedd f fliggvény esetén az (f(y),0) cirkuldciéja negativ, mig a (0, f(z)) cirkuldcidja
pozitiv, hiszen az el6bbi az dramutato jarasaval megegyez0 irdnyd, mig az utébbi azzal ellenkezd 6rvénylést
idéz el6. Ez nem is meglepd, hiszen a két fiiggvény egymds tiikkorképei az y = x egyenesre vonatkozodan,
egymasbdl az x és y tengelyek felcserélésvel jonnek létre, a tiikrozés pedig megforditja a koriiljarast.
(Helyezziik egy tikrot az dbrakon az y = = egyenesre a lap sikjara merdlegesen és a tiikkorben a mdsik
abrat kapjuk meg.)

Nos, a fentiek alapjan — felhasznalva, hogy mind az integral, mind pedig a hatarérték linearis homogén
operacié — megadhatunk egy, a a sikbeli altaldnos esetre vonatkozé allitdst, melybe belefoglaljuk a 2.6
Példa utian megfogalmazott, a forrasstiriiségre vonatkozé gondolatmenetiink eredményét is:
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2.12 Allitas

Ha a sik egy nyilt részhalmazin 1étezik a v vektorfiiggvény forrdssiiriisége, f és g itt folytonosan de-
rivalhat6 fiiggvények és

v=(f(z,9), 9(z,y)),

akkor itt ()_g{_@ . ()_@_%
)= e Oy A= B Oy’

A kovetkezo fejezetben ezt az dllitast lényegesen erdsebb formaban, a forrassiiriiség 1étezésére vonatkozo
elégséges feltétellel kiegészitve fogjuk bizonyitani.

A fent definialt két lokalis, egy-egy pontot jellemzé fogalmat, a forras— ill. orvénystliriiséget globalis
valtozatukbdl a fluxus ill. Orvénylés fogalmabol vezettiik le. Természetesen meriil fel a kérdés, hogyan
fordithaté meg ez a viszony, megkaphatdak-e a globdlis fogalmak a lokdlisakbdl, és ha igen hogyan. A
kérdésre adott valasz két kiilonboz6 informalis gondolatmenettel is megsejtheto.

Egyrészt, mivel a lokilis fogalmakat az egyvaltozés fiiggvények derivaltjanak analdgidjara mint-
egy "térfogati derivalt”’—ként vezettiik be, az analdgiat folytatva, azt varhatjuk, hogy a megforditas a
térfogati integralas lesz. Masrészt, mivel a szemléletes jelentésiikkel kapcsolatban elmondottak alapjan
mindkét fent definilt lokalis fogalom, a forrasstriség és orvénysiriségis valéban siriség—jellegii fogalom,
nyilvanvaléan adédik a kovetkeztetés, hogy egyfeldl egy adott térrész kifelelé irdnyitott hatarfeliiletére
vonatkozd fluxus, mint a feliilet altal bezart térrészen beliili teljes anyag— ill. erévonalvaltozis nem més,
mint az ezen mennyiség pontonkénti valtozasinak, azaz vdltozds—stiriségének (és ez éppen a forrassiiriiség)
integrélja erre a térrészre; masfeldl a cirkulaciéra nyilvanvaléan az ezzel analdg allitas igaz. Fogalmazzuk
meg tehdt sejtéslinket.

2.13 Sejtés

(1) Legyen G C R™ nyilt és v : G — R™ tetszbleges. Ha a V' C G n—dimenzids normél térrész hatdra az
F kifele irdnyitott valddi feliilet és V—n létezik a folytonos s(v) forrassiirtiség, akkor

/def:/vs(v)dv.

(2) Legyen G C R? nyilt és v : G — R? tetszbleges. Ha az F C H kétdimenziés normal térrész hatara
az L pozitivan irdnyitott gorbe és F—en létezik a folytonos c(v) 6rvénysiriiség, akkor

/Lvdrz/Fc(v)dV

Nos, a kovetkez6 fejezetet fenti sejtésiink helyességének igazoldsaval fogjuk kezdeni. A bizonyitds a
vektoranalizis két kozponti tételéhez és a 2.12 Allités egy er6sebb valtozatdhoz vezet majd.

Miel6tt azonban ratérnénk erre, egy lényeges altalanos megjegyzést kell tenniink. Viszszatekintve a
fejezetben targyalt fogalmakra, nem lehet nem észrevenni, hogy egy sajatos kett6sség érvenyesiil minden
definiciéban, példdban, allitdsban: valamilyen értelemben mindegyiknek van egy-egy megfelelje. Ennek
oka az, hogy a két integraltipus, tovabba azon fogalmak, melyeket ezek segitségével definidltunk egy
specidlis, a szimmetridhoz hasonlé viszonyban dn. dualitasban vannak egymdssal, dudlisai egymas-
nak. A dualitas azt jelenti, hogy a fogalmakbdl, melyek kozott fenndll, létrehozhaté egy olyan parositds,
hogy létezzen egy vagy tobb igaz allitas, melyekben kicserélve az Gsszes a parositasban szerepld fogalmat
a parjara, (esetleg a lényeget nem érinté kis valtoztatds utdn) djra igaz allitast kapjunk. (Ez utébbit
allitast az eredeti allitas dudlisdnak szoktuk nevezni.) Példaul a sikgeometridban ilyen dualitds all fenn
a "pont” és az "egyenes” kozott a

két (nem azonos) pont egyértelmiien meghataroz egy egyenest
allitasra vonatkozolag, hiszen a dudlis allitds, mely szerint
két (nem parhuzamos) egyenes egyértelmiien meghatiroz egy pontot

is igaz. Hasonldéan, a logikdban a "vagy”-"és” logikai konnektivumpar és a ”"hamis”-"igaz” jelzOpar is

ilyen viszonyban vannak. Valéban, mindkét aldbbi mondat igaz:

p és nem p mindig hamis és p vagy nem p mindig igaz
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Végil még egy példa az elektromos héalézatok elméletébol, ahol dudlis fogalom-parok a kdvetkezdk: soros—
péarhuzamos, révidzar—szakadas, aram—fesziiltség, tekercs—kondenzator. Valdéban egyszerre igaz példaul
az, hogy

rovidzdron esé fesziltség nulla és az, hogy szakaddson atfolyd dram nulla,

vagy, ho
) 8Y, o8y fesziiltségen 1év6 kondenzdtor révidzardsakor végtelen aram folyik
és
dram &ltal atfolyt tekercs megszakitdsakor végtelen fesziiltség indukalodik.

Nos, a bekezdés elején emlitett kettdsséget pontosabban tgy lehet leirni, hogy a vonalmenti integral-
feliiletmenti integral, fluxus—cirkulécio, forrasstiriség—orvénysiriség fogalompdarok elemei tébb 1ényeges
osszefiiggésben dudlisai egymdésnak. Ezekhez tovabbi targyalasunk sordn még egy dualis fogalompar fog
tarsulni.

Miutdn a vektorfiiggvényeket jellemzé Osszes 1ényeges alapfogalmat definidltuk és megismerkedtiink
ezek szemléletes jelentésével, a kvetkezo fejezetben részletesen megvizsgljuk tulajdonsagaikat és egymskozti
viszonyukat. Mindezt a sikban fogjuk végrehajtani (ahogy sejtésiinket is erre vonatkoztatva fogalmaz-
tuk meg), itt ugyanis minden technikailag sokkal egyszertibb, mint az dltaldnos esetben, jél kovethetd,
szemléltetheto és illusztralhatd, ugyanakkor a sik a lényeget tekintve nem kiilonboézik az dltalanos esettol.
Ez ut6bbit roviden a kévetkezd utani fejezetben foglaljuk Gssze.

2.14 Feladatok

(1) Bizonyitsuk be, hogy ha a sik egy nyilt részhalmazin létezik a v = (f(x,y),0) vektorfiiggvény
forrasstrisége és f itt folytonosan derivalhato fliggvény, akkor itt

0
s(v) = a—i

(2) (a) Keressiink a felsoroltakon kiviil mas példékat dualitdsral

(b) Mutassunk az ebben a fejezetben vizsgélt fogalmakra vonatkozé dudlis dllitds—parokat!
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3. Sikvektoranalizis

"o

Ebben a fejezetben kizdrdlag a sikra, azaz R%—re szoritkozva vizsgaljuk az el6z6 fejezetben definidlt fo-
galmainkat és azok Osszefliggéseit (tehat ha semmi egyebet nem mondunk, akkor skaldrfiggvényen mindig
valamely kétvaltozos fiiggvényt, azaz a sik egy részhalmazan értelmezett valosértékii fiiggvényt, mig vek-
torfiiggvényen egy v : H — R?, H C R? fliggvényt, azaz a sik egy részhalmazin értelmezett és a sikba
képez6 fliggvényt értiink). Az el6zé fejezet 2.12 Allitdsdban megjelend mennyiségeket megvizsgalva, elju-
tunk a vektoranalizis két kozponti fogalmahoz a divergencidhoz és rotacidhoz, melyek a vektorfiiggvényt
jellemz6 eddig definidlt fogalmak és a derivéaltoperator kapcsolatat irjdk le, tovabba megfogalmazzuk az
ezeket jellemz6 két fundamentalis tételt, a vektoranalizis in. integral- (vagy integralatalakito) tételeit, a
Gauss-Osztrogradszkij és a Stokes tételt. Ezt kovetden az mutatjuk meg, hogyan lehet a divergenciat és a
rotéciét kiszamitani, megvizsgalunk két alapveto fizikai alkalmazast és kitériink az integraltételek néhany
kovetkezményére. Végil a primitiv fliggvény fogalmat és a primitiv fliggvénynek az eredeti fliggvénnyel
val6 kapcsolatat leird Gsszefiiggést altalanositjuk vektorfiiggvényekre.

3.1 Divergencia
3.1.1 A derivaltoperator skaldrinvaridnsa

A 2.12 Allitdsban felbukkané a forrds— ill. orvénysuriuséget megadd kifejezések a derivaltoperatort
jellemzé nevezetes mennyiségek. Ebben a pontban az elsével foglalkozunk, mely a derivaltoperator

7 2

szokasos bazisbeli matrixanak féatlojaban levd elemek Ssszege.

3.1 Allitas

Lindris transzformdcid mdtrizdban o fédtlo elemeinek dsszege fliggetlen a bdzistol.

BIZONYITAS. Csak a kétdimenzids esetet vizsgdljuk, az altaldnos eset analég. Legyen e és f R? két bézisa,

A € L(R? - R?) ¢s
_ air Qa2 T = T11 Z12 T = Y11 Y12 '
e a1  G22 =fe T21 T2 =cef Y21 Y22

¢s T, az erdl az f-reill. az f-rol az e-re valé dttérés métrixai.)

lI>

(T

—ef

éfzg e'éf'ief’
igy A . foatlobeli elemeinek Gsszege:
sy = a1 (T11y11 + T12y21) + a12(T21y11 + T22Yy21) + @21 (T11Y12 + T12Y22) + a22(T21Y12 + T22Y22) -

Masrészt mivel T.T.= I, ahol I az egységmatrix, igy
T11Y11 + T12Y21 = T21Y12 + Tooyzz =1 €5 Tory11 + Tayor = Ti¥iz + Ti2yee =0
tehat

S =ai1 + a2 .

3.2 Definicié

Linedris transzformacié matrixdban a féatlobeli elemek Osszegét a transzformdicié skalarinva-
riansianak nevezziik.
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3.3 Definicié
Av: H - R", n > 1 egész, H C R" derivalhaté vektorfiiggvény derivaltoperatoranak
skalarinvaridansat v divergenciajinak nevezzik és div v—vel jeloljik, tehat specialisan kétdimenzios
esetben, ha H C R? és v : H — R? derivalhaté vektorfiiggvény, melynek komponensei v, és vs , azaz

v = (v1,v2), akkor
8’U1 81)2

dive = — +

Or Oy’
3.1.2 Divergencia és fluxus, divergencia és forrassiiriiség

A divergencia fogalmanak segitségével hozzafoghatunk a 2.13 Sejtés bizonyitdsahoz. Ez a sejtés
felfoghat6 ugy, mint egy, a feliiletmenti és térfogati integralok kozotti Osszefiiggést megadé allitas. Bi-
zonyitasdhoz el6szor normaltartomanyok esetén vizsgdljuk meg a feliileti és térfogati integrdl kozotti
kapcsolatot.

3.4 Lemma

Legyen'V tetszdleges kétdimenzids térrész, melynek hatdra a kifelé irdnyitott F' valddi felilet és h tetszdleges
V —n folytonosan derivdlhato kétvdltozos fiiggvény.

(1) Ha V az x tengelyre vonatkoztatva reguldris normdltartomdny, akkor

/F(O,h)df:/vg—ZdV

(2) Ha V azy tengelyre vonatkoztatva requldris normdltartomdny, akkor

/F(h,o)dfz/v%dv

BIZONY{TAS. Csak (1)-et bizonyitjuk, nyilvin (2) teljesen analég. A reguldris norméltartoménynak az 1.25
(1) definiciéban megadott meghatirozéasa szerint vannak olyan a, b € R,a < b szdmok és f, g € C1]a, b]
fiiggények, hogy f(x) < g(z) minden x € (a,b) esetén és V = {(z,y) :a <z < b,g(z) <y < f(z)}.

F
Mt

Legyenek
Fy az rl(x):(az,f(a:)),aze[a,b],
Fy, az ry(z) = (x,9(x)), z € [a,b],
F; az ngx; = E ), [g9(a ,f(a;] és

Fy az ry(x



altal definialt egydimenzids feliiletek, tovabba legyen F V kifele irdnyitott hatdra. (F3—at és Fy—et
természetesen csak akkor definidljuk ha g(a) < f(a) ill. g(b) < f(b).)

A szokdsos médon az integralnak a normadltartomédnyok hatdrain valé additivitdsiat haszndlva (lasd az
1.26 (15) (b) vagy az 1.26 (17) feladatot) adddik, hogy

/ (0,h)df = | (0,h)df — [ (0,h) df +/ (0,h)df — [ (0,h)df,
F Fy

Fy F3 Fy

ahol g(a) = f(a) esetén a harmadik, g(b) = f(b)) esetén a negyedik tag hidnyzik. (F, és Fy azért szere-
pelnek negativ eldjellel, mert —F, és —Fy vannak V-bdl kifele irdnyitva, ami szemléletesen is jol lathato,
hiszen példaul (ahol 1étezik) r(z) = (1,¢'(x)) miatt a térrész ”alsé” hatdrdnak, —Fp—nek irdnyitdsa
—CROSS(rh) = —(—g'(z),1), aminek masodik koponense — 1évén negativ — az alsé félsikba, tehat a
térrészbdl valéban kifele mutat.)

(0, h)—nak csak y irdnyu komponense van, igy mindeniitt merdleges F5 és Fy normadlisaira, tehat

/Udf: vdf =0.
F3 Fu

(Valéban, példdul r%(z) = (0,1), igy CROSS(r4) = (—1,0) amivel
f(a) f(a)
[ var=[ “wneu-10a=[ od=0)
F3 g(a) g(a)

Ami a miésik két integralt illeti, a felliletmenti integral definicigjat alkalmazva konnyen kiszamithatéak.
Felhaszndlva, hogy ri(x) = (1, f'(z)), tehdt CROSS(r]) = (—f'(z),1), az elsd integralra a kovetkezd
adédik:

b
/(O,h) df:/ (0, h(z, f(z))) - CROSS(r}) dz =
F1 a

b b
= [ Outte S@) - (=7 @1 de = [ e S0) o

Ugyanigy a mésodik integral:

b
/(O,h) df:/ (0, h(z,g(z))) - CROSS(r}) do =
F2 a

b b
= [ 0uhtegte) - (~'@.1) do = [ byl o

Mindezekbél (felhasznalva h folytonos derivalhatosdgat) a Newton-Lebniz formula és a kettés integralnak
kétszeres integralld valo atalakitasara vonatkozé Osszefiiggés segitségével azt kapjuk, hogy

b b
/@mwz (0, ) df - ww#=/hmﬂmm~/hmmmw=
F F a a

F>

b b pf(a) oh
= [ (e o) —ptesgten) de= [ ([t ay) de= [ Grav.

A most bizonyitott Gsszefiiggés segitségével bebizonyithatjuk a vektoranalizis egyik kozponti tételét, mely
a divergencia és a fluxus viszonyat irja le:

3.5 Tétel ((Sikbeli) Gauss-Osztrogradszkij tétel)

Ha V kétdimenzios normdl térrész, melynek hatdra az F kifelé irdnyitott valddi felilet, V C H C R? és
v: H — R? tetszbleges V —n folytonosan derivdlhato vektorfiiggvény, akkor

/vdf:/divvdV
F 1%
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BIZONYITAS. A V'  normdl térrész lefedhet6 a Vi, Va,...,V, normdltartomanyokkal az
1.25 Definiciéban szereplé mddon, tehat a kétszeres integral additivitasa miatt:

(1) /divvdV:Z/ dive dV .
v i=17Vi

Minden V;-re alkalmazhat6 a 3.4 Lemma, azaz

(2)  minden 1 < i < n-re fenndll, hogy

[oa= [ woa+ [ owa=[ EGE+Ta=[ avoar,
Fi Fi F, v, 0z 0y v,

ahol F; V; kifele iranyitott hatira. Felhaszndlva a feliiletmenti integralnak a normaltartomanyok hatarain
valé additivitdsat (lasd példaul az 1.26 (17) feladatot) kapjuk, hogy

n(i)
(3) / vdf = Z/ v df minden 1 < ¢ < n-re,
i j=1"Fij
ahol Fi1, Fiz, ..., , Fin() a Vi—t hatdrol6 kifelé irdnyftott koordindtafeliiletek. (1), (2) és (3)-bdl
(4) /divvdV:Z/vdf:ZZ/ vdf:Z/ v df,
v i=1 7 Fi i=1 j=1"Fi k=1" G
ahol G1, G2, ..., G, F—nek V-bol kifele irdnyitott kooordinatafeliiletekbdl all6 lefedése,

hiszen az 1.25 Definici6 alapjén azon Fj;—n vett integrélok, melyek nem esnek F-re, kétszer ellenkezd
el6jellel szerepelnek a fenti Gsszegben és igy kiesnek, a tobbiek pedig kifele irdnyitva lefedik F—et. Tehat a
felilletmenti integralnak a normal térrészek hatdrain vald additivitdasat felhasznédlva (1.26 (15)(b) feladat):

divv dV = / vdf:/vdf,

és ez az, amit bizonyitani akartunk.

Mivel normadl térrész hataranak nem kell okvetleniil felilletnek lennie, lehet éppen véges sok feliilet
egyesitése is (példauk a korgyfiri ilyen), a a fenti bizonyitds drnyalatnyi médositdsaval a fenti tételnek
egy altalanosabb alakjat nyerhetjiik:

3.6 Tétel (Altalanositott (sikbeli) Gauss-Osztrogradszkij tétel)

Ha V kétdimenzios normadl térrész és a kifelé iranyitott Gy, G2, ..., Gy pdronként diszjunkt zdrt valodi
feliiletek V' hatdrdnak egy lefedését alkotjdk, tovdbbd V. C H C R? és v : H — R? tetszbleges V-n
folytonosan derivdlhato vektorfiigguény, akkor

Z/ vdf:/divvdV
i=1 /G v

BIZONY{TAS. A bizonyitis megegyezik a Gauss-Osztogradszkij tétel fenti bizonyitdsival egészen (4)-ig,
tehat

(4%) /Vdivvdelé/Fkvdf,

ahol Fy, Fy, ..., F,, V hataranak V-bol kifele irdnyitott kooordinatafeliiletekb6l val6 lefedése. Az
1.26 (15)(a) feladat alapjan Fi, F», ..., F,—bdl kivdlaszthaté G; egy lefedése az Gsszes 1 < i < m
esetén. Minden ilyen lefedésben kiilonb6zé elemek szerepelnek, hiszen a lefedett halmazok diszjunk-
tak, tehat feltehetd, hogy Fi, Fs, ..., Fy, 4gy van felsorolva, hogy G lefedése Fi, Fy, ..., F,, G2
lefedése Fryyy 41, Fong+2, -+« 5 Fing+ms, €8 1gy tovabb, végil G, lefedése F,_p, » Frn—mp+1, - - - , Fm, tehat
a szokdsos modon a felilletmenti integralnak a normal térrészek hatarain valé additivitdsat felhasznalva
(1.26 (15)(b) feladat):

,é/Fkvdf:i_i/Givdf,
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amib6l (4*)—gal adédik a bizonyitandé allités.

A Gauss-Osztrogradszkij tétel tulajdonképpen a divergencia és a forrassiiriiség kozti viszony leirasdnak
un. integralis alakja. Ebbol az integral tulajdonsdgainak felhasznaldsaval megkapjuk a fenti vi-
szony lefrasanak differencidalis alakjit, mely azon kiviil, hogy igazolja a 2.12 Allitasban szerepld, a
forrassiiriiséget megadod formula helyességét, elégséges feltétel is ad a forrassiiriség létezésére:

3.7 Kovetkezmény (Divergencia = forrassiiriség)

Legyen G C R? nyilt és v : G — R? tetszbleges G—n folytonosan derivdlhatd vektorfigguény. Ekkor G-n
létezik v-nek s(v) forrdssirisége és fenndll, hogy

s(v) =divw.

BIZONYITAS. Az integral tulajdonsigaibol kévetkezik az alabbi egyszerd tény :

(*)  Ha G C R? nyilt, w G-n folytonos kétvaltozos fiiggvény, ro € G és (Vi) ro-ra zsugorodé normal
térrészek tetszoleges olyan sorozata, melyre minden k € N esetén Vi, C GG, akkor

1
lim — - dv = .
S, = v

Valéban, legyen k € N. Mivel Vi zart (ldsd az 1.26 (4)(a) feladatot) és korldtos halmaz, tovabba
w € C(Vy), léteznek az

M = 4 = i
k= max w(r) ésaz myg min w(r)
mennyiségek. Ezekkel egyrészt persze my, < w(rg) < My, mésrészt (az 1.22 (1)(d)-b6l adodd)

1
mk-|Vk|§/de§Mk-|Vk| miatt mkg—/ wdV < M.
Vi Vel Jv,

fgy
< My —mp =0, hiszen we C(Vy) és d(Vi) 0.

o
—_— wdV —w(r
‘|vk| . (ro)

Ezek utan, a Gauss-Osztrogradszkij tétel alapjan (*)-ot a w(r) = divoe(r) fliggvényre alkalmazva, a
forrdsstirliség definiciéjaban szerepld feltételek esetén az ottani jelolésekkel (most persze n = 2), azt
kapjuk, hogy

1 1
= lim — - df = lim — - dive dV = di .
s()| = lim A /Fkv if = lim A /vk ivo ivo|

3.2 Rotacio

3.2.1 A derivaltoperator vektorinvariansa

Most 4ttériink a 2.12 Allitasban megjelend, az 6rvénysiiriséget megado kifejezésnek a derivalttenzor
jellemzésében betdltott szerepéhez.
3.8 Allitas
R? tetszoleges A antiszimmetrikus linedris transzformdcidjdhoz van egyetlen olyan c € R skaldr, hogy
A =¢CROSS(r)

tetszoleges r € R? esetén. Ez a skaldr A tetszéleges jobbsodrdsi orthonormdlt bdzisbeli mdtrizdban a
mdasodik sor elsd eleme.
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BIZONYITAS. Az egyértelmiiség nyilvanvals. R? tetszbleges e jobbsodrdsi orthonormélt bazisa és barmely
r € R? esetén valamely valés a-ra

0 —a 0 -1
-0 9)=(V %)

igy, ha r = ze; + yes , akkor

e e

amibol

Ar =aCROSS(r) minden 7 € R? esetén.

3.9 Megjegyzés

Az &llitas szerint tehat: skalar erejéig CROSS a sik egyetlen antiszimmetrikus linedris transzformacioja.

A most kovetkezo definicioban szerepld elnevezés furcsasigit — amint azt késébb latni fogjuk — a
fogalom haromdimenzids megfelelGje magyarazza.

3.10 Definicié

Legyen A R? tetszdleges linedris transzforméciéja. Azt a 3.8 Allitasban szerepld a € R skaldrt, mely
A antiszimmetrikus részéhez tartozik, A vektorinvariansianak nevezzik.

A vektorinvaridns ugyan nem vektor, de a 3.8 Allitas alapjan legalabb tényleg invaridns, amennyiben
nem fiigg a bazistdl, hiszen magat a derivaltoperatort jellemazi.

3.11 Definicié

Legyen H C R? és v : H — R? derivdlhat6 vektorfiiggvény. A v derivaltoperdtora vektorin-
variansanak kétszeresét v rotacidjanak nevezziik és rot v—vel jeloljik.

3.12 Allitas

Legyen H C R? és v : H — R? derivdlhatd vektorfiigguény, melynek komponensei vy és v, azaz v =
(v1,v2) . Ekkor

BIZONYiTAS. R? szokdsos e bazisaban a D derivaltoperator antiszimetrikus részének matrixa a kévetkezo:

ov ov
N N e A
RO e T

N | =
—
L=}

A rotéci6 (definicidja alapjdn) a vektorinvaridns kétszerese, ez pedig a 3.8 Allitéds alapjan a fenti matrixban
a masodik sor els6 eleme, igy a rotacié ezen matrixban a mésodik sor elsé elemének kétszerese, és pont
ezt akartuk bizonyitani.
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3.2.2 Rotacio és cirkulacid, rotacié és orvénysiiriiség

A sikban a feliiletmenti- és gorbementi integrdalok kozotti Osszefliggést felhaszndlva a Gauss-Oszt-
rogradszkij tételbol megkaphatjuk annak gorbementi integralra vonatkozé megfelel6jét, a vektoranalizis
mésik kozponti tételét, mely a rotacié és vonalintegral kapcsolatat irja le:

3.13 Tétel ( (Sikbeli) Stokes-tétel)
Ha F kétdimenziés normdl térrész, melynek hatdra a pozitivan irdnyitott L gorbe, F C H C R? és
v: H = R? tetszbleges F—en folytonosan derivdlhatd vektorfiggvény, akkor

/Udrz/rotvdV
L F

BIZONY{TAS. Mivel ha v = (v, v2), akkor

_Ov  Our
ox Jy
igy az 1.24 Megjegyzés alapjan a Gauss-Osztrogradszkij tételbél és a 3.12 Allitasbél azt kapjuk, hogy

div CROSS(v) = div(—ve,v1) =

/ vdr = —/ CROSS(v) df = —/ div CROSS(v) dV =
L L F

8’1)2 8’1)1 /
= — ——)dV = rotv dV
[Gi-pa=]

Nyilvan a tétel egy altalanosabb forméaban adédik a Gauss-Osztrogradszkij tétel altalanosabb alakjabol.

3.14 Tétel (Altaldnositott (sikbeli) Stokes-tétel)

Ha F kétdimenzids normdl térrész és a pozitivan irdnyitott Gy, Gy ... ,G,, pdronként diszjunkt zdrt
gorbék V hatdrdnak eqy lefedését alkotjdk, tovibbd FF C H C R? és v : H — R? tetszileges F-n
folytonosan derivalhato vektorfigguény, akkor

Z/ vdr:/rotvdV
i=1 Gi F

A vektorfiiggvények jellemzései kozti, az integralis alakokra vonatkozé analdgia fenndll a differ-
encialis alakokra is. A Stokes tételbél, a cirkuldcié és az orvénysiiriiség kozti viszony integralis alakjabol
megkaphatjuk ennek az Osszefliggésnek a differencidlis alakjat is pontosan ugyanolyan médon, ahogy fent,
a 3.7 Kovetkezményben a divergencia és forrassiiriiség esetén tettiik:

3.15 Ko6vetkezmény (Cirkuldcié = Orvénystiriiség)

Legyen G C R? nyilt és v : G — R? tetszbleges G—n folytonosan derivdlhatd vektorfiigguény. Ekkor G-n
létezik v-nek c(v) orvénysirisége és fenndll, hogy

c(v) =rotv.

A Gauss-Osztrogradszkij tétel és a Stokes tételt egylittesen a vektoranalizis (f6) integraltételeinek
vagy integralatalakito tételeinek szokds nevezni.

Az alabbi példiaban néhiny egyszeri esetre alkalmazzuk az integriltételeket.

3.16 Példa

Tekintsiik a sikban az origdkézépponti R sugard koérvonalat mint egy sikbeli kifele irdanyitott valédi F
feliiletet (sikbeli gémbhéjat) és ugyanezt a kérvonalat, mint egy L pozitivan irdnyitott gérbét. Szamitsuk
ki az
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/vdf és az /vdr
F L

integralokat az alabbi vektorfiiggvényekre:

(a) wv(z,y) = (=,y)
(b) w(z,y) = (v,~y)
(¢) w(z,y) = (y,z)

(d) olz,y) = (y,—x)
Megoldds. A megoldds soran a Gauss-Osztrogradszkij tételt és a Stokes tételt fogjuk haszndlni, tovabba
ellenérzésképpen kiszamitjuk az integralt a definicié alapjan és néhany esetben a feliiletmenti ill. gorbe-
menti integralt felszin szerinti ill. {vhossz szerinti integrélszdmitasra visszavezetd, az 1.22 (2) Allitasban
szerepl6 formula alapjan is. Az ellendrzéshez sziikségiink lesz F' és L egyenleteire is. Jeloljik az F' altal
hatarolt térrészt, az origokozéppontd R sugari korlemezt V—vel.
F egyenlete: r=r(t) = (Rsint, Rcost), 0 <t < 2rm.
Igy 7#(t) = (Rcost,—Rsint)
és  CROSS(7(t)) = (Rsint, Rcost).
(Ha ezzel az egyenlettel definidljuk F—et, akkor valdéban kifelé irdnyitott lesz, hisz ha p(6) = r(t) + 9 -
CROSS(#(t)) = (R(L + &)sint, R(1 + &) cost), akkor |p(d)|> = R*(1 + 6)> > R2, tehdt p(§) ¢ V =
={r e R?:|r|*> < R?*} minden § > 0 esetén.)
L egyenlete: s =s(t) = (Rcost,Rsint),0 <t <27.
Igy  5(t) = (—Rsint, Rcost),
és CROSS(s(t)) = —(Rcost, Rsint) .
(Ha ezzel az egyenlettel definidljuk L—et, akkor valéban pozitivan irdnyitott lesz, mert pontosan ugyanigy,
ahogy az elébb, beldthat6, hogy —L V-bél kifelé irdnyitott, hiszen —CROSS($(t)) = (Rcost, Rsint),
fgy ha p(6) = s(t) + 0 - —CROSS(5(t)) = (R(1+6) cost, R(1+0)sint), akkor |p(6)|> = R*(1+6)* > R%))

(a) v(z,y) = (2,9)

divv:%—}—g—z:l+1=2 és rotv:%—?—j:O—O: igy

/vdf:/divvdV:/2dV:2/ dV =2|V| =2R’r,
F \4 \4 14

/vdr:/ rotvdV:/ 0dV =0.
L 1% 1%
ELLENORZES.

(1) wo(r(t)) - CROSS(r(t)) = () - CROSS(r(t)) = (Rsint,Rcost) - (Rsint, Rcost) =
= R%(sin®t + cos’t) = R? és v(s(t)) - 5(t) = s(t) - (t) = (Rsint,Rcost) - (—Rsint, Rcost) =
= R?(sin’ t — cos® t) = —R? cos 2t tehét

2m 2m 2m
/ vdf = / v(r(t)) - CROSS(7(t)) dt = R%*dt = R2/ dt = R*2m = 2R’ ,
F 0 0

0
2m 2 : <
) . 2t)2m
/ vdr = / v(s(t)) - 5(t) dt = — R?cos2t dt = R2> =
L 0 0 2 o
(2) F minden pontjdban F' n normélisa v(r) = r irdnyu, igy v n-re es6 vetiilete v,, = |v| = |r|, tovdbbd

F-n|r| = R, tehit F-en v, = R. Igy

/defz/Fvn |df|=/F|r| |df|=/FR|df|=R/F \df| = R|F| = R-2Rn = 2R~ .

Mésrészt L minden pontjdban L érintéje meréleges a v(r) = r fiiggvényre, igy v érintére esd v, vetiilete

nulla, azaz
/vdr:/ve |dr|:/0|dr|:0.
L L L
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(b) v(z,y) = (x,—y)

dlvv—a—f—aa—_yy—l—l—o és rotv:aa;y—g—Z—O 0=0 igy

/vdf:/divvdV:/OdeO,
F 1% Vv
/vdr:/rotvdV:/OdV=0.
L 1% 1%
ELLENORZES.

v(r(t)) - CROSS(7(t)) = (Rsint,—Rcost) - (Rsint, Rcost) = R>*(sin’t — cos’t) = —RZ>cos2t és
v(s(t))-$(t) = s(t)-$(t) = (Rcost,—Rsint)-(—Rsint, Rcost) = —R?(cost sint+sint cost) = —R?sin 2t

tehat
°r mo ,8in 227
/Udf / ) - CROSS(7(¢)) dt = — R? cos2t dt = R? 5 =0,
0 0
2 2m 921
/Udr:/ o(s(®)-5t) dt = — [ R2sin2t at = R2ESH[T =
L 0 0 0
(c) v(z,y) = (y,)
dlvv—%—f—g—g 0+0=0 ¢és rotv—%—g—z—l—l—o igy

/vdf:/divvdV:/OdeO,
F 1% v
/vdr:/rotvdV:/OdV=0.
L 1% 1%
ELLENORZES.

v(r(t)) - CROSS(r#(t)) = (Rcost, Rsint) - (Rsint, Rcost) = R%(costsint + sint cost) = R?sin2t és
v(s(t)) - §(t) = s(t) - 5(t) = (Rsint, Rcost) - (—Rsint, Rcost) = R*(cos®t — sin?t) = R?cos2t tehét

27 2w . . 2%
/vdf / ) - CROSS(#(t )dt:/ R? sin 2t dt:—RZCOZ
0

27 27 in?2
/vdr:/ o(s(2)) - 4(0) dt:/ R?cos 2t di = R? 522
L 0 0 2

(d) ’U(:E,y) = (y7 —CE)

oy O—«x o—x Oy
T =0+0=0 ¢ tv = —Z=-1-1=-2 {
8w+ oy + es rotwv 9 By igy

/vdf:/divvdV:/OdVZO,

F 1% v
/vdr:/rotvdV:/ —2dV:—2/ dV = =2|V| = —2R*r
L 1% Vv 1%

ELLENORZES.

(1) v(r(t)) - CROSS(7(t)) = (Rcost,—Rsint) - (Rsint, Rcost) = RZ%(costsint — sint cost) = 0 és
v(s(t)) - §(t) = s(t) - 5(t) = (Rsint, —Rcost) - (~Rsint, Rcost) = R?>(—sin®t — cos? t) = —R? tehét

/vdf /277 ) - CROSS(7(t ())dt:/:ﬂOdt:O,
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2w 27 27
/ vdr= / v(s(t)) - $(t) dt = —/ R* dt = —R2/ dt = —R*2r = —2R’r.
L 0 0 0

(2) Mivel v(z,y) - (z,y) = (y,—x) - (z,y) = yx —xy =0, igy v(r) -r =0, azaz a v = v(r) fliggvény
mindeniitt meréleges az r helyvektorra. Azonban F' minden pontjiban F' n normaélisa pont r irdnyu, igy
v n—re esO vetiilete v,, F' minden pontjaban nulla, tehat

[oar= [ oniari= [ olar=o.

Masrészt L minden pontjdban L érintéje pontosan v egyenesébe esik és azzal ellentétes iranyu (s(t) =
= (—Rsint, Rcost) = (—y,x)‘ o= —(y, —x)‘ o= —v(s(t))), igy v-nek az L érintdjére esd v, vetiilete:
s s

ve = —|v|, tovabba L—en mindeniitt |v| = R , tehat

/Udr:/ve |dr|:—/|v||dr|:—/R|dr|:—R/ dr| =
L L L L L

= —R|L| = —R-2Rn = —2R’~.

3.3 Vektorfiiggvények jellemzoinek szamitasa

Az aldbbiakban, ha mdast nem mondunk, u mindig differencidlhaté skalarfliggvényt, v pedig diffe-
rencidlhat6 vektorfliggvényt jelol.

a. A nabla operator

Ahhoz, hogy bizonyos Gsszefliggéseket tomor formaban irhassunk fel, célszert egy speciélis roviditett
irdasmodot alkalmazni, melyben a

o0 0
T oy
szimbolum, egy formalis, matematikai jelentés nélkiili ”vektor” szerepel. Ezzel, az iin. nabla vektorral
(vagy nabla operdtorral) végzett formélis miiveletek segitségével kdnnyen leirhatok és megjegyezhetéek
bizonyos képletek. Igy

. B - 8’1)1 8’1)2
divv=V - -v= B + By
o - 81)2 81)1 o % g—y
rotv = —V - CROSS(v) = ar By —‘ o o
Oou Ou

gradu = Vu = ( )

oz’ By
b. Az invariansok és a gradiens linearis operatorok

diV(Cl'Ul + 621)2) =C1 div v + CQdiV (%)
rot(c1vr + cav2) = ¢1 ot vy + carot ve

grad(cius + cous) = ¢1 graduy + cograd us

Ezek az Osszefliggések nyilvanvalé kovetkezményei annak, hogy a derivalas linearis operator.
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c. Szorzatfliiggvény invaridnsai és gradiense

div (uv) =udive + v - gradu
rot (uv) = urotv — CROSS(v) - grad u

grad(u; ue) = uy grad us + usgrad u;

Valéban,
div(wo) = 2= (o), + o—(uv)y = o= (wr) + o= (ues) =
v(uv) = 5 (uv), 8yuv2—a wvy ayuu2_
8 0m  Ou Ovy
"9 o 9y T oy
_0vp | Ouy Ou Ou,
(5I 6y)+(1)1; 2) (a ,6y)—udlvv—l—v gradu
* 0 0 0 o)
rot(uv):%(uv)z—a—y(uv)l:%(uvg)—a—y(uul):
=v @-Fu%—v @—u%—
" o dr 'y oy
o 8’1)2 81)1 ou Ou - _
=u(g, 8y) (—v2,01) (ax,ay)—urotv CROSS(v) - grad u..
Végiil

8 8 81112 81111 8u2 8u1
grad(ui us) = ( %(Ul uz), a_y(ul UZ)) = ( Ul% +U2%,U16—y +u28—y)

—) = uy grad uz + ue grad uy
Yy

d. Divergencia és rotacié kapcsolata

div v = rot CROSS(v)
rot v = —div CROSS(v)

Valéban,
Ovy  Ouy . . . .
rotv = — — — = div(va, —v1) = div(—CROSS(v)) = —div CROSS(v) és
Ox oy
. v Ov:
dive = 8—:51 + 8—; = rot(—wa, v;) = rot CROSS(v).
Megjegyzés.

A fenti Gsszefiiggések segitik megvildgitani a sikban a divergencia és rotacié jelentését és a két fogalom
viszonyat. Az alabbiakban két példan illusztraljuk ezt a kapcsolatot.

(1) v=(f(y),0), f pozitiv monoton névé. Ekkor CROSS(v) = (0, f(y)) (l4sd az elsé dbrat a tiloldalon).
v rotacidjat az okozza, hogy v nagysiga iranyara merdlegesen valtozik és ugyanezért, ugyanilyen mértékben
CROSS(v) (v-vel megegyez6) nagysaga CROSS(v) irdnydban valtozik, ami CROSS(v) divergencidjat
okozza. Tehat CROSS(v) divergencidjanak aranyosnak kell lennie v rotacidjaval. Hasonléan indokolhaté
v divergencia— és CROSS(v) rotdciémentességének sszefliggése.

1 1
7 Y, =T). G EEENG)
/12 +y2 ( ) /wz+yz
v erévonalai koncentrikus korok, mert v minden r pontban v(r) meréleges r—re hiszen v(r)||(y, —z),
r = (z,y) és ((y,—z) - (z,y) = 0. Az er6vonalak siirlisége dllandd, mert v nagysiga allandé (|v| = 1).

(2) v= Ekkor CROSS(v) = (z,y) (lasd a masodik dbrét a tuloldalon).
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CROSS(v)

I

—
<
—

P,

s
N
Y

—=
\}\\

v rotacidjanak az az oka, hogy v nagysaga allandé és erdvonalai gorbiilnek. Ez pont azt jelenti, hogy
CROSS(v)—nek a v-re merdleges erévonalai a gorbiilés mértékében széttartanak, {gy ahhoz, hogy stirliségiik
nagysiga allandé lehessen (mert |CROSS(v)| = |v| = 1), az kell, hogy az erévonalak irdnydban a
széttartds mértékével ardnyosan 4j er6vonalak eredjenek, tehat, hogy CROSS(v) divergencidja ardnyos
legyen erévonalai széttartasanak, azaz v er6vonalai gorbiiltségének mértékével.

e. Néhany kitiintetett fiuggvény

Konstansfiiggvény

Ha ¢ konstans vektor, akkor dive = rotc =0 és

ha ¢ konstans skaldr, akkor grade = 0.

Ugyanis konstans derivaltoperatora nulla, igy invaridnsai is azok és konstans gradiense is nulla.

Linedris transzformacio

Legyen A R?-en értelmezett linedris transzformécié. Ekkor

div A azonos A skalarinvariansaval és

rot A A vektorinvariansanak kétszerese.
Ezek az allitasok az invariansok definiciéinak és annak nyilvanvalé kovetkezményei, hogy lineéris operator

derivaltja 6nmaga.
Az alabbiakban megadjuk a vizsgilt mennyiségeket két specidlis linedris operator esetén.
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Identitas:  o(r) =r.

divr =2

rotr =0

Valéban, nyilvan az identitds matrixa (barmely béazisban) az egységmatrix, melynek f64tl6ja két egyeshol
all, ezek Osszege pedig 2. Masrészt, az identitds szimmetrikus operator, tehat antiszimmetrikus része
nulla, és ennek nyilvan vektorinvaridnsa is nulla. Persze, kozvetleniil a definiciékbdl is adddik, hogy
v(r) =r = (x,y) esetén

Ovy  Ova Oz 0Oy

divv=—+ —=—4+"=1+1=2 6
VYT b * dy 6x+6y + o

Ovy  Ouy dy Ox

rotv=——F—=7-——-—-—=0-0=2.

ox dy Ox Oy
CROSS:  v(r) = CROSS(r) .

div CROSS(r) =0
rot CROSS(r) =2

Ezt tobbféleképpen is belathatjuk.

(1) Egyrészt, felhasznalva azt, amit épp az eldbb az identitdsra bizonyitottunk, valamint a d. pontbeli
osszefiiggéseket div és rot kozott, azt kapjuk, hogy

div CROSS(r) = —totr =0 és rot CROSS(r) =divr = 2.

(2) Egy miasik lehetOség kozvetlenil a  definicick alkalmazasa. Felhasznalva, hogy
CROSS(r) = (—y, z), adédik, hogy

divCROSS(r):%Jr%—”yz:aa_warg—z:Mo:o és

rotCROSS(r):%—%—?:%—aa—_yyzl—(—l):?.

(3) Végiil hasznalhatjuk azt, hogy CROSS linedris transzformécié. Legyen R? szokdsos bazisa e = (i,7) .
CROSS(i) =5, CROSS(j) = —i, tehat CROSS matrixa e—ben:

0 -1
CROSS = ‘ 1 0 ‘ .
CROSS . tehat antiszimmetrikus, f6atlébeli elemeinek Gsszege 0, igy div CROSS(r) = 0. Madsrészt, persze

CROSS(r) = 1-CROSS(r), igy a vektorinvaridns definicidja alapjan CROSS vektorinvaridnsa 1, és ennek
kétszerese a rotacid, vagyis rot CROSS(r) = 2.

Skalarszorzas

Legyen u(r) = (¢, r), ahol ¢ valamely rogzitett konstansvektor. Ekkor
gradu = grad(c,r) = c.
Valéban, u(r) linedris operdtor, igy u'(r) = u(r) = (¢,r), amibdl grad definici6éjit hasznélva, gradu = c.

Korszimmetrikus tér

(1) Legyen u(r) = f(|r]), ahol f tetszileges R*—on derivalhat6 egyvéltozos fiiggvény. Ha r # 0, akkor
T
gradu = grad f(|r|) = f'(l?“l)m :

(2) Legyen v(r) = f(|r|)r, ahol f tetszdleges Rt—on derivalhaté egyvaltozos fiiggvény. Ha r # 0, akkor

rotv = rot(f(|r|)r) =0.
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Az elsé Gsszefiiggés a lancszabdly egy alkalmazdsa, hiszen ha r # 0, akkor

grad |r| = grad v/z? + y? —( = =1

\/ + y? \/x2+y) :\/x2+y2

A misodik Osszefiigés pedig a fenti c. pontbdl adodik:

rotv = rot(f(|r|)r) = f(|r|)rotr — CROSS(r) - gradf(|r|) =

||) |(|T|)(CROSS() r) =0

hiszen mar ldttuk, hogy rotr = 0 és, mivel CROSS(r) és r merélegesek egymasra, CROSS(r) -r =0.

=0+ CROSS(r) - (f'(Jr])

f. Két nevezetes Osszefliggés

(1) Legyen u és v kétszer folytonosan derivalhaté skalar— ill. vektorfiiggvény. Ekkor

rot gradu = 0.
Valéban,

Bu 8u _ 0 0u 0 ,Ou

rot gradu = rot( =529 " 3y

a Young- tétel miatt.

(2) Legyen u kétszer folytonosan derivalhaté skaldrfliggvény. Vezessiik be a kdvetkezd jelolést:

Au = ugzy +uyy (A-t Laplace operatornak nevezziik).
Ekkor
divgradu = Awu.

0 Ou 0 Ou

. . 0
Ugyanis: divgradu = — 8x(8x) + B_y(a_y)

o (gradu), +

0
G teradw), =

3.4 Két fundamentalis fizikai alkalmazas

3.4.1 Ponttoltés elektromos tere

r

Legyen minden r # 0 esetén v(r) = e :
r
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Ez a vektorfliggvény, mint erétér az egységnyi sikbeli ponttoltés tere, mig mint aramldsi tér a
pontszert forrds vagy (ellenkezd elGjellel) lefoly6 dramlési tere. Ez utébbi akar kisérletileg is viszony-
lag konnyen igazolhaté: ha egy koralakd, mélységéhez képest nagy felszini tepsiben levd vizet a tepsi
kézepén vigott viszonylag kis lyukon keresztiil ugy eresztiink le, hogy megakaddlyozzuk itt (a Fold ten-
gelyforgdsanak eredményeképpen 1étrejovs) orvényld mozgast, akkor a viz mozgdsdnak sebessége, amit
példdul kis papirdarabokkal mérhetiink, nyilvan a lefoly6 felé irdnyul és nagysiga |v(r)| = ﬁ, azaz a
mért tavolsaggal forditva ardnyos.

A fiiggvény az origo kivételével mindeniitt folytonosan derivalhatd, az origéban pedig még folytonossa
sem tehetd. Valéban,

1 T )
v:v(x,y)zm(xay):(m2+yzam2+y2)’

ami pontosan akkor folytonosan derivalhaté, ha koordindtafiiggvényei azok. Nos a koordinatafiiggvények,
_ T . _ Y
WSprg ® uTap
egyrészt nyilvan az origén kiviil mindeniitt folytonosan derivalhatéak, hiszen csak az origéban eltling
nevez6ji raciondlis tortfiiggvények, masrészt az origéban még csak folytonossa sem tehetéek, mert még
hatarértékiik sincs ott. Példaul

1
vl(m,0)=5—>oo ha z—0+, mig v»(0,y)=0—0 ha y—0.

FORRASSURUSEG ES FLUXUS.

A tér forrdssiriisége az origé kivételével mindeniitt nulla:

1 1 2 1 r
divr+r-grad— = 7 +7- (-2+—=—=) =
r* I I[* Ir|

T
VT T

2 2 2 2
TR T s e TR

Az origéban nincs értelmezve a divergencia, hiszen, ahogy lattuk, v még folytonossa sem tehetd ott.

A forréassiiriiség tehat az origo kivételével mindeniitt nulla, kbvetkezésképpen, a Gauss-Osztrogradszkij
tétel alkalmazasdval azt kapjuk, hogy fluxusa minden az origdt nem tartalmazd normadl térrészt hatarold
F feliiletre vonatkozoan nulla: az Gsszes er6vonal ami az F' altal bezart térrészbe belép, ki is 1ép onnan:

Nyilvan egy az origét belsejében tartalmazé normadl térrészt hatarold zart S feliilet esetében mas a
helyzet, hiszen a térrészen beliil van forrds, Uj erévonalak keletkeznek. Ahhoz, hogy egy ilyen feliiletre
vonatkozdan meghatarozzuk a fluxust, felhasznaljuk azt a tényt, hogy két kiilonboz6 ilyen feliiletre: S;—re
és az éaltala bezart Vi térrész belsejébe esé Sa—re vonatkozd fluxus megegyezik, hiszen a két feliilet kozé
es6 V' térrészben nem keletkeznek er6vonalak, azok az erévonalak, melyek az So dltal bezart Vs térrészbol
kilépnek, kilépnek Vi - bol is:
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Ez persze minden olyan esetben, mikor a V’ normaél térrész, formalisan is beldthatd, hiszen ekkor (mivel
S1 és —Sy kifelé irdnyitott zart feliiletek lefedik V' hatarat (1.26 (15)(c) feladat)) alkalmazhaté ra a
Gauss-Osztrogradszkij tétel dltaldnositott valtozata (3.6 Tétel):

/ Udf+/ vdf = divodv =0, tehdt
51 —S> v

/Slvdfz S2vdf.

Nos, ezek utn elég egy origékozépponti kédimenzidbeli gombhéjra (azaz kérvonalra) vonatkozéan kisza-
mitani a fluxust, hiszen minden, az origdt belsejében tartalmazd térrész esetében van teljesen a térrészbe
esO origokozéppontu gomb. Legyen tehat F' az R sugard kétdimenzbeli gombhéj. F' egyenlete: r =
=r(t) = (Rsint,Rcost), 0 < t < 2x. Ekkor 7(t) = (Rcost, —Rsint), CROSS(7(t)) = (Rsint, Rcost) .
(A 3.16 Feladatban mér lattuk, hogy ez val6ban kifelé irdnyitja F—et, az 1.26 (10)(d) feladat alapjan F
zart feliilet és az 1.26 (15)(d) feladat alapjan F' az origét belsejében tartalmazé normdl térrész hatéara.)
Ezekkel
r(t) 1
U(T(t)) - |7"(t)|2 - R2

(Rsint, Rcost) = —(sint, cost) .

= =

Tehét v(r(t)) - CROSS(#(t)) = 1. Igy

/Fv df = /02” v(r(t)) - CROSS(#(t)) dt = /0%1 dt = 27 .

Ezt az eredményt megkaphattuk volna a kovetkezOképpen is: F' minden pontjaban annak n normadlisa
r irdnyd, {gy, mivel v||r, addédik, hogy n||r||v és (mivel F kifele irdnyitott) n és v irdnya is megegyezik.

Kovetkezésképp v—nek n—re es6 vetiilete v,, = |v|, tehdt felhasznélva, hogy F—n |v| = % = %:

vdf = [oalafl = [ liafl = [ S laf) == [ lafl = = |F| = = - 2R = 2.
F F F r R R Jp R R

Azt kaptuk tehdt, hogy minden az origdt belsejében tartalmazé normdl térrészt hatdrold kifele
irdnyitott zart S feliiletre vonatkozo6 fluxus azonosan 27 . Ebbdl kdvetkezden persze az origdbeli forrassi-
riiség végtelen, hiszen ha (V}) az origéra zsugorod6 normadl térrészek egy olyan sorozata, melyre minden
k € R esetén Vj hatéra a zart kifelé irdnyitott Fj, feliilet, akkor [Vi| —— 0, miatt

1 1
= wdf = 21— 0.
Vil /Fkvf Vil 7T

A fenti, az origdt belsejében tartalmazo normadl térrészt hatarold feliileten szamitott fluxusra vonatkozo
eredményiinkkel kapcsolatban érdemes még egy észrevételt tenni. Lattuk, hogy divev = 0 az origd
kivételével mindeniitt, teht div v egy pont kivételével folytonos a sikon és értelmezési tartomanyan korlatos
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is. Ebbdl az integralszamitas jol ismert tétele szerint div v integralhaté minden zart, korlatos és mérheto
halmazon, igy barmely az origdt belsejében tartalmazéd normél V térrészen is és

/ dive dV =0,
14

amibo6l Gauss-Osztrogradszkij tétel alapjann v—nek V' hatarara, F—re vonatkozé fluxusa is nulla, ellent-
mondasban fenti eredményiinkkel, mely szerint ez a fluxus 2w. Ez az érvelés azonban hibas, V-re a
Gauss-Osztogradszkij tétel nem alkalmazhatd, mert ennek feltétele v—nek egész V—re vonatkozd folytonos
derivélhatésaga, v azonban (amint mér lattuk) még csak folytonossa sem tehetd az origéban.

ORVENYSURUSEG ES CIRKULACIO.

Az Orvénysiiriiség az origd kivételével minden pontban és igy Stokes-tétellel a cirkuldcié minden, az
origbt belsejében nem tartalmazé, normdl térrészt hatarolé gorbére vonatkozdan nulla, hiszen a 3.3 e.
pontban lattuk, hogy korszimmetrikus tér rotdcidja az origén kiviil nulla, rotv = 0 az origén kiviil
mindeniitt.

Persze ahogy a divergencia, a rotacié sem értelmezhetd az origéban. Az Orvénystiriséggel azonban
mas a helyzet. Pontosan ugyanigy, ahogy a Gauss-Osztrogradszkij tételre és a divergencidnak az origdn
kiviil valé eltiinésére tdmaszkodva megmutattuk, hogy minden az origét belsejében tartalmazé normal
térrész zart kifele irdnyitott hatdran a fluxus ugyanaz, a rotacié eltinését és a Stokes-tételt haszndlva
megmutathatd, hogy az origdt belsejikben tartalmazé normdél térrész pozitivan irdnyitott zart hatarain
vett cirkulécié is azonos. Kovetkezésképpen, nem maradt més hatra, minthogy kiszdmitsuk a cirkulaciét
egy origdkozépponti R sugard pozitivan irdnyitott L korvonalra. Ez azonban igen egyszert, hiszen L
minden pontjdban L érintéje merdleges az r iranyu v(r) fiiggvényre, tehdt v érintére esé v, vetiilete nulla,

azaz
/vdr:/ve |dr|=/0|dr|=0.
L L L

Kovetkezésképpen, az origét belsejiikben tartalmazé normal térrészek hataraira vonatkozo cirkulécio is
nulla, vagyis a cirkulacié minden normdl térrész hatarara vonatkozdan nulla. Ebbdl persze rogton az
is kovetkezik, hogy az Orvénysilriség mindenitt, igy az origdban is nulla annak ellenére, hogy a rotacié
az origbban nem létezik! Ez nyilvdn nem mond ellent a 3.15 Kovetkezménynek, hiszen ez csak olyan
pontokban garantalja a két mennyiség azonossigat, melyekben az adott fiiggvény folytonosan derivalhato,
ami v-re az origéban nem igaz, ahogy azt mar megmutattuk.

_ Roviden tehdt minden az origét belsejében tartalmazé normdl térrészt hatérold kifele irdnyitott zért
felletre vonatkozé fluxus 27, az origdbeli forrassiriség végtelen és minden mds nulla.

Toémoren és szemléletesen mindazt, amit eddig elmondtunk a fliggvényrdl, fenti erdvonalas dbrazoléasa
foglalja 6ssze. Tulajdonképpen amit csindltunk, az éppen ezen dbrazolas korrektségének vizsgélata volt
formalis eszkozokkel. Egyrészt, a fiiggvény forrdssiiriisége az origo kivételével mindeniitt nulla, ott pedig
végtelen, igy csak az origéban van forrdsa, tehat minden erévonal az origébdl indul ki és sehol nem tiinik
el. Tovabba persze definiciéjabol a fliiggvény mindeniitt r—irdnyu, tehat az erévonalak origdn atmend
egyenesek. Masrészt, ami az erOvonalak surtségét illeti, ez egy origdkdzéppontu R sugard kor keriilete
mentén azonos, mert itt |[v(r)| = ﬁ = & 4lland6. Mivel v sugdrirdny, ez egyszersmind azt is jelenti,
hogy a fiiggvény nagysiga nem véltozik irdnyara merdlegesen, ez pedig azzal a ténnyel egyiitt, hogy az
erdvonalak nem gorbiilnek, a tér mindeniitt valé cirkuldci6 és 6rvénysiiriiség mentességét titkrozi.

3.4.2. Végtelen vezetd6 magneses tere

Legyen minden r # 0 esetén w(r) = %T;S(r) (az eréteret a tiloldalon abrazoltuk).
Ez a vektorfiiggvény, mint erétér a végtelen magneses vezeto terének sikmetszete, mig, mint aramlasi tér
egy kozéppont koriil 6rvénylé folyadék dramlisi tere.

Matematikailag a végtelen vezeté magneses terét leiré vektorfiiggvény a ponttoltés erGterét leird
el6z6 vektorfiiggvény dudlisa, pontosabban a végtelen vezeté magneses tere—ponttoltés erdtere, fluxus—
cirkulécid, divergencia—rotacid, forrasslirliség—orvénysirtiség, v—-CROSS(v) duélis fogalomparok.

Legyen o(r) = # Ekkor w(r) = CROSS(v(r)),
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N

igy w és v nagysadga mindeniitt megegyezik, valamint erévonalaik egymds din. orthogonalis tra-
jektoridi, azaz mindeniitt merdlegesek egymasra. Tovabbd, w(r) = CROSS(v(r)) a fenti 3.3 d. pontbeli
Osszefiiggések felhasznalasaval a kovetkezokre vezet:

divw = div CROSS(v) = —rotv és rotw =rot CROSS(v) =divw.

fgy a ponttoltés erdterét leiré v = wv(r) vektorfliggvényre kapott fenti eredmények felhasznélisival
az adédik, hogy div w = 0 (ahogy az er6vonalak zdrtsdgabdl leolvashatd) és rot w = 0 az origd
kivételével mindeniitt. Ezekbdl kdvetkezden a forrassuriség az origd kivételével mindeniitt és Gauss-
Osztrogradszkij tétellel a fluxus minden az origdt belsejében nem tartalmazé normadl térrészt hatarold
felilletre vonatkozéan nulla. Tovabba az Orvénystirliség az origd kivételével mindeniitt nulla és min-
den olyan gorbére vonatkozé cirkuldcié is nulla, mely az origét belsejében nem tartalmazé normal
térrész hatdra. Végiil, mivel CROSS(CROSS(v) = —wv, a feliiletmenti és gorbementi integralok kozotti
Osszefiiggés (1.24 Megjegyzés) és az a. pontbeli eredmény felhasznalasaval az origét belsejében tartalmazé
normadl térrészt hatarold kifele irényftott F feliiletre vonatkozé fluxus nulla, hiszen F' = —L—el:

/Fw df = /LCROSS(w) dr = /LCROSS(CROSS(U)) dr = /L —vdr=0

és az origdt belsejében tartalmazd normadl térrészt hatarold pozitivan irdnyitott L zart gorbére vonatkozo
cirkulédcié 27, mert ugyanugy, ahogy az elébb:

/Lw dr = —/FCROSS(w) df = —/FCROSS(CROSS(U)) df = —/F—v df =2,

amib6l persze (az a. pontban alkalmazott gondolatmenethez hasonlé mddon) az is adédik, hogy az
origoban a forrassiriiség nulla, az 6rvénystiriiség pedig végtelen.

OSszefoglalva tomoren az mondhatd, hogy minden az origét belsejében tartalmaz6 normadl térrészt
hatarol6 pozitivan irdnyitott zart gérbére vonatkozé cirkuldcié 27, az origébeli drvénysiiriség végtelen
és minden mds nulla.

Természetesen forditva is csindlhattuk volna, a w—re vonatkozé eredményeket kézvetlen szdmoldssal
is megkaphattuk volna, ahogyan azt a v esetében tettiik és aztan a v—t jellemzd adatokat a dualitast
hasznalva szamithattuk volna ki, ahogy azt most a w esetében tettiik.

Még egy tényre érdemes a figyelmet felhivni. Ahogy lattuk, w Orvénysiiriisége az origd kivételével
mindeniitt nulla, annak ellenére, hogy w sehol sem homogén irdnyi, azaz er6vonalai mindeniitt gorbiilnek!
Nos, bar azt mar a 2. fejezetben lattuk, hogy az 6rvénystriség lehet nullatdl eltéré homogén irdnyu vek-
torfiiggvény esetén is (azaz akkor is, ha az er6vonalak nem gorbiilnek), a forditott esetre még nem lattunk
példat. A magyarazat az, hogy bar w erévonalai gorbiilnek, w nagysiaga azonban irdnydra merdlegesen
valtozik, amirél mér lattuk (éppen azokban a 2. fejezetben szerepld példdkban, melyekre most hivatkoz-
tunk), hogy szintén cirkuldciét okoz. Nomdrmost, w esetében a két hatds éppen semlegesiti, kioltja
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egymast, amekkora pozitiv 6rvénylést az erévonalak gorbiiltsége okoz, éppen akkora negativ 6rvénylést
valt ki sugdr irdnyu ritkulasuk.

3.5 Az integraltételek alkalmazasai

3.5.1. Egyéb integraltételek

3.17 Tétel (Green-tételek)

Legyen V. C R? normdl térrész, melynek hatdra az F kifelé irdnyitott feliilet és u, v € Co(V) tetszbleges

kétvdltozds fiigguények, melyeknek az F felileti normdlis irdnytd irdnymenti derivdltjai 2% ill. %.

on
Ekkor

(1) (Antiszimmetrikus Green-formula)
Ov
/ (uAv + gradu - gradv) dV = / u—df .
\% F on
(2) (Szimmetrikus Green-formula)
/ (uAv —vAu) dV = / (u@ —v—)df

BIZONYITAs. Mivel nyilvan az antiszimmetrikus Green-formulabdl az eredeti és az u—v szerepcserével
kapott formula kiilénbségeként adddik a szimmetrikus formula, elég az antiszimmetrikus formuldt bi-
zonyitani. Legyen

w=wugradwv.

Ekkor

divw = div(u gradu) = udiv gradv + grad u - gradv
Masrészt w—nek n-re, az F' egységnormalisara eso vetiilete:

wp =w-n = (ugradv) - n = u(gradv - n) :u@.

on
fgy Gauss—Osztrogradszkij tétellel:

/(uAv+gradu-gradv)dV:/divvdV:/wdf:/wndf:/u@df,
v v F P p Oon

Erdekes médon azonos alakd integralatalakité tételek vonatkoznak a derivaltoperdtor mindkét in-
varidnsara és a gradiensre is. Az elsével persze mar taldlkoztunk.

3.18 Tétel (Gauss—Osztrogradszkij tipusu tételek)

Ha V C R? normdl térrész, melynek hatdra az F kifelé irdnyitott felilet, v : V — R ésv:V — R?,
tovdbbd u, v € C1 (V) tetszblegesek, akkor

/divvdV:/ v df
1% F

(1) (I. Gauss—Osztogradszkij tétel)

(2) (II. Gauss—Osztogradszkij tétel)

/rotvdV:—/ CROSS v df
1% F
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(3) (Gradiens tétel)

/gradudV:/ u df
1% F

BIZONYITAS. (1)-et mdr bizonyitottuk, ez a Gauss-Osztogradszkij tétel (3.5 Tétel). Ami (2)-t illeti az
1.24 Megjegyzésbol Stokes-tétellel a kovetkezé adédik (L = —F):

/ CROSSvdf:—/ vdrz—/ rotv dV .
F L 14
Végiil (3) bizonyitdsahoz legyen ¢ € R? tetszbleges konstans vektor. Mivel ekkor

div(cu) = udive+ ¢ gradu = ¢ - grad u,,

hiszen dive =0, igy Gauss—Osztogradszkij tétellel:

* c-/udf:/cudf:/div(cu)dV:/c-gradudV:c-/gradudV.
F F % % v

Es ezzel készen is vagyunk, hiszen

/udf,/gradudV€R2
F 1%

és (*)-gal R? barmely orthonormélt e = (e;,es) bazisa esetén

/udf és /gradudV
F 1%

e—beli oszlopvektorai megegyeznek.

Pontosan ugyanolyan mdédon, ahogyan a 3.7 Kovetkezményben a az 1. Gauss-Osztrogradszkij tétel
segitségével a divergencidra egy striuség—jellegii Osszefliggést bizonyitottunk, kaphatunk a II. Gauss-
Osztogradszkij tétel és a gradiens tétel alapjan a rotaciéra és a gradiensre egy—egy hasonld 6sszefliggést.
(Erdemes elgondolkodni azon, hogy a gradiens esetén mi ennek a szemléletes tartalma. A divergencia
és a rotacio esetén ez a szemléletes tartalom kovetkezik az eddig elmondottakbol.) Az aldbbi allitdsba a
teljesség kedvéért belefoglaltuk a 3.7 Kévetkezményben mar bizonyitott dsszefiiggést is.

3.19 Kovetkezmény (Ignatowsky—féle definicidk)
Legyen mo € G C R™ tetszbleges nyilt halmaz, v : G — R? és u : G — R folytonosak. Ha a (Vi) ro-ra

zsugorodé R2-beli normdl térrészek tetszéleges olyan sorozata, melyre minden k € N esetén Vi, C G
hatdra a kifelé irdnyitott zdart Fy, felilet, akkor

1
= lim — - d
To kLHolo |Vk| /}Vr'k v f

divov

1
rotv] = — lim — - CROSS(v) d
ro k—o00 |Vk| F ( ) f
ad li ! / df
radu| = lim — - u
& ro  k—oo |Vl Fe

3.5.2. Feliilet— és vonalmenti integralok szamitasa

Mivel a {6 integraltételek és fent targyalt kovetkezmeényeik integralok kozott allapitanak meg Gssze-
fliggéseket, természetesen sok esetben jél alkalmazhatéak integralok kiszdmitasara. Ezt az aldbbiakban
néhany egyszerli példan keresztiil mutatjuk meg.

3.20 Példak
(1) Legyen v(z,y) = (z,—y) és F az a fels6 félsikba iranyitott felillet, melynek implicit egyenlete:
-1,0<z<1:

y::r+1
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Szamitsuk ki az / v df integralt!
F
MEGOLDAS.

Minthogy divv = % + 80—_;” =1-1=0, ha F' az a feliilet, melyet gy kapunk, hogy F—et kiegészitjiik

a megfeleléen irdnyitott S; = OP; és So = OP, szakaszokkal, ahol O = (0,0),
P, =(1,0), P, = (0,1), akkor az F' altal hatarolt V haromszoglapra és a kifele irdny{tott F'-re alkal-
mazhaté a Gauss—Osztrogradszkij tétel, igy

/vdf+/ vdf+/ vdf = vdfz/divvdeO
F S1 So F! 174

tehat /vdf:—/ vdf — vdf .
F S1 Sa

Miésrészt azonban / vdf = vdf =0, mert S; mentén v = (,0), ami z irdny4, azaz S; normélisdra
51 SZ
merdleges, valamint ugyanigy S mentén v = (0,—y), ami y irdnyd, azaz S; normadlisdra merdleges.

Vagyis
/vdf:—/vdf— vdf =0.
F S1 Sa

(2) Legyen v(r) = re”’ és Lazr = r(t) = (acost,bsint), 0 < t < 27 egyenletl ellipszis (a, b pozitiv

valds szamok). Szamitsuk ki az [ v dr integralt!
L

MEGOLDAS.

Ha r # 0, akkor
rotv =rotre’ = e’ rotr — CROSS(r) - graderz =0-0=0.
2

Valéban, egyrészt rotr = 0. Mésrészt persze r* = |r|* és igy (r?)' = 2|r|7;; = 27, tehdt

gmde”2 = (eTZ)'grad || =2|r]| et L= ore” ,

7]
azaz a grade” vektor r irdnyt igy (mivel r merdleges CROSS(r)-re) grad e merdleges CROSS(r)-re,
vagyis CROSS(r) - grad e =0.

Ha tehdt a Stokes tételt alkalmazzuk L-re és az altala hatarolt F ellipszislapra, akkor

/vdr:/rotvdV:/OdV:().
L F F
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(3)(a) Legyen V C R? normél térrész, melynek hatdra az F kifelé iranyitott feliilet. Legyen |V| = Vj .

/Frdfz?

(b) Legyen F' C R? normél térrész, melynek hatéra az L pozitivan irdnyitott gorbe. Legyen |F| = Fp .
/ CROSS(r) dr =?
L

MEGOLDAS.

(1) /Tde/divrdVZ/ZdV=2/dV=2|V|=2V0
F 1% 1% 1%

(2) /CROSS(r) dr:/rotCROSS(r) dV:/ divr dV:/ 2dV:2/ dV =2|F|=2F,
L F F F F

3.6 Potencialelmélet elemei

Eddig nyilvanvaléan az egyvéltozos fliggvények hatdrozott integraljanak fogalmat altaldnositottuk
vektorfliggvényekre. Természetesen vetddik fel a kérdés, hogy az egyvaltozos fliggvények integralszamitasa-
ban fontos szerepet jatszd masik két alapfogalom, a primitiv fliggvény és az integralfiiggvény altaldnositha-
to—e vektorfliggvényekre, van—e ezeknek is megfelel6jiik a vektorfiiggvények kozott. Ahogyan hamarosan
latni fogjuk, ez az altalanositas lehetséges és ugyanigy, ahogyan az egyvaltozos fiiggvények esetén, a
vektorfiiggvények korében is az integrilszamitas és a differencidlszamitas megforditasa, azaz a primitiv
fliggvény keresés kozotti Osszefliggés analdg az egyvaltozos fiiggvények korében megismert, az integral-
fiiggvény altal létesitett kapcsolattal. Az aldbbiakban ezt a viszonyt fogjuk vizsgélni.

A potencidl a primitiv fliggvény fogalmanak vektorfiiggvényekre valé &dltalanositasa. A pontos
definicié utdn a potencidl 1étezésének és egyértelmiiségének feltételeit vizsgaljuk. Ennek a vizsgalatnak
eredményeképpen megfogalmazzuk az egyvaltozos integrilszamitas alapvetd eredményeinek vektorfiiggvé-
nyekre vonatkozé megfelel6it, tobbek kozdtt a Newton—Leibniz formula egy lehetséges altalanositasat,
majd két egyszeri moédszert mutatunk arra, hogyan lehet meghatdrozni a potencidlt. Ezutédn a 3.4
pontban szerepld kdzponti jelentéségl vektorfiiggvények leirdsat egészitjik ki a potencidljukra vonatkozoé
eredményekkel, végiil egy, a differencidlegyenletek korébe esé alkalmazast ismertetiink. Minthogy derival-
hatésagot csak bels6 pontban, integralhatdsagot csak Gsszefiiggd halmazon értelmeztiink, természetesen
vizsgalatainkban nyilt és Osszefiiggd halmazokra szoritkozunk. Végiil az integralhatésagot biztositando,
a potenciallal kapcsolatos kérdéseket vizsgalatat a folytonos fiiggvények korére korlatozzuk.

3.21 Definicioé

Legyen n > 1 egész, G C R" nyilt, &sszefliggd halmaz és v: G — R". Az u: G — R skalarfiiggvényt v
vektorfiiggvény G—beli (skaldr)potencidljinak nevezziik, ha u derivialhaté G—n és itt gradu = v.

3.6.1 Egzisztencia és unicitas

Az egyviéltozéds fliggvények integralszamitasaban a két kozponti szerepet betdlts fogalmat, a primitiv
fiiggvényt és a hatdrozott integrilt az integralfiiggvény fogalma kapcsolja Gssze. Kézenfekvs, hogy
az egyvaltozés fiiggvények integralfiiggvénye, ”az integrdl, mint a fels6 hatar fliggvénye” fogalmdanak
megfelel6jét a vonalintegralban keressiik, hiszen az egyvaltozos integrdl is tulajdonképpen skalarfiigg-
vénynek a valds szamegyenes menti vonalintegrilja. Az egyvialtozds esettdl eltéréen azonban a sikon
— valamely régzitett kezddpont esetén is — egy adott végpontba sokféleképpen, sok gérbe mentén in-
tegralhatunk és ezek az integralok egymdstol kiilonboézhetnek. Ha fent, a bevezetd megjegyzésekben
megfogalmazott feltevésiink helyes és az integralfiiggvény potencialt hatdroz meg, akkor azonban az in-
tegral nem fligghet attdl, milyen gérbe mentén integralunk egy adott végpontba, hisz a potencial csak
ettol az adott ponttdl fiigg. Nos, az aldbbiakban megmutatjuk, hogy ez tényleg igy is van. Ebben
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az esetben azt mondjuk, hogy ”az integral nem filigg az integralasi uttél”. Ezt a tulajdonsagot szokds
pontatlanul gy atfogalmazni, hogy ”zart gérbéken a vonalmenti integral nulla”. Nyilvanval6, hogy ez
a két feltétel valoban Gsszefiigg, s6t bizonyos feltételek esetén ekvivalensek is (ezt rogton latni fogjuk),
azonban ekvivalencidjuk teljes dltalanossagban valé vizsgalata mindenképpen meghaladja annak a fogalmi
appardtusnak kereteit, mely targyaldsunk alapjat képezi (1dsd a 3.25 Megjegyzést és a 3.7.1 pontbeli (1) fe-
ladatot). A zart gérbékre vonatkozo allitdsok esetén csak a nem til bonyolult szerkezeti, a ” természetes”
gorbefogalomnak leginkdbb megfelel6 egyszerii {vekre szoritkozunk (vo. a 3.7.1 pont (2) feladattal), ezért
megismételjikk az egyszerli ivnek az 1.26 (10) feladatban szereplé definicidjat. Az egyszerii ivvel kap-
csolatos legfontosabb &llitasokat az 1.26 (9),(10),(11),(12) és (14) feladatok tartalmazzak. Ezek koziil
szamunkra a leglényegesebb az, amit — kissé pontatlanul — gy fogalmazhatunk meg, hogy egy egyszert
iv vagy elemi {v vagy a két végén ” Gsszeforrasztott” elemi {v, azaz formélisan: ha L egy r = r(t), t € [a, ]
egyenletl egyszeru iv, akkor

(1) L csak akkor elemi iv ha nem zart,

(2) L akkor és csak akkor zart ha r(a) = r(b) .

3.22 Definicié

(1) Ha az L gorbe r = r(t), t € [a,b] egyenlete olyan, hogy minden a < ¢ < b esetén az r—nek mind
az [a, c]-re mind a [c, b]-re valé megszoritdsa dltal definidlt gorbe elemi i{v, akkor L—et egyszerii ivnek
nevezzik.

(2) Legyen r =r(t), t € [a,b] az L gorbe egyenlete. r(a)-t L kezd6pontjanak, r(b)-t L végpontjinak

nevezzik.

3.23 Megjegyzés
(1) Nyilvan minden elemi iv egyszerti iv is.
(2) —L kezd6pontja L végpontjaval és —L végpontja L kezdépontjival azonos.

Val6ban, legyen L egyenlete r = r(t), t € [a,b]. Ekkor az 1.13 (2)(c) definicié alapjan —L egyenlete
s = s(t) = r(—t),t € [-b,—a]. Kovetkezésképp, —L kezdSpontja s(—b) = r(—(—b)) = r(b), azaz L
végpontja. Mésrészt, —L végpontja s(—a) = r(—(—a)) = r(a), vagyis L kezdbpountja.

3.24 Allitas

Legyen G C R? nyilt, 6szefiiggd halmaz és v : G — R? folytonos vektorfigguény. Ha v gérbementi
integrdlja minden G-be esd két pont kozétti G-beli gérbe esetén csak a kezdd— és végpontoktdl figg, a
gorbe vdlasztdsdtol nem, akkor v gérbementi integrdlja minden G—be esd zdrt egyszeri ven nulla.

BIZONY{TAS. Legyen L az r = r(t), t € [a,b] egyenlettel definidlt zdrt egyszerii iv és legyen ¢ € (a,b)
tetsz6leges. Legyenek L és Lo az r—nek [a,c]-re ill. [¢, b]-re valé megszoritdsa édltal definidlt gorbék.

r(c)

r(a)=r(b)

Mivel L zart, r(a) = r(b) (lasd a 1.26 (10)(b) feladatot). Kovetkezésképp, Ly és —Ly azonos kezd6—
és végpontokkal rendelkeznek, hiszen L; kezdOpontja r(a) = r(b), ami Lo végpontjival, azaz — Lo
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kezdépontjival esik egybe, mig L; végpontja r(c) s ez azonos Lo kezd6pontjaval, azaz — Lo végpontjdval.
Emiatt a feltétellel az adédik, hogy

/vdr:/ vdr:—/ vdr.
Ly —Lo Lo

Vagyis, felhasznélva az integralnak felosztasokra nézve additiv voltat (1.22 (1)(b) Allitds),
/vdr:/ vdr-l-/ vdr=0.
L L, Lo

A bizonyitds alapjan koénnyen lathaté, hogy az &llitads megforditdsiat miért nem lehet olyan kdnnyen bi-
zonyitani, mint magat az allitast. Nem biztos ugyanis, hogy, két azonos pontot 6sszekotd gorbe egymashoz
csatoldsa (ehhez a fogalomhoz lasd a 1.26 (11) feladatot) gorbét eredményez. Ez még akkor sem igaz, ha
a gorbék elemi ivek:

3.25 Megjegyzés

r(b)=s(c)

r(a)=s(d)

Az alabbi tétel a Newton-Leibniz tétel vonalintegralokra valé dltaldnositasa:

3.26 Tétel

Legyen G C R? tetszoleges nyilt, dsszefiiggé halmaz és v : G — R? folytonos vektorfiiggvény. Tegyiik
fel, hogy v—nek létezik G—n potencidlja. Ekkor v gorbementi integrdlja minden G—be esd két pont kézotti
G-beli gorbe esetén csak a kezdd— és végpontoktdl fiigg, a gorbe vdilasztdsdtol nem, mégpedig tetszbleges
G-beli p és q pontok esetén minden G—be esd olyan L gorbére, melynek kezddpontja p, végpontja pedig q ,
fenndll, hogy

[ var =i~

BIZONYITAS. Legyen v potencidlja G—n w és legyen L olyan p kezddé— és g végpontu G—beli gorbe, melynek
egyenlete r = r(t), t € [a,b]. Mivel r szakaszonként folytonosan derivalhatd, [a,b] eléall olyan kozds
bels6é pont nélkiili [a;,b;], 1 < i < n zart intervallumok uni6jaként, melynek mindegyikének belsején
r folytonosan derivalhaté. Ezek a részintervallumok L—nek egy felosztdsat definidljak (lasd az 1.21(3)
definiciét). Vizsgdljuk meg v gorbementi integréaljat ezen felosztds egy L; elemén. Felhaszndlva, hogy a
lancszabaly alkalmazasdval

4y
dt

a gorbementi integrél definici6ja és a Newton—Leibniz formula alapjan (uor € Cla;, bs)):

(r(t)) =gradwu -7(t) minden ¢ € (a;,b;) esetén,

bi ] bi d
/Livdr - /L_gradudr :/a eradu(r(t)) - #(t) dt:/ Gr(t)) dt = u(r(50) ~ u(r(a)).

i i 423
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A bizonyitandé &llitas ebbdl mar kozvetleniil adédik, mert az integral felosztdsokra nézve additiv (lasd
az 1.22 (1)(b) allitdst) és persze
alza,bn:b és aH_l:bi,lSiSn—l,

tehat

/L var=3 / v =32 (ulr00) = ulr(a) = ulr(9) ~ ulr@) = u(a) ~ utp)

hiszen a fenti utols6 Gsszegben u(r(b)) és u(r(a)) kivételével minden tag kétszer szerepel ellenkez6 elGjellel.

A tétel kovetkezményeképpen adodik az egyviéltozés fliggvényekre vonatkozo ”az integralfiiggvény
primitiv fliggvény” és ”primitiv fliggvények nyilt intervallumokon csak konstansban kiilénb6zhetnek”
allitasok megfelel6i vektorfliggvényekre: ”a vonalintegral potencidl” és ” potencidlok nyilt 6sszefiiggo hal-
mazokon csak konstansban kiilonb6zhetnek”:

3.27 Kovetkezmény

Legyen G C R? tetszbleges nyilt, dsszefiiggé halmaz és v : G — R? folytonos vektorfiigguény.

(1) Ha v-nek wvan potencidlja G-n, akkor v tetszéleges G-beli rogzitett kezddpontd gorbére wett
gorbementi integrdlja, mint végpontjinak fiigguvénye megadja v—nek egy potencidljat G—n.

(2) v potencidljai G—n csak konstansban kilénbézhetnek.

BIZONYITAS.
Legyen v egy G-beli potencidlja u és p € G tetszbleges rogzitett. G nyilt és Gsszefliggé halmaz, tehit (a
fejezet végén szerepld) 3.7.1 pont (3) feladat alapjan

* tetszoleges r € G esetén van p kezdd— és r végponti G-beli gorbe.

Masrészt, az el6z6 tétel szerint, v—nek barmely G-beli p kezd6— és r végpontli gorbén vett gérbementi
integralja rogzitett p esetén csak r—tol fligg. Ha ezt az integrélt, mint r fliggvényét w = w(r)—el jeloljik,
akkor tehdt (*) miatt w értelmezve van az egész G—n. Az el6z6 tétel alapjan w(r) = u(r) —u(p) és (mivel
u(p) nem fligg r—t6l, azaz konstans) u—val egylitt w is derivilhaté és gradw = gradu = v. Ezzel (1)-et
beldttuk. Ami (2)-t illeti, ha az u* is v potencidlja G—n, akkor (*) alapjan az el6z6 tételbél az adddik,
hogy barmely r € G esetén

W (r) — u(p) = / v dr = u(r) — up),

L
vagyis

u*(r) —u(r) = u*(p) — u(p) = const.

Az aldbbi tétel eddigi eredményeinket foglalja Gssze a potencidl létezésére vonatkozé sziikséges
feltételek megadésaval:

3.28 Tétel
Legyen G C R? tetszileges nyilt, osszefiiggé halmaz és v : G — R? folytonos vektorfiiggvény. Ekkor az
alabbi dallitasok mindegyike kovetkezik az elsébol:
(1) v-nek van potencidlja S—-en.
(2) v gorbementi integrdlja minden G-be esd két pont kozotti G-beli girbe esetén csak a kezdé— és
végpontoktol figg, a gorbe vdlasztdsatol nem
(3) v gorbementi integrdlja minden G-be esd zdrt egyszeri fven nulla.

(4) rotv =0 az egész G—n amennyiben v € C1(G) .

BIZONYITAS.
(1) = (2): 3.26 Tétel.
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(2) = (3): 3.24 Allitas.
(1) = (4): rotv =rotgradu =0 G-n (ldsd a 3.3 f. pontbeli (1) Gsszefliggést).

A kérdés mostmar természetesen az, hogy vajon a 3.28 Tétel megfordithaté-e, pontosabban a potencial
létezésére vonatkozd, a tételben megfogalmazott sziikséges feltételek koziil melyek és milyen feltételek
esetén elégségesek is egyben. Mivel a 3.27 Kovetkezmény szerint ha létezik potencidl, akkor (konstans
erejéig) a potencidl vonalintegral, tehit ha potencidlt akarunk taldlni, mindenképpen valahogyan a vo-
nalintegral segitségével kell definidlnunk egy skalarfliggvényt. Ez nyilvan csak akkor tehet6 meg, ha az
integral nem fligg a gdrbe valasztasatol. Ekkor azonban elég a legegyszeriibben kezelhet6 gorbék, azaz
az egyenes szakaszok mentén integralni. Masrészt, ha csak az adott pontokat Gsszekotd szakaszokra
szoritkozunk, akkor az igy kapott szamok valéban csak a a kezd6— és végpontoktdl fiiggenek, tehat
rogzitett kezdGpont esetén az egyenesszakaszmenti integrdl minden ponthoz egyértelmtien hozzarendel
egy skalart. Az igy definidlt fiiggvénynek a fentiek szerint potencidlnak kell lennie — ha létezik egyaltalan
potencial. Azt kell tehdt megmutatnunk, hogy ha a gérbementi integral fliggetlen a gbrbe valasztasatol,
akkor az egyenes szakasz menti integral, mint végpontjanak fliggvénye potencidl. Ezt az egyvaltozds
esettel analég mdédon lehet belatni. (Erdekes médon, a gorbétél vals fiiggetlenség feltfelében nem is
kell az Gsszes lehetséges gorbe menti integralt figyelembe venni, hanem — ahogy majd az aldbbi tétel
bizony{tasdban latni fogjuk — elég csak a haromszogek élei mentén val6 integraldsra szoritkozni.) Mivel
egyenes szakaszok mentén vett integrallal definidlt fliggvényt természetesen csak olyan halmazon lehet
értelmezni, ahol taldlhaté olyan rogzitett pont, melybdl minden halmazbeli pontba vezet a halmazon belil
egyenes szakasz, azaz ahonnan minden halmazbeli pont ”1athat6”, a bizonyitasban ilyen tulajdonsagu
nyilt halmazokra, tn. csillagszerli tartomanyokra szoritkozunk:

Most megadjuk a fent vazolt bizonyitashoz sziikséges fogalmak pontos meghatirozasat:

3.29 Definicio
Legyen n tetszOleges pozitiv egész.

(1) Legyenek p, g € R™ tetsz6legesek, p # q. Azr =r(t) =p+t(q —p), t € [0,1] egyenlettel definidlt
gorbét a p—t és ¢—t Osszekotd szakasznak nevezzik, és [p,q]—val jeloljik. Egy ponthirmasrdl azt
mondjuk, hogy egy egyenesbe esnek, ha van olyan szakasz, mely mindharmat tartalmazza.

(2) AT C R" gorbét haromszognek nevezziik, ha vannak olyan nem egy egyenesbe es6 p; , p2, ps € R"
pontok, hogy a [p1,p2], [p2,ps] és [ps,p1] szakaszok T egy lefedését adjdk. p;, pa és ps a haromszog
csucsali, a lefedd szakaszok pedig a haromszog oldalai.

(3) Az S C R" nyilt halmazt csillagszerli tartoméanynak nevezziik, ha van olyan s € S, hogy minden
x € S esetén [s,z] C S. Egy ilyen s pontot S csillagpontjinak neveziink.

Csillagszerii tartomany példaul az egész sik, barmely félsik és korlap, dltaldban minden konvex halmaz,
de ilyen példaul az a nem konvex halmaz is, melyet Ggy kapunk, hogy valamelyik siknegyedet elhagyjuk
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a sikbdl. Masrészt nem csillagszeri tartomany példaul a koérgyird.

3.30 Jelolés

a P
/vdr:/ vdr ha p#q és /vdr:O.
P [p.d] p

Most a szakaszoknak, haromszdgeknek és csillagszeri tartomanyoknak azokat a szemléletesen nyil-
vanval6 és formadlisan is definicigjukbol kozvetleniil bizonyithaté elemi tulajdonsagait fogalmazzuk meg,
melyeket a késébbiekben fel fogunk hasznalni.

3.31 Megjegyzések
(1)(a) Szakasz definicidja alapjan nyilvanvaléan minden szakasz elemi {v.
(b) A 3.23 (2) megjegyzésb6l adédbéan

P q
—p,d) =1[q,p), igy /Udr:—/vdr,
q p

(2)(a) A normaltartomdany definicigjat hasznalva egyszerii analitikus sikgeometria feladat annak ellenér-
zése, hogy minden hdromszog normél térrész (specidlisan normaltartomany) hatara (1dsd a 3.7.1 pont (6)
feladatot aldbb).

(b) Az 1.26 (11) és (10)(b) feladatok kovetkezményeképpen minden haromszog zart egyszerti iv.

(3) Aldbb a 3.7.1 pont (4) feladatban megmutatjuk, hogy minden csillagszerii tartomdany egy haromszoggel
egyltt tartalmazza az altala hatarolt norméltartomanyt is.

(4) A definicidkra tdmaszkodva nagyon konnyd belatni (lasd a 3.7 pont (5) feladatot aldbb), hogy
azonos kezdé— és végpontu szakaszok esetén mind az altaluk lefedett halmazok, mind pedig a raj-
tuk vett integrélok azonosak, azaz ha az L, és L, szakaszok egyenletei r1 = ri(t),t € [a1,b1] és
ro =ra(t), t € [as,bs], tovabba L; és Ly kezd6— ill. végpontjai megegyeznek, akkor

Rgri = Rgr
és
/ vdr = / vdr barmely Rgr; = Rgra—n folytonos v esetén.
Ly Ly
(5) Mivel (3) alapjan tetszleges haromszog feloszthatd olyan szakaszokra, melyeken a vonalmenti in-
tegralok azonosak az oldalakon vett vonalmenti integralokkal és harom egy egyenesbe esé pont esetén a
lefedett szakasz feloszthato olyan szakaszokra, melyeken az integral megegyezik a felosztds elemein vett

integrallal, igy az 1.22 (1)(b) allitds alapjin haromszbgeken és egy egyenesbe es6 szakaszokon az integral
additiv, azaz egyrészt barmely egy egyenesbe esd p; , p», p3 pont esetén

P3 p2 P3
/ vdr:/ Ud’l‘+/ v dr,
p1 p1 P2

masrészt ha valamely p; , p2, p3 csicsi haromszogon a vonalmenti integral nulla, akkor

P2 D3 p1
/ vdr-l-/ vdr-l-/ vdr=20,
p1 p2 p3
p3 p2 p3
/ vdr:/ vdr—l—/ vdr.
p1 p1 p2

(6) Az 1.26 (2)(b) és (11) feladatok kovetkezményeként (1)(a) alapjan adddik, hogy csillagszerd tartomany
Osszefiiggd halmaz.

tehat (1)(b) miatt ekkor is

Fenti tények birtokdban mar kénnyen megmutathatd, hogy csillagszerii tartomanyon a 3.28 Tétel meg-
fordithato:
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3.32 Tétel
Legyen S C R? csillagszeri tartomdny és v : G — R? folytonos vektorfiigguény. Az aldbbi feltételek
ekvivalensek:
(1) v—nek van potencidlja S—en.
(2) v gorbementi integrdlja minden G-be esd két pont kiozotti G-beli girbe esetén csak a kezdé— és
végpontoktdl figg, a gorbe vilasztdsdatol nem.
(3) v gorbementi integrdlja minden S—be esd zdrt egyszertd iven nulla.

(4) rotv =0 az egész S—en, amennyiben v € C1(G) .

BIZONYITAS.

A bizonyitds azon alapul, hogy megmutatjuk a tételben szereplé feltételek és az alabbi feltétel ekvivalens
voltat:

(5) v gorbementi integrélja minden S—beli hdromszogon nulla.

(a) (5) = (1) Tegylik fel, hogy v gorbementi integralja minden S-beli hdromszégon nulla. Legyen
p1, P2, p3 € R? tetszbleges. Ekkor a 3.31 (5) megjegyzés alapjdn, akdr egy egyenesen vannak ezek a
pontok, akar nem, fenndll, hogy

p3 P2 p3
*) / Udr—/ Udr:/ v dr
p1 P1 p2

Megmutatjuk, hogy amennyiben S csillagpontja s € S, akkor a minden r € S esetén értelmezett

u(r) :/STU dr

fiiggvény potencidlja v—nek S—en. Azt kell tehdt belatni, hogy tetszéleges ro € S esetén

u(ro + h) —u(ro) —v(re) - h
|h|

— 0 ha h—0,

hiszen ez a definicié szerint pont azt jelenti, hogy gradu‘r = v(ro) -
0

(*)-bol
ro+h 0 ro+h
u(r0+h)—u(ro):/ Ud’l‘—/ vdr:/ v dr
s s o

rot h

S

és [ro , 70 + h] egyenlete: r(t) =ro +th,t € [0,1], tehat 7(t) = h. Ezért
ro+h 1 1 1
/ v(ro) dr = v(rg) - 7(t) dt = / v(ro) - hdt = (v(rg)) - h)/ dt =v(ro) - h,
o 0 0 0

kovetkezésképp,
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ro+h

u(ro + h) —u(re) —v(re) - h = /TOHL vdr— / v(rg) dr = /TOJrh(v(r) —v(rg)) dr.

To To To

Legyen € > 0 tetszOleges. Mivel v € C(G), igy van § > 0, hogy |v(r) — v(ro)| < e, ha |r —ro| < J, ezért
|v(r) —v(re)| < e, har € [ro,ro + h] és |h| < J (hiszen ekkor r = ro + t h valamely 0 <t < 1-re, tehat
|r —ro| = |th| = |t||h| < |h| < ). Mindezekkel

ro+h ro+h
|wm+m—www—Mmrm=|/ wm—mdews/' [o(r) — v(ro)] |dr]| <

To

ro+h ro+h
</ 8|dr|:a/ dr| = c[h], tehdt

o o

<e ha |l <9,
7] 7] i

u(ro + h) —u(ro) —v(ro) - h _ |u(ro + h) — u(ro) —v(ro) - hl
amit bizonyitanunk kellett.
(b) (1) = (2) = (3): 3.28 Tétel és 3.24 Allitds.
(c¢) (3) = (5): 3.31 (2)(b) megjegyzés
Tovabba, ha v € C1(G), akkor
(d) (1) = (4): 3.28 Tétel.
(e) (4) = (5): 3.31 (2)(a) megjegyzés és Stokes tétel.

3.6.2 Potencialkeresés

Az aldbbiakban két egyszerii példan keresztiil ismertetiink két mddszert, melyek segitségével a po-
tencial — ha létezik — kénnyen meghatarozhaté.
a) Parcidlis differencidlegyenletrendszer megoldésa
Legyen

v=o(z,y) = (1 +y?),y(1 +27))

az a vektorfliggvény, melynek potencidljat meg akarjuk hatarozni.
Mivel rotv = 2zy — 22y = 0, igy v-nek tényleg van potencidlja az egész sikon. Legyen u ez a potencidl.
Ekkor (vi,v2) = v = gradu = (ug, u,) miatt a
() = 6 v =uy
Osszefliggéseknek fenn kell allniok. Ezt az egyenletrendszert kell megoldanunk.

Induljunk ki példaul az
uy = vy = z(1 +y?)

egyenletbdl. Ekkor x szerint integrélva

(*%) u= 5 (1+y%) +ey)

valamely ¢ = c(y) csak y—tol fliggd differencidlhaté fliggvényre. Ebb6L, v definicidjabdl és (*)-bdl
y(1+2%) =v2 = uy =2y +(y),

azaz ¢/ (y) = y, tehét valamely ¢ konstansra

2
cly) =% +c,
amit visszahelyettesitve (**)-ba,



1
u = §(x2+x2y2+y2)+c.

Ez az eredmény persze ellendrizhetd, valéban

gradu = (ug,uy) = (z + 2y, y + yz?) = v.

Nyilvdn megtehettiik volna, hogy el8szor u, = vs = y(1 + 2%) -bdl hatdrozzuk meg u—t egy ¢ = c(z)
erejéig, majd ebbdl az u—bdl kiszamitott u, felhasznéldsaval, az u, = v, egyenlet segitségével adédé ¢
integralasa utan kapjuk meg u végleges formajat.

Végil természetesen az eljaras csak akkor vezethet helyes eredményre, ha tényleg létezik potencidl.
(Prébaljuk ki, mi adédik akkor, ha a v = CROSS(r) fliggvény (rotv = 2 miatt sehol sem 1étez6)
potencialjat akarndnk meghatdrozni igy!) Ugyanez igaz persze barmely, a potencidl meghatdrozasara
szolgald eljardsra, igy az aldbb ismertetendd maddszerre is.

b) OrigékezdSponti szakasz menti vonalintegral kiszamitasa

Legyen n tetszOleges nemnegativ egész és
v=uo(r) =rlr|"

az a vektorfliggvény, melynek potencidljat meg akarjuk hatarozni.

Mivel ha r # 0, akkor grad|r[" = n|r["~'grad|r| = n|r|"~' & = n|r["~?r, azaz grad|r|" || r, igy
CROSS(r) L r || grad|r|™. Ebb8l adéddan, felhasznédlva, hogy rotr = 0, rotv = |r|*rotr—
—CROSS(r) - grad |r|™ = 0, Megmutatjuk, hogy v rotdcidja az origéban is nulla. Mivel n = 0 esetén
rotv = rotr = 0 mindeniitt, feltehetjiik, hogy n > 1. Azt fogjuk bebizonyitani, hogy az origéban v
derivaltoperatora nulla, amibdl persze mar kozvetleniil adédik, hogy a derivaltoperdtor antiszimmetrikus

része és vele egyiitt annak vektorinvaridnsa, tehat v rotdcidja is nulla. Definici6 szerint a D operdtor a v
vektorfliggvény ro € Int Dowv—beli derivaltoperatora pontosan akkor, ha

v(ro+h) —v(ro) —Dh
||

A mi esetiinkben, mivel v(0) = 0]|0|™ = 0, ez annak megmutatdsit jelenti, hogy

h— 0 esetén — 0.

v(0+h) —v(0)—0h _ v(h) —0—0h _ v(h)

— 0.
|h| Al Al
Nos, v(h) = hlh|™, {gy n > 1 miatt
v(h) _ hlh|" -1
— = = hlh|"™" — 0.
A |h
Belattuk tehat, hogy rotv = 0 mindeniitt, kovetkezésképpen létezik az u potencidl az egész sikon.

Hatarozzuk meg ezt egy olyan L szakasz mentén vett vonalintegral segitségével, melynek kezd6pontja
az origod, végpontja pedig r !
L egyenlete:
s=s(t)=tr,tel0,1],
igy (t) = r, tehat

u(r) = /0 vdr = /0 v(s(t)) - 5(t) dt = /0 s(t)|s(t)|™ - 5(t) dt = /0 tritr|™ - rdt =

2

1 1 . 1 . tn+
= / t|e|*|r|" (r - 7) dt = |r|"(r - r)/ t|t|" dt = |r|”+2/ vt dt = |r|”“ =

s

n+2°

Es valéban, mivel u az origo6 kivételével derivalhaté fliggvények Gsszetett fiiggvénye, lancszaballyal r # 0
esetén

1 1 T
— d n+2 _ 2 n+1 d — n+l ° n
n7 = e = g b ) radir] = [ = el
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No de mi a helyzet az origéban? Megmutatjuk, hogy u ott is potencidl. v(0) = 0]0|"* = 0, tehét azt kell
megmutatnunk, hogy u gradiense az origéban valéban nulla. A gradiens definiciéja szerint a g(ro) vektor
gradiense u—nak valamely 7o € R? pontban akkor és csak akkor ha

u(ro +h) —u(ro) — g(ro) - h

h— 0 esetén ih] — 0.
Nomérmost, legyen ro = 0 és g(ro) = 0. Ekkor u(ro) = u(0) = =5[0["*? =0, igy
u(ro + h) —u(ro) —g(ro)-h _ u(0+h) —u(0)—=0-h  wu(h)—0-0 _
|h A A
_u(h) _ e L A _ 1 B
|h |h| n+ 2

és persze n > 0 miatt tényleg

1
n+2
ami fentiekkel pont azt jelenti, hogy

|h|"** — 0 ha h-—0,

gradu‘o =0=v(0).

Hangsulyozni kell, hogy a médszer csak akkor vezet biztosan helyes ereményre, ha az origo csillagpontja
a tartomdnynak, melyen a potenciél létezését garantalé 3.32 Tétel feltételei fenndllnak (tehat, tobbek
k6zott, a vizsgélt fliggvény folytonos), hiszen az origékezdépontd szakaszon vett integrél csak azon r
pontokban adja meg a potencidlt, melyhez van olyan r végpontu origokezddpontu szakasz, mely teljesen
a tartomanyba esik. Masrészt persze el6fordulhat, hogy ez a feltétel nem 4ll fenn és a modszerrel kapott
eredmény mégis helyes. Ezt nyilvan kozvetlen derivalassal egyszertien ellendrizhetjiik.

Természetesen az origokezddpontu szakasz mellett barmely olyan mas gorbe tipus, melyen egyszert in-
tegralni felhasznédlhat6 arra, hogy a rajta vett integral segitségével meghatarozzuk a potencidlt. Gyakran
példéaul a koordinatatengelyekkel parhuzamos gérbék menti integralokat szoktak potencidlkeresésre hasz-
nalni.

3.6.3 A ponttoltés erdterének és dualisanak potencialja

A 3.4 pontban targyalt két fizikai alkalmazdsrdl elmondottakat most kiegészitjiik a potencidlok
megaddsaval. A két vektorfiiggvény a

oo _ CROSS (r)

u(r) = RE és  w(r)= e

Mar lattuk, hogy mindkét fiiggvény rotacidja az origdval kiszirt teljes sikon nulla, igy a 3.32 Tétel
alapjan a sik barmely, az origdt nem tartalmazé csillagszerd tartomanydn van potencidljuk. A potencidlok
kiszamitasara a fent ismertetettek modszerek koziil csak az elsé alkalmazhatd, mert a fliggvények az
origéban nem léteznek (és — ahogy mar a 3.4 pontban lattuk — folytonossd sem tehet6ek).

a) Ponttdltés erdtere

Ha 2? + y* # 0, akkor

r 1
v=u(r) W m2+y2( .Y)
Ebbdl
T
Uy = V1 x2-|-y2 )
tehat
* 1 2 2
*) u= 3l +y?) + ),



igy

Y ’
=+ R
Uy 2 + yz c (y)
amibdl y
W=t e

miatt ¢ (y) = 0, vagyis c(y) konstans, tehat valaszthaté O-nak, ezért (*)-gal egy potencial:

u=u(z,y) = %ln(ax2 +y?)=Inv/22 +y% ha 2?2 +y2 £0,
vagyis
u=u(r) =Injrlhar#0 .
Nos, ebbdl lancszabdéllyal azt kapjuk, hogy

grad ln|r| = igmd Ir| = 1r_r minden 7 # 0 esetén,
7 el
tehat v—nek nem csak valamely csillagszerti tartomanyon, hanem az origoval kiszirt teljes sikon, azaz egész
értelmezési tartomdnydn van potenciédlja, egy ezek kozil az u(r) = In |r| fliggvény. Kovetkezésképpen,
a 3.28 Tétel alapjan v gérbementi integralja minden G-be es6 zart egyszerl {ven nulla (Igy az origét a
belsejében tartalmazé normadl térrész hatdraként adédé zart egyszeri ivre is az), amint azt a 3.4 potban
lattuk, legaldbbis normdl térrészek hataraiként el6allé zart egyszerii ivek esetén.

A tér ekvipotencidlis feliiletei (azaz azon pontok halmaza, melyek mentén a potencial dllandd, tehat
valamely ¢ konstansra u = u(r) = ¢) az origékoézéppontu kordk, hiszen ha R > 0 roguzitett és |r| = R,
akkor u = u(r) = In R &llandé. Ezek mentén tehdt a potencidl nem véltozik, hiszen ezek bérmely
szakaszan a v vonalmenti integralja nulla, mert a kor érintdje merdleges v—re, vagyis a korok,
mint kétdimenziébeli valédi feliiletek normalisat adja meg gradu = v. Valdban, v — 1évén sugdrirdnyd —
minden pontban az azon a ponton athaladé kor érint6jének normalisa. Masszoval, u a korok mentén nem
valtozik, leggyorsabb valtozasi irdnya pedig éppen az azokra merdleges irdny, a v = grad u irdnya.

b) Pontszerii vezetd mégneses tere
1. POTENCIAL A JOBB- ES BALFELSIK BELSEJEBEN

Ha 2? + y* # 0, akkor
_CROSS(r) 1

w=w(r) = EE i (—y,2).
Ebbdl x # 0 esetén
Uy = V1 = Y = _—y 1
T ZL'2-|-:I/2 ZL'Z 1_'_(%)2 ’
tehat
(**) u = arctg% +cly),
igy . .
_ =t !
U’y_ T 1+(%)2 +C(y),
amibdl
T 1 1
uy = Uy = =

w2 y? Ty (L)
miatt ¢’ (y) = 0, vagyis c(y) konstans, igy vélaszthat6 0-nak, ezért (**)-gal (minden olyan nyilt halmazon,
ahol z # 0) egy potencidl:

u=u(z,y) = arctg% .
Es valéban ellendrizheté, hogy ha z # 0, akkor

Y 1
gradarctg E = W (—y,I) .
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Igen am, de, ha ennyivel megelégednénk, az azt jelentené, hogy w-nek legfeljebb a jobb ill. bal félsik
belsejében van potencidlja, hisz ezeknél bovebb halmazok mar belemetszenek az © = 0 egyenletd y
tengelybe. Ez viszont ellentmond annak, amit mar vizsgalatunk elején megjegyeztiink, hogy — mivel
mindkét fiiggvény rotaciéja az origéval kiszirt teljes sikon nulla — a 3.32 Tétel alapjan w-nek a sik
barmely, az origdt nem tartalmazé csillagszerl tartoméanyan van potencidlja! Példdul barmely origébdl
induld, az origét tartalmazé félegyenes pontjaitél megfosztott (a félegyenes mentén felmetszett) sik is
egy, az origét nem tartalmazé csillagszer(i tartomdany (a félegyenes masik felének barmely pontja csillag-
pontja), dgyhogy itt is kell lennie potencidlnak, pedig ez nyilvan vagy a bal vagy a jobb nyilt félsiknél
bévebb halmaz, belemetsz az y tengelybe! Masszoval a fenti fliggvénynek ”folytathatonak”, kiterjeszthe-
tének kell lennie, méghozza folytonosan derivalhaté mdédon a jobb ill. bal félsiknil bévebb halmazokra
is!

2. A POTENCIAL FOLYTONOS KITERJESZTESE A POZITIiV FUGGOLEGES FELTENGELYRE

A jobb és bal félsikok belsejében minden konstans c-re
Y
arctg Z +c
is potencidl, igy nyilvan az
) = y

u™ (r) = arctg =

a jobb félsikon, mig az
u (r) = arctg% +7

a bal félsikon potencialja w—nek. Masrészt, mivel
I wi=", 1 tge = T
i orctg = 5, i avets 7= =3
miatt a pozitiv y féltengely barmely (0,yo) pontjira minden € > 0 esetén van olyan § > 0, hogy
¥ ™
[w(z,y) =5l <e ha >0, |(z,y) = (0,9)] <9
és -
[u”(z,y) = 5l <e ha @ <0, [(z,y) = (0,50)] <9,

ami pontosan azt jelenti, hogy az

ut™ haz >0 arctg 2 ha z >0
u(z,y) =< 5 haz=0,y>0 | azazaz wu(z,y)=< 3 haz=0,y>0
u~ haz <0 arctg? + 7 haz <0

fiiggvény folytonos a jobb és a bal félsikon kivil a pozitiv y féltengely pontjaiban is, azaz az egész, a
negativ zart y féltengely mentén felmetszett nyilt

S™T=R2\{(z,y) eR*:2=0ésy <0}.
sikon. Ez nyilvan nyilt és Osszefiiggé halmaz. Nos, u nem csak folytonos, de derivalhat6 is S™—on és
egész S~-on tényleg potencidl, azaz mindenitt gradu = v ! Ez megmutathaté a gradiens definicidja

alapjin kozvetleniil is (14sd a 3.7.1 pont (7) feladatot), de egyszer(ibb annak bizonyitdsan keresztiil, hogy
parcidlisai folytonosak, hisz ebbdl kévetkezik a derivalhatésédg.

3. A KITERJESZTETT POTENCIAL PARCIALIS DERIVALTJAI A JOBB ES BAL FELSIK BELSEJEBEN

A nyilt jobb és bal félsikon, azaz az y tengely pontjaitdl kiilénb6z6 pontokban persze u folytonosan
derivéalhato, hiszen ilyen tulajdonsigu fiiggvényekbdl All el alapmiveletekkel ill.  Gsszetett fiiggvény
képzés segitségével, melyek mindegyike megérzi a folytonos derivalhatésagot. Ezért a gradiens létezik és
komponensei a parcidlis derivaltak, melyek meghatarozasahoz felhasznalhatdak az alapmiiveletek ill. az
Osszetett fliggvény derivaltjara vonatkozo Osszefliggések, tehat
—y 1 _ Y 1 1 z

— = —— = és uy(x,y) =— = — ~ ha =z #0.
xr2 1_'_(%)2 $2+y2 Yy m1_'_(%)2 m2+y2

ue (2, y) =

Ezekbdl persze valéban, az y tengely pontjait kivéve, mindeniitt
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Y €T )
m2+y2’$2+y2

gradu = (ug, uy) = (

U )
azaz u potencidl a jobb és bal nyilt félsikon.
4. A KITERJESZTETT POTENCIAL PARCIALIS DERIVALTJAL A POZITIV FUGGOLEGES FELTENGELYEN

(a) El6szor u, 1étezését és folytonossagat vizsgaljuk meg a pozitiv y féltengely pontjaiban. Legyen y > 0
tetszéleges. A parcidlis derivalt definicidja szerint, felhaszndlva a L’Hospital-szabalyt,

oeou(ry) —u(Oy) L ul@y)-F . d B
welu) = e T gy =
. d Yy, . Y 1 L y oy 1
= lim —(arctg>) = lim — ——— = lim ———— = -5 = ——.,

r—0 dx T x—0 2 1+ (2)2 =50 32 + y2 Y2 y

Tehat barmely y > 0 esetén létezik u—nak (0,y)-ban x szerinti parcidlis derivéltja, mégpedig
1

(1) u(0,y) = ——.
)

Megmutatjuk, hogy u, folytonos a pozitiv y féltengely pontjaiban is. Legyen P, rajta a a pozitiv y
féltengelyen, azaz legyen Py = (0,yo) valamely rogzitett yo > 0-ra. Ekkor minden £ > 0 esetén van
0 >0, hogy

|uz(2,y) —ue(Po)| <& ha |(z,y) = Po| <9

akdr rajta van (z,y) a pozitiv y féltengelyen, akdr nincs. Valoban, az els6 esetben (1)-bol kovetkezen

1 1
lim wu,(0,y)= lim ——=—— =u,(F),
(w,y)—Fo +(0,9) (z,y)—F Y Yo (Fo)

mig a masodikban a félsikok belsejére a fenti 3.—ban kapott

- __ Y
Uz = z2 + yz
eredménybdl addéddan
. . y Yo 1
lim u,(x = lim ————=-5=——=u,(F).
(2.y)—Po =) @y—P 2+y> yd yo =(Fo)

(b) Ami wu,—t illeti, a pozitiv y tengely mentén valé létezése és folytonossiga hasonléan lathaté be, mert
egyrészt ha y > 0 tetszOleges rogzitett, akkor a parcidlis derivalt definicija alapjan

d d =
tehét létezik u—nak minden y > 0 esetén (0, y)—ban y—szerinti parcidlis derivéltja, mégpedig
(2) uy(0,y) = 0.

Végil u,nek a pozitiv y féltengely pontjaiban valé folytonossiganak vizsgalatdhoz legyen
Py = (0,y0), ahol yo > 0 tetszbleges rogzitett. Ekkor u, folytonossiga Pp—ban abbdl adédik, hogy
minden £ > 0 esetén van olyan § > 0, melyre

|(z,y) — Po| < 0-bdl kbvetkezik  |uy(x,y) —uy(FPo)| < e

akdr rajta van (x,y) a pozitiv y féltengelyen, akdr nincs, hiszen ugyanigy, ahogy elobb, egyrészt persze
(2)—vel

lim wu,(0,y)= lim 0=0=u,(F),
(z,y)— Py y( y) (z,y)— Py x( 0)

mésrészt a fenti 3.—bol a félsikok belsején érvényes

x
Uy = ———
y

x2 +y?

Osszefiiggéssel
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x

By, @y) = dm ey 0 )

Azt kaptuk tehdt, hogy a fenti 2.—ben S~-en, azaz a negativ y zart féltengely mentén felviagott sikon
definialt u fliggvény folytonosan derivdlhato az egész S~ —en és itt mindeniitt
Y x
)

gradu = (ug,uy) = (—m, W

= s
masszéval u potencidl az egész S~ —on.

Egyetlen kérdést kell még megvizsgalnunk, nevezetesen azt, hogy vajon nincs-e S™—nél bévebb nyilt
és Osszefliggd halmaz, melyen létezik potencidl. Nos, a véalasz az, hogy nincs. Legyen ugyanis R > 0
tetsz6leges és vegyiik hozza S~ —hez a (0, —R) pontot egy barmely € > 0 sugaru S. (0, —R) kornyezetével
egylitt (ez utébbit azért kell hozzivenniink (0, R)—el egyiitt, hogy a bévebb halmaz még mindig nyilt
maradjon), és legyen S* = S~US. (0, —R) az ilymdédon kapott 4j halmaz. S* is nyilvan nyilt és dsszefiiggd
halmaz, de az origékozéppontu R sugard kér mar benne fekszik S*—ban, tehat ha volna az S* halmazon
potencialja v—nek, akkor az ezen kor mentén vett vonalintegraljanak a 3.28 Tétel szerint nulldnak kellene
lennie. A 3.4 pontban azonban mar lattuk, hogy ennek az integralnak az értéke 2w # 0! Vegyiik azt
is észre, hogy ez nem mond ellent annak a ténynek, amit szintén a 3.4 pontban mutattunk meg, hogy
rotv = 0 még az ij S* halmaz minden pontjiban is, bar a 3.32 Tétel szerint a roticié nulla volta maga
utdn vonja a potencial 1étezését (nyilvan v € C1(S*), hisz v csak az origéban "romlik el”). Igen am, de
a tétel csak csillagszeri tartomanyokra vonatkozik és, bar S~ még csillagszert, de mar nem bovithetd
olymédon, hogy az is maradjon. Valdéban, S$* mar nem csillagszerii tartomany: nyilvan ha Q € S*
nincs az y tengelyen, akkor egyenes szakasszal Q—bdl a Q—t az origdval 6sszekto egyenes altal definidlt
félsikok koziil az egyik pontjai nem érhetéek el szakasszal Q—bdl kivéve azokat, melyek a @Q—t az S. (0, —R)
valamely pontjaval 6sszekotd egyenesen vannak, mig ha @) az y tengelyen van, akkor S¢ (0, —R) y tengelyen
fekvo pontjai nem érthetéek el Q—bdl:

A tér ekvipotencidlis feliileteit persze az el6z6 példa dudlis allitdsai irjak le. Ezek az origén dtmend
egyenesek, hiszen ha ¢ € R rogzitett és ¥ = ¢, akkor u = u(r) dllandd. Ezen egyenesek mentén tehdt a
potencidl nem valtozik, mert barmely szakaszukon a v vonalmenti integralja nulla, hisz érintéjik merdleges
v-re. Ezen egyenesek, mint kétdimenzidbeli valédi felilletek normalisat adja meg gradu = v. Valéban
v — lévén sugérra meroleges irdnyi— minden pontban az origét a ponttal 0sszekdté egyenes normaélisa.
Misszéval, u(r) az egyenesek mentén nem véltozik, leggyorsabb valtozdsi irdnya pedig éppen az azokra
merdleges irany, a v = grad u irdnya.

Vegytk észre azt is, hogy az u = u(z,y) potencidl pontosan az (z,y) pontnak a pozitiv z tengellyel
bezdrt szogét adja meg a (—%,37%) tartomdnyban !
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Végil érdemes még megemliteni, hogy az elézdekkel teljesen analég mddon lehet belatni, hogy barmely
az origdbdl induld, az origdt tartalmazd félegyenes mentén felmetszett sikon van v—nek potencidlja és ennek
a potencidlnak meghatarozisa pontosan ugyanigy torténik, mint a fenti u kiszdmitdsa (lasd a 3.7.1 pont
(7) feladatot) alabb). Példaul az

arctg 7%
s

u*(z,y) = 5 hay=z,z2 >0
zf%’!—kw hay >z

hay <z

arctg

fiiggvény potencidl az y = = egyenesnek a harmadik siknegyedbe esé fele mentén felmetszett sikon. (u* az
(z,y) pontnak az y = —x egyenesnek a negyedik stknegyedbe esé felével bezart szogét adja meg.) Abbol
azonban, hogy bdrmely origokezdOpontu félegyenes mentén felmetszett sikon van v-nek potencidlja, a
3.28 Tétel miatt az is kovetkezik (amit mar mas eszkozokkel az origbt nem tartalmazé normaél térrészek
hataraiként adddo zart egyszerii ivekre lattunk), hogy azon egyszerii ivek esetén, melyekhez van az ivet
nem metsz6 origd kezdépontu félegyenes (az ilyan ivekrdl azt mondjuk, hogy ”"nem takarjik el az origét”)
a gorbementi integral nulla.

3.6.4 Az egzakt differencidlegyenlet

A potenciadlelmélet egyik alkalmazasaként megmutatjuk, hogy a potencilkeresés problémdja atfogal-
mazhaté a differencidlegyenletek terminusaiban is.

3.33 Definicié

Legyen g = g(z,y) és h = h(x,y) valamely H C R%-en értelmezett fiiggvények. Azt a H-n értelmezett
F = F(z,y) figgvényt, melyre F, = g(z,y) és F}y = h(z,y) minden (z,y) € H esetén, a (g, h) fiiggvénypar
H-beli primitiv figgvényének nevezzik.

Ez a fogalom nyilvan a potencidl atfogalmalmazdisa vektorfiiggvények helyett kétvaltozos fliggvényekre.
A differencidlegyenletek aldbb definidlandé tipusdnak meghatdrozasahoz felelevenitjiik az elsérendii dif-
ferencidlegyenlet és a kétvaltozos implicit fliggvény probléma megoldhatésdganak fogalmat:

3.34 Definicié

(1) Legyen H C R? nyilt, 6sszefggd halmaz és f(z,y) H-n folytonos kétvaltozos fiiggvény. Azt mondjuk,
hogy egy I C R intervallumon értelmezett deridlhatd egyvaltozos y = y(z) figgvény az y' = f(z,y)
differencialegyenlet megoldasa H—n, ha

y'(z) = f(x,y(x)) és (z,y(xr)) € H minden x €l esetén.
(2) Legyen F(z,y) tetszéleges kétvaltozos fiiggvény, c € R tetszdleges konstans és H C R?. Azt mondjuk,
hogy egy I C R intervallumon értelmezett egyvaltozds y = y(x) fuggvény az F(z,y) = ¢ (kétvaltozos)

implicit fliggvény probléma megoldasa H—n, ha

F(z,y(z)) =c és (z,y(r)) € H minden xz€l esetén.

Nos, a kétvaltozos implicit fliggvény probléma differencidlhaté megoldasai azonosak az egy specidlis
differencidlegyenlet tipus megoldasaival:

3.35 Definicio6

Legyen H C R? tovabba g = g(z,y) és h = h(z,y) folytonos H-n értelmezett fiiggvények. Tegyiik fel,
hogy h(z,y) # 0 minden (z,y) € H esetén. A

g(x,y) +h(z,y)y' =0
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differencidlegyenletet egzaktnak nevezziik, ha a (g, h) fiiggvénypdrnak van primitiv fliggvénye H-n.

3.36 Jelolés

Az egrakt differencidlegyenletet hagyomanyosan az aldbbi alakban szoktik megadni:

g(z,y)de + h(z,y)dy =0.

A kovetkez6 allitds a 3.35 Definicid és a 3.32 Tétel nyilvanvalé kdvetkezménye:

3.37 Allitas

Legyen g = g(z,y) és h = h(z,y) a H C R? csillagszerii tartomdnyon értelmezett folytonosan diffe-
rencidlhatd figguények. A g(x,y)dz + h(x,y)dy = 0 differencidlegyenlet akkor és csak akkor egzakt ha

gy = hy .

3.38 Allitas
Legyen H C R? nyilt, dsszefiiggé halmaz, g és h H-n folytonos fiigguények és legyen F a (g, h) fiiggvénypdr
eqy H —beli primitiv fiigguénye. A

9(@,y) dx + h(z,y)dy =0
egzakt differencidlegyenlet H—beli megolddsai azonosak az F(x,y) = ¢, ¢ € RgF implicit figguény
problémdk differencidlhaté H —beli megolddsaival.
BIZONYITAS. Lagrange kozépértéktétellel és lancszaballyal:

F(z,y(z)) =c tetszileges x € I-re iff Fy(z,y(z)) -1+ Fy(z,y(x))y'(z) =0 tetszbleges z € I-re

iff  g(z,y(x)) + h(z,y(z))y'(z) =0 tetszbleges z € [-re .

Az allitas alapjan egy egzakt differencidlegyenlet megolddsdhoz a differencidlegyenletben szerepl6
fiiggvények altal alkotott fliggvénypar primitiv fliggvényének, azaz azon vektorfiiggvény potencialjanak
meghatirozasa vezet, melynek komponensei ezek a fiiggvények. Kovetkezésképpen, a differencidlegyenlet
megoldasdhoz a potencidlkeresésnél megismert modszerek alkalmazhatdak.

3.39 Példa
Oldjuk meg az

xdr+ydy=0, y(0)=2
kezdeti érték problémét!

ElSszor is, a differencidlegyenlet tényleg egzakt: g(x) = «, h(y) = vy, igy g, = 0 = h, . Egy primitiv
fliggvényt, azaz potencidlt a 3.6.2 a) pontban ismertetett eljarassal kerestink meg;:

72 y? 2?2
Fo=gle) =2 ~ F="tely) ~ y=h(y) = Fy=C(y) ~ cp) =% ~ Floy) =5 +5.
A differencidlegyenlet altaldnos megoldésa tehét az
22 y?
? + ? =cC
megolddsai, tehat az origdkbzéppontu félkorok. A kezdeti érték probléma megoldasihoz pedig
02 22 2 2
?—}—?:c ~ =2 ~ %—}—%:2 ~r x2+y2:4'



Tehat a kezdeti érték probléma megoldasa az origékézépponti R = 2 sugard pozitiv félkor:

y=vid—x2, -2<zx<2.

ELLENORZES. Egyrészt, nyilvan y(0) = v4 — 02 = 2, mdsrészt

’ T

Y e

miatt z+yy =0.

3.40 Példa (A szeparabilis differencidlegyenlet, mint egzakt differencidlegyenlet)

A szeparabilis differencidlegyenlet az alabbi alaku (g és h folytonos fiiggvények, h sehol nem nulla):

y' = g(z) h(y).

frjuk at ezt a kovetkezd formaban:

g(ﬂf)—@y'=0-

Ez valéban egzakt, hiszen g, = 0 = (ﬁy))w . Az egyvaltozds f = f(z) fiiggvény egy primitiv fiiggvényének
jelolésére az [ f(z) dz jelet hasznalva, meghatdrozzuk azokat az implicit fiiggvény problémadkat, melyek
megolddsa szolgaltatja a differencidlegyenlet megolddsat.

F, =g(z) ~ F=/g(m)dm—|—c(y) ~ = 1

h(y)

c(y>=/—@ &y ~ Flaw) = [ g dx—/ﬁdy

Vagyis a 3.38 Allités alap jan a differencidlegyenlet altaldnos megoldédsat a szébajohetd valds ¢ szamokkal

adodo
/% :/g(x)dx+c

implicit fliggvény problémak megoldasai adjdk. (Az implicit fliggvény problémdkat az eredeti differen-
cidlegyenletb6l formadlisan dgy kaphatjuk meg, hogy abban y’ helyett dy/dz—et irunk, az z—es és y—os
tagokat (beleértve a dz és dy—t is) egy—egy oldalra rendezziik, majd meghatarozzuk mindkét oldal primitiv
fiiggvényeit.)

= Fy = c’(y) ~r

Nlusztralé példaként megoldjuk az

Y
r_
Vo2
differencidlegyenletet.
Py dy _y° dy dx
= — N~ — = — — = —
y=r do 22 yz oz
dy dx 1 1 x
— = _2+c~>——:——-|-c~+y: .
y z y T 1—cx
Tehét a differencidlegyenlet megoldasai:
x
Y= , ceR.
1—cx
ELLENORZES.
y,:(l—caz)—az-(—c): 1 :(g)2:y_2
(1—cx)’ (1—cz)’ x x?
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3.7 Feladatok

3.7.1 Elméleti feladatok
(1) Mutassunk példdt olyan két azonos pontot 0sszekotd gorbékre, melyek nem egy zért gorbe lefedését
adjék!

(2) Mutassunk példat olyan gorbére, mely nem egyszerd {v!

(3) Poligonnak nevezziik azokat a gorbéket, melyek feloszthatéak szakaszokra. Azt mondjuk, hogy egy
gbrbe 0sszekoti az a és b pontot ha a gérbe végpontjai a és b. Bizonyitsuk be, hogy 6sszefiiggé halmaz
tetszoleges két pontja 6sszekdthetd poligonnal a halmazon beliil !

(4) Bizonyitsuk be, hogy minden csillagszer(i tartomdny egy haromszoggel egylitt tartalmazza az altala
hatédrolt normaltartomdényt is!

(5) Bizonyitsuk be, hogy ha az Ly és L, szakaszok egyenleteir; = rq(t), t € [a1,b1]és 1y =12(t), t € [az,bs],
tovabba L) és Ly kezd6— ill. végpontjai megegyeznek, akkor

Rgry = Rgrs
és

/ vdr = / v dr barmely Rgr; = Rgro—n folytonos v esetén.
L1 L1

(6) Bizonyitsuk be, hogy minden hdromszog normél térrész (specidlisan norméltartomany) hatéra!

(7) Bizonyitsuk be kozvetleniil a gradiens definiciéja alapjan, hogy az

u(r) = arctg%
fiiggvény derivialhaté médon kiterjeszthetd a negativ y tengely mentén felvigott egész sikra!l
(7) Bizonyitsuk be, hogy ha

wlr) = S 20,

akkor minden origébdl induld, az origdt tartalmazé félegyenes esetén van w—nek potencidlja a félegyenes
mentén felmetszett sikon és hatarozzunk meg egy potencialt !

3.7.2 Gyakorlé feladatok

(1) Legyen H egy origdcsicst h magassagi a alapi haromszogvonal a stkon. H-t egy kétdimenziébeli
valédi feliiletnek tekintve hatdrozzuk meg az

/ r df df
H
integral értékét az integral kiszamitdsaval és a Gauss-Osztrogradszkij—tétel felhasznaldsaval!

(2) Legyen N az a sikbeli téglalap, melynek egyik csicsa az origo, egyik a hosszui oldala az = és egyik b
hosszi oldala az y tengely pozitiv felére esik. Legyen v(z,y) = (22,0) egy kétdimenziés vektorfiiggvény.
Szamitsuk ki v feliiletmenti integriljat N—en, mint egy kétdimenzidbeli valddi feliileten!

(3) Legyenek a és b pozitiv valds szdmok és legyen H az a hdromszogvonal, melynek csicsai a (—a, 0), (0,b),
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(a,0) pontok. Legyen v(z,y) = (r—y, x+y) egy kétdimenzids vektorfliggvény. Szamitsuk ki v vonalmenti
integraljat H-—n!

(4) Legyen v = v(z,y) = (vy,= + y) az egész sikon értelmezett vektorfiiggvény és R? szokdsos bazisa
e = (i,7) . Legyen

it+7 t—7J
V2 V2
R? egy masik (othonormdlt) bézisa. A derivaltoperdtor transzformécidja nélkil hatérozzuk meg v de-
rivaltoperatordnak f-beli matrixat és szamitsuk ki ebbdl a mdtrizbdl v divergencidjat és rotacidjat!

f=(

)

(5) Legyen K a sikbeli els6 siknegyedbe es6 R sugaru korlapnegyed:

K ={(z,y) :2° +y*, 2 >0,y > 0}.

Legyen H K hatérvonala és v(r) = r - |r|? egy kétdimenzids vektorfiiggvény. Szamitsuk ki v feliiletmenti
integraljat H-—n, mint egy kétdimenzidbeli valédi feliileten a Gauss—Osztrogradszkij tétel felhasznalasaval
és anélkil!

(6) Ellendrizziik a 3.4 pont utolsé eldtti bekezdésében jelzett médon a ponttoltés erdterére és a pontszeri
vezetd magneses terére vonatkozé eredményeinket!
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4. Magasabb dimenzios
altalanositasok

Mindaz, amit az elézbekben a sikra vonatkozd vizsgdlataink eredményeképpen kaptunk nagyon
természetes moédon igen kdnnyen kiterjeszthetd, mégpedig — ahogy arra mar a 2. fejezetben utaltunk — a
cirkulacioval, orvénysuriséggel és rotacidval kapcsolatos fogalmaink és allitasaink a haromdimenzids, mig
a fluxussal, forrasstiriiséggel és divergencidval sszefliggéek barmely véges (nulldndl nagyobb) dimenzids
linearis normalt térre. Ebben a fejezetben, melyben tehat n mindig tetszOleges, de régzitett pozitiv egész
szam, roviden Osszefoglaljuk ennek az altaldnositasnak, a véges— ill. haromdimenziés vektoranalizisnek
legfontosabb eredményeit.

4.1 Divergencia

A divergencia éltaldnos meghatdrozasit méar a 3.3 Definiciéban megadtuk, ez a derivéltoperdtor
skaldrinvaridnsa, azaz

4.1 Definicié
Egy v = (v1,v9,...,v,) : H > R", H C R" derivalhato vektorfiiggvény divergencidja

. Ouvi  Ovs vy,
leU—%+a—y+...+%.

Ami a Gauss-Osztrogradszkij tételt illeti, ennek bizonyitdsa az értelemszerii valtoztatasokkal igen
konnyen altalanosithatd, csupan pontosan ugyanazt kell n komponensre végrehajtani, amit a kétdimenziés
esetben kettre csindltunk meg. (Az egyetlen nehézséget egy technikai feltétel, az integralok normél
térrészek hatdrain mentén valé additivitdsdnak igazoldsa, az 1.26 (15)(b) feladat magasabb dimenzidkra
valé kiterjesztése jelenti.) Maga a tétel szé szerint megegyezik a 3.5 Tétellel, kivéve természetesen azt,
hogy kétdimenzié helyett n dimenziéra vonatkozik:

4.2 Tétel (Gauss-Osztrogradszkij tétel)

Ha V n—dimenzids normdl térrész, melynek hatdra az F kifelé irdnyitott valddi felilet, V C H C R" és
v: H — R" tetszéleges V —n folytonosan derivdlhato vektorfigguény, akkor

/vdf:/divvdV
F 1%

Természetesen a tétel véges sok hatarold feliiletre vonatkozé forméaja (3.6 Tétel) is hasonléan, minden
lényeges valtoztatas nélkiil, kiterjeszthetd barmely nullindl nagyobb véges dimenziéra. Ezt felhasznélva
egyébként kénnyen lathatd, hogy a Gauss-Osztogradszkij tétel a Newton—Leibniz tétel tobbdimenziéra
valé dltaldnositdsa. Valoban, (felhasznélva az 1.12 (3), 1.14 (4)(b) és az 1.20 (2) megjegyzéseket) a tételt
az n = 1 esetre alkalmazva azt kapjuk, hogy ha V' = [a, b] egydimenzids térrész, azaz intervallum (melynek
kifele irdnyitott hatarat a +1—el irdnyitott Fy = {b} és a —1 —el irdnyitott F5 = {a} nulldimenzios feliiletek
lefedik), v = v(x) pedig V-n folytonosan derivalhat6 vektorfiggvény, akkor

/abv'(l“)dx:/vdivvdV:/Flvdf+/szdf:U(b)_v(a)_

Masrészrol ez az Osszefiiggés megvilagitja a Newton— Leibniz tétel fizikai jelentését: egy cs6 két végén
be— és kidraml6 folyadék mennyiségének kiilonbsége a csOben keletkez6 (eltiing) folyadék mennyiségével
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egyenld, mely utébbi nem mds, mint a hosszegységenként keletkezé (eltling) folyadékmennyiségnek, azaz
a hosszegységenkénti folyadékmennyiség-valtozasnak a csé hosszara vett integrélja.

Végiil a tétel differencidlis alakja is szé szerint altalanosithato, tehat a divergencia n dimenziéban is
a forrassirtséget adja meg:

4.3 Kovetkezmény
Legyen G C R™ nyilt és v: G — R" tetszéleges G—n folytonosan derivalhato vektorfigguény. Ekkor G-n

o

létezik v—nek s(v) forrdssiriisége és fenndll, hogy

s(v) =divw.

4.2 Rotacio

) A rotédciéval mar egy kissé komplikdltabb a helyzet, mint a divergencidval. Meg kell taldlnunk a 3.8
Allitds megfeleldjét R3-ra, amivel aztan a 3.10 és 3.11 Definiciékban a dimenziénak kettér6l haromra
valtoztatasaval megkapjuk a kivant fogalmat.

4.4 Allitas
R3 tetszileges A antiszimmetrikus linedris transzformdcidjdhoz van egyetlen olyan c € R? vektor, hogy

Ar=cxr tetszéleges r € R? esetén

tovabba A tetszileges e orthonormdlt bazisbeli ée = (a’i]')z?'),jzl mdtrizdbol c leolvashato :

c= (0327013,G21) .

BIZONYITAS. Az egyértelmiiség nyilvdnvalé. A antiszimmetrikus, tehat R3 tetsz6leges e = (e, e2,€3)
orthonormadlt béazisbeli (aij)i]’:l matrixa is az, vagyis a ¢; = asa, 2 = a13, c3 = a9 jelolésekkel

0 —C3 C2
ée = C3 0 —a
T —Cy C1 0
fgy barmely r = ze; + yes + zez € R3 esetén
0 —c3 Co T —yc3 + zC2
(1) ée r.= c3 0 —¢ y | = rCy — 201
T —C2 C1 0 z —xc2 + ycy
Mésrészt az 1.6 Allitas alapjan
€1 €2 €3
cxr=CROSS(c,7) =] &1 ¢c2 c¢3| = (c2z —c3y)er — (c1z — czx)es + (a1y — cox)es,
T Yy z
tehat (1)—el
C2Z — C3Y
Ar =A r = c1z + c3x —cXr .
e —_—e=e e
C1Yy — C2T

Kovetkezésképpen,

Ar=cxr minden r € R? esetén .
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4.5 Definicié

(1) Azt a a fenti &llitasban szerepld ¢ vektort, melyet R? tetszéleges linedris transzformacidjanak anti-
szimmetrikus része egyértelmiien meghataroz, a transzformacié vektorinvariansinak nevezziik.

(2) Legyen H C R3 és v: H — R? derivalhat6 vektorfiiggvény. v derivaltoperdtora vektorinvaridnsdnak
kétszeresét v rotacidjanak nevezzik és rot v—vel jeldljiik.

4.6 Allitas
Legyen H C R? ésv : H — R? derivdlhato vektorfiiggvény, melynek komponensei vy, vo és vs, azaz
v = (v1,v2,v3) . Ekkor

i 7 k

— — | o 9o o
rotv =V xv=| & oy o7 |

Uy V2 U3

vagyis
8’1)3 8’1)2 81)1 8’1)3 81)2 81)1

oty = (= — ——, — — ——, — — —)

Oy 0z’ 0z Oz’ Oxr Oy

BIZONYITAS. R® szokdsos e bazisdban a D derivaltoperator matrixanak 4. sora:

o o o,
Ox ' Oy’ 0z

és ezen operdtor antiszimetrikus részének A = (aij)} ;=) métrixa a kovetkezo:
1

éezi(ge_ge*)'
Ezek szerint
_1(%_@) _1(%_%) _1(%_%)
452 =9 Ay 827 T2V, T ar ) T 2V, oy’

ami az elézo allitas és a rotacié definicidja szerint éppen az, amit bizonyitani akartunk.

Ami a Stokes tétel illeti, vele mds a helyzet, mint a Gauss-Osztogradszkij tétellel.
Ahogy aldbb megmutatjuk, a Stokes tétel haromdimenziés altaldnositdsa nem a kétdimenzids valtozat
haromdimenziés "masolata”, hanem annak kdévetkezménye. Nyilvanvalé ugyanis, hogy a sikbeli Stokes
tétel konnyen atviheté a haromdimenzids tér sikfeliileteire. Az aldbbi definici6 segitségével a térbeli
sikfeliiletek és sikgorbék lefrasat visszavezethetjiik R2-beli térrészek ill. valddi feliiletek definidldséra.

4.7 Definicié

(1) A hiromdimenzids térben valamely F' feliiletet sikfeliiletnek neveziink ha van olyan sik, melynek
részhalmaza.

(2)(a) Legyen P az az R3>-bdl R*-be képezd linedris operdtor, mely minden vektorhoz az [xy]-sikra val6
vetiiletét rendeli mint R?-beli vektort, azaz

v z
*le)-(0)
. Y

és legyen barmely e és f bazisok esetén Ief az e—16l az f-re valé attérés matrixa.

(b) Legyen R? szokésos bézisa e. Legyen tovabbd F az r = r(u) = (x(u),y(u),z(u)),u € A,
egyenlettel definidlt n normélisi R3-beli sikfeliilet és f = (f1, f2, f3) olyan jobbsodrdst orthonormalt
béazis, melyre fs||n és f3-n > 0. Az

r(w)=F-T )r(u), veA

egyenlettel definidlt R?-beli feliiletet F' (f szerinti vagy f-beli R?>-)arnyékanak nevezziik.
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(3) A haromdimenziés térben valamely F' val6di sikfeliiletet normadl feliiletnek neveziink, ha van olyan
bazis, melyben F' drnyéka normadl térrész.

(4) A haromdimenziés térben valamely n normalisd F' sikfeliilet hatdraként ad6dé L gorbét (F—bol nézve)
pozit{v irdnyitdsinak mondunk, ha van olyan bézis, melyben L drnyéka (F drnyékdbol nézve) pozitiv
irdnyitasu.

Nyilvan a pozitiv irdnyitas azt jelenti, hogy a gorbét a feliileti normalis irdnydbdl nézve az oramutato
jarasaval ellenkezo irdnyban jarjuk be.

4.8 Megjegyzés
(1) Nyilvan feliilet hatdranak drnyéka az drnyék hatéra (lasd a 4.18 (1) feladatot alabb).
(2) Konnyen megmutathat6 (lasd a 4.18 (5) feladatot), hogy ha egy gorbe arnyéka valamely bazisban

pozitiv irdnyitasi, akkor minden bazisban az.

A Stokes-tétel bizonyitdsahoz szilikségiink lesz még egy olyan haromdimenzids térbeli Ssszefliggésre,
melynek nincs sikbeli megfelel6je :

4.9 Allitas
Bdrmely kétszer folytonosan derivdlhaté v: H — R3, H C R? derivdlhatd vektorfiigguény esetén

divrotv =0.

BIZONYITAS. A 4.4 Allit4ssal

0 81}3 81}2
FrA i

0 v _Ov 0w O

8y(g_%)+8z(8m oy

divrotv =

= (U3)ya: - (U2)zz + (Ul)zy - (U3)a:y + (U2)zz - (Ul)yz = 0’
hiszen a Young-tétellel a vegyes parcidlisok egyenloek, azaz
(Ul)zy = (vl)yz’ (v2)zz = (UZ)zz7 (v3)y1‘ = (v3)xy "

4.5 Tétel (Stokes tétel)

Legyen V' hdromdimenzids normdl térrész, melynek hatdra feloszthato az F' kifelé irdnyitott valddi feliletre
és az ugyancsak kifele irdnyitott —G normal sikfeliletre. Legyen G hatdra a G-bél nézve pozitivan
irdnyitott L gérbe. Ha V C H C R?® és v : H — R3 tetszoleges V—n folytonosan derivdlhaté vek-

torfigguény, akkor
/vdr:/rotvdf.
L F

BIZONYITAS. (Abra a tuloldalon.) Csak azt az esetet vizsgéljuk, mikor a G egységnormalisa k (tehat G az
[xy]-sikkal parhuzamos) és G 4rnyéka a szokdsos e bézisban normadl térrész. Az altaldnos eset a rotécié
és az integralok bazisfiggetlensége miatt teljesen analég médon targyalhaté (lasd a 4.18 (6) feladatot).
A bizonyitds azon alapszik, hogy — mivel a 4.9 Allitas alapjan divrotv = 0 — Gauss-Osztrogradszkij
tétellel :

/rotvdf+/ rotv df = rotvdfz/divrotvdeO,
F -G F+—G 1%

amibol

*) /Frotvdf:—/_Grotvdf:/Grotvdf.

Az eredményiil kapott integral azonban — minthogy G sikfeliillet — egyszertien atalakithaté G e-beli
arnyékdn, mint kétdimenzids térrészen vett térfogati integralld, melyre alkalmazhatjuk a sikbeli Stokes-
tételt. Valéban, legyen G egyenlete: r = r(u,v) = (x(u,v),y(u,v), 20),(u,v) € A, L egyenlete pedig:
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p = p(t) = (&(t),n(t), 20) ,t € I. (Feltételiink szerint G pontjainak harmadik koordindtdja valamely zq
allandé.) Tovébba, az egyszerliség kedvéért vezessiik be a kovetkezd jelolést tetszOleges hdromvéltozds f
fiiggvény esetén: f(z,y) = f(z,y,20) . Végil legyenek G és L e—beli arnyékai V* ill. L*. Nos, ekkor

i j k -
CROSS(ru,re) = | 2w yu O |=Fk| " Yu
To Yo O v Yo
és G egységnormdlisa k, igy tetsz6leges G—n folytonos w = (wy,ws,ws) fliggvény esetén, w—nek az

egységnormalisra es6 vetlilete w, = w - kK = ws, tehat a kettés integral transzformdécidjara vonatkozo
formula felhasznaldsaval azt kapjuk, hogy

/Gw df = /Gwn |df| = /Gw3 |df| = /Awg(m(u,v),y(u,v),zo) |[CROSS(7y,7v)| dudv =

Ly Yu

| dudv =
Lo Yu

5/mmmwm%mKm%aMWMMM=/wmmmﬂmwn
A A

:/ ws(x,y) dxdy:/ w3 dV,
tehat

/wdf: ws dV .
G V=

A kapott Osszefliggés w = rotv esetén az arnyékokra vonatkozod sikbeli Stokes tétel alkalmazdsit teszi
lehet6vé, hiszen felhaszndalva a 4.8 Megjegyzést, valamint azt, hogy G normal felilet és L irdnyitasa G-bdl
nézve pozitiv:

8’1)2 8’1)1 : .
/Grotv df = V*(% - B—y) dv = L*(vl,UZ) dr = /I(U17v2)(p(t)) - (&(t),n(t)) dt =

=ﬁmww@wm-@mmmmmzfmm»¢mm=/vm.

I L
Ez pedig (*)-gal a bizonyitandé allités.

Erdemes megjegyezni, hogy a Stokes tétel érvényes marad akkor is, ha a vizsgalt felillet hatarardl
nem koétjik ki, hogy az sikgdrbe legyen.

Végil az 6rvénysiruségnek a 2.5 Definiciébeli meghatarozasa alapjan a 4.6 Allitasbél az adédik, hogy
a haromdimenziés térben is az 6rvénysiirtiséget a rotacié adja meg:
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4.11 Kovetkezmény

Legyen G C R? nyilt és v : G — R3 tetszbleges G—n folytonosan derivdlhatd vektorfigguény. Ekkor G-n
létezik v—nek c(v) drvénysirisége és fenndll, hogy

c(v) =rotv.

4.3 Vektorfiiggvények jellemzbinek szamitasa

A divergenciara, rotaciéra és gradiensre vonatkozo, az eléz6 fejezetben megismert alapvet6 Osszefiiggések
(esetleges értelemszerti médositdsokkal) érvényben maradnak magasabb dimenzidkban is, tehdt az aldbb
megadott allitdsok a 3.3 pontban szerepld bizonyitasokkal analég médon lathatdak be:

4.12 Allitas
(1) A divergencia, rotdcid és gradiens linedris operdtorok.
(2) Konstans vektor divergencidja és rotdcidja, tovdbbd konstans skaldr gradiense nulla.

(3) Linedris transzformdcid divergencidja azonos annak skaldrinvaridnsdval, rotdcidja pedig vektorin-
varidnsdnak kétszeresdvel.

(4) Bdrmelyv : H - R™, H C R" derivdlhatoé vektorfigguény, u, ui, us : H > R, H C R" derivdlhatd
skaldrfiiggvények, f tetszéleges RT—on derivdlhato egyvdltozos fiigguény és ¢ konstans vektor esetén:

div (uv) = udivv + v - gradu
grad(u; uz) = u; grad us + us grad ug
divr =n
grad (¢,r) = ¢

divgradu = Au = Ugy 2, + Uzyay + -+ Uz, 2,

grad £(|r]) = f'(Ir]) ﬂ ha r # 0

(5) Barmely v : H — R*, H C R? derivdlhaté vektorfigguény, v : H — R, H C R? derivilhaté
skaldrfiiggvény és ¢ konstans vektor esetén:
rot (uv) = urotv — v x gradu
div(e X v) = —¢ - rotwv
rotr =0
div(e x 1) =0, rot(c x ) = 2¢

rot gradu =0

4.4 Két fundamentalis fizikai alkalmazas

4.4.1 n—dimenziés Coulomb torvény

Ha az n—dimenziés térben meg akarjuk hatarozni a ponttoltés erdterét, akkor az erétér harom fizikai
tulajdonsagat kell figyelembe venniink. Ezek a kovetkezok:

75



(a) A ponttoltés altal létrehozott erétér az adott pontot a ponttoltéssel Gssszekotd egyenesen hat.

(b) Nincs kitiintetett irdny: a tér minden irdnyban homogén.

(c) A toltés pontszert: a térnek az origé kivételével nincs forrasa.

Nos, ez a harom feltétel — mint ahogy alabb latni fogjuk — (konstans erejéig) egyértelmiien meghatarozza
a ponttoltés altal 1étrehozott erdteret.

Az elsé feltétel azt jelenti, hogy a teret lefré v = v(r) vektorfliggvény origbirdnyu, tehat

(1) o(r) =u(r)r

alakd valamely v = u(r) skalarfiiggvény esetén, a masodik szerint a vektorfiiggvény gémbszimmetrikus,
azaz tetszoleges, az origdtol azonos tavolsdgban levd pontra azonos nagysagu, tehat a fenti skalarfiiggvény
csak |r|-t6l fiigg :

(2) u(r) = f(Ir])

valamely f = f(x) valés fiiggvényre, mig a harmadik alapjan

(3) diveo(r) =0 minden r # 0 esetén.
Mindezekkel
. . r
div f(|r|) r = f(|r)divr + 7 - grad f(|r]) = n f(|r]) +7 - f'(lrl)m =nf(r) + £ (rDirl =0,
amibél y = f(x)-re az alabbi differencidlegyenletet adddik:
ny+y z=0.
Ez egy szepardbilis differencidlegyenlet:
Yy =-n L
x
Megoldva a differencidlegyenletet:
Y dy 'y dy 1
Y =—Nn= ~» —=-—N>= ~» — =—N— ~>
x dx T y T
d 1
gy = _n/E de +c¢ ~ Inly| = —nln|z|+¢ ~

! ! /"

1
Mlnlylzln—+cvln|y|=1n|;7M ly| Myzi—n, "€R.

ER el

(Az utolsé 1épés indoklasdahoz lasd a 4.18 (4) feladatot.) Tehat a kivanalmaknak megfelelé f = f(x)
fliggvény az aldbbi alaku:

f(x) = —, valamely ¢ € R-re.
n
T

Visszahelyettesitve a kapott eredményt (1) és (2)—be és a toltés egységét ugy hatdrozva meg, hogy ¢’ =1
legyen, megkapjuk az az n—dimenzios ponttoltés eréterét megado vektorfiiggvényt, azaz az n—dimenzids
Coulomb torvényt:

o(r)=—— ha reR" é r#0.

Nos, errél a vektorfiiggvényrél — mutatis mutandis — persze ugyanazokat mondhatjuk el, mint
sikbeli rokonérdl. Elészor is, persze, a fliggvényt éppen dgy definidltuk, hogy az origd kivételével
divo = 0. Ebb6l kivetkezfen a Gauss-Osztograszkij tétel alapjan minden az origdt nem tartalmazo
normaltartomanyt hatarolé zart felillet mentén vett integral nulla. Mdésrészt, az origdt a belsejiikben
tartalmaz6 normadltartoméanyt hatdarolé zart felliletmenti integrdl értéke az n—dimenzids egységgdmb
feliiletének nagysaga. Valéban, egyrészt, ugyanugy lathaté be, ahogy a sikon, hogy minden ilyen feliiletre
vett integral azonos értékii. Masrészt, ha F' az origékozépponti egységgdmb, akkor F' minden pontjaban
annak n normadlisa r irdnyu, igy, mivel v||r, addédik, hogy n||r||v és (mivel F' kifele irdnyitott) n és v
irdnya is megegyezik. Ko6vetkezésképp v—nek n—re es6 vetiilete v, = |v|, tehat felhasznélva, hogy F-n

lv| =4 =1,hisz R=1:
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[oar= [ o= [ W= [ jan=ie.

Ami a vonalintegralokat illeti, a 4.6.3 pontban latni fogjuk, hogy v tetszOleges zart egyszeri iven vett
vonalintegralja nulla.

Erdemes még megegyezni, hogy altalinositdsunk nem csak ketténél nagyobb, de az anndl kisebb
dimenzidra, tehdt az egyenesre is vonatkozik. A ponttoltés tere az egyenesen, vagy a mdasik példankat
alkalmazva, az egyenes lefolyd, vagy ”a valyd” sebességtere:

v(r)=— ha r#0,

amib6l — mivel |v(r)| = 1 — leolvashatd, ami szemléletiinkkel és kozvetlen tapasztalatunkkal is egybevag,
hogy egy allandé keresztmetszet(i (csap és lefolyé nélkiili) csében vagy csatorndban az dramlé folyadék
sebessége allando.

4.4.2 Végtelen vezetd magneses tere

A sikbeli eset altalanositdsahozlegyen e = (ey, e, ..., e,) aszokdsos bdzis R"—en és L = L(es, eq,...,€,)
azaz az [xy]-sikra merdleges altér. A pontszerii vezetd sikbeli magneses terét leird fiiggvény egy lehetséges
n—dimenzidés altalanositasa a kovetkezo vektorfiiggvény:

w(r) = CROSS(es, €4, .-, €n,T)
~ |CROSS(es, €4, ..., en,7)|2

Nos, ez a flggvény lényegében nem kiilonbézik a mar targyalt kétdimenzids esettél. Valdban, az
1.7 Megjegyzés alapjan

har¢g L .

€1 €2 €3 €4 €n—1 €n

O 0 1 O 0 0

0O 0 0 1 0 0
CROSS(e1, €3, ...,eq_2,7) = (=1)""1.| - . . . = (—w2,21,0,0,...,0).

o o o0 0 ... 1 0

o o 0 0 ... 0 1

1T X2 T3 T4 ... Tp—-1 ITp

Vagyis bevezetve az x1 = ©, 3 =y, e1 =1 és ex = j jeloléseket, azt kaptuk, hogy
( ) L (—yi +xj)

w(T,y,T3,...,Tn) = —=(—yi + zJ

" Va? +y?

ami nyilvan teljesen analég a sikbeli esettel. Tehat egyrészt

ha 22 + y2 £ 0,

2zy 2zy
(@ +y2)” (2% +y?)°
igy a Gauss-Osztogradszkij tétellel minden L—be nem belemetsz6, normadl térrészeket hatarold feliileten a

fluxus nulla. Masrészt, a 4.6.3 pontban majd megmutatjuk, hogy w tetszéleges olyan zart egyszerii iven
vett vonalintegrélja nulla, mely nem veszi korul L—et (lasd a 4.18 (2) feladatot alabb).

=0 haz?+y>#£0,

divw =

Specidlisan hdromdimenziéban ez a vektorfliggvény a kovetkezé alaku (k a z tengely irdnyd egység-
vektor):

kxr

— 34
= x ha reR®> é klfr.

w(r)
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i J k
kExr={0 0 1|=(-y,z,0), figy, hak [r, akkor
Ty z
(z,y) 1 ( 0) tehdt a z tengely pontjait kivéve
w(z,y) = —— (~y,, z ten pon vévi
2 2
divw(z,y) = — xy‘ 5 = my‘ 5 =0
(#* +9%)° (22 +9?)
2 _ .2 2 _ 2
rotw(z,y) = (0,0, yor o y-e )=0

(@ +y2)” (2% +y?)°
Kovetkezésképpen, a két integraltétel alapjan, a z tengelybe nem belemetsz6, normal térrészeket hatarold
feliileteken a fluxus nulla és nulla a cirkulacié is az olyan sikgorbéken, melyek nem keriilik meg a z tengelyt
(ezek azok a sfkgorbék, melyek drnyéka az origdt nem tartalmazéd kétdimenzids normaltartomény hatéra).
Végiil, a kétdimenzios esetre vald visszavezetéssel konnyen belathaté (lasd a 4.18(3) feladatot aldbb), hogy
a z tengely megkeriil6 sikgérbéken (melyek drnyéka az origdt belsejében tartalmazé norméltartomany
hatara) a cirkuldcié 2 7.

4.5 Az integraltételek tovabbi alkalmazasai

4.5.1 Egyéb integraltételek

A 3.17 Tétel bizonyitdsa szo6 szerint minden valtozatas nélkiil alkalmazhaté az alabbi dltaldnos valtozat
igazolaséra:

4.13 Tétel (Green-tételek)

Legyen V- C R™ normdl térrész, melynek hatdra az F kifelé irdnyitott felilet és u, v € Co(V) tetszbleges
n—vdltozos fiigguények, melyeknek az F feliileti normdlis irdnyt irdnymenti derivdltjai g—z all. g—fb . Ekkor

(1) (Antiszimmetrikus Green-formula)

/ (uAv + gradu - grad v) dV = u@ |df| .
14 F on

(2) (Szimmetrikus Green-formula)

/V(uAv —vAu) dV = /F(u% - v%) |df| .

4.14 Tétel (Gauss—Osztrogradszkij tipusu tételek)

Ha V C R"™ normdl térrész, melynek hatdra az F kifelé iranyitott felilet, u : V — R ésv:V — R”
tetszdlegesek, tovdbbd u, v € C1(V), akkor

/divvdV:/ v df
1% F
/gradudV:/ wdf .
1% F
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Tovabba :
(3) (II. Gauss—Osztogradszkij tétel)
Ha V C R? normdl térrész, melynek hatdra az F kifelé irdnyitott felilet és v : V — R3,v € C1(V)

tetszdleges, akkor
/rotvdV:—/ v X df
14 F

BIZONY{TAS. Ahogy mdr emlitettiik, (1) bizonyitdsa a sikbeli véltozattal analég és ugyanez igaz (2)-re is.
Ami (3)-at illeti, legyen R3 szokdsos bdzisa e = (i, j, k). Azt fogjuk megmutatni, hogy a két oldalon
allé vektorok mindharom komponense megegyezik. Miutan persze a harom eset teljesen analég, csak az
egyiket, a k irdnyd komponensek azonossaganak igazolasat részletezziik.

El6szor is, ha v = (v1,v2,v3) , akkor

it 3k
vxk=|v vy wv3|=(v2,—v1,0),
0 0 1
amibdl
div(vxk)z%—%—?=k'r0tv .

Nos, a Gauss-Osztrogradszkij tételt hasznalva fenti eredmény a kovetkezére vezet :

/kadf:/div(vxk)dV:/k-rotvdV:k-/rotvdV
F % v %

A bizonyitas teljessé tételéhez, most mar csak annyit kell bizonyitanunk, hogy

/vakdfz—k-/vadf.

Azonban a feliiletmenti integralok definicidja és a vegyes szorzat (melyet alabb szogletes zardjellel jeloliink)
ciklikus permutaciékra valé invariancidja alapjan ez egyszerli szamoldssal adédik. Valéban, legyen F
egyenlete r(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)), (u,v) € A. Ekkor

/ vxkdf = / (v x k)(r(u,v)) - CROSS(ry, my) dudv = / CROSS(ry,7y) - (v X k) dudv =
F A A

[k CROSS(ry, ry)v] dudv = —/ k- (v x CROSS(ry,7y)) dudv =

= / [CROSS(ry,ry) v k] dudv = /
A A

A

=—k- / (v x CROSS(ry, 7)) dudv = —k / v X df .
A A

Mivel a 3.7 K6vetkezmény bizonyitdsdban szereplé (*) &llitas sz szerint atvihetd tetszoleges nem
nulla véges dimenzidra, fenti tételek kozvetlen kdvetkezményeiként adédnak az invaridnsok és a gradiens
magasabb dimenzidkra is érvényes sturiség—jellegi jellemzései :

4.15 Kovetkezmény (Ignatowsky—féle definicidk)

(1) Legyen o € G C R" tetszdleges nyilt halmaz, v: G — R" ésu : G — R folytonosak. Ha a (Vi) ro—ra
zsugorodo R™-beli normdl térrészek tetszéleges olyan sorozata, melyre minden k € N esetén Vi, C G
hatara a kifelé irdnyitott Fy, felilet, akkor

divov

1
=1 —.
0 kgrolo |Vk| /Fk v df

gradu

1
= lim — - d
0 k;nolo |Vk| /;‘k u f
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(2) Legyen ro € G C R3 tetszbleges nyilt halmaz és v : G — R? folytonos. Ha a (Vi) ro-ra zsugorodo
R3-beli normdl térrészek tetszéleges olyan sorozata, melyre minden k € N esetén Vi C G hatdra a kifelé
irdnyitott Fy, feliilet, akkor

1
to| = — lim — - d
rotv| Jim Vil /Fkvx If

4.5.2 Feliilet— és vonalmenti integralok szamitasa

Az integraltételeknek kiilonboz6 integdlok kiszamitara vald alkalmazasat egy olyan példaval illusztraljuk,
melyben a feliileti integral kiszamitasara mind a két {6 integréltétel alkalmazhato.

4.16 Példa
Legyen k a z tengely irdnyu egységvektor és K az [xy]-sikbeli origékdzépponti R sugari —k egységnormalisd
korlap, tovabba F' tetszOleges olyan felillet, hogy F' + K egy normdl térrész kifele irdanyitott hatéra.
Szamitsuk ki v(r) = rot(k x r) esetén az
/ v df
F

integralt !
1. MEGOLDAS
Gauss-Osztrogradszkij tétellel :

/vdf—l—/vdf: vdf:/divvdV:O,
F K F+K 1%

mert rot(k x ) = 2k (ldsd az 4.12 (5) Allitast) és igy divrotv = divrot(k x r) = div2k = 0.
Tehat

(*) /def:—/def.

Szamitsuk ki a jobboldali integralt! Mivel K normélisa —k irdnyd, igy k—nak a normalisra esé vetiilete —1
tehat

, 2
/vdf—/ ot(er)cif—/2kcif—2/ —1|df|——2/|df|_—2|K|_ 2R°T,
igy (*)-gal

/defz—/def=2R27r.

Legyen L a K —K-bdl nézve pozitivan irdnyitott hatdra, az [xy]-sikbeli origék6zépponti R sugari
korvonal és L érintd egységvektora e. Mivel e és k X r azonos irdnyuak, tehat (k x r)., k X r-nek e-re
es6 vetiilete éppen |k x r|, valamint figyelembe véve, hogy k és r merélegesek egymadsra (hisz a kor benne
van az [zy] sikban) és hogy a koron |r| = R, Stokes tétellel azt kapjuk, hogy

/def:/Frot(er)df:/kardr:/L(er)e |dr|:/L|k><r| |dr|:/L|k||r| \dr| =

= / R |dr| = R/ |dr| = R|L| = R2Rt = 2R*~ .
L L

2. MEGOLDAS
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4.5.3 Egy geometriai alkalmazas: az n—dimenziés kap térfogata

Legyen F' egy olyan n — 2 dimenziés feliilet, mely az n. koordindtatengelyre merdleges n — 1 dimenzids
E,_: koordindtaaltér E = (0,0,...,0,m) + E,_; eltéltjAban van és tegyiik fel, hogy FF a T C E
(n — 1)-dimenziés feliilet hatara. Legyen F egyenlete s = s(u),u € A C R""2. Ha az r = r(u,t) =
=t-su),u € A,t € R,0 <t < 1 egy (n — 1)-dimenziés K feliiletet definidl, akkor ezt az
n—dimenzidbeli origéesiicsi T alapti m magassdgi kip(paldst)nak nevezziik. Az elnevezés nyilvin
jogos, hiszen hiaromdimenziés esetben ez a definicié a z = m sikban fekv F' alapgorbéji és T' alaplapui
origocsucsu (k6zonséges) kiupot adja. Nos, ha K + T egy n dimenziés V normal térrész kifelé irdnyitott
hatara, melynek térfogata Vo és T felszine ¢, akkor

azaz a kup térfogata: ”alapteriilet szorozva magassdg osztva a dimenziéval”.

Valéban, legyen v(r) = r. Mivel r definicigjabol r = s(u), igy CROSS definicidja alapjén a w = (u,t)
jeloléssel, ha r € K, akkor

n =CROSS(ry) L re =s(u) || t-s(u) =r =,
tehat

(1) /defz/Kvn|df|=0.

Maésrészt, T' C E miatt T egységnormalisa pontosan ey, , az n. koordindtaegységvektor és persze ugyanezért
a T-beli vektorok utolsé koordinatdja m , igy

ha reT, akkor reT, tehdt r-e,=m,

vagyis

2) Joar= [ vetn= [ o-cnrai= [ r-coai= [ miapi=m [ 1ar1=mt.

Most johet a Gauss-Osztrogradszkij tétel, amivel (felhaszndlva persze azt, hogy dive = divr =n):
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/vdf—l—/vdf: vdf:/divvdV:/divvdV:/ndV:n/ dV =nVy.
T K K+T v 1% 1% 1%

Ez pedig mar a bizonyitandé allitds, hiszen (1) és (2) alapjdn ebbdl

mt:/vdf:nVO.
T

Erdemes a kapott formulat az els6é néhany dimenziéban egy par specidlis esetre kiprobalni :

(1) n = 1: az m magas szakasz hossza (egydimenziés térfogata) (az alap nulldimenziés felszine az
1.14 (4) megjegyzés szerint 1):
1-m

Vo= ——=m.

(2) n =2: az m magas a alaphosszisigi haromszog szakasz teriilete (kétdimenzids térfogata) :

am
o=

vagyis az n—dimenziés kip térfogatdra kapott Osszefiiggésiink a haromszog jol ismert teriiletképletének :
”alap szorozva magassag osztva kettd” altaldnositasa, masszoval a hdromszog teriiletképletében a kettes
a dimenziészam, azért ennyi szerepel itt, mert a hdromszog sikidom.

(3) n =3: az m magas R sugard korkdp térfogata:

R2rm
Vo = 3
4) n =4: az m magas R sugaru géombkup térfogata:
( 8 gart g g
v —4R33’T m  Rmm
0 = =

4 3

4.5.4 Egy fizikai alkalmazas: Archimedes torvénye

1. po kiils6é nyomads esetén nyugvé p surtségi homogén folyadékban a felszintdl szamitott A mélységben
a nyomas, az un. hidrosztatikai nyomas, a kiils6 nyomas és feliiletelem felett 1évo fliggoleges folyadék-
oszlop silyabdl szarmazé nyomas Osszege, azaz

p=po+pgh,
amely figgetlen a feliletelem iranyitdsdtol (g a gravitdciés allando).
(Maga a p nyomds altaldban a ¢ feliletii lapra (vagy Agq felilletelemre) merdlegesen és egyenletesen hato

nyomoer$ F' (ill. AF') nagysdganak és a feliletnek hdnyadosa, azaz a kévetkez6 skalaris mennyiség:

AF

F
== op=25y.
P= (ill. p Aq))

(V6. pl. Bud6 Agoston: Kisérleti Fizika I. 224. és 211. old.)

2. Fentiek alapjan valamely folyadékban egy V térrészt kitoltd test esetén, a folyadék hidrosztatikai
nyomdasabol szarmazod, a testre hatd erdk ereddje, azaz a test hatarat alkoté zart befelé irdnyitott Fp
feliiletre haté ered6 erd (az dbrét ldsd a tiloldalon) :

F= pdf .
Fy
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Mivel a folyadék homogén, azaz p allando, tehiat ¢ = p- g konstans, p csak h-tdl fiigg, p = p(h) = p+c-h,
igy |grad p| = ¢ = allandé és grad p mindeniitt lefelé mutat (h csak erre véltozik és erre né), tehat ha e
a lefelé mutatoé egységvektor, akkor

gradp=c-e.

Ebbdl, a térrész térfogatit Vp—al jelolve, gradiens tétellel

F:/ pdf:—/ pdf:—/gradpdV:—/c-edV:—c-e/ dV = —cVp-e=—gpVp-e.
Fy —Fy 1% 1% 1%

Mivel pVy a test térfogataval megegyez6 térfogati folyadék tomege, tehdt gpVp ennyi folyadék silya, azt
kaptuk, hogy a testre hatd eredd erd a test térfogataval megegyezé térfogati folyadék silyaval egyenl6
nagysagu és azzal ellenkez6 irdny, vagyis példaul ha a folyadék viz, akkor

egy vizbe martott test a silyabdl annyit veszt,
amennyi az altala kiszoritott viz sulya.

4.6 Potencialelemélet elemei

4.6.1 Egzisztencia és unicitas

A potencial létezésére és egyértelmiiségére vonatkozd legfontosabb két eredmény, a 3.28 Tétel és a
3.32 Tétel haromdimenziés valtozatdanak bizonyitasa a kétdimenzids valtozat bizonyitdsanak sz szerinti
mésolata, ugyanis egyik bizonyitasban sem hasznaltuk ki sehol azt, hogy sikon van. Sét, ez igaz barmely
véges dimenzidra is, természetesen a rotaciéra vonatkozé feltétel alkalmas mddositasdval. Nevezetesen,
legyen v : V. — R"™ tetszbleges vektorfiiggvény. Azt mondjuk, hogy v keresztbe vett parcidlis de-
rivaltjai megegyeznek ha (v;),; = (vj),; minden 7,5 = 1,2,...,n esetén. Nos, nyilvdn, ez a feltétel
értelmezhetd tetszoleges n pozitiv egész esetén R"™-re, tovabba, han = 2 és n = 3, akkor ekvivalens azzal,
hogy v rotacidja nulla. A 3.28 és a 3.32 tételek bizonyitdsdban a rotacié eltlinését a keresztbe vett parcidlis
derivéaltak megegyezésével helyettesitve megkapjuk ezen tételek R"—re vonatkozo altalanositasat:

4.17 Tétel

Legyen G C R"™ tetszdleges nyilt, dsszefiiggd halmaz és v : G — R"™ folytonos vektorfiggvény. FEkkor az
aldbbi dllitdsok mindegyike kovetkezik az els6bdl és ha G csillagszeri tartomdny, akkor mindezen dllitdsok
ekvivalensek is :
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(1) v—nek van potencidlja S—en.

(2) v gorbementi integrdlja minden G-be esd két pont kozotti G-beli girbe esetén csak a kezdd— és
végpontoktol
fiigg, a gorbe vdlasztdsdatol nem

(3) v gorbementi integrdlja minden G—be esd zdrt egyszertd iven nulla.

(4) v keresztbe vett parcidlis derivdltjai megegyeznek az egész G—n, amennyiben v € C1(G) .

4.6.2 Potencialkeresés

A sikon alkalmazott mindkét médszer konnyedén kiterjesztheté magasabb dimenzidkra. Pontosabban,
mivel az origbkezdGpontu szakasz mentén valé vonalintegral alkalmazésakor egyaltaldban nem hasznaltuk
ki, hogy R?*-en vagyunk, ennél a médszernél csupdn annyi a véltozds, hogy a roticié eltiinése helyett
a keresztben vett parcidlisok megegyezését kell vizsgalnunk, ha garantdlni akarjuk, hogy a mddszer
helyes eredményt szolgéltat. A parcidlis differencidlegyenletrendszer megoldasit haszndlé modszer al-
kalmazéasanak kiterjesztését egy egyszert példan ilusztraljuk.

Legyen
v=v(z,y,2) = (y+z,c+w,z +w,y + 2)
az a vektorfiiggvény, melynek potencidljat meg akarjuk hatarozni.
Mivel (Ul)y =1=(v2)z, (W1): =1 = (03), (V1)w =0 = (Va)s, (v2). =0 = (v3)y’ (v2)w =1 =

= (v4)y, (v3)w =1 = (v4)-, 1gy v—nek tényleg van potencidlja az egész sikon. Legyen u ez a potencidl.
Ekkor (vi,v2,v3,v4) = v = gradu = (g, Uy, Uz, Uyy) Miatt a

*) V1 = Ug, Uz = Uy, U3 = Uz, U4 = Uy
Osszefliggéseknek fenn kell allniok. Ezt az egyenletrendszert kell megoldanunk.

Induljunk ki példaul az
Uy, =V =Y+ 2
egyenletbdl. Ekkor x szerint integrélva
u=(y+2z)r+aly,zw)
valamely a = a(y, z,w) csak y,z és w—tdl figgb differencidlhaté fiiggvényre. EbbS], v definicidjabdl és
(*)-bol
THW =V =Uy =T+ Qy,
r+w=v3=U, =T +a,,
Y+2=v1 =Uy = Qy,

tehat
() —
a, =w,
ay =Y+ 2,

Vegyiik észre, hogy ezzel az u—ra vonatkozo6 négy egyenletbdl all6 (*) Gsszefiiggést egy, az a—ra vonatkozo
méar csak harom egyenletbdl all6 Gsszefliggésre redukdltuk. Lathaté tehat, hogy a sikbeli potencidlkeres
ismertetésekor adott algoritmus minden lépésben eggyel csdkkenti a megoldandé egyenletrendszerben
szerepld egyenletek szdmdt. Tehdt az eljardst folytatva az el6zd Gsszefiiggések koziil az els6bdl a, = w,

igy:
a=wy+b(z,w)
valamely b = b(z,w) csak z és w—t6l fiiggd differencidlhaté fiiggvényre, amibol (**)—gal

b, =a, =w,
y_'_bw:aw:y_'_za

vagyis
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(***) bz —w,

tehat
b=wz+ c(w),
valamely ¢ = c(w) csak wz—t6l fiiggs differencidlhaté fiiggvényre, amibdl (***) alapjan
z2=by=z+¢,
tehat
¢ =0, vagyis ¢ konstans.
Visszahelyettesitve a b , a és u—ra vonatkozd el6z6 Gsszefliggésekbe megkapjuk a keresett potencialt :
b=wz+c ~ a=wy+wz+c ~ u=y+z2)r+twy+wz+c=y+z)(z+w)+c.
Es persze valéban :

Uy =Y+ 2=0V1,Uy =T+W=V2,U, =T+W=V3, Uy =Y +2="04.

4.6.3 A ponttoltés erGterének és dudlisanak potencialja

Alapveté fizikai alkalmazasainkat a 4.4 pontban altaldnositottuk. Most mogmutatjuk, hogy ezen
altalanositasok esetén is létezik potancidl, ami a 4.4 pontban elmondottakkal egyiitt azt jelenti, hogy
ezek a kiterjesztések megorzik az erdeti sikbeli fliggvények leglényegesebb vonasait.

a) A ponttdltés erStere

Az n—dimenzids ponttoltés erdterének potencidljinak meghatarozasihoz felhasznaljuk azt a 3.6.2
b)-ben kapott eredményt, hogy ha m nemnegativ egész, akkor

1
= ——grad|r|™"? =

i
nTE T mre (m + )™ gradie] = [ 5= plr™ (e £0).

||

Vegyiik észre, hogy itt sehol sem haszndltuk a feltételt, tehat a kapott eredmény igaz minden olyan m
esetén, melyre a baloldal egyaltalan értelmes, tehdat minden m # —2-re. Ezzel készen is vagyunk, hiszen
a 3.6.3 pontban a sikbeli esetre mar meghataroztuk a potencidlt, tehat a fenti dsszefliggésbdl az m = —n
helyettesitéssel :

m+ 2

Aty han#2

2— n—2
A o(r)= # ,  (n>1egész) fluggvény potencidlja u(r) = I Tr||r ham 9 (r #£0).

Ebbdl aztan a 4.17 Tétel alapjan az is kovetkezik, hogy v—nek tetszoleges zart egyszeru iven vett vonalin-
tegréal nulla. Ami az er6vonalakat illeti, a sikbelihez hasonléan az dltaldnos esetben is ezek az origébdl in-
dulé félegyenesek, melyek érintéi az ekvipotencidlis feliiletek, azaz az origdkozépponti gébmbok normalisai.

b) Végtelen vezetd magneses tere

Emlékeztetoiil, a teret leird, a kétdimenzidssal analég fliggvény (lasd a 4.4.2 pontot) :

1 . .
w(x,y, 3, .., L) = \/TTyz(—yl‘i‘IJ)

A sikbeli esethez hasonléan mutathaté meg, hogy w-nek minden csillagszerli tartomédnyon, melynek
elemeire fennall, hogy 2% + y? # 0 van potencidlja, példdul a negativ y tengellyel felmetszett sikon az

ha 22 +y? #0.

arctg ¥ ha z >0
u(l-ayax37"'7xn): % ham:o’y>0
arctgy + 7 haz <0
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fliggvény. EbbOl kovetkezoen a 4.17 Tétel szerint tetszéleges olyan zart egyszeri iven vett vonalintegrél
nulla, mely a

L=A{(z,y,zs3,...,2,) € R": 2?4 y? = 0}
halmazt nem veszi koriil (lasd a 4.18 (2) feladatot).

4.7 Feladatok

(1) Bizonyitsuk be, hogy haromdimenzids téren feliilet hatdrdnak arnyéka az drnyék hatéra!

(2) Fogalmazzuk meg a ”koriilveszi a z tengelyt” tulajdonsag dltaldnositasat a kétdimenzids eset mintdjara
(lasd a 3.6.3 b) pont utolsé mondatat) !

(3) Bizonyitsuk be, hogy a z tengely megkeriil$ sikgdrbéken, azaz azokon a sikgérbéken, melyek arnyéka
az origot belsejében tartalmazo normaltartomany hatara, a

_ kxr
Tk xr?

hiromdimenzids vektorfiiggvény cirkulacidja 2!

w(r) (reR?®, k|fr)

(4) Bizonyitsuk be, hogy barmely I intervallum esetén

c

|y|:W

fiiggvényegyenlet I-n folytonos megoldasai azonosak a

c
y_m_"

fiiggvényegyenlet I-n folytonos megoldasaival!

5 BiZ()IlyftSllk be, ho y ha e y Orbe a’rnyéka valamely bazisban p()Zith ira’nyita'SI'l, akkor minden
’ g gy &
béazisban az.

(6) Bizonyitsuk be tetszleges egységnormalisd sikfelliletre a a Stokes tételt !
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