Villamosmérnok Matematika A2 részletes tematikaja

1 Tobbvaltozés fliggvények

1.1 Topologiai alapfogalmak

Kornyezet, torlodési-, izolalt-, bels6é pont, zart-, nyilt-, korlatos halmaz.

1.2 n-dimenzi6s euklideszi tér

R™ definicioja. Téavolsag (4ltalaban és R™-en). Pontsorozatok konvergenciaja. Bolzano-
Weierstrass tétel R"-en. Koordinatankénti konvergencia. Zartsag jellemzése konvergenciaval.
Cantor-axioma R"-ben. Borel-féle lefedési tétel.

1.3 Tobbvaltozoés fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

R™bsl R™-be képezs fiiggvények, alapfogalmak, példdk. Tobbvaltozos fiiggvény fogalma
és szemléltetése. Hatéarérték és folytonossag definicidja. Vektorfiiggvény folytonos ha ko-
ordinatafiiggvényei azok. Atviteli elv. Folytonossag/hatarérték és miveletek. Egyenletes
folytonossag. Poligoniélis Osszefiiggdség. Weierstrass—, Bolzano— és Heine-tétel.

1.4 Differenciadlszamitas

Definici6. Specialis esetek: gradiens. A Jacobi matrix. Vektorfiiggvény differencialhato iff
koordinatafiiggvényei azok.

Tobbvaltozos fiiggvények derivalasa. Gradiens és parcidlis derivalt Osszefiiggése. Parcialis
derivalhatosag és derivalhatosag Osszefiiggése. Folytonos derivalhatosag.

Tobbvaltozos fliggvények derivaldsara vonatkozo elemi tételek: lancszabaly, Lagrange—kozépértéktétel

valos értékd fliggvényekekre. Iranymenti derivalt fogalma, kiszamitasa, a parcialis derivaltakkal
és a gradienssel valo kapcsolata, geometriai jelentése



Magasabbrendt parcialis derivaltak, Young tétel.

Lokéalis- és tartomanyi szélsGérték. Létezésiikre vonatkozo sziikséges illetve elégséges feltételek.
Nyeregpont.

Inverzfiiggvény— és implicitfiiggvény—tétel.

1.5 Integralszamitas

Teriileti integral. Definicio, tulajdonsagok, integralhatosag elégséges feltételei. Integralas nor-
maéaltartomanyon. Integralasi sorrend megvaltoztatésa.

Jordan mérhetGség.  Példak mérhet§ és nem mérheté halmazokra, mérheté halmazon nem
integralhato fiiggvényre. Majdnem mindeniitt folytonossagbol kovetkezik az integralhatosag.

Integraltranszformacié. A fontosabb transzformaciok: attérés polar-, henger- és gombi ko-
ordinéatakra.

2 Végtelen sorok

2.1 Numerikus sorok

2.1.1 Alapfogalmak

Definicid, konvergencia, divergencia, maradéktag, abszolut- és feltételes konvergencia. lim sup,
liminf.

2.1.2 Elemi tételek

Konvergens sorok lineéris tere. Konvergens sorok Osszefésiilése is az. Pozitiv tagi sor konver-
gens iff korlatos. Cauchy-kritérium. 3> a, ~» lima, = 0.

2.1.3 Konvergenciakritériumok

Majorans, minorans, kondenzacios, gyok, hanyados, integral, Leibniz. a, ~ b, ~ (3> a, iff

330y,

2.1.4 Specialis sorok

1

Geometriai, harmonikus, alternalo-harmonikus, ) —-.



2.1.5 Zarodjelezés, zardjelfelbontas

Zarojelezés, zarojelfelbontas hatasa konvergens ill. divergens sorokra. Atrendezés. Riemann
tétel.

2.2 Fiiggvénysorozatok és -sorok
2.2.1 Alapfogalmak

Definici6é, pontonkénti konvergencia, konvergenciatartomany, a pontonkénti konvergencia hianyossé-
gai, egyenletes konvergencia (tartomany). Egyenletes konvergencia mint konvergencia a sup-
normaban.

2.2.2 Egyenletes konvergencia

Fiiggvényhatarérték, folytonossig, derivalhatosag és integralhatosag invarianciaja a hatarértékképzésre
és sorosszegzésre.

Kritériumok egyenletes konvergenciara:
e Fiiggvénysorozatok: I(ay,) : |r,(z)| < a, =0
e Cauchykritérium

e Filiggvénysorok: Weierstrass—kritérium.
Kritériumok nem egyenletes konvergenciara:

e Hatér (Gsszeg) fiiggvény nem orokli a tagok valamely, az egyenletes konvergencia altal
megdrzott tulajdonsigat.

e Fiiggvénysorozatok: 3(x,) : ry(z,) — 0.
e Fiiggvénysorok: f, nem tart egyenletesen a konstans 0 fiiggvényhez ~» > f, nem

egyenletesen konvergens

2.3 Hatvanysorok
2.3.1 Alapfogalmak

Definicié, jelentéség. Konvergenciasugar. Egyenletes konvergencia.



2.3.2 Taylor sorok

Sorfejtés fogalma. Formélis Taylor sor. Taylor sor egyértelmiisége: hatvanysor és Taylor
sor. Taylor polinom, Lagrange maradéktag. Fiiggvény és Taylor sora: formélis Taylor sor
konvergenciéja, fiiggvény elallitasa Taylor soraval.

Elemi fiiggvények Taylor sora. Taylor sorfejtés technikai.

Taylor sorfejtés alkalmazasai: fliggvényérték, hatarozott integral kozelitése.

2.4 Fourier sorok

Trigonometrikus és Fourier sor fogalma. Elégséges feltétel arra, hogy Fourier sora elGallitsa a
fiiggvényt. Sorfejtés technikaja.

3 Linearis algebra

3.1 Linearis tér alapfogalmai

Axiomak. Illusztralo példéak: haromdimenzios vektorok tere, szam n-esek tere, végtelen soroza-
tok tere, adott intervallumon értelmezett fiiggvények tere. Elemi aritmetika. Altér. Linearis
kombinaci6. Generalt altér = linearis burok (£(X)) és tulajdonsagai: monotonités és idempo-
tencia. Izomorfizmus.

3.1.1 Linearis fiiggés, fiiggetlenség, bazis, dimenzio

Linearis fliggés, fliggetlenség definicidja. Elemi tulajdonsagok, specialisan elemek Gsszeadasara
és nem nulla skalarral val6 szorzasra val6 invariancia. Generatorrendszer. Lineédrisan fiiggetlen
vektorrendszer elemei kicserélhetGek egy generatorrendszer elemeivel a linearis fiiggetlenség
megGrzésével.

Bazis és dimenzi6 definicidja, sziikséges és elégséges feltételek arra, hogy egy linearis tér n-
dimenzios legyen. Véges dimenzios linearis tér. Nem véges dimenziés lineédris tér létezése.
Bazisbeli elGallitas egyértelmtisége. Véges dimenzios lineéris terek izomorfak iff dimenzibik
megegyeznek.

3.1.2 Linearis fiiggetlenség, -fliggdség vizsgalata

Vektor oszlopvektora, megengedett sortranszforméciok. Bazisba valo bevonéas technikaja (Gauss-
eliminécio). Oszlopvektorok fiiggetlenségének vizsgalata Gauss-eliminécioval.



Fététel: a )" | a;z; = b egyenletrendszer megoldhato iff b € L{a;}},, és a megoldas egyér-
telmd iff {a,};~, linearisan fiiggetlen.
Linearis egyenletrendszer egy partikularis megoldésanak elgallitdsa. Matrix definicidja, rangja.

Linearis egyenletrendszer egytlitthatométrixa és kibévitett matrixa, osszefiiggésiik az egyenlet-
rendszer megoldasanak egzisztenciajaval és unicitasaval. Az egyenletek szamanak szerepe.

3.2 Matrixalgebra

Jelolések, elnevezések, specidlis méatrixok, mitveletek matrixokkal. Az n x m-es matrixok
lineéris tere és az n X n-es méatrixok egységelemes gytrtje. Invertalhatosag és rang. In-
verzmatrix elGallitasa.

3.2.1 Determinans

Definici6, szemléletes jelentés. Elemi tulajdonsdgok. Determinans kifejtése, szorzastétel. De-
terminans és rang, determinans és invertalhatosag; inverz determinansa. Héromszogméatrix
determinénsa.

3.3 Linearis operatorok
3.3.1 Alapfogalmak

Definicio, jelolés. Elemi aritmetika (A0 =0, A(—z) = —Ax.) Illusztralé példak: Haromdi-
menziés vektorok terének fundamentalis geometriai transzformacioi (nyuzsoritas, forgatés,
vetités, tiikrozés), az eltoldas nem linearis operator. A limes mint linearis operator a kon-
vergens sorozatok terén. Derivaltoperator, a hatarozott integral és az integrélfiiggvény mint
linearis operator.

Képtér, magtér. Elemi tulajdonsagok: kép- és magtér alterek; véges dimenzioban JA ! iff Ker
A = {0}. Dimenziotétel és kovetkezménye: A iff Im A = L.

A linearis operatorok linearis tere és egységelemes gytiriije: miiveletek és tulajdonsagaik. Inverz
(fiiggvény- ill. gytird), nulloszto.

3.3.2 Operatorok és matrixok

Operator matrixa, az elemi geometriai transzformaciok méatrixa.
Fotétel: Az =A -z .



Operatorok és matrixok egységelemes gytrtjének illetve linearis terének izomorfiaja és ennek
kovetkezményei: Osszeg-, szorzat-, skalarszoros-, inverz maétrixa, operatorok linearis terének
dimenzi6ja.

Matrixszal definiélt operétor.

3.3.3 Az Az =0 egyenlet

A megoldas szerkezete: z,+ Ker A . A linearis egyenletrendszer 6sszes megoldésa: x,+Ker
A. o

Ker A clGallitdsa.

3.3.4 Bazistranszformacio

Bazistranszformacié matrixa. Attérés egyik bazisrol a masikra. Operator méatrixanak transz-
formécioja.

3.3.5 Sajatérték, sajatvektor
Definici6. Invaridns altér. Operédtor és matrix sajatvektora, -értéke. Az elemi geometriai
transzformaciok sajatvektorai és -értékei.

Sajatvektorok és -értékek meghatarozéasa. Racionalis operatorkifejezések sajatvektorai, -értékei.
Spektralfelbontas.

3.4 Normalt terek

Normélt és skalarszorzatos terek, elemi tulajdonsagaik, oOsszefiiggéseik. Illusztralo példak:
kiilénbozo linearis tereken ( R3, R", korlatos sorozatok tere, zart intervallumon folytonos fiigg-
vények tere) definialhato kiilonb6zé normék (szuprémum, szumma /integral, euklideszi) és
skalérszorzatok.

Normélt tér geometridja: merdlegesség, Cauchy-Bunyakovszkij egyenl6tlenség. Pithagorasz-
tétel.

Konvergens-, divergens-, Cauchy-sorozat, teljes normalt tér. Kiilonbségek a véges dimenzios
esethez képest: Bolzano-Weierstrass tétel nem &ll végtelen dimenziéban.



