KOMPLEX FUGGVENYTAN

SIMON ANDRAS

TARTALOMJEGYZEK

1. Emlékezteto

2. Bevezetés

2.1. A komplex exponencialis fliggvény

3. Derivalhatésag

3.1. Komplex és valoés differencialhatésag kapcsolata
3.2. CR néhany kovetkezménye

3.3. Harmonikus fliggvények

4. Hatvanysorok

Az exponencialis fliggvény hatvanysora
Komplex logaritmus tulajdonséagai
Trigonometrikus és hiperbolikus fiiggvények
5. Komplex vonalintegral

5.1. Gorbék a komplex sikon

6. Taylor- és Laurent-sorok

Példak Laurent-sorba fejtésre

7. Izolalt szingularitasi helyek osztalyozasa
8. Reziduum

Moédszerek a reziduum kiszamitasara

9. Argumentum-elv

fiiggelék A. Osszefiiggoség

fiiggelék B. Megoldasok

1. EMLEKEZTETO

1.1. Definicié. Komplex szamok: C = (R2, +,-,(0,0),(1,0)), ahol (a,b)+(c,d) = (a+c,b+d) (azaz
az osszeadas koordinatanként torténik, mint R2-ben), és (a,b)-(c,d) = (ac — bd,ad + be). Az
(a,b) komplex szam valés ill. képzetes része Re(a,b) =a € R Im(a,b) = b € R. j-vel jeloljik a

(0,1) komplex szamot.

Specialisan:
e (a,0)-(c,0)=(ac,0); kovetkezésképp

e (R,+,-,0,1)=({z€C:Imz =0}, +,-,(0,0),(1,0)), ahol természetesen + és - a baloldalon a
valés, a jobboldalon a komplex osszeadas ill. szorzas. Ezért a 0 képzetes részii komplex

szamokat valésaknak mondjuk.
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e (a,b)-(c,0)=(ac,bc); kovetkezésképp

o (sikvektorok, vektorosszeadas, skalarral valé szorzas) = (C, +,valéssal szorzas)
2

e j2=(-1,0)

1.2. Tétel. C test ((0,0) az osszeaddsra, (1,0) pedig a szorzdsra nézve neutrdlis elem).

Jelolés: a, b € R-re a+bj = (a,b); és akkor ugy lehet szamolni, mint valésakkal, csak épp
2
je=-1.

Konjugdlt (a,b) =(a,—b), vagyis tukrozés a valos tengelyre.

1.3. Allitas. (1) z =z
2)z=z < z€eR
(3) Re(2) = §(2 +2), Im(2) = 5:( —2)
4) ztw=z+wészw =z -w
(5) 2z = |z|?(e R) (ahol |z| z-nek mint sikvektornak a hossza, vagyis Va2 +b2 ha z =a+bj).

1.4. Definicioé. |z| = VzZz (persze a nemnegativ).
Valésakra ez a régit adja.
1.5. Feladat. |z| = |z|, |zw| = |z| |lw|, |Rez| < |z|.

1.6. Feladat. A komplex sik mely részhalmazait definialjak az alabbi egyenletek és egyenlot-
lenségek?

1) lz-j1=1

2) 1<|z+1-j|<2

3) lz-1l=lz—Jl

4) 12+z|<|2-2|

B) 12z+3|>4

(6) |z —4]> |z

Trigonometrikus alak Ha z=a+bj ésr =|z|, ¢ a z valds tengely pozitiv felével bezart iranyi-
tott szoge, akkor a =rcos¢, b =rsing, azaz z = r(cos@ + jsing): ez z trigonometrikus alakja
(spéci algebrai). Minden nem-0 komplex szam (modulo 27) egyértelmiien irhaté fel ilyen alak-
ban, mégpedig igy: r = |z| = Va2 + b2, cosg = a/r, sing = b/r. (Ezekbél ¢ mar egyértelmti
(mod 27), mert cos@ =cosy & sing =siny <= ¥ =¢ (mod 27).) (¢ =argz, amirdl ki szokas
kotni, hogy €[0,27) vagy € (—m,m])

1.7. Allitas. (1) ri(cosi + jsingq)-rao(cos@e + jsings) = riracos(@i + @2) + jsin(gpi + ¢2)),
azaz |zw| =1z| - |lw| és argzw = argz + argw.
(2) r(cose + jsing) = r(cos —p+jsin—¢) (mert a konjugdlt definicidgja miatt |z| = |z|, argz =
—argz)
( isingy) .. .
3) %m = :—;(cos((pl—(pg)+1 sin(@1—¢2)), azaz w # 0-ra | £| = % ésargZ =argz—
arguw.

(4) neZ-re (r(cosg +jsin(p))n =r"(cosng + jsinng), azaz |2"| = |z|"* és argz" = nargz.

1.8. Allitas. Ha n € N*, akkora 0 #z = r(cos @ + jsing) komplex szdmnak pontosan n db. n.
gyoke van, és ezek {L/F(cos(¢+2k”) +jsin((p+2kﬂ N, k=0,...,n—1

n n
1.9. Feladat. {/1+jv3=?
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2. BEVEZETES

A komplex szamok testet is alkotnak, és ennyiben a valésokra hasonlitanak, de R feletti
kétdimenziés normalt linearis teret! is, amiben meg R2-re. Rdad4sul ez a norma (|z|) ugyanaz,
mint R2-ben, ezért az sszes fogalom és tétel, ami R2-beli sorozatok, vagy R? — R? fiiggvények
hatarértékére vagy folytonossagara vonatkozik, itt is definialhaté illetve igaz.

2.1. Tétel. (1) A z,, komplex sorozat pontosan akkor konvergens, ha a Rez, és Imz, va-
l6s sorozatok azok, és ilyenkor lim, ..z, =lim,_.Rez, + jlim, .., Imz,. Kovekezés-
képp Y, z, pontosan akkor konvergens, ha Y ,Rez, és Y ,Imz, az, és ilyenkor Y , z, =
Yo.Rez,+jY,Imz,.

(2) Ha z, és w, konvergens komplex sorozatok, akkor z, + w, is az és lim,_ .z, * w, =
lim, .2z, +1lim, . w, és minden a € R-re az, is az és lim,_.az, =alim, .o, z,.

(3) Ha f : C — C és z torléddsi pontja Dom f-nek, akkor 3lim,, f pontosan akkor, ha f
valds és képzetes részének is van zo-beli hatdrértéke, és ilyenkor lim,, f =lim, Ref +
Jjlim, Im £, azaz Relim,, f =lim, Ref és Imlim,, f =lim, ,Im f.

(4) Az f : C — C fiiggvény pontosan akkor folytonos zg € C-ben, ha a valds és képzetes része
is az.

(5) Ha z¢ torléddsi pontja Domf NnDomg-nek és Ilim,, f,lim,, g, akkor Ilim,,f + g =
lim,, f £lim,, g, 3lim, af = alim,, f minden a € R-re.

(6) Ha f, g folytonosak zo-ban, akkor f + g és a-f is az minden a € R-re.

2.2, Feladat. Mondjunk legalabb két okot, amiért az identitasfiiggvény (f(z) = z) folytonos!
2.3. Allitas. g(z) = Rez és h(z) = Imz folytonos C — R fiiggvények.

Bizonyitds. Ezek az R2 — R projekciék, amikrél tudjuk, hogy folytonosak. VAGY: 2.14 és 2.2
miatt, mert ezek az identitasfiiggvény koordinatafiiggvényei. Ul

2.4. Kovetkezmény. Ha f folytonos zg-ban, akkor f és |f|is az (utobbi mint C — R fiiggvény).

Bizonyitds. 2.1(4)-et hasznélva: ha f = u + jv folytonos, akkor u és v, és igy —v, tehat f valés
és képzetes része is az. |f| azért folytonos, mert |g| az, ahol g az f = u + jv-nek megfelel
valos fiiggvény, azaz g(x,y) = (u(x, y),v(x, y)). U

Kovetkezésképp a g(z) =z fiiggvény mindeniitt folytonos, mert az identitasfiiggvény konju-
galtja, az identitasfiiggvény pedig folytonos (2.2). (Persze azért is, mert a koordinatafiiggvé-
nyei folytonosak.)

2.5. Kovetkezmény (Weierstrass). Ha f folytonos a zdrt, korldtos K halmazon, akkor |f|
felveszi ott a minimumdt és a maximumdt.

Bizonyitds. |f]:R% — R folytonos fiiggvény. Il
2.6. Kovetkezmény. Ha Jlim,, f, akkor Ellimz(j =lim,, f és Ilim,, |f| = |lim20 f |

Bizonyitds. Ha f = u + jv, akkor

limf =limu + jlim-v =limu — jlimv =limu + jlimv =lim £,
20 20 20 20 20 20 20 20

IEmlékeztets: normalt linedris tér: linedris tér plusz |||, ahol ||| : V — R* U {0} a kovetkezé tulajdonsagokkal:
lx]| =0 < x=0; [[Ax|| = |Alllx]l; [lx+ vl < llx]l + |yl (két pont kozt legrovidebb 1t az egyenes)
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ahol az els6 és utolso egyenloség 2.1(3), a kozéps6é meg 2.1(5) (a valés konstanssal val6 szorzas
és a lim felcserélhetésége) miatt igaz; a masodik allitas pedig, mint az el6bb, azért igaz, mert
limy 1 jyo |f 1= limgy, o) 181 = |lim(x0,y0)g| = |limx0+jy0 f|, ahol g(x,y)= (u(x,y),v(x,y)). O

Két raadas:

o Mivel C test, felmeril, hogy igazak lesznek-e a valds sorozatok és fiiggvények olyan
tulajdonsagai, amelyeknek vektor értéki fiiggvényekre nem volt értelme. A rendezést
involval6k nem, hiszen az most sincs (C test, de nem rendezett test), de a szorzasrdl és
hanyadosrol sz6lok igen: tehat igaz pl., hogy konvergens sorozatok szorzata is az, és a
hatarérték a hatarértékek szorzata, vagy hogy folytonos fiiggvények hanyadosa (pl. a
racionalis tortfiiggvények) is az a nevezoé zérushelyeinek kivételével. Ezek az allitasok
raadédsul kevés szamoldssal kijonnek az R% — R fiiggvények megfelelé tulajdonsagaibél
és abbol, hogy hatarérték koordinatanként szamolhaté.

2.7. Tétel. Ha z torloddsi pontja Dom f1 N Dom fo-nek és Ilim,, f; (i =1, 2), akkor
lim,, f1f2 = lim,, f1lim,, fo (specidlisan lim,,cf1 = clim,, f1 minden c € C-re), és ha
lim,, fo # 0, akkor Ilim,, f1/fa = lim,, f1/lim,, fo.

Bizonyitds. A fentiek illusztralasara belatjuk az elsé allitast. Ha fi(x+ jy) = u;(x,y) +
Juilx,y) és lim,, f; = a; + b;j, akkor 2.1(3) miatt a; =lim,,u; és b; =lim, v;; ezért

limRef1f2 = lim Uiy —v1vg =aias —b1bs =Re(a; + blj)(az + sz)
20 X0+JYo0

limImflfz = lim UiV +uUgl1 = albz +a2b1 =Im(aq + blj)(az + sz),
20 x0+JY0

2.1(3) miatt tehat fif2-nek van zp-ban hatarértéke, mégpedig (a1 + b1j)(ag + boj). [

2.8. Kovetkezmény. Folytonos fiiggvények szorzata, és a nevezd zérushelyeinek kivéte-
lével a hdanyadosa is folytonos.

Kovetkezésképp példaul a racionalis tortfiiggvények (polinomok hanyadosai) folyto-
nosak a nevezo zérushelyeinek kivételével.

e Szokas értelmet adni annak, hogy egy komplex sorozat végtelenbe tart: azt mond-
juk, hogy z, — oo, ha |z,| — co. Es hasonléan definialjuk lim,_.,, f(2) = co-t is. Ok:
Riemann-gémb. (Bijekcié C és a gomb (minusz az északi pélusa) kozott: z képe az
északi pélust és z-t osszekoto szakasz és a gomb metszéspontja. Igy a végtelenbe tarté
sorozatok képei az északi sarkhoz tartéak.)

2.1. A komplex exponencialis fliggvény Az exponencidlis fuggvényt dgy akarjuk kiter-
jeszteni C-re, hogy minél tobb tulajdonsaga (pl. az azonossagok, derivalhatésag) megmarad-
jon.

2.9. Definici6. e**/Y = e*(cosy + jsiny)

2.10. Kovetkezmény. Az exponencidlis fiiggvény folytonos C-n (hiszen a koordindtafiiggvényei
folytonosak).
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cos0 + jsin0 = 1 miatt valésokra ez tényleg a régi. Megmaradnak az azonossagok is, pl.

e*TW = e?e¥ mert

ey D)+ (a2 +)y2) = pX1+x+j(Y1+Y2) = pX1+%2(cog(yq + y9) + Fsin(y1 + y2))
= e*1e*2(cos y1 + j sin y1)(CoS yo + j Sin yg) = e¥11/Y1g¥2+iy2

(a harmadik egyenloségben a trigonometrikus alakban valé szorzasra vonatkozé azonossagot
hasznaltuk), és hasonléan: minden komplex z-re és m egészre (e®)™ = e™?.

Definiciébol 1atszik, hogy |e?| = eRe? csak Rez-t6l, szoge pedig csak Imz-tél fiigg. Es az is,
hogy e® periodikus 27 periodussal.

A definiciébél: e/? = cos + jsin; specialisan:

. _— . 3n '
¥ =1 e’z = e/t =-1 el2 =—j

3. DERIVALHATOSAG
Definici6: mint R-ben (megtehetjiik, mert C test), azaz:

3.1. Definicié. Az f komplex fiiggvény derivalhato értelmezési tartomanya egy belso zg pont-
jaban, ha létezik a

. @) —f(z0)

lim ——

z—z0  z—2
hatarérték. Ilyenkor ez a hatarérték az f zo-beli derivaltja, amit f'(z¢)-al jeléliink.

Mivel egy komplex fliggvény valos kétvaltozos vektor értéku fiiggvény is, ha hangsulyozni
akarjuk, hogy nem a valds értelemben vett derivalhatésagaroél van szé, akkor a definiciébeli
derivalhatésagot komplex értelemben vett derivalhatésagnak mondjuk.

3.2. Példak. f(z)=c és f(z) = z derivalhatéak, és a derivaltjuk mindeniitt 0 ill. 1.
Most is, mint valésban:

3.3. Tétel. Ha f, g derivdlhaté zo-ban, akkor f g, fg, és ha g(zg) # 0, akkor f/g is, és

(f £8)(20) = f'(20) 8 (20), (£8)(20) = [(20)8(20) + f (20)8"(20) é5 (f/g)'(29) = EVEEO Lz CD)

Ha még h derivdlhato g(zg)-ban, akkor ho g derivdlhaté zg-ban, és (hog) (z9) = h'(g(z0))g(20).

3.4. Kovetkezmény. Polinomok mindeniitt, raciondlis tortfiiggvények a nevezd zérushelyeit
kivéve mindeniitt derivdlhatoak.

Es most is: derivalhatésagbol kovetkezik a folytonossag, de forditva nem. Pl. g(z) =z,
h(z) = Rez mindeniitt folytonosak (ezt mar lattuk), de sehol sem derivalhatok. Utébbit be
lehet latni a definiciébdl is, de kijon az alabbi tételbol.

3.5. Tétel (Cauchy—Riemann féle parcialis diffegyenletek). Ha f = u + jv derivdlhaté a zg =
X0 + jyo pontban, akkor u és v parcidlisan derivdlhatéak (xg,yo)-ban, és

f'(z0) = ux(x0,50) + jux(x0,50)  és  f'(z0) = vy(x0,¥0) — juy(xo, ¥0);

kovetkezésképp
ux(x0,y0) =vy(x0,50)  és u (%0, y0) = —vx(x0, o)
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Bizonyitds.

f(&)—f(20)

z—20

u(x,y)+julx,y)—(u(xo,y0)+7v(x0,50))
(x—2x0)+j(y—2y0)

f'(z0) = limZO = lim(xo,yo)

u(x,y)—u(xo,y0)+J(x,y)—v(x0,0))
(x—2x0)+7j(y—2y0)

= limy, yy)
Specialisan, y = yp mentén

u(x,y0)—u(x0,y0)+j(w(x,y0)—v(x0,Y0))
x—x0
u(x,y0)—u(x0,y0)
x—x0

f'(z0) = limy .,

+ jlimy .y, %ﬂif}xo”) = ux(x0, y0) + jux(x0, ¥0),

= llmx—>x0
x = xo mentén pedig

u(xo,y)—u(x0,y0)+Jj(v(x0,y)—v(x0,y0))

f'(zo) =limy_.,

J(y=y0)
=limy_.,, W +1limy_.y, W = —juy(x0,¥0) +vy(x0,¥0),
és ezeket akartuk bizonyitani. Il

3.6. Példak. A tételbodl valoban kovetkezik, hogy g(z) =z és h(z) = Rez sehol sem derivalha-
toak, hiszen pl. g koordinatafiiggvényei u(x,y) =x, v(x,y) = -y, tehat u, =1# -1=v,.

A tétel megforditasa nem igaz: a CR-egyenletek teljesiilésébol nem kovetkezik a derivalha-
tosag, amint azt a kovetkezo példa mutatja.

3.7. Példa. f(x+jy)=+/lxyl|-ra teljesiilnek a CR-egyenletek az origéban, de mégsem derival-
hato ott: v(x,y) mindeniitt, u(x,y) = \/lxy| pedig a tengelyek mentén 0, igy parcialis derivalt-
jaik 0-k az origéban, tehat ott kielégitik a CR-egyenleteket.

De f'(0) = lim(y )—(0,0) %j}vf(o,o) = lim(y ,)—(0,0) x—”f;j;l nem létezik, mert a valdés tengelyen
(y =0 mentén) 0, de y = x > 0 mentén lim,_. ,¢ ﬁ = 1—1]

Egy részleges megforditas azért igaz:

3.8. Tétel. Ha léteznek u és v parcidlis derivdltjai az U nyilt halmazon, folytonosak és kielé-
gitik a CR-egyenleteket (xq,yo) € U-ban, akkor u + juv derivdlhato xg + jyo-ban.

3.9. Kovetkezmény. e? € #(C) és %ez =e”.

Bizonyitds. u(x,y) = e*cosy, v(x,y) = e*siny mindeniitt folytonosak, és a CR-egyenletek is
teljesiilnek, mert u,(x,y) = e*cosy =v,(x,y) és u,(x,y) = —e*siny = —v,(x, y).
3.5 miatt %ez =uy(x,y)+ jug(x,y) = €. ]

3.1. Komplex és valos differencialhatésag kapcsolata 3.8 ismerds tobbvaltozos fiugg-
vénytanbol: ott is a folytonos differencialhatésag (vagyis a parcialis derivaltak pontbeli foly-
tonossaga) volt egy elégséges feltétele a derivalhatésdgnak. Es persze a parcidlis derivaltak
létezése sziikséges feltétele. Ami most extra, az a Cauchy—Riemann egyenletek teljesiilése.
Az alabbi 3.12 tétel mutatja, hogy valéban csak az a kiilonbség.

3.10. Allitas. (a +jb)(x +jy) = (‘g _ab) (3), ahol a baloldalon természetesen komplex szdmok, a
Jjobboldalon pedig mdtrixok szorzdsa szerepel.

Bizonyitds. A kétféle szorzas definici6jabol adédik, de abbdl is, hogy ez a matrix az a + jb-vel
valé szorzas (mint linearis transzformacio) felirasa a szokasos bazisban. O
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3.11. Definicio. (‘g _ab) az a + bj komplex szam matrixa.

Az elnevezés 3.10 miatt jogos, hiszen eszerint a z komplex szam matrixaval valé matrix-
szorzas a z-vel valé komplex szorzas.

3.12. Tétel. Legyen H<C, f:H — C és zg = (xg, yo) belsé pontja H-nak. Akkor [ pontosan ak-
kor derivdlhaté komplex értelemben zo-ban ha valds értelemben derivdlhaté ott és a koordind-
tafiiggvényei itt kielégitik a Cauchy—Riemann egyenleteket. Ilyenkor [ zy-beli Jacobi-mdtrixa
f'(z0) mdtrixa.

Bizonyitds. Eloszor is,

- f@)—f(z9)—M - %E(Z:zo)
*) w=tim LI ° (rmc20)

=0
z2—z20 z—29 2—20 |z — 2zl

ahol M a w matrixa, mert egyrészt

f(2)— f(z0) ' | f(@) = f(z0) —w(z — 20)
(1) —_——w|=

b

_ ‘f(Z)—f(zo)—w(z—zo)

Z—20 z2—-20 |z — 2ol
masrészt 3.10 miatt
(2) w(z—29)=M- (Eﬁg:ig;),
és igy
Re(z-zq)
) ; - —w(z— @2 .. f)~f(zo)-M- ~
= 0= hmz—»zo f(2) f(lzo_)zolf(z 20) llmz—»zo |z—20(|1m(z zo)J ~0.

Még egy észrevétel: ha f = u + jv valés értelemben derivalhaté zg = xo + jyo-ban és M az f
ux(x0,50) uy(x0,¥0)
vx(x0,50) vy(x0,y0)
szam matrixa, pontosan azt jelenti, hogy f koordinatafiiggvényeinek parcialis derivaltjai z¢-

ban kielégitik a Cauchy—Riemann egyenleteket.

Tehat ha f komplex értelemben derivalhato, akkor (¥) = iranya miatt valés értelemben
is derivalhato, és f'(z¢) lesz a Jacobi-matrixa, amibél a febti észrevétel miatt kovetkezik,
hogy f koordinatafiiggvényeinek parcidlis derivaltjai zo-ban kielégitik a Cauchy—Riemann
egyenleteket.

Forditva: ha f valés értelemben derivalhaté, M a Jacobi-matrixa, és f koordinatafiiggvé-
nyeinek parcialis derivaltjai zg-ban kielégitik a Cauchy—Riemann egyenleteket akkor M egy
komplex szam matrixa, és az a komplex szam (%) < iranya miatt [ zp-beli derivaltja. U

zo-beli Jacobi-matrixa, akkor M = ( ); kovetkezésképp az, hogy M egy komplex

3.13. Kovetkezmény. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek tetszdleges [ komplex fiiggvényre és f
értelmezési tartomdnydnak egy zo belsd pontjdra.

(1) f komplex értelemben derivdlhato zg-ban

(2) f valés értelemben derivdlhato zg-ban és zg-beli derivdltoperdtora forgatva nyuzsoritds
(vagyis egy komplex szammal valé szorzds)

(3) f valds értelemben derivdlhato zo-ban és zy-beli Jacobi-mdtrixa egy komplex szam mdt-
rixa.

3.14. Kovetkezmény. Ha f komplex értelemben derivdlhaté a zg pontban, akkor a koordind-
tafiiggvényei derivdlhatéak ott.
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Bizonyitds. 3.12 miatt f mint valés vektorfiiggvény derivalhato, és azt tobbvaltozos fiiggvény-
tanbol tudjuk, hogy ez ekvivalens a koordinatafiiggvényei derivalhatésagaval. U

3.2. CR néhany kovetkezménye

(1) Ha f valos értéku (elég, hogy a képzetes része konstans), és derivalhaté zg-ban, akkor
f'(z0) =0, mert ha f = u + jv, ahol v konstans, akkor v parcialis derivaltjai 0-k, vagyis
Re f'(z9) = vy(29) = 0 és Im f'(2¢) = v,(z9) = 0. Hasonlé okbdl, ugyanez a helyzet ha f
tiszta képzetes.

(2) f(2) = |z| sehol sem derivalhat6é: 0-ban azért, mert [ elsé koordinatafiiggvényének
u(x,y) = v/x%2+ y%2-nek nincsenek parcialis derivaltjai a 0-ban, hiszen pl. u,(0,0) az
|x| 0-beli derivaltja volna; 0-n kiviil meg azért, mert ha |z| derivalhat6 volna, akkor

|22 = 2z, és akkor z = % is, marpedig arrol mar lattuk, hogy nem az.

(3) f(2) = z|z| csak 0-ban derivalhaté: mashol nem, mert akkor |z| = f(2)/z is az lenne,

f2)-£©)
z

0-ban viszont igen, mert lim, =limgy|z| = 0.

3.15. Definicié. f holomorf a H nyilt halmazon (jelolés: f € #(H)), ha H minden pontjaban
derivalhaté. f regularis a z¢ pontban, ha holomorf z egy kornyezetében. f egész fliggvény,
ha f € #(C).

3.16. Definicio. D c C tartomany, ha nyilt és poligonialisan 6sszefiiggo.

3.17. Allitas. Ha f = u + jv € #4D), D tartomdny, és u vagy v parcidlis derivdltjai 0-k D-n,
akkor f konstans D-n.

Bizonyitds. 3.5 miatt ha u vagy v parcialis derivaltjai 0-k D-n, akkor ez mindkett6 parcialis
derivaltjaira all, ezért (mivel 3.14 miatt u és v derivalhatok) u és v, és igy f is konstans

D-n. ]
3.18. Koévetkezmény. Ha f = u + jv € A(D), D tartomdny, és f' =0 D-n, akkor f konstans
D-n.

Bizonyitds. 3.5 miatt 0 =f'=u,+ ju, =v,— ju,, tehat dllnak az éllitas feltételei. Ul

3.19. Kovetkezmény. Ha [ : D — R (vagy f(2) tiszta képzetes minden z € D-re), f € (D), D
tartomdny, akkor f konstans D-n.

Bizonyitds. 3.2 alfejezet (1) pontja szerint f' =0 D-n, és igy 3.18 miatt f konstans D-n. U
3.20. Kovetkezmény. Ha f, 7 € A(D), D tartomdny, akkor [ konstans D-n.

Bizonyitds. A feltétel miatt 2u = f + f € #4(D) és 2jv = f — f € #(D), tehat az el6zé kovetkez-
mény miatt u és v is konstans. Il

3.21. Kovetkezmény. Ha f € /(D), |f| konstans a D tartomdnyon, akkor f is konstans D-n.

Bizonyitds. Ha |f| =k =0, akkor persze f = 0. Ellenkez6 esetben viszont f sehol sem 0, és
ezért f = k2/f € #£(D), amibél 3.20 miatt kovetkezik, hogy f konstans. Il
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3.3. Harmonikus fiiggvények

3.22. Tétel. Ha f € #£(H), ahol H egy nyilt halmaz, akkor f' € #6(H) (kovetkezésképp f akdr-
hdnyszor derivdlhato H-n).

Ez egyaltalan nem trividlis, és majd még visszatériink ra (I1d. 5.26!), de még el6bb szeret-
nénk hasznalni az alabbi kovetkezményét:

3.23. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy f = u + jv € #8(H), ahol H egy nyilt halmaz. Akkor

(1) u, v parcidlis derivdltjai folytonosak (azaz u, v folytonosan derivdlhatoak) H-n
(2) u, v mdsodrendi parcidlis derivdltjai is folytonosak H-n.

Bizonyitds. (1) Ha f = u+ ju derivalhat6, akkor a tétel (és 3.5) miatt f' = u,+ jv, =vy, —ju, is,
ezért folytonos is, kovetkezésképp u, v parcialis derivaltjai folytonosak.

(2) A tétel (és 3.5) miatt f' = u, + ju, = vy — ju, derivalhaté, tehat (1) miatt uy, vy, vy és u,
parcialis derivaltjai folytonosak. Ul

Legyen D < C tartomany. Kérdés: u : D — R-hez mikor van v : D — R, amire u + jv € A(D)?
Ilyenkor azt mondjuk, hogy v harmonikus tarsa u-nak. Mivel ilyenkor —v + ju = j(u + jv) €
A(D) (azaz, ha u valds része egy holomorf fiiggvénynek, akkor képzetes része is egy ilyennek),
ez ugyanaz a kérdés, mint hogy mikor képzetes része egy D — R fuiggvény egy D-n holomorf

fliggvénynek.
Tegyiik fel, hogy u ilyen, és legyen v az u egy harmonikus tarsa. Akkor Cauchy—Riemann
miatt u, = v, és u, = —v, és ebbdl 3.23(2) és a Young-tétel miatt (az elsé egyenletet x, a

masodikat y szerint parcidlis derivalva) u,, = Uyx = Uxy = —Uyy, AZAZ Uy +Uyy = 0.

Azaz: ha f homolomorf a D tartomanyon, akkor f valés és képzetes részének D-n folyto-
nosak a masodrendii parcialis derivéltjai és Re f, Im f kielégitik a ¢, + ¢,, = 0 in. Laplace-
egyenletet.

3.24. Definicié. Az u : D — R fiiggvény harmonikus, ha folytonosak a masodrendt parcialis
derivaltjai és kielégiti a Laplace-egyenletet.

A harmonicitas tehat sziikséges feltétele annak, hogy egy fliggvény egy holomorf fiiggvény
valés vagy képzetes része lehessen. De nem elégséges, amint azt a kovetkez6 példa mutatja.

3.25. Példa. Legyen u(x,y) = In(x® + y%) a D =35(0) tartomanyon (az origé 2 sugaru lukas
kornyezetén). u harmonikus D-n, mert

2 2y . —4xy 3 2(y?% —x2) 3 2(x2 - y2)
vagyis folytonosak a masodrendi parcialis derivaltjai és kielégitik a Laplace-egyenletet.
De u-nak nincs harmonikus tarsa, mert tegyiik fel, hogy v az (azaz u+jv € #2(D)), és legyen
g(t) av(cost,sint) = vo(cost,sint) valos fliggvény. Akkor g derivalhaté R-en, mert derivalhaté
fiiggvények kompoziciéja (v 3.14 miatt az) és g(0) = g(2x), tehat a Rolle—tétel miatt g'(c) =0
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valamely c € (0,2)-re. De ez nem lehet, mert

g'(t) = (vo(cost,sint)) = gradv leosssins) (COSE,sint)

= (vx(cost,sint),v,(cost,sin¢))(—sint,cost)

CR . . .
= (-uy(cost,sint),u,(cost,sint))(—sint,cost)

2sin?¢ 2cos? ¢ —
sin®t+cos?t  sinZ#+cos? ¢

Egy topolégiai jellegu kikotéssel egyiitt azonban a harmonicitas mar elégséges feltétel a
harmonikus tars létezésére.

3.26. Definicio. A D c C tartomany egyszeresen 0sszefiiggd, ha ,nincsenek benne lyukak”,
azaz barmely, benne haladé egyszert zart gorbével egyutt annak belsejét (az altala hatarolt
tartomanyt) is tartalmazza.

Egy lukas kornyezet, mint ami a fenti példaban szerepelt, tipikusan nem ilyen.

3.27. Tétel. Egyszeresen 0sszefiiggd tartomdnyon harmonikus fiiggvénynek van harmonikus
tdrsa; és a harmonikus tdrsak csak konstansban térnek el egymdstol (mert ha u + ju, u + jw €
A(D), akkor a kiilonbségiik, j(v —w) € (D) tiszta képzetes, tehdt 3.19 miatt konstans).

Bizonyitds. A Laplace-egyenlet miatt rot(—u,,uy) = uxy +uy, = 0, tehat a megfelel6 vektor-
analizisbeli tétel miatt (—u,,u,)-nek van potencialfiiggvénye, és az 3.5 miatt u harmonikus
tarsa. O

Harmonikus tars keresése egzakt diffegyenlet megoldasa: ott P, = @, és keresiink v-t, ami-
rev,=P,v,=@Q. Most uy, = -u,, (azaz P = —u,, @ = u,, a Laplace-egyenlet pedig a kereszt-
ben vett parcialisok egyenlésége), és a keresett v, amire v, = —u,, v, = u, az u harmonikus
tarsa.

3.28. Példa. Keressiik meg u(x,y) = x3 — 3xy? + 2y : R? — R harmonikus tarsat, ha van!
u harmonikus, mert (polinom 1évén) folytonosak a masodrendi parcialis derivaltjai, és

ux:3x2_3yzwuxx:6x, uy=—6xy+2~uy,=-6x,
és C egyszeresen 0sszefliggd, tehat a fenti tétel miatt van harmonikus tarsa. Ha v ilyen, akkor
Uy =Uy= 3x2-3y2 és v, = —u, = 6xy—2; az elsébél v = [3x2-3y%dy =3x%y—y3+c(x), és ebbol
a masodikkal egyiitt 6xy —2 = v, = 6xy + %c(x), amib6l meg c(x) = [-2 dx = —2x + C, azaz
v(x,y)=3x2y -y —2x+C.

4. HATVANYSOROK

A valéshoz hasonléan: a € C koriili hatvanysor > ;c,(z —a)", ahol ¢, € C minden n-re.
Komplex hatvanysorokra igazak amiket valés hatvanysorokrél tanultunk (az ottani bizonyi-
tasokban polinomok derivalasat és abszolutértéket hasznaltunk), csak most konvergencia-
intervallum helyett konvergencia-kor van, azaz a megfelelo tétel igy szol:

4.1. Tétel. A Y >° cn(z—a)" hatvdnysor Sg(a) belsejében konvergens, kiilsejében nem, a ha-
p . Lo . _ 1 p _ p . ..
taron pedig bdrmi lehet; itt R = T (és R = oo, és a sor mindeniitt konvergens, ha
limsup 0, és R =0, és a sor csak a-ban konvergens, ha limsup = oco) a hatvdnysor konvergencia-

sugara.
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Es, ahogyan valésban:

4.2, Tétel. Hatvdnysor osszegfiiggvénye a konvergencia-kor belsejében holomorf, és tagonként
derivdlhaté.

Az exponencialis fiiggvény hatvanysora Legyen exp(z) =3, fl—r:
(1) exp(0) =1 (a definiciébdl)

(2) exp holomorf C-n: limsup \/7 =0 miatt R = co. (Vagy: 4.1 és amiatt, hogy a valésokon
R = oo. Vagy: hanyadoskritériummal konnyt latni, hogy mindeniitt konvergens.)
(3) exp/(z) = exp(2):

n n—-1 n—-1
eXp'(Z)—(lJon 1nv) = o= (:Lc;l(fl—l)!: (:LoOn = exp(2)

(4) exp(z + w) = exp(z)exp(w): Tetsz. a € C-re legyen f(z) = exp(z)exp(a — z); akkor f'(z) =
exp/(z)expla— z)+exp(z)exp (a— z) O tehat f konstans; specialisan minden z-re f(z) =
fQ0) = exp(O)exp(a) 1 exp(a), azaz exp(z)exp(a —z) = exp(a). Ebben a helyére z + w-t
irva kapjuk az allitast.

(5) exp(x+jy) = e*(cosy + jsiny), vagyis az exp-et definial6 hatvanysor a korabban beve-
zetett komplex exponencialis fiiggvényt adja:

exp(x + jy) @ exp(x)exp(jy) = e* (X2 , Y21

2n+1
x 00 2n3’ oo 2n+1 Y
=e" (X207 G +Zn 0J (2n+1)v)

=" (X0 o (1) Zy (2n)' +JX,(=1)" (2n+1),) =e*(cosy + jsiny)

Ijgyhogy mostantdl e?-vel jeloljik exp(z)-t.
(6) (Vz€eC)e? #0: valéban, (4) és (1) miatt e?e 2 =1.

@) ez-nek 2mj alapperiédusa, azaz 27 j1 nem periédusa semmilyen A € (0,1)-re; s6t: ha
zZ _

e W akkor z —w = 2knj valamilyen k € Z-re:
e? —ew(wlez w—¢0=1. Legyen z —w = a + bj; akkor

1=e%*%/ = ¢%(cosb + jsinb) = cosb + jsinb ~» cosb =1 & sinb =0~ b = 2k,
| ——
|[[=1~se?=1~~a=0
vagyis z —w = 0+ j2kn valamilyen & € Z-re.
4.3. Kovetkezmény. e? kolcsonosen egyértelmii leképezés {z : —nm <Imz < m}-rél C\ {0}-ba.

Ez persze magyarul azt jelenti, hogy minden w # 0 komplex szam felirhaté trigonometrikus
alakban, és a feliras egyértelm, ha kikotjik, hogy argw € (-, 7].

Bizonyitds. Injektivitast az elobb ((7) utolsé allitasa) lattuk, (6)-ban pedig azt, hogy e? valéban
C\ {0}-ba képez. Mar csak azt kell megmutatnunk, hogy (Vw # 0)(3z)(Imz € (—x, 7] & e? = w).
Legyen w ilyen; akkor z = In|w| + jargw jo6 lesz 6snek (ahol argw € (—m,n] w szoge), mert
elnlwl+jargw — olnlwl(cog(argw) + jsin(argw)) = w. O

A bizonyitasbél az is kideriilt, hogy e® {z : —m < Imz < 7w }-re valé megszoritasanak inverze:

4.4. Definicié. Inw =In|w|+ jargw (argw € (—m,n]), ahol az egyenloség jobboldalan a ,régi”,
valés logaritmus all.
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(w € R*-ra ez megegyezik a logaritmus régi definiciéjaval, hiszen ilyenkor |w| = w és argw =
0.) Mivel e? 27 szerint periodikus, szokas a logaritmust ugy is definialni, hogy Inw =In|w| +
Jjargw +2kmnj, azaz ,tobbértéka fliggvényként”, és ilyenkor az altalunk definialt a logaritmus
,f0 aga”.

Vigyazat: w # O-ra e™® = w (ugy definialtuk In-t, hogy ez igaz legyen), de Ine® nem fel-
tétleniil lesz = z (pl. Ine™™ = In(cos—7 + jsin—n) = Inl+7j = 7j); nem is lehet, hiszen e*
periodicitdsa miatt akkor minden z-re z = Ine? = Ine?**?" = z + 251/ lenne. Csak annyi biztos,
hogy
4.5. Allitas. Ine? =z + 2knj valamilyen k € Z-re.

A bizonyitasbél az is kideriil, hogy Ine? = z pontosan akkor, ha argz € (-, 7].

Bizonyitds. _ _

Ine®*? =1ne + jarge® % =a + jby
ahol by € (—m, ] és b — by =2knj valamilyen k € Z-re. U
4.6. Megjegyzés. Ez nem valami 4j, ,komplex” jelenség, pontosan ez a helyzet (a szokasos,
valds) arctg-el: mivel arctg a tg | (—n/2,7/2) inverze, tg(arctgx) = x, de arctg(tgx) = x csak
x € (—m/2,7m/2) esetén all. Pl. arctg(tgm) = arctg0 =0 # 7.
4.7. Példak. In(-1)=Inl+jrn=jm;Inj=Inl+ jn/2 = jn/2

Komplex logaritmus tulajdonsagai In folytonos az értelmezési tartomanyan, kivéve a ne-
gativ valésakat, mert ott az arg ugrik 2z-t (pl. In(—1) = jn, de ha —1-et egy kicsit elforgatjuk
pozitiv iranyban, akkor a logaritmus j(—m +¢€) lesz). Sot, derivalhaté is C\ (R~ U {0})-n, mert
derivalhaté fiiggvény inverze, és (mivel komplexben is: (f 1) (a) = 1 1

1 I — -1
_ A ) = FFtay) W= e =
A logaritmus azonossagai is igazak maradnak, de csak 27; egész szamu tobbszoroseinek

erejéig. Pl.
4.8. Allitas. Minden z, w € C\{0}-ra In(zw) =Inz +Inw + 2k jnm valamilyen k € Z-re.

Bizonyitds. Legyen k az egyetlen olyan egész, amire arg(z) + arg(w) + 2kn € (—n,n]. Akkor
In(zw) = In(lzw]) + jarg(zw) = In(|z]) + In(|w]|) + j(arg(z) + arg(w) + 2kn) =Inz + Inw + j2kn
ahol a masodik egyenléségben a valés logaritmus megfelel6 azonossagat hasznaltuk.
Il

4.9. Definicié. Altaldnos hatvanyfiiggvény: z € C\ 0, w € C-re z¥ = e¥I"?,

4.10. Példak. In(-1) =1n1+ jr = jx miatt (1) = e/CD = /T = o=, In j = In1 + jn/2 = jn/2

. o . . .2 _
miatt j/ = e/IMV = o/ 72 = g7/2

4.11. Allitas. (1) 2 #0-ra zW1z¥2 = zW1tw2

(2) z#0-ra z7%=1/2%
3) z#0-ra Inz¥ =wlnz + 2k jr valamilyen k € Z-re.

Bizonyz’tds. (1) ZWiW2 — ewllnzewglnz — e(w1+w2)lnz — zw1+w2
(2) 2z W=eW W=g0=1nszW=1/2"
(3) Inz¥ =Ine¥'™? = wlnz + 2k jn 4.5 miatt.
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4.12. Megjegyzés. Mértani sor 6sszegképlete ugyanaz (és ugyandgy lehet bizonyitani, mint a
valésban): 3 ° ;2" = i ha |z| < 1 és divergens ha |z| = 1.

4.13. Feladat. Hol konvergens } >° , e/n??

4.14. Feladat. Hol konvergens Zn!e”zz?

Trigonometrikus és hiperbolikus fliiggvények A hiperbolikus fliiggvényeket pontosan ugy
definialjuk, mint a valésban.

4.15. Definici6. shz = 3(e? —e ™) és chz = 2(e* +e7?)

Mivel az exponencialis fiiggvény ismert azonossagai a komplex szamokra valé kiterjesztés
soran megmaradtak, ugyanez igaz a hiperbolikus fiiggvényekre is; pl. konnyd megmutatni,
hogy sh pératlan, ch péros, és hogy ch?z —sh?z = 1. Az djdonsag a trigonometrikus fiiggvé-
nyekkel valé kapcsolat (4.17 és 4.20 alabb).

4.16. Definicid. sinz =Y (- 1)”(2n+1),, cosz =37 (- 1>”(2n),

Tehat a valés trigonometrikus fliiggvények kiterjesztései, és egész fliggvények, mert pl. sin
konvergencia-sugara = oo (vagy 4.1 miatt, mert minden valésra konvergen-

limsup V1/(2n+1)!
sek). Tagonkénti derivalassal (4.2) kijén, hogy sin’z = cosz és cos’z = —sinz. Ujdonsag, hogy
a trigonometrikus fiiggvények kifejezhetok az exponencialis fiiggvénnyel (és a hiperbolikus
figgvényekkel):

4.17. Allitas. sinz = 3-(e/* —e™/)(= — jsh(jz)) és cosz = §(e/* + e /*)(= ch(j2))

Bizonyitds.
L(ejz _ e—jZ) -1 ZO:O (z) ;L(!—J'Z)
_ 1 yoo ny :nz" o 2n+1 221
35 Lnzod — (1) ),J Z 02/ G

0, ha n paros
=2 0(J2)n (2n+1)v =sinz
és hasonléan (vagy ebbol derivalassal) a masik. Il

Emiatt viszont a hiperbolikus fliggvényekre (azaz végso6 soron az exponencialis fiiggvényre)
vonatkozé azonossagokboél kijonnek a trigonometrikus azonossagok. Példaul:

4.18. Allitas. (1) sin(z+w) =sinzcosw + coszsinw
(2) cos(z+w)=coszcosw —sinz sinw
(8) sin®z +cos2z=1

Bizonyitds. El6szor is,
sh(z)ch(w) = %(ez —e F) e +e W)= %(e“w —e FTW 4 gFTW _ pTEHW)
= 1(2sh(z + w) + 2sh(z — w)) = §(sh(z + w) + sh(z - w)),

kovetkezésképp, sh paratlan volta miatt

sh(z)ch(w) + ch(z)sh(w) = %(sh(z +w) +sh(z —w) +sh(w + z) + sh(w — 2)) = sh(z + w)
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4.17 szerint tehat

sinzcosw + coszsinw = —j(sh(jz)ch(jw) + ch(jz)sh(jw)) = —jsh j(z + w) = sin(z + w)

Es hasonléan, 4.17 miatt: sin®z + cos?z = —sh? jz + ch?jz = 1.

Végiil: (2)-t megkapjuk (1)-b6l z szerinti derivalassal. Il

4.19. Kovetkezmény. sin és cos C-n is 27 szerint periodikus, és ez az alapperiédusa; tovdbbd
egyiknek sincsenek tj gyokei.

Bizonyitds. 2 periédus, mert e?-nek 27j periédusa, ezért e/*-nek és e /?*-nek 27 periédusa.
2m alapperiédus, mert a valésakon az. Végiil:
. 417 _iy (D . . .
sinz=0 < e/’ =e? — (Ake€e?)jz—(—jz)=2knj — BkeZ)z=Fkn
és hasonléan cos-ra. [

4.20. Allitas. (1) sh(jz) = jsinz
(2) sin(jz) =jshz
(3) ch(jz)=cosz
(4) cosjz=chz

Vagyis sin és sh ,paratlan j-re nézve (csak sin « sh)”, cos és ch ,paros j-re nézve (csak
cos «~ ch)”.

Bizonyitds. 4.17 miatt jsinz = —j2sh(jz) = sh(jz), amibél, sh paratlan mivolta miatt sin(jz) =
%sh(—z) =—j-—shz=jshz.

Hasonléan (vagy az els6 kettobol derivalassal): 4.17 miatt cosz = ch(jz), amibdl cos jz =
ch(j?z) = ch(-z) = chz kovetkezik. O
4.21. Kovetkezmény. sin és cos nem korldtos.

Bizonyitds. lim,_ .,shx = oo miatt lim,_.o, [sin(jx)| = lim,_ o |jsh(x)| = lim,_. o [sh(x)| = co. cos
hasonléan, vagy sin nem-korlatossagabél és 4.18(3)-bal. U

4.22. Feladat. Hatarozza meg cos(5 + ) képzetes részét!
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5. KOMPLEX VONALINTEGRAL
5.1. Gorbék a komplex sikon Sziikségiink lesz rajuk, mert ilyenek mentén fogunk integ-
ralni.
5.1. Definicid. Legyen [a,b] S R. z gorbe, ha z(¢) : [a,b] — C folytonos fiiggvény. Szokas azt is
mondani, hogy G = Ranz a z altal adott (vagy paraméterezett) gorbe.

A z gorbe sima, ha szakaszonként folytonosan derivalhaté (mint R — R? fiiggvény?; azaz a
koordinatafiiggvényei azok)?, és az R — R? értelemben vett derivaltja 2(¢) (ami = x'(¢) + jy'(¢)
ha z(t) = x(¢) + jy(t)) csak véges sok helyen 0. A gorbe zart, ha z(a) = z(b); egyszeru, ha
injektiv [a,b)-n (azaz nem metszi onmagat).

Mostantél kezdve gorbén sima gorbét értiink.

5.2. Definici6 (Gorbe iranyitasa). Ha G a z(¢) : [a,b] — C gorbe, akkor G-vel ellentétes ira-
nyitasi a -G :z(a+ b —t):[a,b] — C gorbe (ugyanaz a ponthalmaz). Egy zart, egyszera gorbe
iranyitasa pozitiv, ha az altala hatarolt tartomany balkézre esik (azaz ha az éramutaté jara-
saval ellentétes).

5.3. Példak. Egy poligon, vagy az origé kozéppontu, r sugaru kér (z(¢) = re’t).
5.4. Definicié. A z(t):[a,b] — C gorbe hossza fab 12(8) dt = fab Vx2(t) + y"2(¢) dt.
El6szor nem tetszoleges gorbéken, csak R részintervallumain fogunk integralni.
5.5. Definicio. Legyen g :[a,b] — C, g(¢) = u(¢)+ ju(¢) folytonos. Akkor ff gt)ydt = fab u(t)dt+
J fab v(t) dt (ezek az integralok u és v folytonossaga miatt 1éteznek).
5.6. Allitas. Az R — C fiiggvények integrdldsa linedris operdtor.

Bizonyitds. Az, hogy az 6sszeget és a valos szammal val6 szorzast megtartja, trivialisan kovet-
kezik abbdl, hogy a valés integral ilyen, és hogy komplex szamok osszeadasa és valos szammal
val6 szorzasa koordinatanként torténik. Azt kell még megmutatni, hogy a komplex szammal
valé szorzast is megtartja, azaz fab cg=c fab g. Ezt viszont elég belatni ¢ = j-re, ami igaz, mert

[P i@+ jo@)dt = [P —v@ + ju@) dt = [°—v@®)+j [ u@®) dt
= (fa” u(t)+j [P o(t) dt) =j [Put)+ jot) dt
(itt a masodik és negyedik egyenléségben az 5.5 definiciét hasznaltuk), hiszen emiatt

[Pa+bjgt)dt = [Pagt)+ jbgt)dt=a [° gt) dt + jb [° g(t) dt = (a+ jb) [° g(t) dt.
O

5.7. Allitas. (1) Folytonos g :la,bl— C-re [, g(t)dt = —fab gt dt.
(2) Az R — C fiiggvények integrdldsa additiv halmazfiiggvény.

Bizonyitds. Mindkét allitas az R — C fiiggvények integraljanak definicigja és a valds egyvalto-
z6s integral megfelelo6 tulajdonsagainak kozvetlen kovetkezménye. U

2komplex értelemben altaldban nem lesz derivalhaté, mert koordinatafiiggvényei méasodik valtoz6 szerinti
parcialis derivaltjai mindig 0-k

3folytonos [a,b]-n és [a,b] eléall véges sok, paronként kozos belsé pont nélkiili olyan részhalmazanak tniéja-
ként, melyek belsejében folytonosan derivalhaté és korlatos
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5.8. Allitas (R — C fiiggvények helyettesitéses integraldsa). Legyen g = u + jv : [a,b] — C

folytonos, A:[c,d]— la,b] derivdlhaté bijekcio. Akkor fab gt)dt= f__ll((cf’)) gA(s)A (s) ds.

Bizonyitds. Koordinatanként a valés helyettesitéses integralasra visszavezetve:

Pewdt=Pu@dt+j[Po@ydt= " Pu)A ) ds +j 1P vMsNA(s) ds

A 1(a) A 1(a)
= [EB u eV ) +joMsDA () ds = [ (wMe)+jvAN) V() ds = [P gUsHA(s) ds

i

5.9. Definicié. Legyen G a z(t), t € [a,b] altal adott gorbe, f : G — C folytonos. Akkor
fG f(z)dz = ff fz®)z(t) dt. (f(z(t)z(t) : [a,b] — C fuggvény, tehat a jobboldalon szereplo
integralnak mar adtunk értelmet.)

A definici6 latszolag fiigg a gorbe megadasanak maédjatol, de valgjaban nem zavaré médon:

5.10. Definicio. A z; :[a,b] — C és z9:[c,d] — C altal adott G1 és G2 gorbék siman ekviva-
lensek, ha van olyan folytonosan derivalhaté A :[c,d] — [a, b] bijekcid, amire A(c) =a, A(d) =b
és z9(t) = z1(A(¢)) minden ¢ € [¢c,d]-re.

5.11. Allitas. Ha G1 és Go simdn ekvivalensek, akkor fGl f(2)dz = fG2 f(2)dz.

Tehat pl. nem valtoztat a pozitivan iranyitott, origé kézéppontiu egységsugara koron vett
integral értékén, hogy a kort z1(¢) = (cost,sint), t € [0,27] vagy zo(t) = (cos2nt,sin2nt), t € [0, 1]
adja meg.

Bizonyitds. Legyen minden mint a sima ekvivalencia definici¢jaban; akkor
Jo, f@)dz =[] fz1®)21(1) dt
5.8 a1 . . 5.8
2 IO Fe@) AN @) dt = [ flea@)za® dt = [g, f2) de.

zo(t) z9(t)

Az utolsé elétti egyenléségben a lancszabalyt alkalmaztuk R — R és R — R? fiiggvények kom-

pozicigjara. Il

5.12. Tétel. (1) Ha f folytonos a z(t), t € [a,b] dltal adott G gorbén, akkor f_G f(z)dz =
—Jof(@)dz

(2) Jg linedris operdtor, azaz [;f(2)+g(z) dz = [;f(z) dz+ [;8(2) dz és [cf(2) dz =
cJaf(z)dz

3) fG additiv halmazfiiggvény, azaz ha G a z(t), t € [a,b] dltal adott gorbe, c € [a,b], G1
ill. Gg a z [ [a,clill. z [[c,b] dltal adott gorbék, akkor [of = [q, f + Jg,f-

Bizonyitds. (1) Legyen A(t)=a+b —t és s(t) = z(A(¢)). Akkor

Jof@dz= [’ Fe@w)t)dt™ ffj(ﬁf)) FEOA®)) 2 A () dt

s(t) $(t)
5.7(1)

= [A @@ dt " ZY - [P Fs)st) dtE — [ o f(2) dz

(2) Kovetkezik a vonalintegral definiciéjabél és az 5.6 allitasbol. Pl. a masodik:

Jaef@dz=[Pcfe®)z®dt 2 e [P FeW):t) dt =c [, f(2) dz.
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(3) Kovetkezik a vonalintegral definicigjabdl és 5.7(2)-bol. Il

5.13. Tétel (ML-formula). Ha f folytonos az L hosszu G gorbén és |f| < M G-n, akkor | Ja @) dz| <
ML.

Bizonyitds. Eloészor is,

(1) ha g :[a,b] — C folytonos, akkor ‘fab g(t)dt’ < fab lg(®)| dt

mert legyen fab g(t) dt = re/? (feltehetjiik, hogy fab g(t)dt # 0, mert ha igen, akkor az (1)-beli
egyenlotlenség trivialisan teljesiil); akkor

12 gt dt’ =r=e 7 [Pg)dt™ [Pe 0 g(t)dt ™ [PRe(e P g(t) dt +j [° ITm(e 79 g(1))
0, me;'trE[R
|<

< je|=1

< 2 [Re(e 2 g(1))| at"d |Z|ff le/7g(2)| dt =2 J2 1)l dt,

ahol az egyenlotlenségekben a valés integralas monotonitasat hasznaltuk. Ezért ha L a z(¢):
[a,b] — C altal adott G gorbe hossza, vagyis L = f: |2(¢)| dt, akkor

1
o F@dz| =| [0 Fe@z@dt| < [21f w0 dt
= [2IF @@ dt < [P M12) dt = M [?12()] dt = ML,
ahol az utolsé egyenlotlenség azért igaz, mert abban mar valés integralok szerepelnek. Il

5.14. Példak. (1) f(2)=c integralja a z(t) = x(¢t) + jy(¢) : [a,b] — C altal adott G gorbén:

Jaf@dz=[° fe@z® dt> 2P ¢ [P st dt
= (P2 dt+] [P y'(#) dt) = ¢(x@® + jIy(D1) = c(2(b) — 2(a)).

(2) f(2) =1/z integralja a z(¢) = r(cost + jsint), t € [0,27] altal adott G gorbén (vagyis az
orig6 kozéppontd, r sugaru, pozitivan iranyitott korvonalon):

Jof@dz= [ ——2——r(-sint+jcost)dt = [ j= [F 0+ j [771=2n)

r(cost+jsint)

Hasonléan: [, ﬁ dz =2nj, ahol G a z(t) = a +r(cost + jsint), t € [0,2x] altal adott G
gorbe.

A masodik példa nem mond ellent a kévetkezo6 tételnek, mert 1/z-nek nincs primitivfiigg-
vénye egy origé kozépponta koron. (A logaritmus nem az, és 5.15-bdl kovetkezik, hogy mas
sem.)

5.15. Tétel (Newton-Leibniz). Ha F' = f a z : [a,b] — C dltal adott G gorbe mentén, akkor
Jo f(2)dz =F(z2(b)) - F(z(a)).

Specialisan tetszbleges G zér gorbén [ z" = 0 minden n # O-ra.
Bizonyitds. Legyen y(t) = F(2(t)) = u(t) + ju(t); ha igaz, hogy
(1) y(t) = f(z(£)2(2),
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G1 G*

akkor

Jaf@dz= [P fewz®dt® [Lyw di=[Pu'@)dt+j [Pv'@®) dt
= [u@®]? + jlv()18 = [u@) + ju)] = y(b) - y(a) = F(2(b)) - F(z(a)).

Marpedig (1) igaz, csak épp nem a komplex lancszabaly miatt, mert z(¢) komplex értelemben
altalaban nem is derivalhaté.

Ha z(¢) csak szakaszonként, mondjuk az (a;-1,a;) intervallumokon (ahol a =ap<...<a, =
b) derivalhaté, akkor ezt kiilon-kiilon minden ilyen szakaszra megcsinaljuk, és azt kapjuk,
hogy

Jaf@dz>2O5r [ f2)dz =¥ F(z(ap) - F(z(ai-1) = F(z(b) - F(z(a))
ahol G; a z [ [a;_1,a;] altal adott gorbe. O

5.16. Kovetkezmény. Ha G zdrt gorbe, és f-nek van primitivfiiggvénye G-n, akkor [ f(z)dz =
0.

Példak: konstans fiiggvények, polinomok.

5.17. Tétel (Cauchy integraltétel). Ha D egyszeresen osszefiiggd tartomdny, f holomorf D-n, G
a D belsejében haladé zdrt gorbe, akkor [ f(z)dz=0.

Bizonyitds. (Csak téglalapra.) Legyen G az R téglalapot hatarold, pozitivan iranyitott zart
gorbe, és I = |fG f(2) dz|. Ha R-et elnegyedeljiik (mint az dbran), és G1,...G* a négy kis
téglalap pozitivan irdnyitott hatara, akkor [, f(2) dz = ¥} | [5i f(2) dz, mert a belsé éleken
egyszer oda, egyszer visszafelé integralunk, tehat az ezeken az éleken vett integralok kiesnek.
Ezért I = |[of()dz| = |L}, Joi f(R)dz| = X% || [qi f(2)dz| ; kovetkezésképp |[gi f(2)dz| =
I/4 valamelyik i € {1,...,4}-re.

igy kivalaszthatunk egy egymasba agyazott R, téglalapsorozatot, igy, hogy ha G, az R,
pozitivan iranyitott hatara, akkor ’ fGn f(2) dz‘ > /4" Legyen zg € N2 R, (van ilyen, mert a

Cantor-axiéma R2-ben is igaz, ez volt A2-ben); akkor, mivel f derivalhaté zo-ban, van olyan
r(z) figgvény, amire lim,_.,,7(z) = 0 és f(2) = f(z0) + ['(z0)(z — 20) + r(2)(z — 29). Vagyis [ egy
linearis fuggvény (aminek persze van primitivfiiggvénye, és igy 5.15 miatt zart gorbéken 0 az
integralja) és r(z)(z — zo) osszege, tehat minden n-re [; f(2)dz= [; r(2)(z—z0)dz. Ennek az
integralnak az abszolutértékét viszont feliilrél tudjuk becsiilni 5.13 segitségével, mert

(1) G, hossza < 2 ha s az eredeti téglalap hosszabbik oldaldnak hossza;

on
V2s V2

(2) 1z - 20l = %5 ha z € G, (mert R, 4tlgjanak hossza legfeljebb 2ns);
(3) lim,_.,,r(z) = 0 miatt minden € > O-ra van olyan 6 > 0, hogy |r(2)| <€ ha |z —2z¢| < 6;
masrészt minden § > 0-ra, ha n elég nagy, akkor G, része zy § sugaru kornyezetének;
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kovetkezésképp minden € > 0-ra van olyan N, hogy minden n > N-re |r(z)| < € minden

ze€G,-re.
Tehat
5.13
(Ve >0)AN e N)(Vn > N)0 < I/4" < ] Jo. f@) dz‘ - ( Jo, M@z —z0)dz| < ¢2shs - V27
azaz (Ve > 0)0 < I <4v/2s%, vagyis I =0. Il

5.18. Megjegyzés (Cauchy és Stokes). Feltéve, hogy f folytonosan derivalhaté6 D-n, a Stokes-
tételbol kijon a Cauchy:
Ha f=u+iv, L:r=(x(2),y(?)), z(t) = x(t) + i y(t), akkor

J.f@dz= [; f(z2@)zt)dt
= [uz@))x'(t) —v(z(@)y' () + i(v(z(@))x' () + u(z(2)y' (1)) dt
= [i(u,-v)(z@®)- (', y") dt+i [;(v,u)z@)- (', y") dt
= [;(u,—v)(r@®)-F@) dt+i [;(v,u)(r(2)) @) dt
= [p(w,-v)dr+i [;(v,u)dr=0+0=0

mert rot(u,—v) = —vy —u, = 0 és rot(v,u) = uy, —v, = 0 mert f reguldris, és igy kielégiti a
Cauchy-Riemann-okat.

A probléma az, hogy itt fel kellett tenniink a folytonos derivdlhatésdgot, mikozben éppen a

Cauchy integraltételbol szeretnénk belatni (1d. 5.26), hogy egy regularis fiiggvény akarhany-
szor derivalhatoé.

5.19. Kovetkezmény. Ha [ holomorf az egyszeresen osszefiiggd D tartomdnyon, G1 és Ga a
D-ben halads, kozos kezdd- és végpontii gorbék, akkor [ f(2)dz = [g, f(2)dz.

Vagyis egyszeresen osszefiigg6 tartomanyon holomorf fiiggvény D-ben haladé gorbék menti
integralja csak a gorbék végpontjaitol fiigg.

Bizonyitds. Rajz. Il

5.20. Kovetkezmény. Ha G és G1 azonos modon irdnyitott egyszeri zdrt gorbék, G1 a G belse-
jében halad,  holomorfegy G-t, G1-et, és az dltaluk hatdrolt ,,gyirit” tartalmazo tartomdnyon,
akkor [ f(2)dz= [;f(2)d=.

Bizonyitds. Ld. az 1. dbrat, amin a sziirke rész az a tartomany, amin f holomorf. Itt a Cauchy
integraltétel miatt a felso és az als6 zart gorbén is 0 az integral. De ha ezeket pozitivan
iranyitjuk, akkor a két gorbén vett integral 6sszege

O:f f(z)dz+f f(z)dz:f f(z)dz—f f(2)dz,
G -Gy G G1

mivel a vizszintes szakaszokon vett integralok kiesnek.
O

5.21. Kovetkezmény. Ha G és G1,...,G, azonos médon irdnyitott egyszeri zdrt gorbék, G1,
...,G, mindegyike a G belsejében, de a tobbi G; kiilsejében halad, és f holomorf egy olyan tar-
tomdnyon, ami tartalmazza G-t és a G belsejét, kivéve esetleg a G-k belsejét, akkor [ f(z)dz =

0 Jo, @) dz.
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1. ABRA. 5.20 bizonyitasa

Bizonyitds. Rajz. Il

5.22. Lemma (Riemann). Ha [ az a pont kivételével holomorf az egyszeresen osszefiiggd D
tartomdnyon, és korldtos a egy lukas kirnyezetében, akkor [ f(2) dz =0 minden olyan D-ben
halado egyszeri zdrt gorbén, ami nem megy dt a-n.

Bizonyitds. Ha a G egyszeri zart gorbe nem kerili meg a-t, akkor a Cauchy integraltételt al-
kalmazhatjuk egy a-t nem, de G-t tartalmazé D’ < D egyszeresen dsszefiiggd tartomanyon. Te-
hat az érdekes eset az, amikor megkeriili. Ilyenkor viszont 5.20 miatt fG f(2)dz = fK, f(2)dz,
ahol K, az a kozéppontu, r sugari, G-hez hasonléan iranyitott kérvonal (ha r elég kicsi ahhoz,
hogy K, a G belsejében haladjon).

A feltevés miatt |f| < M Sga)-ban valamilyen M-re és 6 > 0-ra; r < 6-ra tehat az ML-formula

miatt 0 < | Ji; f(2) dz| = ‘fKrf(z)dz‘ <M2rm—0har—0, tehat | [ f(z) dz| =0. O

5.23. Kovetkezmény (Cauchy integralformula). Ha f holomorf az egyszeresen ésszefiiggd D
tartomdnyon, G pozitivan irdnyitott egyszeru zdrt gorbe ami a belsejével egyiitt < D és aminek

az a pont a belsejében van, akkor f(a)= an fG f(z) dz.

Vagyis f G belsejében felvett értékeit meghatarozzak a G-n felvett értékei.
Bizonyitds.
) f(z) f(a) fla) 1 — ;
Jos5dz= g dz+ [q 5= dz = f(a) [q ;= dz = f(a)27],

ahol a masodik egyenléség a Riemann—-lemma miatt igaz, mert g(z) = % holomorf a
kivételével D-n, mert f az, és korlatos a egy kornyezetében, mert Ilim,_, g(z) = f'(a); az
utols6 meg mert [ ﬁ dz=2nj 5.14 2. példaja és 5.20 miatt. Ul

5.24. Példa. [, % dz =?, ahol G az origé kozéppontd, pozitivan iranyitott egységsugaru kor
(a tovabbiakban egyszertien [, _; % dz-t frunk). A Cauchy integraltétel nem alkalmazhato,
mert a fiiggvény nem holomorf egy G-t tartalmazo egyszeresen 6sszefliggé tartomanyon; soét,
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2. ABRA. 5.26 bizonyitasa

a Riemann-lemma sem, mert lim,_.o “2% = oo miatt 0-nak nincs is olyan kérnyezete, ahol

korlatos lenne. De a Cauchy 1ntegralf0rmula igen, f(z) = cosz-re a = 0-val: és aszerint

1=cos0= 2nJ JaS2dz~ [ 22 dz =2nj.

5.25. Allitas. Ha fn (minden n-re) és f folytonos a G : z(t), t € [a,b] gorbén, és f, egyenletesen
tart f-hez G-n, akkor fG f=lim, .o fG fn. Specidlisan, ha f =357 f, egyenletesen G-n, akkor

fo:ZfLo:ofon-

Bizonyitds. € > 0-ra legyen N olyan, hogy minden n = N-re |f, —f| <€/L G-n, ahol L a G
hossza. Akkor
= ‘f fn -
G

az ML-formula (5.13) miatt. Ul

f SL%:e

5.26. Tétel. Ha f holomorfegy D tartomdnyon, akkor
(1) f akdrhdnyszor derivdlhato D-n
(2) minden a € D-re f a koriili hatvdnysorba fejthetd, azaz f(z) = Y7 ca(z —a)" egy a
koriili, pozitiv sugaru korlap belsejében
(3) az eldzd pontbeli sorfejtés egyiitthatoi: ¢, = 2n > Ja = ! S’)‘“ dz ahol G pozitivan irdnyitott
egyszert zdrt gorbe ami a belsejevel egylitt € D és aminek az a pont a belsejében van,
(4) kévetkezésképp f™(a) = 2nJ fG z fS')Hl
Bizonyitds. Legyen 0 < r < R olyanok, hogy Sr(a) € D, K pedig egy a kozéppontu, pozitivan
iranyitott r sugard kor (Id. a 2. dbrat!). Ha z € K és w € S,(a), akkor |w —a| <r =|z — a| miatt

1 1 1 1 1 o (W—a\" oo W—a)
z—w_z—a—(w—a) z—al-— ‘;g_z—az’":o(z—a) _Z”:O(z—a)”+1

konvergens mértani sor. Kovetkezésképp

f(2) o [E)w-a)*
=2

Z—w ~ 4=n=0 (Z_a)n+1
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és ez a konvergencia (z-ben, rogzitett w mellett) egyenletes is a Weierstrass-kritérium miatt,

mert ha g = 'w 4 ¢s |f(z) < M K-n, akkor ‘M < q és Y20 0 ~-q" konvergens. Ezért

a)n+1

5.25 szerint az osszegzes és az integralas felcserélheto, vagyls

f(z) fE@)(w-a)*
f(lU)— 27[] fK dz 27'[] fKZZOO (z— a)n+1

f)(w-a)" _f)
n 0 277] fK TG-—a)tT dz = n= 0 27:] fK (z—a)" 1 dz-(w-a)"

ahol az els6 egyenloségben a Cauchy integralformulat (5.23) hasznaltuk (megtehettiik, mert
Sr(a) egyszeresen Osszefiiggd). 5.20 miatt itt K-t helyettesithetjiik barmilyen, a (3)-ban sze-
repl6 gorbével.

f tehat egy a koriili hatvanysor 6sszegf1'iggvénye ezért akarhanyszor derivalhaté és f™(a) =

n!-c,, ahol ¢, a (z—a)" egyiitthatéja, azaz most 5— 27” Ja = f(iz)',)m

g

5.27. Kovetkezmény (Differencialhdnyadosokra vonatkozé Cauchy-féle integralképletek).
Ha f holomorf az egyszeresen osszefiiggd D tartomdnyon, G pozitivan irdnyitott egyszeri zdrt
gorbe ami a belsejével egyiitt < D és aminek az a pont a belsejében van, akkor akdrhdnyszor

derivdlhaté a-ban, és f™(a) = 37 - Jo G f;§z+1

5.28. Feladat. [ % dz =? ha K az 1 kozéppontu, 1/2 sugaru pozitivan iranyitott korvo-
nal.

5.29. Feladat. Legyen K az |z — 2| = 2 egyenleti, pozitivan irdnyitott kérvonal. (a) [ ‘;ijz dz
9 (b) fK Ccosz dZ _9

5.30. Feladat. [ 2—5 dz =?, ha K az orig6 kozépponti, 3 sugaru pozitivan iranyitott kérvonal.

5.31. Feladat. Szamitsa ki [ 2= dz-t a pozitivan irdnyitott |z — 1| = 3 kérvonalon!

z(z+1)

6. TAYLOR- ES LAURENT-SOROK
Emlékezteto (1d. 4.1):

Tétel. A 377 cn(z —a)" hatvdnysor Sr(a) belsejében konvergens, kiilsejében nem, a hatdron
. gL s _ 1 ; _ . . .. .
pedig bdarmi lehet; itt R = Py —— (és R = oo, és a sor mindeniitt konvergens, ha limsup

0, és R =0, és a sor csak a-ban konvergens, ha limsup = co) a hatvdnysor konvergencia-sugara.
Hol lesz konvergens a 3 >° cnﬁ = Z‘,O:_OO c_n(z—a)" ,negativ kitevoja hatvanysor”? Le-
gyen w = ﬁ, r =limsup,,_.o, VlcnlI(= 1/R); akkor a tétel szerint

1
Zoocnm— > ocnw" konvergens < |[w|<R=1/r < r<1/|lw|=|z-al

azaz az a kozéppontu r sugara kor kiilsejében (a hataron barmi lehet, beliil divergens). Speci-
alisan a-t kivéve mindenhol ha r =0, és sehol, ha r = co.

6.1. Definicié (Laurent-sor). A Y 72 _
konvergens, ha }>° jc,(z—a)" és 377 1C-nGoay a),, is konvergens

cp(z— a)n— o ocnlz— a)n+2ﬁlc_nﬁ Laurent-sor

A fenti megfontolasokbdl, azaz végso soron 4.1-bdl kapjuk a kovetkezot:
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2

3. ABRA. Laurent-sor konvergencia-tartoméanya

6.2. Allitas. Legyen R = m, r=limsup,,_, Vlc_nl; akkora Y . __ cn,(z—a)" Laurent-

sor konvergens a {z :r < |a —z| < R} halmazon (ennek hatdrdn bdrmi lehet, ezen kiviil diver-

oy

gens). Specidlisan, ha r < R, akkor egy korgytirii belsejében konvergens, ha R <r, akkor sehol.
A hatvanysorokhoz hasonléan:

6.3. Tétel. Laurent-sor a konvergencia-tartomdnya minden belsd pontjadban abszolit konver-
gens, annak minden zdrt részhalmazdn egyenletesen konvergens, minden nyilt részhalmazdn
tagonként derivdlhato, és minden a konvergencia-tartomdnya belsejében haladé gorbe mentén
tagonként integrdlhato.

6.4. Tétel (Taylor). Ha f holomorf az egyszeresen osszefiiggé D tartomdnyon, akkor (ott 5.26
)

szerint akdrhdnyszor derivdlhato, és) tetszéleges a € D koriili Taylor-sora (357, I n(a) -a)")

elddllitja a-nak abban a maximdlis sugaru kornyezetében, ami még < D. Az eloallltds (azaz az

egylitthatok) egyértelmi.

2.

6.5. Tétel (Laurent). Ha f holomorfegy a koriili korgyiirtiben, akkor ott eloall egy Laurent-sor
osszegfiiggvényeként: f(z) =Y 52 _. cn(z—a)", ahol minden n € Z-re ¢, = 27U Jao G fé’j,)wl dz (G
tetszdleges, a korgyiiriben haladoé pozitivan irdnyitott zdrt egyszert gorbe, ami megkeriili a-t).
Ez az elddllitds (adott gytiriben) egyértelmii.

Specidlisan: ha a korgyiurd korlap, akkor negativ n-ekre a Cauchy integrdltétel (5.17) miatt
Ja G fg,{ﬂ dz = [ f(2)z —a) ™" 1dz =0 (hiszen —n —1 = 0 miatt az integrandus holomorf egy

korlapon), tehdt c, =0, vagyis f Taylor-sordt kapjuk.

Ha tehat f regularis a-ban, akkor a korili Taylor-soranak egyiitthatéi (a Taylor-sor egyér-

telmiisége miatt) - (a) = 27” Jo G fS,)Hl dz, azaz f™(a) = 37 = Jo @ fé?ﬁﬁ dz minden n € N-
re, 5.27-el osszhangban.
Példak Laurent-sorba fejtésre

(1) (Z+1)2 0 koriili Laurent-sora: (221)2 = Z2+22+1 =z+2+; L\ {0}-n).
(2) el/z 0 koriili Laurent-sora: }.5° (lf)n Z"o o = Z(_)oo( n),z (C\{0}-n).
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_1(.1 1 b i1s .
(3) m (z+1 m) 0 koriili Laurent-sorai.

(a) Z+1 |zl < T-en: -3 = X2 ((-1)"2"

1 1.1 _1 _vyoo (= _1\yn+l_n
(b) 737 l2| > 1-en: 21T 2l e 0 zn = Zn=0 zn+1 oD M G Dl
1 _1.1 o
() z+3 lzl<3-on: 3 =317 = = 5 X201 5 = X0 (-1 g
1 _1.1 _1 (1)”3” 1)"3" _ -1 lg-n-1
(d) =15 |21 > 3-on: L E T ia-D DA D Bl - el DN € D A B A
Z

Kévetkezeskepp
2l < Len gy = 3 (Eplo(- 12" 2301 gir) = X2 S5 (1= )"
1<]|z| < 3-on m l(zn——oo( 1)n+1 " ZZO 0( 1)n3n+1)
3<lzl-n (z+1)(z+3) (Zn——oo( 1)n+1 n_z (_1)n+13_n_1 n):Z_l 1)"+1 (1 37" 1) "
4) f(z)= Laurent-sora az 1 korili korgyurukben két ilyen gytra van: (a) {z:0 <

|z —1| S 1} és(b){z:1<|z—-1]}.
Altalaban: racionalis tortfiiggvényeket érdemes parcialis tortekre bontani, és ezeket

kiilon-kiilon sorba fejteni. Most: f(z) = e 21_1) = ﬁ - % i maga is 1 koriili Laurent-
sor, tehat azt mindkét esetben majd csak hozza kell adni —% Laurent-sorahoz.
@ 1 1
o0
- - - —1D%(z-1)"
z (z-1+1 Lo C1'-D
——
l-l<1

(ebben csak nemnegativ kitevdji tagok szerepelnek, ami nem meglepd, mert %
regularis a |z — 1| < 1 korlapon). Vagyis f Laurent-sora a {z:0 < |z — 1| < 1} korgyu-
riben

oo 1 o0 o0
i DX o UACES Vi bt WG VAR CE VR Bt Vi CE

(b) 1<|z—1| miatt 1/|z—1| <1, tehat

1 1 1 1 1 0o 1 oo 1
— = = . = -1 n = -1 L —
z (-D+1 2-1 1+-L z—lzn:o( ) (z-1)y Znzol~D) (z—1+L’

vagyis f Laurent-soraa {z:1<|z—-1]} kdrgyﬁrﬁben
1 1 1 . 1
= + -1 = —1)? — 1) 1)
z-1 z z-1 PR Gz_1)n =2 oo ) 1)n Zn__ (-D*-1)".
1

6.6. Megjegyzés. =~ 2o koriili Laurent-sorat keressiik. Ilyenbdl kett6 van (kivéve, ha zg = w

mert akkor csak egy, de akkor ﬁ mar egy zg koriili Laurent-sor, tehat nem kell semmit
csinalni): |z — zg| < |zg —w| és |z — zg| > |z9 — w]| (rajz!). Az els6 esetben

‘2—20| 1
lA)—ZO
1 _ 1 _ 1 1 _ 1 1 1 1_yoo (z=20)" _ voo _ (z—20)"
z—w ~ z-zo+(zo—w) T zo—w 22041 T zop-w 1-22%0 - zo—w ~=n=0 (w—z¢)" ~— n=0 —(w—zg)"*1
ZO_(A) w—ZO
masodikban pedig
w— ZO
zZ— ZO
1 _ 1 _ 1 1 _ 1 1 1 1 Z (w=-20" _ yoo _(w—z0)"
z—w ~  z-zot+(zo-w) ~ z—2z¢ 1+20 O T z—zp1-97%0 - n=0 (z—zo)® ~— n=0 (z—zo)**1"

zZ2—2(
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Az elso 1épést mindkét esetben az motivalja, hogy z — z¢-at természetesen be akarjuk csem-
pészni.

6.7. Példa. - _12]. J korili Laurent-sorai koziil az, amelyik a |z — j| < 1 tartomanyon allitja elo:
zo=J,w=2j,6és|z—2z0l=lz—jl<1=|j—-2jl =20 — 0l tehat
11 11

=] 00 (Z_j)n
z;j:_Zn 0( : ) Zn 0 J'n+1'
J

A masik Laurent-sora (amelyik az 1 < |z — j| tartomanyon allitja eld): z¢ és w mint az elobb,
csak most [z—z¢|=z—j|>1=1|j-2j| =|z0 — wl], tehat
1 1 1 1 1

n
_ _ Zoo ( J ) :ZOO J
R TPS R AR P A o ) B e

2-2j z-j-j -j1-

n

Tovabbi Laurent-példak:

6.8. Példak. 1) f(2) = : 0 koriiliek konnytiek, mert csak —-et kell; nézzik az 1
koriilieket, ahol meg csak —5-et, amit ugy fogunk, hogy 1 = Laurent-sorat derivaljuk.
lz—1|<1:

2= i = LoDz -1

wh=odlo d(115% (1)(z-1)") =X, (-1 (- 1)
~ f@)= 25X () - =32 (D" -1 2 =32 (-1 (n+2)(z - 1)
lz—1|>1:
%:z—}ﬂ_%lt_l 1Zn 0(2 1)n: 30:0%
=y D"z-17 =30 (-D"z-1"L
wd=—dloyd (D -1)(z -1

~ f2) = Y0 (D Y- 1)z - 1) 2

=Y D" m-De-1)"3 =38 (1)U +2)(z - 1)

(2) €? 1 korili Laurent-sora (ami persze Taylor): e? = ee? ! = 2020 el ;})n

L’Hospital Komplex fliggvényeknél a L'Hospital szabaly az 5.26 egyszeri kovetkezménye:

6.9. Tétel (LHospital). Ha f, g reguldrisak a-ban, f™(a) = g™@)=0n=0,...k —1-re és

*)
g®(a) #0, akkor lim, 2 f<k>$

Nem kell (k)Ez; a-beli hatarértékét szamolni mint a valés esetben, mert £ és g 5.26
miatt derlvalhatok és igy folytonosak is a egy kdrnyezeteben (De ettol még igaz, hogy a tétel
feltételei mellett hma g~ hma g hiszen mindkett6 = f (a) )

Bizonyitds. Mivel f és g regularisak a-ban, 5.26 miatt hatvanysorba fejthetok egy a kozép-
(n) (n)
pontu kérlapon: f(z) =Y, I (a)(z At =Y, - (a)(z a)' és g(z2) =Y ® E WDz _q)y =

n=0 n!
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g" )(a)( —a)”. Ezért

n= k n!
(a) f(k)(a) f(k+1)(a) f(k+2)(a) 2
F@) Il nv (2-a)* T+ Gy GO Gy G fPNa)

- 2™ () gP@ | g @ 2#+2(q) T
£ LS e-ar S+ e -+ g G-+ g™la

ahol a masodik egyenléségben (z — a)*-nal egyszerisitettiink, és a hatarértékeket az egyenle-
tes konvergencia (6.3) miatt szamolhattuk tagonként. Ul

7. IZOLALT SZINGULARITASI HELYEK OSZTALYOZASA

7.1. Definicid. a izolalt szingularitasi helye f-nek (vagy: f-nek a-ban izolalt szingularitasa
van), ha f a-ban nem, de a egy lukas kornyezetében regularis.

Az alabbiakban tegyiik fel, hogy a izolalt szingularitasi helye f-nek. Akkor 6.5 miatt egy-
féleképpen Laurent-sorba fejtheté a egy lukas kornyezetében. Legyen Y 52 _ch,(z—a)" ez a
Laurent-sor.

(1) f-nek megsziintethetd szingularitdsa van a-ban, ha minden n > 0-ra c_, =0, azaz ha
a Laurent-sorban nincsenek negativ kitevoji tagok (vagyis a Laurent-sor valgjaban
hatvanysor).

7.2. Allitas. Ez ekvivalens azzal, hogy létezik (véges) lim, f(= co).

Bizonyitds. (=) Egyenletes konvergencia miatt tagonként szamolhaté a hatarérték, és
n>0-ralim,_,(z —a)" =0, ezért lim,_.,>.77 jcr(z — a)t = co.

(<) lim,_, f(z) végessége miatt lim,_, f(z)(z—a) " ! véges minden negativ n-re (n <
—1-re valgjaban 0), tehat f(z)(z —a) " ! korlatos a valamilyen kérnyezetében, és igy
a Riemann-lemma (5.22) miatt [ f(2)(z—a)™ ! dz = 0, amibél a Laurent-tétel (6.5)
miatt ¢, = 0 negativ n-ekre. Il

7.3. Példa. f(z)= ezz‘l Ly Zl i haz 270 0 (n+1), =1+ +... -nak 0-ban megsziintethe-

to szingularitésa van (Laurent-soraban nincsenek negatlv k1tev6j1”1 tagok), és valdban,
e —1

co= 1 = hmz_.o

(2) f-nek n-edrendu polusa van a-ban (n > 0), ha —n a legmagasabb negativ kitev6 a sor-
ban, azaz ha c_,, #0, de minden m > n-re c_,, = 0.

7.4. Allitas. Ez ekvivalens azzal, hogy létezik véges lim,_4(z —a)" f(z)(= c_,,), de min-
den m < n-re nem létezik véges lim,_.,(z —a)" f(2).

Bizonyitds. Hasonlé az el6z6 eset bizonyitasahoz.
(=) Tegyiik fel, hogy f(2) =X cp(z—a)*, c_, #0. Akkor

(z-a)'f)=) 1. cplz— a)ftn = Y oo Ch-n(z — a)t,
és, mivel az egyenletes konvergencia miatt tagonként szamolhaté a hatarérték,
. o\ _\® g PRV
lim(z—a)"f(2) =)} o limczn(z—a)* =c_n.

De ha m < n és lim,_,(z —a)™f(z) véges, akkor (z —a)”f(z)-re alkalmazhatjuk az
el6z6 allitds (<) irdnyat, és azt kapjuk, hogy (z —a)" f(2) = Y72, dr(z — a)*, azaz

f@)=) gdiz=a) =32 diim(z-a)f,
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ami a Laurent-sor egyértelmisége miatt ellentmond a c_,, # 0 feltevésiinknek.
(<) A feltevés miatt (z —a)" f(z)-re alkalmazhatjuk az el6z6 allitas (<) iranyat, és azt
kapjuk, hogy (z —a)"f(2) =152 cr(z — a)t, azaz

@)=Y oerz—al =Y cpinlz—a),

vagyis f Laurent-soraban valéban 0 minden —n-nél kisebb kitevdju tag egyiitthatogja.
Es c_, # 0, maskiilonben a (=) iranyt n helyén n — 1-re alkalmazva azt kapnank, hogy
létezik véges lim,_,(z —a)* "1 f(z), ellentmondva masodik feltételiinknek.

O

7.5. Megjegyzés. f-nek pontosan akkor van n-edrendt pélusa van a-ban valamilyen

n-re, ha lim, f = oo.

7.6. Példa. f(z) = e2—1 = Z”: L=y (nf:;), =1, % + £ +... -nak 0 elsérendd pélusa
e —1 LH

(c.1=1#0de m1nden m > 1 -re ¢c_,, =0), és valéban: lim, .gzf(z) =1lim,_.¢
ez—l

c_1,delim,_of(2)= hmz_,o =lim, ,) =% =oo0.

(3) f-nek lényeges szmgularttasa van a-ban, ha a Laurent-sorban végtelen sok negativ
kitevoji tag van.

7.7. Allitas. Ez ekvivalens azzal, hogy egyetlen n = 0-ra sem létezik (véges) lim,_4(z —
a)'f(2), és azzal is, hogy Alim,_., f(z) (végtelen sem).

7.8. Példa. ¢'# 0 korili Laurent -sora: 3 g’ (I/Z)n =¥ n,zn Zgoo( iz Es valéban,
1/x

lim,_o+ e* = 00, lim,_¢_ e'* = 0 miatt Ehmz_,a el (végtelen sem).

L 0-ban, mert 0 minden kérnyezetében van olyan zg

z

Példa nem izolalt szingularitasra:
. .1 1 . L . . . . .
amire sin z- =0 (az -~ — 0 sorozat mentén végig 0); vagy Inz minden negativ valésban.

8. REZIDUUM

8.1. Definicid. Ha a izolalt szingularitasi helye f-nek, akkor Res,—, f(2)(=Res, f) = ¢c_1, ahol
c_1 ﬁ egyiutthatéja f a koriili azon Laurent-sordaban, ami a egy lukas kérnyezetében eloal-
litja. Vagyis a Laurent tétel (6.5) szerint % fG f(z) dz ahol G a-t megkeriil6, egyszera, zart,
pozitiv iranyitasa gorbe, ami a kivételével a belsejével egyiitt része egy olyan tartomanynak,
ahol f holomorf.

8.2. Tétel (Reziduum-tétel). Ha f holomorf az egyszeresen osszefiiggd D tartomdnyon az a1,
.,an pontok kivételével, G egyszert, zdrt, pozitiv irdnyitdsu D-beli gorbe, aminek a1,...,a, a

belsejében van, akkor [ f(z)dz =2nj Y1 Resq, f.

Bizonyitds. k =1,...n-re legyenek G, pozitivan irényl’tott G belsejében és egymés kiilsejében

haladé, a;, koriili kirsk. Akkor 5.20 miatt [, f(2)dz = XJ_, [5, f(2) dz. De 5& [ f(2)dz 65

c-1=Res,, f (ahol c_1 az a;, koriili Laurent-sor egyiitthatOJa) Tehat

fG fz)dz=) ), _ 2njRes,, f=2nj) ,_ Resq, f.
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Modszerek a reziduum kiszamitasara
(1) f-et Laurent-sorba fejtjiik (ha ez konnyt).
8.3. Példak. (a) flzlzl sin% dz =2mjResg sin% =2mj, mert sinl = ool 1)”m
=0

miatt c_1 =
(b) flzl:lzel/z dz =2njResgzel?, és ezt kbnnyl”l kiszamolni, mert
n=2 1 1
ZO n'z” ZO n'z” I TR

tehat flzl:lzel/z dz = 271]% =7j.

(2) Ha f-nek megsziintetheto szingularitdsa van a-ban, akkor az a koriili Laurent-soraban
csak pozitiv kitevojii tagok vannak, tehat Res, f =c_1 =0

(3) Ha f-nek n-edrendu pélusa van a-ban, akkor

n—1

[(z—a)"f(2)]

1
Reseme [ &)= G M T

mert
f@)=c_p—rm+c —L_4¢ +...+ce_1z—a) T+eo+

— L—-n (z—a)n —n+1(z_a)n—1 —-n+2 (z—a)” 2 . -1 0 L

cte1z—a)" T+epz—a) +

s (2=a)"f(2) = cop+Cons1(z — @)+ c_pia(z —a)?
-n(z—a)+c1-3-...

s lim, g L1z -0 f(@)] = (- Dle

lim,_,(z —a)f(z) (ezt tudjuk a 7.4

Lz -a) (@] =cr(n-Dl+co-2-... (n+1Dz-a)...

Specialisan, ha elsérendiu a pélus, akkor Res, [
allitasbal is).
8.4. Példak. (a) [, _1 sq00m =?
. . . . L .
0 masodrendi p6lus, mert lim,_.¢ z2m =lim,_ (1—2—eZ) = _il =-1,de hmz_.oz@ =

lim, .o ﬁ =o00. Ezért

d (.2 1 12 d =z
Resz O,2(1 ) — 11 llmz_,() dz (Z z(1- ez))_hmz_’oﬁl—ez
1-e?+ze® LH —e?+ef+ze? _ 1: z L'H 4 _1
lim; .0 5z zoy) = liMe—o gy = 367|220 =3

:lim2—>0 (1—e?)2

kovetkezésképp [, 12(1 = = 271]2 =7j.
274 = llmz_,oj3ejz 3 hmz_,o_] el? =

~4.nek 0 negyedrendi pélusa, ezért Res,—q e/?

(b) e/?z
Tehat pl. [, _; e/?z7*dz=2njResoe’*z"* dz =2nj ¢ =n/3
(4) Ha f és g regularis a-ban, g(a) =0 de g'(a) # 0, akkor Res,—, Qz; f,((‘;)).
8.5. Példak. (a) [, 1ctgz =27, mert Resg $°2 = %:81— 1. 1
(b) Legyen f(z) = W’ akkor Ress f = Resg & 2+42) (2 f‘i) |,.o=—% ésResupj f =
@2l _ @2 1” . Tehét pl. [, _3f(z)dz =2mj(-% + 11ﬂ+11;1 =0

Res+o; 577 2z |z=i2]



KOMPLEX FUGGVENYTAN 29

9. ARGUMENTUM-ELV

9.1. Definicié. Legyen f reguldris a-ban, n € N*. f-nek a n-szeres zérushelye, ha f(a) =0 és
van olyan a-ban regularis g fiiggvény, amire g(a) # 0 és f(z) = (z—a)" g(z) a egy kornyezetében.

9.2. Allitas. f-nek a pontosan akkor n-szeres zérushelye, ha 1/f-nek a-ban n-edrendi pélusa
van.

Bizonyitds. (=) Legyen g mint a definiciéban; akkor g a- beli folytonossaga miatt 1/f-nek izo-

(z a) —
lalt sz1ngular1tas1 helye a és lim, ., 2 26 =lim, _q = 7 = g(a) véges, m < n-re viszont lim,_., 7@

lim, ., m végtelen.

(<) Ha 1/f-nek a-ban n -edrendti pélusa van, akkor a koriili Laurent-sora ZZ":_n cp(z —a)t
(ahol c_,, #0); vagyis f(z) = (zh_(zgn , ahol A regularis a-ban (hiszen a Laurent-sora hatvanysor)
és h(a) =c_, #0, igy tehat h folytonossaga miatt hA(z) # 0 a egy kornyezetében; kovetkezés-
képp 1/h regularis (és persze nem 0) a-ban és igy f(z) = (Z “) mutatja, hogy f-nek a n-szeres
zérushelye. Il

9.3. Allitas. Tegyiik fel, hogy a D tartomdnyban f véges sok pont kivételével derivdlhatd, és
ezekben a pontokban f-nek pélusa van (f meromorf). Akkor f'/f is ilyen, és ennek elsérendii
polusai vannak ott, ahol f-nek zérusai és pélusai. Ha a ilyen hely, akkor

o ! n  ha a f-nek n-edfoku zérushelye

f

Bizonyitds. Ha f-nek n-edfoku zérushelye a, akkor a egy kornyezetében f(z) = (z —a)*g(z),
ahol g regularis és nem 0 a-ban. Ekkor f'(z) = n(z —a)* 1g(z) + (z —a)"g'(z), tehét z # a-ban

Res, — . .
—n  ha a-ban f-nek n-edrendu pélusa van

f’(Z):n(z—a)”‘lg(2)+(z—a)”g’(2): n +g’(2)
f(2) (z—a)'g(z) z—-a g(2)

g
g(2)
kovetkezésképp f'/f-nek elsérendii pélusa van a-ban és Res, f'/f =n.

Ha f-nek n-edrendii pélusa van a-ban, akkor a egy kornyezetében f(z) = (z —a) "g(2),
ahol g regularis a-ban és g(a) =c_, # 0 (ahol ¢c_, (z—a)™" egyiitthatéja f a koriili Laurent-
soréban) (Vagy: 9.2 miatt f(l 5= (z—a)"h(z), ahol h regularis és nem 0 a-ban, kovetkezésképp

és regularis a-ban (mert ilyenek hanyadosa és a nevezo g folytonossaga miatt nem 0),

8(z) = 7 regularis a-ban, ésha g a koriili hatvanysora } .77 (dr(z — a)¥, akkor
Yo L enz—a)f=f@)=(z-a)"g2)=) p drz —a) ",
amibél c_, =do = g(a).) Ekkor z #a-ban f'(z) = —n(z —a) " 1g(z) + (z —a) "g'(z), tehat

f'@) _-nz-a) " 'g(2)+(z-a)"g'z) _ —n L 8@
f(2) (z—a)"g(2) z—a g(2)

g'(2)
g(2)
kovetkezésképp f'/f-nek elsérendii pélusa van a-ban és Res, f'/f = —n. O

és regularis a-ban (mert ilyenek hanyadosa és a nevezo g folytonossaga miatt nem 0),

9.4. Kovetkezmény. Ha G pozitivan irdnyitott, egyszeru, zdrt gorbe, ai,...,a, és bi,...,b,, a
G dltal hatdrolt tartomdnyban vannak, f meromorf egy ezt tartalmazo tartomdnyban, f-nek

z-a)" _
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a; aj-edfoku zérushelye, b; pedig B;-edrendu polusa (és f-nek nincs mds zérushelye és polusa),

akkor
f'(2)

G f(2)
ahol N = Z?Zl a; és P= Z?L 1 Bi (vagyis N a zérushelyek, P pedig a polusok szdma, de ,multip-
licitdssal” szamolva).

dz =2n1j(N -P)

Bizonyitds. Az el6zé allitasboél és a reziduum-tételb6l kovetkezik. Ul

9.5. Definicié. Legyen G : y(2), t € [to,t1] zart gorbe, a ¢ G.

1 1
n(y,a) = -—
2njJgz—a

dz

a (G indexe a-ban.

Azt tudjuk, hogy ha G pozitivan iranyitott egyszera zart gorbe, és a az altala hatarolt tar-
tomany belsejében van, akkor n(y,a) =1 (és igy n(—y,a) = —1). Ennek a ténynek az altalano-
sitasa a kovetkezo.

9.6. Tény. Az a-beli index minden zdrt gorbére egész szam, és a gorbe a pozitiv irdnyban valo
megkeriiléseinek ,netté” szamdt adja meg. Vagyis ha példdul a gorbe 3-szor pozitiv, egyszer
negativ irdnyban keriili meg a-t, akkor az a-beli indexe 3—1=2.

9.7. Tétel (Argumentum elv). Tegyiik fel, hogy G a D tartomdnyban haladé egyszerd zdrt
gorbe, f meromorf D-n, de G-n nincs se pélusa, se zérushelye. Akkor, ahogy z pozitiv irdnyban
egyszer bejdrja G-t, f(z) argumentuma 21 egész szamu tobbszorosével vdltozik, mégpedig a

Agargf(z)=2nj(N —P)
képletnek megfeleléen, ahol N és P mint 9.4-ben.

Bizonyitds. Ha G-t z(t), t € [a,b] paraméterezi, akkor legyen G’ ennek f szerinti képe, azaz a
(@) = f(z(t)), t €[a,b] 4dltal paraméterezett gorbe. Akkor
f'(2) b Fi(2(t))

1 1 )
¢ f@ f(Z(t))Z(t)_fG'Edw_ G,mdw_Qan(y,O)

ahol az els6 egyenloség 9.4 miatt igaz, a masodik ketté6 az integral definicigja miatt, de a
harmadikban hasznaltuk még azt a ,lancszabalyt”, amit mar a Newton-Leibniz tétel bizonyi-
tasaban is, hogy % fz(@®) = f(z(t)2(t). Az utolsé egyenléség az index definicigja.

De akkor

27 j(N —P) =

Agargf(z)=Agrargw =2njn(y,0) =2nj(N - P)
ahol az elso6 egyenloség azért igaz, mert f(z) argumentuma pontosan annyiszor 27-t valtozik,
ahanyszor G f szerinti képe megkeriili az origét — és ez 9.6 miatt 277 n(y,0). U

FUGGELEK A. OSSZEFUGGOSEG

A.1. Definicié. H osszefiiggd, ha minden A, B nyilt halmazra H € AUB és AnB = ¢-bdl
A = ¢ vagy B = ¢ kovetkezik.

A.2. Tétel. Ha H nyilt, akkor pontosan akkor ésszefiiggd, ha p.6.f (ha R?-ben vagyunk, akkor
a p.o.f.-ben feltehetjiik, hogy a poligonok minden szakasza valamelyik tengellyel pdarhuzamos.)
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Bizonyitds. (=) Legyen p € H tetszoleges; azt kell belatnunk, hogy minden g € H-ra p-t
0sszekoti egy H-beli torottvonal g-val; vagyis azt, hogy X 2 H ha

X ={q € H : p-t 6sszekoti egy H-beli torottvonal q-val}.

Ha két pont benne van egy kozos H-beli kornyezetben, akkor vagy mindketté X-beli, vagy
mindketté H \ X-beli, hiszen 6sszekéti 6ket egy H-beli szakasz (vagy, ha R?-ben vagyunk,
akkor két tengelyparhuzamos szakaszbdl allé poligon is); ebbdl, és H nyiltsagabdl mar kovet-
kezik, hogy X és H \ X is nyilt, mert H nyiltsdga miatt minden H-beli r pontnak van olyan
kornyezete, ami része H-nak, és ez az elobbiek miatt ,homogén”, és ezért része X-nek ha
reX,ésrésze H\X-nekhare H\X.

Azt kaptuk tehat, hogy H két diszjunkt nyilt halmaz tnidgja, ami csak akkor nem mond
ellen az osszefliggéségnek, ha az egyik halmaz tires. p € X miatt X nem az, tehat H\ X =0,
azaz X 2 H.

(<) Ha H nem o6sszefliggd, akkor H = XUY, ahol X # @ #Y nyiltak. Legyen pe X, g€Y.
H p.o.f.-sége miatt van p-t és g-t 6sszekotd, H-ban haladé torottvonal. Feltehetjiik, hogy
egy H-beli szakasz koti ossze 6ket (mert a toréttvonalon lesz egy utolsé X -beli pont, és akkor
nevezhetjik azt p-nek, és a kovetkezot g-nak). Legyen g(t), t €[0,1] ez a szakasz, és f : H — R,
f(x) =0 ha x € X és 1 maskor. Akkor f og folytonos [0,1]-en és (fog)(0) =0, (fog)l)=1
(ellentmondva a Bolzano-tételnek), mert tetszoleges tg € [0, 1] és € > 0-ra (mondjuk tegyiik fel,
hogy g(tp) € X) X nyiltsaga miatt van olyan 6 > 0, hogy g(¢¢) 6-sugaru kornyezete < X, és
g folytonossdga miatt 6-hoz van olyan 7, hogy |t —tol < n-bdl |g(¢) — g(¢o)l < 9, és igy g(t) € X,
azaz (fog)(t) =0 =(f o g@)(to) kovetkezik. Il

FUGGELEK B. MEGOLDASOK

1.6 (1) j kozéppontu 1 sugaru kor

2) lz+1—-jl=]z—(j—1)|, tehat ez a j — 1 kozépponta 1 és 2 sugaru koncentrikus korok
kozé es6 tartomany.

(3) Az 1-t6l és j-tol azonos tavolsagben levo pontok, azaz az y = x (Imz = Rez) egyenes.

(4) 1z—-(-2)| < |12—-2z|, vagyis azok a pontok, amik kozelebb vannak —2-h6z mint 2-hoz,
vagyis a negativ valos résziek.

(5) 1z —(-3/2)| > 2, vagyis a —3/2 kozéppontu, 2 sugaru kor kiilseje.

(6) |1z—4| > |z-0], vagyis azok a pontok, amik kozelebb vannak 0-hoz mint 4-hez, azaz
{zeC:Rez < 2}.

1.9 |z| = V1+3 =2; cosarg(z) = 1/2, sinarg(z) = V3/2, tehat argz = /3, vagyis z = 2(cos /3 +
jsinn/3). Az 4llitds miatt tehat z 6todik gyokei: V2 (cos 7’/3;5%” +jsin @)

2.2 Mert az R? — R? identitasfiiggvény az; mert koordinatafiiggvényei, azaz a valés és képzetes
részei folytonos R? — R fiiggvények.

4.13 Ez konvergens mértani sor iff |ef2| <1 Haz=x+jy, akkor 1 > |ej2| =eV = -y<

0 < y>0. Tehat a sor azokra a z-kre konvergens, amikre Imz > 0. Es ilyenkor az 6sszeg
1
1-eiz”

4.14 Ha x = Rez = 0, akkor a, /4 0, tehat divergens. Kiilonben
tehat konvergens.

=(n+1)e®x L 0<1,

An+1
Qn
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4 cosz = %(ejz +e7J%), tehat

cos(g L )= %(e—“%” +el"F) = %(e—l(cos g +jsing) + e(cos_?n +jsin _?”)) - %(e_l —e)j,
vagyis Imcos(Z + j) = (71 —e) = sh(-1).
VAGY: cos(5 +j) = cos 5 cosj—singsinj=—sinj=—jshl.
5.28 Mivel % regularis az 1 kozépponti, 1/2 sugara koérlapon,

1
M cos(lnz)

fK cos(lnz) dz = — —27Tj

22-3z+2

—dz=2n]= 5~

a Cauchy integralformula miatt.
5.29 (a) Mivel az integrandus regularis, a Cauchy-integraltétel miatt [; <% dz =

(b) f(z) = 5% reguldris, ezért JxZ5dz = [k 75 f(Z) dz =2njf(j) = 7ICOS] = nch1l a Cauchy-
integrélformula miatt és 4.20(4) miatt.

5.30 f(z) = e® regularis, ezért a differenciélhényadosokra vonatkozé Cauchy-féle integralkép-
letek szerint 1= £4(0) = 2;1] 5 Ik e5 dz, azaz fK ¢ dz=75.

VAGY reziduum-tétellel: Az 1ntegrandusnak a K altal hatarolt korlapon 0-ban van izolalt

szingularitasa, és g—; =Y%,% n! miatt Resy 5 !. Tehat a reziduum-tétel miatt 5 2—; dz =
277] = ﬂ

5.31 5.21 miatt [, ;_ 32(2+1) dz = [k, Z/(§+1) dz + [x ) C de, ahol K, a p kozéppontu, 1/2
sugard, pozitivan irdnyitott korvonal. Legyen f(2) = ;%5, g(2) = %-; akkor f reguldris egy Ko-t,

gegy K_1-et tartalmazo egyszeresen osszefiiggo tartomanyon ezert a Cauchy 1ntegra1formu1a
szerint 1 = f(O) 271J fKO Z/(§+1) dz és —1/e = g( 1) 271] -[K 1 2+/i dz’ azaz -[z 1|=3 z(z+1) dz =
2nj—2mjle = 27[](1 1/e).

VAGY: = £ - £ ¢ 5.20 miatt

z(z+1)
Z Z Z
1
f ¢ dz:fe—dz— ¢ dz=2mi(1-2)
kK z(z+1) K 2 kKz+1 e

-1

mert 1 =e = % JxSdzésel= % Jx 255 dz a Cauchy integrélformula miatt.

VAGY: reziduum-tétellel. fK z(z‘?—il) dz =2mi(Resg 2(5—11) +Res_1 e +1)) mert ——— Z(Z +1) a 0, —1 pontok
e? e—l

=1és Res_; z(z+1) = 22+1| ) =
e

. 7’ 7’ P . 7 2
kivételével regularis a komplex sikon; de Resg (e T =
2(z 2z+1| _,

—e~! mert e? és g(z) = z(z + 1) regulérisak 0, —1-ben, g(0) = 0 = g(—1) de g'(0) # 0 # g'(-1)
tehdt [x &g dz =2mi(1- 1)
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