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1. PROPOZICIONALIS LOGIKA

1.1. Bemelegités Lovagok mindig igazat mondanak, 16k6t6k mindig hazudnak. Az aladbbi
feladatokban a lehets legtobb szereplérdl kell eldonteni, hogy lovag vagy 16koté.

1.1. Gyakorlat. B azt mondja, hogy A azt mondja, hogy A 16kot6.
1.2. Gyakorlat. B azt mondja, hogy mindketten 16kotsk.

1.3. Gyakorlat. B azt mondja, hogy kettGjiik koziil az legalabb az egyik 16kot6.
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1.2. Szintaxis Atomi formuldk: II = {pg,...,p, ...} de altalaban p,q és ezek indexelt
valtozatait hasznaljuk. Formuldk:

Formy =11 | =Formy | Formp A Formy

Magyarul: Formy a legsziikebb, II-t tartalmazo, —-ra és A-ra zart halmaz (Formp = N{ H :
IICH é& (Vp,weH)(~peH & oNpeH)}). - (nem)ésA (€és) logikai konnektivumokl
(formulakbol formulakba képezé fiiggvények).

(Formulékat néha &llitasoknak, vagy mondatoknak is hivjuk.)

Precedencia: —, A (és majd késébb is: unér konnektivumok er&sebben kétnek mint a
binérek).

1.4. Példak. p, ——(pAq), pA—=(pAq), p A —q. Nem formula: p— A gq.
Jelolés: formulék: o, ¥, x,..., formula-halmazok: ¥, A,....

1.5. Megjegyzés.
( Formm, -, \)

(formula)algebra (IT 4ltal generalt term-algebra, abszolut szabad algebra). Semmilyen nemtrivialisf
azonossag (pl.: Ay =y A x) nem igaz benne.

1.6. Allitas (Formulaindukeio). Ha egy tulajdonsdg igaz 11 elemeire, és igazsdiga oroklddik a
formulaképzés sordn, azaz invaridns az —-re és A-re (ha igaz ¢ €s -re, akkor = p-re és @ A\p-re
is igaz), akkor igaz Formy minden elemére.

1.7. Definici6 (Szarmaztatott konnektivumok).

def 55
eV = =(—p A1) (vagy”)

© =P o = V1 (,ha...akkor”)

def

L =poA-po
def

o T g _\J_

© Y def (p = ) A (¥ — @) (ekvivalencia, csakkor)

1.3. Szemantika Mit ,jelentenek” a formulék (speciel: mikor igazak). A formulaknak altalaban]]
nem magukban van jelentésiik /igazsagértékiik, hanem a dolgok egy lehetséges allasa mellett,
wegy vilagban”, magyarul: egy modellben.

1.8. Definicié (modell). A propozicionalis logika egy modellje: M : 11T — {0, 1}.

1.9. Definicié (formula jelentése). p € Formy jelentése az M modellben (o™ = M(p);
M-et kiterjesztjiik II-r6l Formy-re) (a formulak felépitésére vonatkozo rekurzioval):

o pM = M(p) hapell

o ()M =1-pM

o (pAYM =M Y™,

Azt mondjuk, hogy ¢ igaz M-ben, vagy M modellje ¢-nek, ha o™ = 1.
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Tehat —-ot és A-ot a modellben {0,1}-bol, ill. {0,1}*-bél {0,1}-be képezd fiiggvények
Jmplementaljak” — az ilyen fiiggvényeket igazsagfiiggvényeknek hivjak. Es igazsidgtablazattal

PlapriNg
PP 0]0 0
lehet megadni Gket. Pl.: — és A igazsagtablazata |0 | 1 |[és|0 |1 0
1] 0 1]0 0
1)1 1

= definicioja direktebben:
o M | —p iff M £ ¢ (vagyis ha nem igaz, hogy M = ¢)
e MEeAYITMEpés MED.
1.10. Allitas. M= <= oM =1
Biz. Formulaindukciéval: p € Tl-re M = p <= pM = M(p) = 1. Tegyiik fel, hogy ¢-re igaz
az allitas; akkor
ME-p &= MPEp = M4l —= M=0 = (-pM=1-pM =1
Végiil, ha igaz ¢, ¥-re, akkor

MEeAY = MEp & MEY)
= M =1=y9M = (pAPM =M. pM =1
0

1.11. Gyakorlat. A bizonyitasban hasznaltuk, hogy ¢ € {0,1}. Hol? Bizonyitsuk ezt be
formulaindukcival!

1.12. Példak. (1) M = o Vo iff M = =(—¢ A ) iff (nem igaz, hogy M = —p A =) iff
(nem igaz, hogy M | —p és M | —) iff (nem igaz, hogy M [~ ¢ és M £ o) iff M | ¢
vagy M | o

(2) Mikor lesz M = ¢ — 97

MEp—1Y <= ME-pVi <= ME-pvagy M EY < M £ pvagy M = .

Kovetkezésképp M = — ¢ iff M = ¢ és M £ 1.
(3) M = ——p iff M B g iff M E .

Hogy szamoljuk ki egy formula igazsagértékét egy modellben? Pl. igazsagtablazattal (oszlopok]]
a részformulak): pl. igaz-e az M(p) = M(q) = 1, M(r) = 0 modellben a =((pAgq)Vr) formula:
pla|r|pAglpAgVr|=((pAg V)
titfol v f 1] 0
1.13. Definici6. Legyen M modell, és ¥ U {¢} C Form. Akkor
(1) M X iff (Vp € 8)M = ¢ (M modellje ¥-nak)
(2) X Epift WYWMM X = M =) (¢ szemantikus kivetkezménye L-nak)
(3) E ¢hal = ¢, azaz ha ¢ minden modellben igaz (merthogy az iires halmaznak minden
modell modellje) (¢ érvényes formula, logikai igazsdg)
(4) @ ill. ¥ kielégithetd, ha van modellje, kielégithetetlen ha nem kielégithetd, azaz ha nincs
modellje

, tehat nem.
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(5) ¢ =9 (ekvivalensek) ha ugyanazok a modelljei.

1.14. Példak. (1) Ha M(p) = 1 és M(q) = 0 akkor M = {p,—~q,q — p}; altalaban,

ME{p} = MEo

2) {p—= ¢, p} EqghapeX, akkor ¥ | ¢

3)Epv-p Ep—p delEp——p

(4) Kielégithetetlen: p A =p. Kielégithetd minden érvényes formula; kielégithetd de nem
érvényes: p — —p, vagy akar: p.

(5) ¢ = =g, 1d. a fenti példat! pAq = qAp, azaz a konjunkcié kommutativ, és pA(gAr) =
(p A\ q) A r, vagyis asszociativ is. Es persze ugyanezek igazak V-ra is. Kovetkezésképp
irhatunk olyanokat, hogy p1 A pa A -+ A pu(= A/ pi), és ha ¥ véges formulahalmaz,
akkor A X, \/ X értelmes.

1.15. Megjegyzés. Véges Y-ra (X kielégithets iff A\ X kielégithetd).

1.16. Allitas. o pontosan akkor érvényes, ha =y kielégithetetlen. S6t: ¥ |= o pontosan akkor,
ha ¥ U {—p} kielégithetetlen.

Biz.
NEp &= YMMEYS = ME )
= AMMEYS & MEy) = BMMEX & M E —y)
O
1.17. Kovetkezmény. ¢ kielégithetd <= —¢ nem érvényes.
Biz.

© kielégithet6 <= ¢ nem kielégithetetlen
<= -~y nem kielégithetetlen <= —p nem érvényes.

4

érvényes kielégithets kielégithetetlen

[*2]

de nem |érvénye

1. abra. A kozépsd fiiggsleges vonal szimmetriatengely

Hogyan donthetd el egy formula kielégithet&sége (-hetetlensége, érvényessége)? (A logikak
tobbségében sehogy; propozicionalis logikdban viszont konnyen — legaléabbis elvileg.) Egy
lehetséges modszer: igazsagtablazattal.

1.18. Példa. = —p — (p — ¢), mert



|-p|lp—=q|-p—(p—q)

e =Ne=]k]
O R O

1
1
0

1)1
azaz —p — (p — ¢) valéban minden modellben (1d. alabb' ) igaz.

|
1
1
]

Ha n atomi formula szerepel ¢-ben, akkor a ¢ érvényességét eldonts igazsagtablazatnak 2™
sora van, kovetkezésképp ez nem egy praktikus eldontési eljaras.

Miért mikodik? Két oka van: (1) adott M-ben ki tudjuk szamolni ¢ igazsagértékét (2)
noha végtelen (s6t, kontinuum sok) modell van, csak véges sok modellben kell ¢ igazsagértékét
kiszamolni, mert

1.19. Allitas. M, M’ modellek, amik legfeljebb p-n kilonboznek. Ha p nem fordul elé p-ben,
akkor M l= ¢ <= M’ = .

Biz. Formulaindukciéval. O

Ezért mondhattuk az el6z6 példaban, hogy a formula minden modellben igaz, noha csak
négyben néztiik meg.

1.20. K6vetkezmény. A propoziciondlis logikdiban érvényes formuldk halmaza ({¢: E ¢ })
eldonthetd.

1.21. Allitas. ¢ = o iff = ¢ < ; kivetkezésképp, mivel = ¢ == E o & T, E ¢ <
p=T.

Ugyhogy = csak egy kényelmes roviditeés.
1.22. Gyakorlat. Adjunk példat olyan kételemi kielégithetetlen formulahalmazra, aminek

minden val6di részhalmaza kielégithetd.

1.23. Gyakorlat. Adjunk példat olyan 3-elemii kielégithetetlen formulahalmazra, aminek
minden val6di részhalmaza kielégithetd.

1.24. Gyakorlat. Adjunk példat olyan n-elemii kielégithetetlen formulahalmazra, aminek
minden val6di részhalmaza kielégithetd.

1.25. Gyakorlat. Kielégithets-e a

Y ={p1 Vo, p2V p3,p3V ps,psV 5, ... } = {Don-1V Dan, "P2n V "Pani1:n >0}
végtelen formulahalmaz?

1.26. Gyakorlat. Igazak-e a kovetkezs allitasok?

(1) Ha = ¢ vV 4, akkor |= ¢ vagy = 1.

(2) Ha = ¢ — 9 és |= ¢, akkor = 9.

(3) Ha ¢ — v és p kielégithetd, akkor ¢ kielégithetd.
(4) Ha = ¢ — 9, és ¢ kielégithetd, akkor ¢ kielégithetd.

1.27. Gyakorlat. Helyes-e a kovetkezd érvelés? Ha esik az esd, viszek esGkabatot. Nem esik

az es6. Tehat nem viszek es6kabatot. Formalizalva: {p — ¢, —p} = —q¢?
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Ez nem tévesztends ossze a kovetkezével: {p — ¢,p} = ¢ (modus ponens).
) 3k ok

Most mar megkisérelhetjiik a lovagos fejtoréket kijelentéslogikai problémakként kezelni.
Nézziik az els6t:

B azt mondja, hogy A azt mondja, hogy A 16kots.

A résztvevikrdl feltehetjiik, hogy minden altaluk kijelentett allitassal ekvivalens kijelentésvaltozok}j
(igy a lovagok igaz, a 10kot6k hamis kijelentésvaltozoknak felelnek meg), hiszen pontosan akkor
lovagok, ha kijelentéseik igazak, és akkor 16kotsk, ha a kijelentéseik hamisak. Vagyis példaul
ebben a fejtorében ,,A azt mondja, hogy A 16k6ts” formalizalhato az A < —A formuléval; és
mivel B ezt mondja, ezért B <+ (A <» —A). Tehat a kérdés A ill. B igazsagértéke ez utobbi
formula modelljeiben. Amelyik igaz a modellben, az lovag, amelyik hamis, az 16k6t6. Ha tobb
modell is kielégiti a formla(ka)t, vagyis valamelyik résztvevének megfelel§ kijelentésvaltozo
igaz és hamis is lehet, akkor arra a résztvevére nézve semmi nem kovetkezik a feltevésekbdl.

|A|B||A< -A|| B+ (A< —-4A)

0]0 0 1

Mint példaul ebben az esetben is: | 0 | 1 0 0 Itt két jo modell is
110 0 1
111 0 0

van, és ezek nem egyeznek meg A értékét illetGen, de B mindkettGben hamis. Vagyis az

jott ki, hogy { B <» (A < —A)} & —B; ezért B 16két6 — A viszont barmi lehet, mert

{B+< (Ao -A)} FEAés{B <+ (A« -A)} = -A. Ez 6sszhangban van azzal, amit

eredetileg gondoltunk, nevezetesen, hogy B hazudik, mert senki sem mondhatja magarol, hogy

16k6t6 (mert ha az, akkor azt hazudja magarol, hogy lovag, ha meg lovag, akkor azért).
Nézziik a kovetkezt!

B azt mondja, hogy mindketten 16k6tok.

A nehéz rész ezt leforditani logikiara. De a forditds biztosan ugy fog kezd&dni, hogy B <

.., mert B mond valamit, és ahogy ebben megegyeztiink, mindenki azzal ekvivalens, amit
mond. Es B azt mondja, hogy mindketten 16kétsk; de , X 16kots” azt jelenti, hogy X nem
igaz, azaz —X igaz. Vagyis ,mindketten (azaz A és B is) 10kotsk” a =A A =B formulaval
fordithato le. Vagyis B «» (=A A =B) a végs$ formulank, aminek a modelljeit keressiik.
|A|B||~A|~B[-AA-B| B¢ (AAA-B)

0]0 1 1 1 0
01 1 0 0 0 Itt most pontosan egy jo modell van, tehat
110 0 1 0 1
171 0 0 0 0

minden résztvevérsl kideriil, hogy lovag, vagy 10kots. Torténetesen A lovag és B 16kots, mert
{B < (mAAN-B)} E AA-B. Ezt természetesen eredetileg is igy gondoltuk, azzal az
érveléssel, hogy B nem lehet lovag (mert akkor 16kotd is lenne), tehéat 10kots, tehat hazudott,
azaz nem igaz, hogy mindketten 16k6t6k, vagyis A lovag.

1.28. Gyakorlat. B azt mondja, kettGjiikk koziil az legalabb az egyik 16kots. Talaljuk ki
logikdval, hogy mi a helyzet!
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X %k ok

1.29. Tétel (Dedukciotétel =-re). EU{p} E¢ <= T = ¢ — 1.
Biz.

YEe—Y

AMMEYL & MEe— 1)
AMMEY és (MEe é MIEY)
AIMM ESU{pt & MEY)

SU{g} I o

111y

1.30. Tétel (Nevezetes azonossagok).

) T =@ (volt)

) ¢ = L =-p (ndirekt biz.”)
) = (¥ = X) =9 A = X (,currying”)
) E (oA (e =) = (volt: MP)
) o = b = — = (kontrapozicid)
) pVY=—p =9

) (e AY) = = .
) A €sV kommutativ és asszociativ

) e Np =@, oV o= (idempotencia)

) (V)N =0, (p A1) Vo =g (abszorpeic)

) e AWV X)=(PAY)V(OAX), eV ([ AX) = (9 VY)A(pVX) (disztributivitds)
gﬁwv¢05ﬁ¢Aﬁww%¢A¢)Eﬁ¢vﬂwﬂ%ﬁ%mwv

)

1.31. Tétel. (1) Ha oM = !, és po-t 1igy kaptuk o1-bél, hogy benne o, eqy eléforduldsdt
kicseréltiik oy-re, akkor ot = .

(2) Az M modellre, py,...,pp € Il-re és o1,...,0, € Form-ra legyen M’ a kovetkezd
modell: M'(p;) = o™ és M'(p) = M(p) a tébbi kijelentésvdltozora. Akkor minden ¢
formuldra ™ = @loy/p1, ..., 00/pa)™, ahol ploy/pr, ..., 00/pa] az a formula, amit o-

bolap,...,pn kijelentésvdltozok oy, . . ., 0,-el vald parhuzamos helyettesitésével kapunk.|]
Biz. Az els6 ¢q-re, a mésodik p-re vonatkozo formulaindukcioval. O
1.32. Kovetkezmény. (1) Ha o1 = 09, €s p1, p2 mint a tétel elsd pontjdban, akkor pi =
P2.
(2) Ha = @, akkor |= plo1/p1,...,00/pn] minden py, ... p, € ll-re és oy,...,0, € Form-
ra.

1A parhuzamos helyettesités hivatalos definicidja:

e plo1/p1,...,0,/Pn] = 0; ha p = p; és p egyébként

o (m)[o1/p1,-- . 00/Pn] = 2(@lo1 /D1, 00 /Dn])

L4 (‘P A 1/J)[01/p17 e 70n/pn] = 80[01/1717 o >Un/pn] A 1/)[01/]917 cee 7Jn/pn]

7



Biz. 1. A tétel (1) pontja és 01 = o, miatt minden M modellre o' = I azaz @1 = @s.
2. Ha V& ploi/p1, ..., 00/Dnl, azaz M = @lo1/p1,...,0,/ps) valamilyen M modellre, akkor

a tétel (2) pontja miatt M’ £ ¢, és igy £ ¢, ahol M’ a (2)-ben definialt modell, amire

oM = ploi/pi,....00/pa)M = 0. O

Vagyis kijelentéslogikai formuldkkal tigy ,szamolhatunk”, mint algebraban. A kévetkezmény
els6 pontja miatt allithatjuk példaul, hogy ¢ A (¥ V) = ¢ A (mert (¢ V 9)-t kicseréltiik a
vele ekvivalens 1-re), és a masodik pontja miatt mindegy, hogy azt allitjuk, = p V —p, vagy
azt, hogy | ¢ V —p. Az elss specidlis esete a masodiknak, a mésodik viszont kévetkezik az
els6bdl a kovetkezmény mésodik pontja miatt.

1.4. Interpolacid

1.33. Gyakorlat. Ha |= ¢ — 1, és p-ben és 1)-ben nincsenek kozos atomi formulak, akkor ¢
kielégithetetlen vagy v érvényes.

1.34. Kovetkezmény. Ha = ¢ — 1), és @-ben és 1-ben nincsenek kizos atomi formuldk,
akkor

Feo—lékEL—y
vagy
Fo—=>TéET 1.

A kovetkezs tételben, amely ennek az allitasnak az altalanositasa, feltessziik, hogy L és
T logikai konstansok (0-argumentumi konnektivumok), és nem definialt formulak. (Persze a
jelentésiik az eddigi, azaz T minden modellben igaz, 1 minden modellben hamis.) Ez nem
lényeges, csak egyszertibbé teszi a tétel és a bizonyitas megfogalmazaséat.

1.35. Tétel (Craig interpolacio). Ha = ¢ — ¢, X dll. Y a p-ben és -ben eldforduld atomi
formuldk és Z = X NY ,akkor van olyan x € Formy, amire = ¢ — x é€s = x — 1.

X-t ¢ és ¥ interpoldnsdnak hivjak.

Biz. Indukci6 | X \ Y|-ra. Ha | X \ Y| =0, akkor X C Y, kovetkezésképp Z = X, tehat ¢ jo
lesz interpolansnak.

Tegyiik fel, hogy | X'\ Y| = n-re tudjuk (azaz ha a ¢-ben eléforduld, de 1-ben nem eléforduld
atomi formulak szama n, akkor van interpolans), és legyen | X\ Y| = n+1. Rogzitsikp € X\Y-
t, és legyenek o7 ill. ¢ | azok a formulék, emelyeket -bdl kapunk p minden eléfordulasat T-ra
ill. L-ra cserélve. Akkor egyrészt oT, @, -ban eggyel kevesebb 1-ben nem szereplé atomi
formula van, masrészt = o1 — ¥ és = ¢ — 1, pl. az els6 azért, mert

M pr = M/l er = Mp/l]F e = Mp/llE¢ — MEY

mivel p nem fordul el§ y-ben (az els6 és utolsé implikacioban 1.19-t, a masodikban 1.31(1)-et
hasznaltuk). Tehat az indukcios feltevés miatt van x+, xy. € F ormx\{pyny = Formxny,

hogy
= o1 = xT, ExT =Y
):SDJ__>XJJ ):XJ__>¢~

No de akkor yT V x . jo lesz interpolansnak, mert
8



o = — (xTVxL): tegyiik fel ui., hogy M = ¢; ha M(p) = 0, akkor (1.31(1) miatt)
M E= ¢, ésigy M = xu, ha meg M(p) = 1, akkor (1.31(1) miatt) M = @7 és igy
M ): XT-

e = (xtVxu1) — ¥ mert ha M | x1 V x1, akkor M | x1 vagy M | x., tehat
mindkét esetben M = 1.

g

1.36. Gyakorlat. Keressiink interpolanst a kévetkezs két érvényes formulara: pAqg —pVr
ill. pAg— (r— p).

1.5. Galois-kapcsolat

1.37. Definicio (1.13 folytatasa). e Modellek egy M egy halmazira M | ¥ <=
(VM e M)(M EY). (Ha X = {p}, akkor M = {p} helyett M = ¢-t irunk.)
e > C Form-ra és modellek egy M halmazara legyen Mod(X) = {M : M | X} és
Th(M) ={p € Form : M = ¢}.

1.38. Tétel. ¥ C Form-ra és modellek eqy M halmazdra

(1) M C Mod(2) <= ¥ C Th(M)

(2) M C Mod(Th(M)) és ¥ C Th(Mod(%))

(3) Mod és Th monoton csokkennek.

(4) Th(Mod(X)) és Mod(Th(X)) monoton nének.

(5) Th(M) € Th(Mod(Th(M))) és Mod(X) € Mod(Th(Mod(X)))

(6) Th(Mod(Th(M))) = Th(M) és Mod(Th(Mod(X))) = Mod(X)

(7) Mod(Th(Mod(Th(M)))) = Mod(Th(M)) és Th(Mod(Th(Mod(%)))) = Th(Mod (%))

Biz. 1. Mindkét oldal ekvivalens azzal, hogy M = 3.

2. (1) miatt M C Mod(Th(M)) <= Th(M) C Th(M) és ¥ C Th(Mod(Y)) <=
Mod(X%) € Mod(X).

3. Ha M C M’, akkor (2) miatt M C M’ C Mod(Th(M")), amib&l (1) miatt Th(M') C
Th(M). Ugyanigy, ha ¥ C ¥’ akkor (2) miatt ¥ C 3’ C Th(Mod(X')), amibdl (1) miatt
Mod (%) € Mod(%).

4. Mindkett& monoton csokkend fliggvények kompozicioja. Pl. ha M C M’, akkor (3) miatt
Th(M') C Th(M), amibdl (3) masik allitasa miatt Mod(Th(M)) C Mod(Th(M")).

5. (2)-t alkalmazzuk Th(M)-re és Mod(X)-ra.

6. (5)-bol kovetkezik, mert (2) és (3) miatt Th(M) O Th(Mod(Th(M))) és Mod(X) D
Mod(Th(Mod(X))).

7. (6) miatt. O

1.39. Definicid. ¢: P(X) — P(X) lezarasi operator, ha

monoton: z C y-ra c(z) C c(y)
extenziv: z C ¢(x)
idempotens: c(c(r)) = c(z)

1.40. Kovetkezmény. Th(Mod(X)) és Mod(Th(X)) lezdrdsi operdtorok.

Biz. Monoton 1.38(4), idempotens 1.38(7) és extenziv 1.38(2) miatt. O
9



1.41. Allitas. Modellek egy M halmaza ill. ¥ C Form pontosan akkor zdrt (azaz M =
ModTh M ill. ¥ = ThModX.) ha M = Mod A ill. ¥ = ThN wvalamely A C Form-ra és

modellek valamely N halmazdra.

Biz. Ha zartak, akkor persze van ilyen A és N (Th M ill. Mod ¥J). Forditva, ha van ilyen A
és N, akkor 1.38(6) szerint zartak. O

1.42. Allitas. Mod(Th(X)) disztribudl U félétt.

Biz. Mod(Th(X)) monotonitasa miatt Mod(Th(M;)) UMod(Th(M3)) € Mod(Th(M; U My)).
A forditott iranyu tartalmazés is igaz, mert ha M ¢ Mod(Th(M;)) U Mod(Th(M,)), akkor

vannak olyan @1, @2, Mi-ben ill. Ms-ben igaz formulak, amikre M [~ ¢ V ¢o. De akkor
M ¢ Mod(Th(M; U My)), hiszen My U My = o1 V . O

1.6. Normalformak

1.43. Definicié. Egy formula

e [iterdlis ha atomi vagy atomi negaltja;

o diszjunktiv normdlforma (DN F') ha literalisok konjunkcidinak diszjunkcioja, azaz ilyen
alakt: \/iL) AJZ, L, ahol [;;-k literalisok;

e konjunktiv normdlforma (C'N F') ha literalisok diszjunkcioinak konjunkeioja (A, \/;”:1 Lij
ahol [;;-k literalisok).

1.44. Megjegyzés. DN F kielégithetGsége gyorsan eldonthetd, mert pontosan akkor kielégithetd,
ha az egyik konjunkcié kielégithetd, és utébbi pontosan akkor all fent, ha nem szerepel benne
ugyanaz a kijelentésvaltozo ellenkezé elGjellel.

Hasonloan: C'N F érvényessége gyorsan eldonthetd, mert pontosan akkor érvényes, ha mindenlj
benne szerepld diszjunkci6 érvényes, és egy ilyen pontosan érvényes, ha szerepel benne ugyanaz
a kijelentésvaltozo ellenkezd elGjellel.

1.45. Tétel (DNF, CNF). Minden ¢ formuldhoz létezik vele ekvivalens ¢ és ¢ DNF ill.
CNF amik legfeljebb a p-ben eldforduld atomi formuldkat tartalmazzdk.

Biz. (DNF) Legyen M ¢ igazsagtablazata azon sorainak halmaza, melyek -t igazra értékelik
(azaz ahol az utolsé oszlopban 1 all), és legyen " = \/ ,,c;; ¢, ahol

om = \p: Mp) =13 A \{=p: M(p) =0}

minden M € M-re.
Akkor ¢, definicidja miatt

(1) ME oy <= M =M minden M modellre és M’ € M-re

(ahol, ahogyan a bizonyitas hatralevs részében is, két modell egyenldsége gy értends, hogy ¢
valtozoin ugyanazt veszik fel) és ebbdl mar kovetkezik ¢ = ¢V, mert minden M modellre

MEp' — GM e M)M = o
— AIMeMM=M <= MecM <= MEyp

ahol a mésodik ekvivalencia (1) miatt igaz, az utolsé pedig M definicidja és 1.19 miatt.
10



(CNF) Mar tudjuk, hogy —~¢ = V/_; AjZ, li; valamilyen n-re, my,...,m,-re és literdlisok

egy {li;: 0 <i <n,0 <j <m;} halmazara. De akkor a De Morgan azonossagok (1.30(12))
miatt

VAL = NN = ALV = ALV
=-—p = = - = =l = g
¥ Y =1/ \j=1 i=1 j=1 " i=1 Vj=1 ¥ i=1 V j=1 "’

ahol [j; = —l;; ha l;; atomi, és [}; = p ha l;; = —p.
Vagy a DNF-re vonatkoz6 bizonyitast ,dualizaljuk™
Legyen M ¢ igazsédgtabldzata azon sorainak halmaza, melyek -t hamisra értékelik, és legyen

SO/\ = /\MGM PM; ahol

om=\{p: Mp) =0} v \/{-p: M(p) = 1}

minden M € M-re.
Akkor ¢, definicidéja miatt

(2) Moy <= M =M minden M modellre és M’ € M-re,

és ebbdl mar kovetkezik ¢ = ", mert minden M modellre

M = (AM' € MM} prp
= AIMeMM=M <= MecM <= My

ahol a masodik ekvivalencia (2), az utolsé pedig M definicioja és 1.19 miatt igaz.
O

1.46. Példa. Adjunk meg egy, a ¢ = (p — q) <> (-p — —q)-val ekvivalens CN F-et és
DN F-et.

plalp—=a|l-p|-q¢|-p—=—q|(p—q) < (-p— g
oo 1 |11 1 1
ol1] 1 |10 0 0
1o o o1 1 0
11 1 |o]o 1 1

Tehat " = (pV =g) A (—pV q) és @Y = (-pA—q) V (p A q) jo lesz.

1.47. Példa. Adjunk meg egy, a ¢ = =(pA ((g A1) — s))-vel ekvivalens DN F-et és C'N F-et.
11
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Tehat ¢ = (=pV qVrVs$)A(=pV gVrV=s)A(-pV gV -rVs)A(-pV gV -rV-as)A
(pV =gV rVs)A(—pV—ogVrV-s)A(—pV-ogV-rVas)=(—pV qVr)A(-pV gV -r)A
(=pV—=gVr)A(—pV gV -rV-as)=(-pV @ A(pV—qgVr)A(-pV-ogV-rV-s)

Nem igy szokds C'N F-et csinalni, hanem kicsit szintaktikusabban: Adott ¢ amit C'N F-¢é
akarunk alakitani.
(1) A definialt konnektivumokat kiiszoboljiik ki (tgy, hogy csak —, V, A maradjon).
(2) Amig lehet, cseréljiik ki a benne el6fordulé ==, (11 A 1hg) és —(1h1 V 1by) alaka
részformulakat ¢, =y V by, ill. =hy A —tho-re.
(3) Amig lehet, cseréljiik ki a benne el6forduld ¥ V (x1 A x2) és (x1 A Xx2) V ¢ alaka

részformulékat (¢ V x1) A (¥ V x2) ill. (x1 V) A (x2 V ©)-re.
(4) (Ezen a ponton mar C' N F, tehat abba is hagyhatnank, de inkabb) alkalmazzuk A és v

asszociativitasat, kommutativitasat és idempotenciajat.

Igy az eredeti formulaval ekvivalens formulat kapunk 1.30 és 1.32?? miatt.

1.48. Példa. A fenti példa C'N F-re ily médon:

“—pA=g)V(pV=g)(—pA——g)V(—pVq)] ketts tagadas
[

(pA=q)V(pV - AN[(-pAq)V (=pVq) disztributivitas
(pV(pV =) A(=gV(pV =) Al=pV(=pVa)AlgV(=pVq))] asszoc., komm., idemp.
(

pV =g A(=g VP A[(=pVa) A(gV-p)=(pV—-q) A(pVa). |
12

(p—q) < (=p— —q) def.

=(-pVq) & (mpVq) kettss tagadas
=(-pVq) < (pV ) def.
=[(—=pVaq) = pV-QIA[pV-q — (—pVq) def.
=[-(pV V(pV-g| A=V g V(-pVg) De Morgan
=(-p

[

[

[



1.49. Példa.

—(pA((gAT) = 35)) def.
==(pA(=(gAT)Vs)) De Morgan
=-pV a(=(gAT)Vs) De Morgan
=-pV (==(g A1) A-s) kettss tagadas
=-pV ((gAr)A-s) disztributivitas
=(-pV(gAT))A(—-pV —s) disztributivitas

=((—pVa)A(—pVT)A(—pV-s)

1.50. Gyakorlat. Gyartsuk le igazsagtablazattal és a fenti modon is (p A q) < (1 V s) egy
C'N F-jét!

Mindjart latni fogjuk, hogy més tanulsaga is van a normalforma tételnek (pontosabban a
bizonyitasanak).

1.7. Igazsagfiiggvények Amikor a kijelentéslogikat definidltuk, miért pont éppen —-ot és
A-et vettiik be logikai konnektivumoknak? Az vildgos (és nem tul érdekes), hogy —-ot és V-t
is valaszthattuk volna (1d. a De Morgan azonossagot 1.30-ben). A kérdés az, hogy vajon ezzel
a valasztassal nem zartunk-e ki valamit. Avagy: j konnektivumok felvételével vajon erésebbé
(kifejez6bbé) tehetnénk-e a kijelentéslogikat.
Nevezziik (n-argumentumu) igazsagfigguényeknek a {0,1}" — {0,1} fiiggvényeket. Az n-
argumentumu f igazsagfiiggvényt megualdsitja a pq,...,p, atomi formuldkat tartalmazo ¢
formula, ha minden s € {0,1}"-re (vagyis n hosszt 0-1 sorozatra) igaz, hogy o™ = f(s) ha
M(p;) = s; minden i € {1,...,n}-re; vagyis ha minden M-re oM = f(p, ... pM).
[gazsagfiiggvényeket persze igazsagtablazattal kényelmes megadni. Az, hogy milyen igazsagfiiggvényekjj
valosithatok meg, nyilvan azon mulik, hogy milyen konnektivumok vannak a logikdban. A
normalforma tétel bizonyitasa mutatja, hogy kijelentéslogikaban minden igazsagfiiggvény megvalosithato.|j
A tételben eldallitott DNF' (vagy CNF) a =, A és V konnektivumokat hasznélta, de =, A-bol
definialhaté —, V és forditva, tehat minden igazsagfiiggvényt megvalosit egy csak — és A-t vagy
- és V-t hasznélo formula.

1.51. Megjegyzés. Azt, hogy kijelentéslogikaban minden igazsagfiiggvényt megvalosit egy formula,i
méasképp, a fliggvény valtozdinak szamara vonatkozo indukcioval is be lehet 1atni. Az egyargumentumuakat
a konstans 0 és 1 fliggvényeket, a tagadast és az identitasfiiggvényt megvalositja p A—p, pV —p,

=p ill. p. Tegylik fel, hogy igaz az allitas az n-valtozos fiiggvényekre, f n+ 1-valtozos, és legyen
©i(p1,---,0n) az f(S1,...,8n,1)-t (i =0, 1) megvaldsité formula. Akkor f-et megvalositja a

((po(pla s 7pn) A _'q) v (901(]?1, s apn) N Q)
formula, mert ha M(q) = 0, akkor
Frt o a™) = for e 0) = gt = o

(ahol az utolso elstti egyenlGség azért igaz, mert ¢ megvalositja f(...,0)-t, az utolsdé meg ¢
definicioja miatt), és hasonloan, ha M(q) = 1, akkor

feM e dM) = et i) = et = M
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1.52. Gyakorlat. Ha ¥ C Formy, II véges, akkor van olyan ¢ € Formp, amire Mod(X) =
Mod(y).

Konnektivumok egy K halmazét nevezziik bdzisnak ha minden igazsagfiiggvényt megvalosit
egy csak K-beli konnektivumokat hasznald formula. Az imént lattuk, hogy {—, A} és {—, V}
béazisok. Vagyis a kijelentéslogika definiciojaban nem egészen véletleniil szerepelt éppen {—, A}.

1.53. Példak. Definialjuk a | és || konnektivumok jelentését igy: M = ¢|¢b pontosan akkor,
ha M [~ ¢ vagy M = 1 (azaz pontosan akkor, ha M = ¢ A ). M |= ¢||¢ pontosan akkor,
ha M F£ ¢ és M [~ 1 (azaz pontosan akkor, ha M |= —¢ A —1)). Ezekkel a definiciokkal {|}
és {||} bazisok, mert

o ~p =l és p A= =(p|Y) = (o) (¢]¥)
o = yllp s o A = —ol| = = (¢l o) [(L]1¥),
{=, A}-r6l meg mar tudjuk, hogy bazis.

{A, —} viszont nem béazis, mert p = —p, de formulaindukciéval kénnyti belatni, hogy minden,
csak a p-t tartalmazo, A-el és —-val felépiilg ¢ formulara p = . Masszoval nem definialhatok
az l-et a 0-ba kiild6 egyargumentumu igazsagfiiggvények.

De példaul {—, —} bazis, mert p A g = =(p — —q).

1.8. Kompaktsag

1.54. Lemma. Teqgyiik fel, hogy a I' formulahalmaz minden véges része kielégithetd, és legyen
p egy kijelentésvdltozo. Ha I'-nak van olyan A véges részhalmaza, amire A |= p, akkor T'U{p},
ellenkezd esetben I' U {—p} minden véges része kielégithetd.

Biz. A masodik eset trivialis, hiszen A [~ p éppen azt jelenti, hogy A U {—p} kielégithetd.
De az els6 eset sem probléma, mert ha I" valamilyen A’ véges részére A'U{p} kielégithetetlen,
akkor A’ = —p, amib6l AUA' (ahol A I'-nak az a véges része, amire A |= p) I kielégithetetlen

véges része. U
1.55. Tétel. Ha a X formulahalmaz minden véges része kielégithetd, akkor Y kielégithetd.

Ez nagyon nem magatol értet6ds. Végtelen sok feltétel szimultan kielégitésében altalaban
nem segit, hogy koziililk barmely véges sokat egyszerre ki tudunk. Pl. ha minden n-re C),-et
csak (0,1/n)-beli valos szamok elégitik ki, akkor véges sok C,, kielégithets egyszerre, de az
osszes nem, mert N,en(0,1/n) = 0.

Biz. Atomi és negalt atomi formulak olyan ¢, ..., ¢;, ... sorozatat fogjuk definialni indukciéval ]
amire igaz, hogy minden n € N-re

(1) i € {pi, pi}, &s

(2) XU {p;:i<n} minden véges része kielégithetd.
Ezzel kész is lesziink, mert legyen M az az egyetlen modell, amire M = { ¢, : n € N}. Akkor
minden o € Y-ra M | 0 a kovetkezd miatt. Legyen n olyan, hogy csak annal kisebb indext
kijelentésvaltozok fordulnak el¢ o-ban. Akkor {¢; : i < n}U{o} véges része XU {¢; : i <
n }-nak, tehat kielégithetd; mondjuk N egy modellje. De akkor N | {pg,...pn_1} = M |
{po, .- Pn_1}, és o-ban nincs mas kijelentésvaltozo, tehat 1.19 miatt M |= o.

wo legyen py vagy —po, annak megfelelen, hogy mit ad a (feltevés miatt alkalmazhato)

lemma »-ra. Az igy definialt pp-ra a lemma miatt igaz az indukcios feltevés.
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Tegyiik fel, hogy o, . . ., p,_1-re igaz az indukcios feltevés, és ¢, legyen p,, vagy —p,,, annak
megfelelgen, hogy mit ad a ((2) miatt alkalmazhato) lemma X U {¢; : i < n }-re és p,-re. O

1.56. Kovetkezmény. Ha 3 |= ¢, akkor Y-nak van olyan A véges része, amire A = .

Biz. ¥ = ¢ it ¥ U { ~¢ } kielégithetetlen iff ¥-nak van olyan A véges része, amire AU { -y }
kielégithetetlen iff ¥-nak van olyan A véges része, amire A = ¢. U

1.8.1. Kompaktsdig egqy alkalmazdisa A G = (V,E) graf egy szinezése k szinnel olyan f :
V — {1,...,k} fiiggvény, amire f(v) # f(w), ha (v,w) € E. G grafra legyen Il =
{pvi: v e V(G) és 1 <i <k}, és alljon 3(G) C Formp,, a kovetkezd formulakbol:
® py1 V...V py minden v € V-re (,minden cstcsnak van szine”)
® —(pyi A py;) minden v € V-re és 1 < i < j < k-ra (,minden csicsnak legfeljebb egy
szine van”)
e —(pyi A\ pyi) minden (v,w) € E-re és 1 < i < k-ra (,szomszédos csticsok kilonbozs
szintiek”)

1.57. Allitas. G pontosan akkor szinezhetd ki k szinnel, ha %(G) kielégithetd.

Biz. Az M(p,;)) =1 <= f(v) =i ekvivalenciat (v € V, 1 <i < k) kell hasznalni, az egyik
iranyban egy X(G)-t kielégitd M modell, a masik iranyban f definicijaként.

Azaz: ha G kiszinezhetd, akkor az igy definialt modellben igaz ¥(G); az els6 adag formula
azért, mert minden csiicsnak van szine, a mésodik azért, mert minden csticsnak legfeljebb egy
szine van, a harmadik meg mert szomszédos csiicsoknak kiilonbozik a sziniik.

Forditva: ha M = X(G), akkor az els6 adag formula M-beli igazsadga miatt f értelmes V-n,
a masodik miatt fliggvény, a harmadik miatt pedig szinezés (szomszédos csucsokhoz kiilonb6zs
szineket rendel). O

1.58. Kovetkezmény. Ha eqy graf minden véges részgrdfja kiszinezhetd k szinnel, akkor az
eqgész graf is.

Biz. Legyen G a kiszinezendd graf. Az el6z6 allitas miatt X(G), a kompaktsagi tétel szerint
tehat X(G) minden véges részhalmazanak kielégithetGségét elegendé megmutatni. Ehhez azt
kell meggondolni, hogy ha G minden véges részgrafja kiszinezhetd k szinnel, akkor (G) minden
véges részhalmaza kielégithets. (Ez azért nem értetédik magatol, mert 3(G)-nek nem minden
véges részhalmaza = Y(H) G valamely véges H részgrafjara.) De ez igaz, mert ha A C 3(G)
véges, akkor G-nek van olyan véges H részgrafja, amire A C X(H)(C X(G)): valaszthatjuk
H-t G azon feszitett részgrafjanak, amelynek csicsai {v € V(G): py; eléfordul A-ban}. O

1.9. Horn formuldk DNF kielégithetdsegét konnyt eldomteni: \/[, AJ", li; kielégithets
pontosan akkor, ha van olyan 1 < ¢ < n, hogy /\;n:1 l;; kielégithets. De literalisok konjunkcioja
nyilvan pontosan akkor elégithetd ki, ha nem szerepel koztiik két ellentétes (azaz p és —p).

Dudlisan: C'N F-ek érvényességét konnyd eldonteni: AL, /7", l;; pontosan akkor érvényes,
ha minden 1 <1 < n-re \/T:’1 l;j érvényes. Es literalisok diszjunkciéja pontosan akkor érvényes,
ha szerepel koztiik két ellentétes (azaz p és —p).

CN F-ek kielégithetGségére viszont nem ismeriink gyors modszert: az igazsagtablazatos
eljaras példaul a formuldaban elGforduld atomi formulédk szamaban exponencialis. De van egy
fontos részhalmaza a C'N F-eknek, amire létezik lineéris lineéris id6ben futo, a kielégithet&séget

eldonts algoritmus.
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1.59. Definici6é. Egy CNF Horn-formula, ha minden diszjunkciéban legfeljebb egy pozitiv
literalis (azaz kijelentésvaltozo) fordul eld.

1.60. Példa. Példa Horn formulara: (pV —g) A (=rV —pV s) A (=pV —g) As A —t.

Erdemes a Horn-formulakban szereplé diszjunkciokat ,implikacios” alakba irni a kovetkezd
ekvivalencidkat hasznalva (annak megfelelGen, hogy negativ és pozitiv, csak negativ, ill. csak
pozitiv literélis szerepel az diszjunkcioban):

n VoV Va= N\ pi—a Ve Vo= N\ po L p=T =y

(Az igy kapott részformulakat jobb hijan tovabbra is diszjunkcidknak fogjuk hivni.) Az elgbbi
peldabol igy (¢ = p) A(pAT —=s)AN(pAqg— L)A(T = s)A(t— L) lesz.
Ime az algoritmus, ami lineéaris idében eldénti egy Horn formularél, hogy kielégitheté-e.

(1) Jeldljiik meg az Osszes olyan p kijelentésvaltozot, amire T — p az egyik
diszjunkcio.

(2) Amig van olyan A, p; — ¢ vagy A._,p; — L diszjunkcio, hogy
P1,- - -, Pp Mar meg van jeldlve de ¢ nincs megjeldlve (a) az elss esetben
jeloljiik meg g-t (b) a masodik esetben legyen KIELEGITHETETLEN a
kimenet, és alljunk meg.

(3) Legyen KIELEGITHETO a kimenet, és alljunk meg.

1.61. Tétel. Ez az algoritmus korrekt, és az atomi formuldk szdmdban linedris 1dd alatt fut.

Biz. A linearitas trivialis, mert minden lépésben megjeloliink egy jel6letlen atomi formulat.
Azt kéne tehat belatni, hogy minden ¢ formuléra

az algoritmus kielégithetének nyilvanitja ¢-t <= ¢ kielégithetd.

(=) Definialjuk az M modellt igy: legyen M(p) = 1 csakkor ha az algoritmus megjeldlte p-t.
Azt allitjuk, hogy M = . Ehhez persze elég azt belatni, hogy mindegyik diszjunkcio igaz
M-ben. Legyen ¢ az egyik diszjunkcio.
e Ha ¢y = T — p, akkor az algoritmus megjeldlte p-t (az els6 fazisban), tehat M(p) = 1,
kovetkezésképp M = T — p.
e Ha ¢ = A!_,p; — ¢, akkor az algoritmus vagy megjelolte az Osszes p;-t, de akkor a
mésodik fazisban ¢-t is, tehat M = A, p; — ¢, vagy valamelyik p;-t nem jelolte meg,
és akkor M(p;) = 0, tehat M = A", pi, kovetkezésképp M = A\, pi — q.
e Ha ¢ = A\, p; — L, akkor valamelyik p;-t nem jelolte meg az algoritmus (kiilonben
a masodik fazisban szolt volna, hogy ¢ KIELEGITHETETLEN), tehat, mint az el¢bb,
M E N2y pi = g mert M pE AL pi.
(<) Legyen M = . Elég belatni, hogy

(1) ha az algoritmus megjeloli p-t, akkor M = p

mert tegyiik fel, hogy az algoritmus KIELEGITHETETLENnek nyilvanitja ¢-t; akkor van olyan
N, pi — L diszjunkei6, hogy megjeldlte a p;-ket (1 < i < n); de akkor (1) miatt M = A, pi,
kovetkezéskepp M~ Al pi — L, tehat M B~ ¢, ami ellentmondas.
(1) bizonyitasa: Ha az algoritmus az els6 fazisban jelolte meg p-t, akkor T — p az egyik
diszjunkcio, tehat M = T — p, tehat M |= p.
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Ha a mésodik fazisban jel6li meg p-t, akkor van olyan A}, p; — p diszjunkcio, hogy p;-ket
(1 <i < n)méar korabban megjelolte. Hasznalni fogjuk, hogy M |= ¢ miatt M = A, pi — p.
Mondjuk indukci6é arra, hogy a ciklus hédnyadik végrehajtasanal jeloli p-t. Ha az elss, akkor
pi-ket az els6 fazisban jelolte meg, tehat M = A, p; és igy M = p. Ha nem a ciklus elsé
végrehajtasanal jeloli meg p-t, akkor minden i-re p-t vagy az els§ fazisban jelolte meg (és
akkor azért M = p;), vagy a masodik fazisban, de a ciklus egy korabbi végrehajtasaban, és
akkor az indukcios feltevés miatt M = p;. Tehat M = A\ p; és igy M = p. O

1.62. Kovetkezmény. Ha egy Horn-formula nem tartalmaz csak negativ literdlisokbol dllo
diszjunkciot (N\;_, pi — L), akkor kielégitheté. Ha egy Horn-formula nem tartalmaz egyetlen
pozitiv literdlisbol dllo diszjunkcidt (T — p), akkor kielégithetd.

Biz. Az els6 esetben sosem lépiink ra a ciklusban KIELEGITHETETLEN-t ad6 agra, a méasodik
esetben pedig egyaltalan be sem keriiliink a ciklusba. O

1.63. Példak. 1. A fenti példa (¢ = p) A(pAT = s)A(pAqg— L)A(T = s)A(t — L)
kielégithetd: Az els6 fazisban megjeloljiik s-et. A méasodikba viszont bele sem keriiliink (mert
csak s van megjeldlve, és nincs s — p vagy s — L diszjunkcio).

2. (-7pV gV -as) ANt A(=rVp) AT AgA (—uV s) Au, azaz

pAgAs—= DAN{E—= DATr—=p)A(T =r)A(T =9 A(u—3)A(T — u)

implikacios alakba atirva.

Itt az els§ fazisban megjeloljiik r, ¢, u-t. Masodik fazisban elGszor megjeloljik p, s-t,
maésodszor viszont kijon, hogy KIELEGITHETETLEN, mert p A ¢ A s — L az egyik diszjunkcio,
és p, ¢, s meg vannak jelolve.

2. PROPOZICIONALIS LOGIKA BIZONYITASELMELETE

Eddig az a kérdés, hogy formulék valamely halmazabol kovetkezik-e egy formula, halmazelméletil
terminusokban volt megfogalmazva (hiszen a kielégithetGség egy modell 1étezését jelenti). Ez
nem probléma a kijelentéslogika esetében, de bonyolultabb logikdkban kivanatos a , kévetkezmény”|]
fogalmanak szintaktikusabb, pl. szamitogéppel jobban kezelheté megfogalmazasa. Az ilyet
nevezik egy logika bizonyitaselméletének. Ez rendszerint valami kalkulusbol 4ll, ami formulahalmazokj
kovetkezményeit hivatott levezetni valamilyen mechanikus médon. Ez kiilénosen fontos olyan
logikak esetében, ahol az érvényes formuldk halmaza nem eldonthetd.

Az egyik legegyszertibb kalkulus a kévetkezd.

2.1. Hilbert tipusa kalkulus kijelentéslogikara

2.1. Definicié (Logikai axiomak). (Al) ¢ — (¥ — @)
(A2) [ = (¥ = x)] = [(p = ¢¥) = (¢ = X)]
(A3) (mp = =) = [(m¢ = ¢) = ¢
Konnyt latni, hogy a logikai axiomak érvényesek.

2.2. Definicioé (Levezetés). Legyen ¥ C Form, n € N. A ¢1,...p, formulasorozat egy
(n-hossz) levezetés (bizonyitas) 3-bol, ha minden 1 < k < n-re teljesiil az alabbi feltételek
valamelyike:
e ;. valamelyik logikai axiéma instancidja
® €N
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e van olyan 1 <1, j < k, hogy ¢; = ¢; = ¢ (ebben az esetben azt mondjuk, hogy ¢y,
levalasztassal (avagy modus ponens-sel) keletkezett ¢;-bél és ¢; — ¢y-bol).

Ha a tételek nem is lennének eldonthetSk (mint ahogy a logikak tobbségében nem azok), a
bizonyitasok eldéntheték. Ezért van az, hogy azon, hogy elfogadhato-e egy bizonyitas, nem
szokés Osszeveszni.

2.3. Definicio (Levezethetdség). Legyen ¥ U {¢} C Form.

e ¢ levezethetS (bizonyithat6) 3-bol, ha van olyan levezetés 3-bol, aminek ¢ az utolsd
formulaja. Jelolés: X F ¢.
e ¢ logikai tétel (vagy: levezethets), ha () - . Jelolés: = .

2.4. Lemma. Legyen ¥ C Form. A X-bol levezethetd formuldk halmaza a legszikebb, az

axiomadkat és Y-t tartalmazo olyan A formulahalmaz, amire igaz, hogy ha ¢ — P, € A,
akkor ¥ € A.

2.5. Lemma. Legyen X UAU{p, ¢} C Form.

(1) Ha p € X, akkor ¥ .

(2) (monotonitas) Ha X F ¢ és ¥ C A, akkor At .

(3) (tranzitivitdis) Ha ¥ & 1 minden 1 € A-ra és A& o, akkor ¥ F .

(4) (MP) Ha X+ ¢ — 1) és X+ ¢, akkor X+ ).

(5) (kompaktsig) Ha ¥+ @, akkor X-nak van olyan véges X' része, amire X'+ .

Az utols6 pont, amirdl majd kideriil, hogy ekvivalens 1.55-el, ritka példa arra, hogy valamit
egyszertibb bizonyitani F-re mint =-re.

Biz. (1) igaz, mert a csak p-bdl allo sorozat levezetés X-bol. 2 igaz, mert minden X-bol vald
levezetés egyben A-bol valo levezetés is. (3) igaz, mert ¢ egy Y-bol valo levezetését megkapjuk
ugy, hogy egy A-bol vald levezetésében minden A-beli formulét kicseréliink annak >-boél valo
levezetésére. (4) a levezetés definicidja miatt igaz. (5) igaz, mert a levezetés véges, tehat csak

véges sok Y-beli formula fordulhat el benne. O
2.6. Példa. - p — ¢

(1) = ((p = 9) =) (A1)

(2) e = ((p =) =)l = (0= (= 9) = (¢ = @) (A2)

(3) (o= (v =) = (p— o) MP 1,2

(4) o= (o) (A1)

(5) © = MP 3.4

2.7. Példa. - (¢ — L) — —p
2.8. Példa. {p,—~¢p}F L
2.9. Definici6. A ¥ formulahalmaz konzisztens, ha ¥ I/ | ; inkonzisztens, ha nem konzisztens.

Egyszerti példak inkonzisztens mondathalmazokra { L} (2.5(1) miatt) és {p,—p} ((2.8)
miatt).

2.10. Tétel (Helyesség). b helyes |=-re nézve, azaz X+ ¢ — X = .
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Ez a minimum, amit egy kalkulustol elvarunk (tehat azt, hogy ne vezessen le olyat, ami nem
kovetkezik (szemantikusan)).

Biz. Tegyiik fel, hogy M = X, kéne: M E ¢. Indukcié ¢ levezetésének hosszara. Ha van
1-hosszu levezetése, akkor ¢ logikai axioma (és akkor minden modellben igaz), vagy ¢ € X
(és akkor trivialis, hogy M |= ¢). Tegyiik fel, hogy a 3-bol legfeljebb n lépésben levezetett

formulak igazak M-ben, és p-nek van n + 1-hosszil @1, ..., ¢0n, Yns1 = @ levezetése. Ha ¢
logikai axioma vagy € X, akkor mint az el6bb. Ha nem, akkor van 1 < 4, j < n + 1, hogy
©; = p; — ¢; az indukcios feltevés miatt M = ¢; — ¢ és M |= p;, tehat M = . O

2.11. Tétel (Dedukciotétel). SU{p}F9p = Xt ¢ — 1.

Biz. Indukci6 ¢ levezetésének hosszara. Legyen 1) egy levezetése X U { ¢ }-bdl @1, ..., = ¢
és tegylik fel, hogy a rovidebb levezetésekre igaz a tétel.

Ha ¢ axioma: ¥ F ¢ — (p — 1) (Al) és ¥ F ¢ 2.4 miatt, amikbsl MP-vel ¥ F ¢ — ).

Ha vy € Y: az el6z6 esethez hasonloan.

Ha ¢ = ¢: 2.6 miatt = ¢ — 1, és igy 2.5.2 miatt X F ¢ — 1.

Végil ha YU {p} Fo — 1Y és XU{p}F o, akkor az indukcios feltevés miatt ¥ F ¢ —
(c=Y)ésE =0 DeXbo—(0—=9) = [(p—0)—= (=) (A2), és ezekbsl MP
kétszeri alkalmazaséaval kapjuk X - ¢ — -t. O

2.12. Példa. {o =, = n}kp—n
A dedukciotétel miatt elég azt belatni, hogy {p — ¥, ¥ — n,p} 7.

) © (felteves)

@) b1 (feltevés)

) . (felteves)

() " MP 1,3

) ) MP 2.4
2.13. Példa. {p — (¥ = 1), ¥} ¢ —n

A dedukciotétel miatt elég azt belatni, hogy {¢ — (v — 1), v, ¢} Fn.

(1) o — (b — 1) (feltevés)
@) o (felteves)

(3) b= MP 1,2
() " (felteves)
(5) 0 MP 3.4
2.14. Példa. - ~—p — ¢

(1) (o= =) = [(~p = ) = ¢ (43)
2) g (2.6)
(3) (g o) o 2.13,1,2
4) e = (= ) (A1)
(5) oo o 2.12, 3.4, 2.5(3)
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2.15. Lemma. (1) ¥F ¢ <= XU {~¢} inkonzisztens.
(2) Ha X U{p} és E U {—p} inkonzisztens, akkor ¥ is az.

Biz. (1)(=) 2.5(2) miatt X U {—p} F ¢ és 2.5(1) miatt X U {-¢} F -, ezért 2.8 és 2.5(3)
miatt ¥ U {—-p} - L.

(<) A dedukciotétel miatt XU {—p} F L-bol ¥ F —p — L kivetkezik, és igy (2.7) és 2.5(4)
miatt ¥ F ——¢p. De akkor ¥ F ¢ (2.14) és 2.5(4) miatt.

(2) X F =, ¢ (1) miatt, amibdl 2.8 és 2.5(3) miatt 3+ L. O

2.16. Tétel (Teljesség). = teljes =-re nézve, azaz ¥ = ¢ = 3+ .

A teljesség bizonyitdsa méar nem szimpla formulaindukcio; viszonylag nehéz, és f6leg elég
hosszadalmas.

2.17. Kovetkezmény. X pontosan akkor konzisztens, ha van modellje.
Biz. ¥ konzisztens csakkor ha X I/ 1 csakkor ha ¥ £ | csakkor ha ¥-nak van modellje. [

* ok ok
Visszatérve egy pillanatra az inkonzisztens formulahalmazokra: ezekkel az a baj, hogy
minden levezethets beldliik.

2.18. Allitas. ¥ C Formy pontosan akkor inkonzisztens ha ¥ & ¢ minden ¢ € Formy-re.
Biz. Kovetkezik a teljességbdl (2.16) és abbol, hogy = L — ¢ minden ¢ formulara. O
Az inkonzisztencia fogalménak ,duélisa” a teljesség (mondathalmazé, nem kalkulusé).

2.19. Definici6. Legyen II a legsziikebb halmaz, amire X C Formy. Akkor X teljes, ha X F ¢
vagy X F —¢ minden ¢ € Formy-re.

Példaul {—p} C Formy,y teljes, de {-pV q} C Formg,, nem. Az elsé 2.16 és azon
egyszert tény kévetkezménye, hogy minden ¢ € Formypy-re, { ~p} = ¢ pontosan akkor, ha
M E ¢, ahol M olyan modell, amelyre M(p) = 0; a masodik pedig 2.10 kdvetkezménye, mert

konny latni, hogy { -pVq} FEpés{-pVq} ~E—p.
2.20. Gyakorlat. {p,q} teljes.

2.21. Allitas. Legyen II a legszikebb olyan halmaz, amire ¥ C Formp. Akkor ¥ pontosan
akkor teljes, ha legfeljebb eqy modellje van.

Itt is, mint mindig, azonosnak tekintjiik a II-n megegyez6 modelleket.

Biz. 2.16 miatt végig =t irunk F helyett.

(=) X teljessége miatt ¥ = p vagy ¥ |= —p minden p € II-re. Ha mindketts fennall, akkor
Y-nak nincs modellje, mert abban p igaz és hamis is volna. Tehat feltehetjiik, hogy pontosan
az egyik all fenn. Ha az elsd, akkor p igaz, ha a mésodik, akkor p hamis ¥ minden modelljében.
Tehat ¥ modelljei megegyeznek minden p € Il-n.

(<) Ha Y-nak nincs modellje, akkor ¥ = ¢ minden ¢ € Formy-re, kévetkezésképp X teljes.
Maskiilonben legyen M a X egyetlen modellje; akkor ¥ |= ¢ csakkor, ha M = . Es mivel egy
modellben minden formula vagy a negacioja igaz, ¥ = ¢ vagy ¥ = —¢ minden ¢ € Formp-

re. O
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2.22. Allitas. Ha ¥ egy formulahalmaz, akkor ¥+ = {¢: X & @} levezetésre (--re) zdrt, azaz
Yt E p-bdl ¢ € XF kovetkezik.

Biz. 2.5(3) miatt { p: ¥ F ¢ } F¢-b6l ¥ F ¢ kivetkezik. O

2.23. Allitas. Legyen ¥ C Formy zdrt levezetésre, és legyen ¥ = {p: S F =} = {p: mp €
X }. Akkor

(1) X pontosan akkor teljes, ha X U Y = Formy
(2) ¥ pontosan akkor konzisztens, ha X NY' = (.

Biz. Az els6 igaz a teljesség definicidja miatt. A masodik (<) irdnya 2.18 miatt igaz, a masik
meg azért, mert ha ¢ € ¥NY', azaz ha { p, ¢} C X, akkor ¥ - L 2.8 és 2.5(3) (vagy 2.5(2))
miatt. U

2.2. Rezolicio6 kijelentéslogikara

2.24. Definicio. Literalisok egy véges halmazat clause-nak hivjak. Az iires clause jele: (. Az
Aoy Vit lij CNF clause halmaza:

j
{{llb l127 <. >llm1}a {l217 l227 s 7l2m2}7 ey {lnla ln27 ey lnmn}}
2.25. Példa. (pV —q) A (—pV qV q) clause halmaza {{p, ~q}, {-p, ¢} }.

2.26. Definicid. Igaz egy clause az M modellben, ha legalabb egy eleme igaz M-ben; clause-
ok egy halmaza igaz M-ben, ha minden eleme igaz M-ben.

2.27. Allitas. Ha két CN F-nek ugyanaz a clause halmaza, akkor ekvivalensek.
Forditva persze nem igaz, pl. pV —p = ¢V ¢ de a clause halmazaik {{p, ~p}} # {{¢, ~q}}.

Biz. Nyilvan elég megmutatni, hogy egy C'NF' pontosan akkor igaz egy modellben ha a clause
halmaza az. Es ez igy van, mert M = /1L, l; <= M E{li,.. .1}, ezért

M = /\Z_:1 \/j;1 lij <= minden 1 <i<nre Mk \/j:z1 Lij
<= minden 1 <i<nre ME{lils, . . lim,}
— M ): {{llly l127 R llm1}7 {l217 1227 s 7l2m2}7 R {ln17 ln27 s 7lnmn}}

és ebbdl mar kovetkezik az allitas. O

2.28. Definicio (Rezolucio). Legyen C' és D két clause, p € C és —p € D. C és D p szerinti
rezolvense C'\ {p} U D\ {-p}.

2.29. Peélda. {p,q,—r} és {p, q} ¢ szerinti rezolvense {p, —r}.

2.30. Allitas. Ha E o C és D (valamilyen atomi formula szerinti) rezolvense, akkor {C, D} |=
E.

Biz. Mondjuk p e C és -pe D, és E=C\{ptUD\ {—p} a C és D p-szerinti rezolvense, és
legyen M = {C,D}. Ha M(p) = 0, akkor M |= C'\ {p} (mert M |= C de M F~ p), tehat
M = E mert C\ {p} C E. Ha pedig M(p) = 1, akkor M = D \ {=p} (mert M = D de

M £ —p), tehat M = E mert D\ {-p} C E. Tehat mindkét esetben M |= FE. O
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2.31. Megjegyzés. A rezolicid kovetkezd enyhe variacioja viszont mar nem helyes: p € C' és
—p € D, akkor C és D p szerinti rezolvens’-je (C'U D)\ {p, ~p}. Pl. ha C = {p}, D = {p, —p},
akkor (C'U D)\ {p,—p} = O, de {C,D} ¥~ O, mert {C, D}-nek van, -nak viszont nincs
modellje.

Nem lehet ,felgyorsitani” a rezoltuciot oly moédon, hogy egyszerre két atomi formula szerint
rezolvalunk: pl. C' = {p,q}, D = {—p, 7q}-nak nem rezolvense [, és nem is kovetkezik beléle,
hiszen {C, D} kielégithetd.

2.32. Definicié. Az FE clause egy rezolicios levezetése a ¥ clause-halmazbdl olyan véges T
fa, amire igaz, hogy

e 7' minden cstcsa egy clause

e I aT gyokere

e T minden levele X egy eleme
e T minden olyan D csiicsanak ami nem levél, van két gyermeke aminek D a rezolvense.

(Ahelyett, hogy a csticsok clause-ok, helyesebb lenne azt mondani, hogy minden cstcs egy
clause-zal van cimkézve. Méskiilonben ui. nem hasznélhatnank fel kétszer ugyanazt a clause-t,
mert ezzel a fa megsziinne fa lenni. Ld. az alabbi masodik példat!) A levezetés hossza a nem-
levél cstcsok szama. 3-bol levezethets E (X -, E) ha E-nek van rezolicios levezetése 2-bol.
Y} cdfolhato ha ¥+, O.

2.33. Példa. {{—p},{p,q},{—q}} cafolata (két lépésben):

{-»} {r.q}
{a} {—q}

NS

]

2.34. Példa. (p — q) A (¢ — —p) A p, azaz {{-p,q},{—q,—p}, {p}} cafolata két kilénbozs
modon:

{=q,—p} {p}

NS

{-p,q} {—q,—p} {—a}  {-p.q}
{-p} {r} {-p} {r}

NS NS

] O]
2.35. Allitas (Helyesség). Ha ¥ clause-halmaz, E egy clause, akkor ¥ . E = Y = E.

Biz. Indukci6 a levezetés hosszara. Legyen M a X egy modellje. Ha E 0-lépésben levezethetd
Y-bol, akkor E € X, tehat M = E. Ha E n > 0 lépésben vezethet le, akkor egy ilyen
levezetésben E két clause gyermeke, akik n — 1 lépésben levezethetSk (tehat igazak M-ben),

de akkor 2.30 miatt E igaz e két clause minden modelljében, speciel M-ben is. O
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2.36. Gyakorlat. -, nem teljes.
2.37. Tétel. A X clause-halmaz kielégithetetlen akkor és csak akkor ha ¥ b, [

Biz. (<) kovetkezik 2.35-bol, mert ha X -, [, akkor 3 |= 0, de akkor X kielégithetelen, hiszen
[J-nak nincs modellje.

(=) Azt kéne belatni, hogy ha X /. [, akkor ¥-nak van modellje. Feltehetjiik, hogy %
zart F,-re (azaz, hogy minden E clause-ra, ha ¥ . E, akkor E € ¥), mert ha nem, akkor
egyszertien bevessziik Y-ba az Osszes belGle levezethets clause-t. (igy tényleg -,-re zart clause-
halmazt kapunk, mert ha ¥ -, A és X U {A} -, B, akkor ¥ I, B.?) Es persze ha ennek a
kib6vitett halmaznak van modellje, akkor az eredetinek is.

C € Y-ra legyen i(C) = max{: : p; € C vagy -p; € C} (C # O miatt ez értelmes).
Definialjuk az M modellt igy: Tegyiik fel, hogy M(p;) mar definidlva van minden ¢ < j-re.
M(p;) € 1, kivéve ha (3C € 2)(i(C) = j és (M | {po,. .., pj1}) U {{p;, 1)} = C). (Ez
értelmes, mert ha i(C') = j, akkor C-ben minden atomi formula indexe legfeljebb j.) Azt
allitjuk, hogy M = ¥. Ehhez persze elég belatni, hogy

() (Vi eN)(VC e X)(i(C) <j = M [C)

Tegyiik fel, hogy nem, és legyen j a legkisebb amire van olyan C' € ¥, hogy i(C) < j de
M B C. Akkor i(C) = j (mert i(C') < j ellentmond j minimalitasdnak). De akkor M
definici6ja miatt M (p;) nem lehet 1.

M(p;) = 0 miatt viszont van D € ¥, hogy i(D) = j és (M [ {po,...pj—1})U{(p;,1)} = D.
Kévetkezésképp p; ¢ D (mert akkor D igaz lenne minden olyan modellben, ami p;-hez 1-et
rendel) és igy —p; € D, mert ¢(D) = j miatt p; és —p; valamelyike biztosan € D. Hasonléan:
—p; ¢ C, mert kiilonben M(p;) = 0 miatt M |= C lenne; de akkor p; € C, mert i(C) = j.
Tehat C' és D rezolvalhato p; szerint, és a rezolvensnek sem p;, sem —p; nem lesz eleme.

Legyen E a C és D p; szerinti rezolvense. X zartsaga miatt £ € ¥ (specidlisan £ nem
az [, és igy 7 > 0). M (= E, mert csupa C \ {p;} ill. D \ {—p;}-beli literalisok szerepelnek
benne, amik viszont mind hamisak M-ben (mert M = C'\ {p;}, s6t, M B C, C valasztasa,
és M = D\ {—p;}, M [ {po,..-pj—1}) U{(p;,1)} ¥~ D miatt.) Csakhogy i(E) < j, és ez

ellentmond 7 minimalitdsédnak. O

Azaz: a rezolucié nem teljes ugyan, de cdfolat-teljes, és ez a gyakorlatban elég, a kdvetkezs
kévetkezmény miatt.

2.38. Kovetkezmény. ¥ | ¢ < YU {—-p}F, .
Persze ¥ C Form-ra X b, [J ugy értends, hogy U{ o clause halmaza : o0 € ¥ } +,. OJ.
Biz. ¥ ¢ <= YU {—p} kielégithetetlen <—= Y U {-¢} F, O. O

2.39. Kovetkezmény (Kompaktsag). Egy formulahalmaz pontosan akkor elégithetd ki ha
minden véges része kielégithetd.

Biz. Elég persze clause-halmazokra belatni (miért?). Azokra meg trivialis, mert ha egy clause
halmagz kielégithetetlen, akkor 2.37 miatt levezethets belSle [J; de a levezetés egy véges fa, tehat

2B-nek ¥ U {A}-bol valo levezetésében cseréljiik ki az A-val cimkézett leveleket A-nak 3-bol valo egy
levezetésére.
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csak véges sok levele van, azaz csak véges sok Y-beli clause-t hasznal. Vagyis X-nak van olyan
véges részhalmaza, amibdl [ levezethetd, vagyis ami 2.30 miatt kielégithetetlen.
A maésik irdny (ha ¥ kielégithets, akkor minden véges része is az) trivialis. O

2.40. Definicié. Legyen X egy clause halmaz.
Res(%) U {C: C két X-beli clause rezolvense }.
Tovabba Resy(X) Ly, Resp1(X) o Res(Res, (X)) és Res*(X) = UpenRes, (X).

Vagyis Resi(X) a X-bol legfeljebb k 1épésben levezethets clause-ok, Res* (X)) pedig a X-bol
levezethets Osszes clause-ok halmaza.

2.41. Allitas. Ha ¥ véges, akkor Resy,1(X) = Resy(X) vmilyen k € N-re.

Biz. Mivel ¥ véges, csak véges sok atomi formula fordul el benne. A rezolicié soran nem
keletkezik 1j literélis (azaz minden rezolvensben legfeljebb ugyanazok a literéalisok fordulnak
els, mint azokban a clause-okban, akiknek a rezolvense). De véges sok literalisbol csak véges
sok kiilénbozs clause allhat® | tehat Res*(X) véges. Ebbdl mar kivetkezik az allitds, mert igy
Resy(X) C Resy(X) C--- C Resp(X) C -+ - C Res*(X) nem lehet mind kiilénb6z6. O

2.42. Kovetkezmény. Véges clause-halmaz kielégithetdsége eldonthetd rezolicicval.

Biz. Ha egy X véges clause-halmaz kielégithetetlen, akkor a teljességi tétel (2.37) miatt [J €
Res,(¥) valamilyen n-re, ha pedig kielégithets, akkor az elgbbi allitds miatt Res,(X) =
Res,1(2) valamilyen n-re. O

3. ELSORENDU LOGIKA

Kijelentéslogikaval meglepGen messzire lehet jutni, de arra nem alkalmas, hogy dolgokrol és
koztiik fennallo relaciokrol beszéljen. A kijelentéslogika olyan bévitésére van sziikségiink, ami
alkalmas pl. annak kifejezésére, hogy tobb mint egy dolog van, vagy hogy egy relacio tranzitiv;
és még esetleg egy relacios adatbazisbol valo lekérdezés is leirhato vele.

3.1. Szintaxis Propozicionalis logikaban csak kétféle szimbolum (atomi formulék és konnektivumok )
szerepelt, és egyfajta kifejezés, avagy szintaktikai kategoria (formulak). Elsérendi logikaban
nemcsak allitasok, hanem ,dolgok” is szerepelnek (amikrsl allithatunk mindenfélét), ennek
megfelelGen a formuldk mellett még egy szintaktikai kategoria van, a termeké, és az els6rendti
formulak és termek 6tféle szimbo6lumbol épiilnek fel:

(1) végtelen sok valtozojel (x,y,z,... és ezek indexelt valtozatai); Var jeloli a valtozok
halmazat

(2) logikai konnektivumok (A, —, V (univerzélis kvantor, ,minden”nek olvasandé), =)

(3) relacidjelek (P, R, S, ... és ezek indexelt valtozatai)

(4) fiiggvényjelek (f, g, h, ... és ezek indexelt valtozatai)

(5) konstansjelek (¢, d, e, ... és ezek indexelt valtozatai)

Elsérendid nyelv alatt egy £ = RUF UC halmazt értiink, ahol R relacidjelek, F fiiggvényjelek,
C pedig konstansok paronként diszjunkt halmazai.! Feltessziik, hogy van egy p fiiggvény, ami
minden relacidjelhez és fliggvényjelhez hozzarendel egy természetes szamot, a relacidjel vagy

3a clause-ok halmazok!
4Mar a propozicionalis logikédban is bevezethettiink volna propozicionalis nyelveket (IT részhalmazait).
24



fiiggvényjel rangjat (vagy aritdsat) (Ha pR = n ill. pf = n, akkor azt mondjuk, hogy R (f)
n-argumentumii. )

Ha mast nem mondunk, mindig feltételezziik, hogy egy tetszéleges, de rogzitett £ nyelvral
van szo.

3.1. Definicioé (Els6rendd termek). Legyen £ = R U F UC egy elsérendi nyelv. Term, a
legsziikebb T' halmaz, amire

(1) Var CT

(2)CCT

(3) ha fe Feésty,....t,y €T, akkor f(ty,...,t,r) €T.
3.2. Példa. Legyen £ az a nyelv, amiben e az egyetlen konstansjel (vagyis C = {e}), és a
kétargumentumu - az egyetlen fuggvényjel (azaz F = {-} és p(-) = 2). Akkor -(y,-(z,e)) €
Term,. A szokasos, infix irdsmodot hasznalva ezt persze igy irjuk: y - (z - e) £ mellesleg a
csoportelmélet nyelve.

3.3. Allitas (Term-indukcio). Ha T olyan tulajdonsdg, hogy
e a vdltozok és konstansjelek kielégitik T'-t
o ha f fiigguényjel és tq, ..., t,p kielégitik T-t, akkor f(ti,...,t,r) is kielégiti T-t,
akkor minden term kielégiti T-t.
3.4. Definici6 (Elsérendi formulak). Legyen £ = R U F UC egy elsérendd nyelv. Form, a
legsztikebb F' halmaz, amire

(1) ha Re Résty,...,t,g € Termg, akkor R(ty,...,t,r) € F
(2) ha ty, ty € Termy, akkor t; =ty € F.

(3) ha ¢, ¥ € F, akkor ~p, p Ay € F

(4) ha ¢ € F és x € Var, akkor Vzp € F.

Az (1)-beli formulakat relacios atomi formulaknak, az 1. és 2.-beli formulékat atomi formulédknak]]
nevezziik.

3.5. Definicid (Szarmaztatott konnektivumok).
def
VY= (- A-y)
def
st =pVY

def
cp b =(p2UV)A{W =)
e dzp o =V (3: egzisztencialis kvantor, ,létezik™nek vagy ,van olyan”-nak olvasando)

A kovetkezd szakaszban majd pontosan definialjuk, hogy mit jelent az, hogy egy formula
igaz. De intuitive: a régi konnektivumok éppigy miikodnek mint régen, Vry azt jelenti, hogy
mindenre igaz a ¢, dxp pedig azt, hogy van olyan dolog amire igaz a ¢.

3.6. Példak. Az el6z6 példabeli £ nyelvben Vz3y - (z,y) = e, avagy VaIyx - y = e (azaz
Ve—Vy—z -y = e, avagy Ve—Vy(z -y # e)) formula (ami torténetesen igaz a csoportokban).
Tovabbi példak: Legyenek A (alma) és R (rohadt) egyargumentumu relacidjelek. Minden
alma rohadt: Vz(A(xz) — R(z)). Van rohadt alma (azaz némely almak rohadtak): Jx(A(x) A
Legyenek F' (fia), L (lany) egyargumentumu, S (S(x,y) azt jelenti, hogy ,z szereti y-t”)
kétargumentumau relaciojelek. Mindenki szeret valakit: Voz3yS(z,y). Mindenkit szeret valakit:
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Va3IyS(y,x). Minden lany szeret egy fiut: Vo (L(x) — Jy(F(y) A S(z,y))). Van egy lany, aki
minden fiat szeret: Jz(L(x) A Vy(F(y) — S(z,y))). Van olyan lany, aki csak fitkat szeret:
Fu(L(z) AVy(S(2,y) = F(y)))-

3.7. Allitas (Formula-indukcio). Ha T olyan tulajdonsdg, hogy

e az atomi formuldk rendelkeznek a T tulajdonsdggal
e ha @ és ) kielégiti T-t, akkor —p, @ N és Vap is kielégitik T-t (minden x € Var-ra)
akkor minden formula kielégiti T-t.

3.2. Szemantika

3.8. Definicio (Modell). Legyen £ = R U F UC egy elsérendi nyelv. M egy L-modell (vagy
L-struktira), ha olyan £ U {x}-on (x ¢ L) értelmezett fiiggvény, amire (M(-)-t -M-el jellve)
o +M = M(x) = | M| (M univerzuma) egy nemiires halmaz
e minden R € R-re RM C |M|PE (azaz RM pR argumentumi reldcié |M|-en)
e minden f € F-re fM: | M| — | M| (azaz fM pf argumentumt fiiggvény | M|-en)
e minden ¢ € C-re M € | M|.
| M|-et rendszerint egyszertien M-mel jeldljiik. M modell, ha £-modell valamilyen £ elsérend
nyelvre.

L-formulék jelentését L-modellekben fogjuk definidlni. Az idea az, hogy az R relaciojel
jelentése az M modellben az RM relacio, az f fiiggvényjel jelentése az f™ fiiggvény, a c
konstansé pedig a modell ¢ eleme. A gyakorlatban sokszor egyszertien R-rel fogjuk jelolni
az M-beli RM relaciot (és hasonléan jarunk el fiiggvényekkel és konstansokkal is). Tovabbi
jelolésbeli egyszertisités, hogy egy modellt gy adunk meg, hogy felsoroljuk a komponenseit:

M = (M,...), ahol a kipontozott rész helyére a relaciok, fliggvények és konstansok keriilnek.
Az fontos, hogy egyértelmi legyen, melyik relacio (fiiggvény konstans) melyik relaciojel (fiiggvényjel ]
konstansjel) modellbeli jelentése.

3.9. Definici6é (Kiértékelés). Legyen M egy modell M univerzummal. o egy M-hez tartozo
kiértékelés, ha o : Var — M.

Vagyis egy kiértékelés minden valtozohoz egy modellbeli elemet rendel. Gondolhatunk ré
ugy, mint  kontextusra” vagy ,kérnyezet’-re, ami értéket ad a (kés6bbi szohasznalattal élve:
szabad) valtozoknak; vagy mint egy relacios adatbézis egy tablajanak egy sorara.

3.10. Definicio (Termek értéke). Legyen o egy M L-modellhez tartozo kiértékelés. £ termjeinek]]
o szerinti M-beli értékét a termek felépitése szerinti rekurzioval definidljuk.

o 2M[o] = o(z) ha z € Var

o Mo]=cMhaceC

o f(tr,....ty)Mo] = (o], ..., t)f[o]) ha f € F ésty, ...ty € Termy.

3.11. Példa. Legyen L a szamelmélet nyelve: R = {<}, p(<) =2, F = {+,-}, p(+) = p(:) =
2, C = {0,1}. Egy L-modell a természetes szamok: N = (N, <V NV N 0N 1V) ahol N
a természetes szamok halmaza, <V a természetes szamok szokéasos rendezése, +V a szokésos
Osszadés fiiggvény a természetes szamokon, s.i.t. Legyen o az a kiértékelés, amely minden
valtozohoz a 3-at rendeli. Akkor -(+(0,v), +(x,1))V[o], vagyis a szokésos, infix irasmodot
hasznalva ((04y) - (z + 1))V [o] = 12. Vigyéazat: -(3,4(x,1)) (azaz 3 - (z + 1) nem term ebben
a nyelvben (mert 3 nem term).
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De L£-modell az az M struktira is, aminek az univerzuma N, <M az oszthatésag, +M a
legnagyobb kozos oszto, -M a legkisebb kozos tobbszorss, 0M = 1 é&s 1M = 33. Az elobbi
o kiértékelés ehhez a modellhez is jo, és -(+(0,y), +(z,1))M[o] = M(+M(1, 3), +M(3,33)) =
M(1,3) = 3.

3.12. Definicié (Formulék értéke). Legyen o egy M L-modellhez tartozo kiértékelés. L
formulainak igazsagat M-ben a o kiértékelés mellett a formulak felépitése szerinti rekurzioval
definialjuk.
e M E=R(t,....t,r)o] <= (t{\/‘[a],...,t%[ o)) € RM
]

M = plo] és M = ¢lo]
=

o M | Vaplo] <— M [0'] minden olyan o’ kiértékelésre, ami legfeljebb z-en tér

el o-tol.
Az utolso feltétel egy kicsit méas (ekvivalens) megfogalmazasban:

M EVzplo] <= minden m € M-re M = plo(z/m)]

ahol o(z/m) az az értékelés, ami minden z-t61 kiilénb6z6 valtozohoz ugyanazt az értéket rendeli
mint o, z-hez pedig m-et.
Végiil: M | ¢ ha minden o értékelésre M = p[o].

3.13. Kovetkezmény. M = Jzplo] <= wan olyan m € M amire M = plo(x/m)]

Biz. M = 3xplo] csakkor ha M |= —Vz—p[o] csakkor ha M [~ Vr—p[o] csakkor ha nem igaz,
hogy minden m € M-re M | —plo(x/m)] csakkor, ha nem igaz, hogy minden m € M-re
M - ¢[o(x/m)] csakkor ha van olyan m € M amire M |= p[o(z/m)]. O

3.14. Példa. Legyen £, N és o mint az el6z6 példaban. N | Va—(z +y = 0))[o] (vagyis, a
matematikaban szokasos frasmodot alkalmazva: N = Va(z+y # 0)[0]) N | Va(0 < z+y)[o],
N FEVo(z #0 — Jy(r -y = 1))[o]. Ha M univerzuma Q, <™ a racionélis szdmok szokasos
rendezése, +M a dsszeadas Q-n, s.i.t., akkor M | Va(z #0 — Jy(z -y = 1))[o].

3.15. Definicid (Szabad valtozok). ¢t € Termy-re és ¢ € Forme-re FV (t) ill. FV () jeloli t
és ¢ szabad valtozoinak halmazét, amit igy definialunk:

o F'V(z) ={z} haz € Var

e FV(c)=0haceC
o FV(f(t1,....tpp)) =U{FV(t;): 1 <i<pf}
o IV R(tl, . t r)=U{FV(t):1<i<pR}

o 'V (— ) FV( )
o FV(pAY)=FV(p)UFV(y)
o 'V (Vxyp) = FV(p) \ {x}

Specialisan, egy term szabad valtozoi egyszertien a termben elGfordulé valtozok.
¢ mondat ha FV (p) = 0. Senty ={ ¢ € Form, : FV(p) =0 } az L-mondatok halmaza.

Példaul FV(x =y — YyR(z,y)) ={z,y }.

3.16. Allitas. Legyenek o és 7 az M L-modellhez tartozd kiértékelések, t € Termy és p €
Form,.

(c
g
(
(
(
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(1) Hao | FV(t) =1 | FV(t), akkor tM[o] = tM[7], és

(2) hao | FV(p) =71 FV(p), akkor M |= plo] <= M = ¢[7].
Biz. 1. Term-indukcioval: Ha t = = € Var, akkor tM[o] = o(z) = 7(z) = tM|r] mert x €
{z} = FV(t). Hat = c € C, akkor t"[o] = M = tM[r]. Végill hat = f(t1,...,t,;) (f € F),
akkor az indukcios feltevés és FV (t;) CU{ FV(t;) : 1 <i < pf } = FV(t) miatt tM[o] = tM[7]

(i=1....,pf), & igy t"[o] = fM ("o ],---Jﬁ?[ D)= M- fr]) = M

2. Formula-indukcioval: Ha ¢ = R(tl,.. or), B € R, akkor FV(t;) C U{FV(t;) :
1 <i<pr}=FV(p)és 1. miatt tM[o] = [ ] (i =1,. ..,pR) és igy M = ¢lo] <=
(tMo],... . t0k[o]) € RM «— (W[T],...,tgg[ 7)) ERM = MEp[r]. Hap = (t; = to),
t1, to € Termyg, akkor FV(t;) C FV(t;) U FV(ty) = FV(yp) és 1. miatt tM[o] = tM[7]
(i = 1,2), és igy M = glo] <= t{"[o] = t;"[0] <:> 1] = '[r] <= M = olr].

| =
Ha ¢ = 91 Ao, akkor FV (10;) C FV (1) U FV () = FV(p) és az indukcios feltevés miatt
M | o] = M Edilr] (i = 1,2), & igy M | glo] < (M |= o] és M |=
Plo]) <= (M [E Pi[1] és M = [1]) <= M = [o]|. Az 6r6klédés bizonyitasa —-ra
hasonl6an megy.

Végiil ha ¢ = V1), akkor minden m € M-re M = ¢lo(z/m)] <= M = ¢[r(x/m)] mert
az indukcios feltevés alkalmazhato -re és o(x/m), 7(x/m)-re, mivel o | FV(p) =71 [ FV(p)
miatt o(x/m) [ FV(e) = 7(xz/m) | FV(p), tehat o(x/m) | (FV(e) U {z}) = 7(x/m) |
(FV(e)U{z}) és FV () C FV(p) U{z}. Ezért M |= plo] <= minden m € M-re M =
Ylo(x/m)] <= minden m € M-re M = ¢[r(z/m)] <= M = ¢[7]. O

3.17. Kovetkezmény. M L-modellre és ¢ € Sent.-re M = ¢ pontosan akkor, ha van olyan
o kiértékelés, amire M = plo].

3.18. Allitas. Minden M L-modellre és o € Forme-re M = ¢ <= M | Vap.
Kovetkezésképp ha FV (o) C{xy,...,x, }, akkor M = ¢ <= M |= V... Va,0.

Yy ... Va,p € Sent,-t a  formula univerzdlis lezdrtjanak mondjuk ha F'V () C {zy,...,z, } ]

Biz. Az els6 allitas azért igaz, mert

M Ve
<= van olyan o amelyre M F~ Vay[o]
<= van olyan o és o', hogy o' legfeljebb x-en tér le o-t6l és M £ ¢[o’]
<= van olyan ¢’ amelyre M }£= [o']
= Ml

Csak a harmadik ekvivalencia igazsaga nem kovetetkezik kozvetleniil a definiciobol, de abban

is, a balrol jobbra irany trivialis, a masikban meg valaszthatjuk o-t o’-nek.
Ebbdl mar kovetkezik (pl. indukcioval F'V (¢) elemeinek szaméara) az allitas masodik része.
0

Vigyazat: azt nem allitjuk (és nem is igaz), hogy minden M modellben M = ¢ — Vzp.
Példaul M (= © = ¢ — Va(x = ¢) ha M legalabb kételemd, mert M = x = ¢ — Va(z = ¢)|o]
ha o(z) = M.

Azt, hogy FV () C{xy,29,...,x, }, szokis Ugy jelezni, hogy ¢ helyett p(z1, xo, ..., z,)-et
irunk.
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3.19. Definicio. Legyen M L-modell, p(z1,zs,...,2,) € Formg és my,mo,...,m, € M.
Ekkor M E (1, x9,...,2,)[m1, ma, ..., m,| ha van olyan o értékelés, amire o(z;) = m;
(1 <i<mnre)és M= o(z1,29,...,2,)[0].

3.16 miatt ebben a definiciéban ,yan olyan o értékelés” helyett ,minden olyan o értékelés’-t
is mondhattunk volna. Lényeg: 3.16 miatt elég a szabad valtozokat kiértékelni.

3.20. Definicidé. Az x valtozo egy eldforduldsa a ¢ formuldban kdtétt, ha ¢-nek egy Vri) (és
ezért aztan akkor is, ha Jz1)) alaku részformulajaba esik; szabad ha nem kotott.

Példaul z = y — Vy(R(x,y))-ban x mindkét el6fordulasa szabad, y masodik el6fordulasa
kotott, elss eléfordulasa szabad. Nem nehéz belatni, hogy minden ¢ formulara FV () = {z €
Var : z-nek van szabad el6fordulésa ¢-ben }.

3.21. Definicio (behelyettesités). p(z1,xs,...,2,) € Formg-re és ty,tq,...,t, € Termg-re
o(1/t1, x2/te, ..., x,/t,) jeloli azt a formulat, amit ugy kapunk ¢-bdl, hogy xi, 2, ..., 2,
szabad el6fordulasai helyére tq,t,, ..., t,-et irunk.

3.22. Példa. Ha ¢(z,y) a fenti x = y — Vy(R(z,y)) formula, akkor p(z/f(x,vy),y/g9(z)) az
flz,y) = g(x) = Yy(R(f(x,y),y)) formula. Ez a példa azt is mutatja, hogy ez ,szimultan”
(vagy ,parhuzamos”) helyettesités; maskiilonben az eredménye

(z =y = Vy(R(z,y))) (z/f(z,y))(y/9(x))
= (f(z,y) =y = Vy(R(f(z,9),v))) (y/9(x))
(z,9(x)) = g(x) = Yy(R(f(2,v),v))

lenne.

Csabito, de nem igaz, hogy M = Vrp(z)-bsl M | ¢(x/t) kovetkezik minden ¢ termre.
Példaul legyen M olyan modell, aminek az univerzuma legalabb kételemtd, ¢(z) legyen a
Jy—(z = y) formula, ¢t pedig y. Akkor M-ben igaz Vzp(x) (azaz YxIy—(z = y)), de M-
ben nem igaz p(z/t) (azaz Jy—(y = y)). A bajt az okozza, hogy a behelyettesités soran egy
valtozo (most y) egy t-beli elfordulasa kototté valik. Ugyanez a jelenség eléfordul mindenhol,
ahol valtozot lekots operatorok (mint most a V és a 3) vannak. Pl fol y dr =y, és ez igaz,
barmilyen term-et (mint mondjuk z - 3?) is frunk y helyébe, kivéve ha abban a term-ben x

elsfordul: fol xdr(=1/2) # x.

3.23. Definicié. Legyen M L-modell, és X U {¢} C Form,. Akkor

(1) o M-hez tartozo kiértékelésre M |= X[o] csakkor ha minden X-beli p-re M = p[o] (2
igaz M-ben a o kiértékelés szerint). Specidlisan, M |= ¥ csakkor ha minden X-beli
p-re M = ¢° (¥ igaz M-ben).

(2) ¥ E ¢ csakkor ha M |= ¢ minden minden M modellben amire M = ¥ (¢ szemantikus
kévetkezménye Y-nak)

(3) (p € Formg-re) E ¢ ha 0 = ¢, azaz ha ¢ minden L-modellben minden kiértékelés
mellett igaz (¢ érvényes formula)

(4) ¢ € Formg ill. ¥ C Formy kielégithetd, ha van olyan modell és kiértékelés amiben
igaz, kielégithetetlen ha nem kielégithetd

Pazaz ha minden Y-beli p-re és minden o kiértékelésre M = ¢|o]
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(5) ¢ = 9 (ekvivalensek) ha ugyanazon modellekben ugyanazon kiértékelések mellett igazak.|j
(PL 2=y =y =z vagy (Vo)(Vy)p = (Vy)(Vz)p.)

Ko6nnyt belatni, hogy most is, mint kijelentéslogikiban, ¢ =1 <= = ¢ < 1.
3.24. Allitas. Y U {¢} C Sent,-re
Y= <= X U{~yp} kielégithetetlen.

Biz. ¥ = ¢ csakkor ha ¢ igaz ¥ minden modelljében, csakkor ha —¢ hamis ¥ minden
modelljében, csakkor ha ¥ U {—p} kielégithetetlen. O

A propozicionélis logikéval ellentétben, az érvényes els6rendt formulak halmaza nem eldonthetd.|j
(Ha az lenne, akkor az egész matematika eldonthets lenne.) Ennek nem az az oka, hogy a
modellek végtelenek, s6t: az érvényes elsérendi formuldk halmaza rekurzive felsorolhato (van
egy Turing gép, ami felsorolja az Gsszes érvényes formulat), mig a véges modelleken érvényes
formulédk halmaza nemhogy nem eldéntheté de még fel sem sorolhato.

3.25. Allitas.

= V(o AY) < (Vop AVay)
= (o v ) o (up v 3ny)
V(o Vi) = Vep VYY), de ha x ¢ FV (), akkor = Va(o V1)) > Vzp V)
K (Jxe A Jxp) — Fx(p AY), de ha x ¢ FV (), akkor = (3xe A1) <> Fz(p A1)
= Va(p = ¢) = (Vap — Vay)

7 (Voo — Vo) = V(e — 1)

= VaVyp — VyVae

E dxdye — Jydxe

E daVyp — Vy3xp

¥ Va3dyp — FyVap

“ 0,

konnyu ellenpéldakat adni. Példaként belatjuk a (3) allitast. Tartalmazzon az L nyelv két
egyargumentumi relacidjelet (R és S), és legyen M = (M, RM SM) ahol M = {a,b},
RM = {a} és SM = {b}. Akkor M |=Vz(R(x)V S(z)) de M }£ VzR(z) vV VzS(z).

(3) méasodik részének belatasahoz tegyiik fel, hogy x ¢ FV (i) és legyen M, o tetsz6leges.
Akkor

M E V(o V ¢)lo]
<= van m € M, hogy M = ¢V ¢[o(x/m)]
<= van m € M, hogy M [~ plo(x/m)] és M B Ylo(x/m)]
= M = Vaplo]| és M = o]
= M Vo Vo]

(az utolso el6tti lépésben az 3.16 allitast hasznaltuk.)
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(5) Azt kell megmutatnunk, hogy = (Vz(p — ¥) A Vay) — Vaip. Tetszoleges M modellre és
o kiértékelésre
M V(o = ) AVap[o]

— M EVz(p — ¥)[o] és M = Vap|o]

= minden m € M-re M = ¢ — ¢[o(xz/m)]| és minden m € M-re M |= p[o(x/m)]

— minden m € M-re, ha M = plo(z/m)], akkor M |= ¥[o(z/m)];

és minden m € M-re M = plo(x/m)]

— minden m € M-re M = ¢[o(x/m)]

— M [ Vai)o]
(6) Abbdl, hogy ,,Ha mindenki milliomos, akkor mindenki sz&ke” nem kévetkezik, hogy ,minden
milliomos sz6ke”. Kicsit formalisabban: legyen £ egy elsérendi nyelv két unér relaciojellel R-
rel és S-sel, és legyen M a (M, RM SM) L-strukttra, ahol M = {a,b}, RM = {a} és
SM = {b}. Akkor M = Vz.R(x) — Vx.S(z), mert M = Vo.R(z); de M = Vo (R(z) — S(x)),
mert M = R(x) — S(z)[a]. Vegyiik észre, hogy S™M = () ugyanilyen j6 lett volna. Csak az
volt fontos, hogy R ne legyen részhalmaza SM-nek.
(9) Legyen M és o tetszdleges. Akkor

M | 3xVyp[o]
— van olyan m € M, hogy M = Vyyp|o(xz/m)]
= van olyan m € M, hogy minden m' € M-re M = plo(xz/m)(y/m’)]
—> minden m’ € M-re van olyan m € M, hogy M |= plo(z/m)(y/m’)]
= minden m’ € M-re M |= Jxyp[o(y/m’)]
= M = Vy3Jzp[o]

(10) Abbol, hogy ,Mindenkit szeret valaki”, azaz, hogy ,Mindenkihez van valaki aki 6t szereti”,
nem kovetkezik, hogy ,Van valaki, aki mindenkit szeret”. Kicsit formalisabban: legyen £ az
tires nyelv és legyen M egy legalabb kételemd L-strukttra. Akkor M (£ Vedy.x = y —
JyVz.x = y. U

3.26. Gyakorlat. Hol hasznaltuk (9) bizonyitasaban, hogy x és y kiilonb6z6 valtozok? Mutassuk]]
meg, hogy (9) akkor is igaz, ha x és y ugyanaz a valtozo.

A dedukciotétel elsérendi logikaban egy kicsit bonyolultabb mint propozicionalis logikaban,
pl, {¢} E Vae (1d. 3.18), de = ¢ — Vzp (ha példaul ¢ az = ¢ formula, akkor ¢ — Ve
egyetlen, legalabb kételemii modellben sem igaz).

3.27. Tétel (Dedukciotétel). Ha XU {p, v} C Form,, akkor
SU{etE Y = T EVIip =,

ahol T = xy,...,x, az FV (p) egy felsoroldsa (azaz YTy a ¢ univerzdilis lezdrtja). Specidlisan,
ha XU {p, 0} C Sent,, akkor

YU{p}t EY ? YEe—=1.



Biz. (=) Tegytik fel, hogy ¥ £ Vip — 9, azaz M |= ¥ de M £ Vip — ¢[o] valamilyen
M modellre és o kiértékelésre. Akkor M |= Vzp[o] (tehat M |= VZp 3.16 miatt, mivel Vze
mondat, kovetkezésképp M |= ¢ 3.18 miatt) és M [~ ¢[o]. De akkor M |= ¥ U {¢}, tehat
SU{p} Y.

(<) Tegyiik fel, hogy XU{p} £ ¢, azaz M = XU{¢} de M [~ 1[o] valamilyen M modellre
és o kiértékelésre. 3.18 miatt M = VZyp és igy M = VIy[o], tehat M [ Vip — [o],
kovetkezésképp M £ Vip — 1. d

3.3. Példak

3.28. Példa. Legyen £ = {<}, ahol p(<) = 2. Adjunk meg olyan L£-mondatokat, amiknek
modelljeiben

(1) < jelentése részbenrendezés (irreflexiv, tranzitiv)

(2) minden elemnek van kozvetlen rakovetkezdje (ahol y kozvetlen rakovetkezdje x-nek, ha
x < y és nincs koztiikk mas elem)

(3) egyetlen elemnek sincs kézvetlen rakovetkezdje

(4) van olyan elem, ami minden elemmel Gsszehasonlithato

(5) minden kételemii halmaznak van legkisebb fels§ korlatja.

3.29. Példa. Legyen £ az N = (N, 0, s, +, -) modell nyelve. Adjunk meg olyan L-formuldkat,
amiknek jelentése N-ben

(1) a négyzetszamok
(2) a paratlan szamok
(3) a primek.
Fogalmazzuk meg L-en a Goldbach-sejtést. Fogalmazzuk meg L-en a teljes indukci6 elvét.

3.4. Els6rendi logika bizonyitaselmélete Logikai axiomék:

(A1) ¢ = (¥ = @)
(A2) [ = (¥ = x)] = [(¢g = ¥) = (¢ = X)]
(A3) (~p = ~) > (6 ¢)
(A4) Va(p — ¥) = (Vzp — Vo)
(A5) ¢y = Vxp hax & FV(p)
(A6) Jx(z =t) hax ¢ FV(¢)
(A7) s =t — (p — 1) ha ¢ ugy keletkezik p-bdl, hogy abban s egy el6fordulasat t-re
cseréljik
Mint a kijelentéslogikaban, itt is konnytd latni, hogy a logikai axiomak érvényesek.

3.30. Definicid. Legyen ¥ C Form. A ¢q,...,p, formulasorozat egy (n-hosszi) levezetés
(bizonyitas) ¥-bol, ha minden 1 < k < n-re teljesiil az alabbi feltételek valamelyike:
o ¢, logikai axiéma
LI JICDY
e van olyan 1 <1, j < k, hogy ¢; = ¢; = ¢ (ebben az esetben azt mondjuk, hogy ¢y
levalasztassal (avagy modus ponens-sel) keletkezett ¢;-bél és ¢; — @g-bol)
e van olyan 1 < i < k, hogy ¢, = Vzp; (ebben az esetben azt mondjuk, hogy ¢y
generalizélassal keletkezett ¢;-bdl.

¢ € Form levezethets 3-bol (jelolés: ¥ F ¢) ha van olyan ¢y, ..., ¢, levezetés X-bol, hogy

© = p,. 2 konzisztens, ha nem vezethets le belSle minden formula.
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3.31. Tétel (Teljességi tétel). Minden XU {p} C Form-ra ¥ | ¢ < Y F .

A jobbrol balra iranyt (vagyis a helyességet) konnyd belatni a levezetés hosszéara vonatkozo
indukcioval. A mésik irdny az alabbi tétel kvetkezménye.

3.32. Tétel. Minden konzisztens ¥ C Form-nek van modellje.

A teljességi tétel bizonyitasa ebbdl pontosan gy megy, mint kijelentéslogikaban.

3.5. Modellelmélet 3.32 egy nagyon fontos kiegészitése a kovetkezd, leszalld Lowenheim-
Skolem tétel néven ismert allités:

3.33. Tétel. Ha X C Senty-nek van modellje, akkor van L szimossdgdndl nem nagyobb
szamossagi modellje is. (|L], az L nyelv szdmossdga, a benne szerepld szimbolumok szdmossdga,]
ha ez végtelen, és megszamldlhatdan végtelen mdskor.)

3.34. Tétel (Kompaktsag). Egy mondathalmaz pontosan akkor elégithetd ki, ha minden véges
része kielégithetd.

Biz. A nemtrivialis irdny 3.31 és a levezethetGség definicidjanak kovetkezménye. Ezek szerint
ui. ha a ¥ mondathalmaz kielégithetetlen, akkor ¥ |= L, 3.31 miatt tehat X - L, akkor viszont
Y. valamely A véges részére A B L kovetkezésképp A = L és igy A kielégithetetlen. O

3.35. Tétel (Felszallo Lowenheim-Skolem tétel). Ha ¥ C Sent,-nek van végtelen modellje és
A > |L]|, akkor van X szdmossdgi modellje is.

Biz. Legyen L' = LU { ¢, : kK < A}, ahol ¢.-k L-ben nem elsforduld konstansjelek, és legyen
A={cs #c,: k< p <A} Akkor EUA minden véges részének van modellje (mert 3 barmely
végtelen modellje kiterjeszthets ilyenné), a kompaktsagi tétel miatt tehat 3 U A-nak is van
M modellje. A leszallo Léwenheim-Skolem tétel miatt feltehetjiik, hogy |M| < |L£'] = A, és
M = A miatt [M| > \. Kovetkezésképp M reduktuma L-re 3 egy \ szdmossagi modellje. [

3.6. Elméletek FElméleten egyszertien egy mondathalmazt értiink. A C Sent, axiomatizdilja
a ¥ elméletet, ha Cns(A) = Cns(X), ahol tetsz6leges ¥ formulahalmazra Cns(X) = {p : ¥

v} A C Senty aziomatizdlja a K modell-osztalyt, ha K = Mod(X%) o {M:MEZX}
A K modell-osztaly elemi, ha van olyan ¥ mondathalmaz, ami axiomatizalja, és végesen
axiomatizalhato, ha van olyan véges > mondathalmaz, ami axiomatizalja.

3.36. Gyakorlat. K pontosan akkor axiomatizalhaté végesen, ha van egy ¢ mondat, amire
K = Mod(y).

3.37. Gyakorlat. Cns(X) = Th Mod(X).

3.38. Példa. Legyen n természetes szam. A legfeljebb n elemii modellek osztéalyat axiomatizaljal}
X<n @ Ve Veo o V21 (T = 21V Ty = 22V -V Xy = 2,). A legalabb n elemi modellek
osztéalyat axiomatizalja x>, : Jz13xs ... Jzp (v # 2o A2y # T3 A ATp_y # x,). A pontosan
n-elemd modellek osztalyat axiomatizalja x <, A X>n.

3.39. Tétel. (1) A véges modellek osztdlya nem elemi.

(2) A wvégtelen modellek osztdlya elemi, de nem aziomatizdlhatd végesen.
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Biz. Tegytk fel, hogy A axiomatizalja a véges modellek K., osztalyat. Legyen ¥ = { x>, :
n € N}. Akkor A U XY minden véges része kielégithets, tehat a kompaktsagi tétel miatt
A U Y-nak is van modellje, de az biztosan végtelen.

A végtelen modellek K, osztalyat axiomatizalja { x>, : n € N}. Tegyiik fel, hogy K,
végesen axiomatizalhato, azaz van olyan ¢ mondat, amire K., = Mod(y). Akkor Mod(—y) =

K_, ellentmondasban az allités elsé részével. O
3.40. Kovetkezmény. (1) A véges modellek elméletének van végtelen modellje.

(2) Ha K a végtelen modellek osztdlya, akkor Ko = @ pontosan akkor, ha valamilyen
n-re ¢ igaz minden legaldbb n-elemi véges modellben.

Biz. (1) Ha ModTh K., € K o, akkor Mod Th K_,, = K_, ellentmondva annak, hogy
K., nem elemi.

(2) Tudjuk, hogy
(%) Ko =ModX, ahol ¥ = { x>, :n € N}

(=) (%) miatt Ko = ¢ <= X = ¢, amibdl a kompaktsag miatt ¥y = ¢ ¥ valamely ¥,
véges részére. De akkor, ha n a legnagyobb, amire x>, € Y, akkor Xy-nak, és igy ¢-nek is
modellje minden legalabb n-elemti modell.

(<) Ha ¢ igaz minden legalabb n-elemii véges modellben, akkor x>, E ¢, és igy ¥ = ¢,
amibgl K, = ¥ miatt K = ¢. O

3.41. Definici6. Az M ¢és N modellek elemien ekvivalensek (jeloles: M = N') ha a kozos
nyelviik minden ¢ formuldjara M | ¢ <= N | ¢.

3.42. Gyakorlat. M =N < M | Th(N)

3.43. Definici6. )\ végtelen szamossagra a T elmélet A-kategorikus, ha T barmely két, -
szamossagi modellje izomorf. Vagyis ha izomorfizmus erejéig legfeljebb egy A\ szamossagu
modellje van.

3.44. Tétel. A természetes szamok elmélete nem w-kategorikus.

Biz. Legyen N a természetes szamok szokésos modellje, £ ennek nyelve, és ¢ egy, az L-ben
nem szereplS konstansjel. n > O-ra jelolje n az 1+ 1+ ...+ 1 termet. A Th(N)U {n < ¢:
—_—

n-szer

n > 0} halmaz minden véges részének van modellje, tehat az egésznek is, és akkor a leszallo
Lowenheim-Skolem tétel miatt megszamlalhato is: legyen M egy ilyen modell és M’ az M
L-reduktuma (vagyis az M modell, csak nincs kijelélve benne ¢™). Akkor M’ = N, mert
M’ = Th(N), de nem izomorf vele, mert ha f : N' — M’ beagyazas, akkor minden n > 0-ra

f(@N) = oM marpedig ™ ezektél mind kiilonbozik, azaz f nem lehet raképezés. O
3.45. Definicio. A T elmélet teljes, ha barmely két modellje elemien ekvivalens.

3.46. Kovetkezmény. T pontosan akkor teljes, ha nyelvének minden ¢ mondatira T = ¢
vagy T = —p.

Biz. Ha T-nek nincs modellje, akkor mindkeét oldal trividlisan igaz. Ugyhogy tegyiik fel, hogy
van, és legyen £ a T nyelve. Ha T teljes, akkor minden ¢ € Sent,-re T = ¢ (ha ¢ igaz
T modelljeiben) vagy T' = = (ellenkezd esetben). Forditva, a feltevés miatt 7' barmely két

modelljében egyszerre igaz vagy hamis minden £-beli mondat. U
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Példak teljes elméletre: Th(M) tetsz6leges M modellre (ez trivialis); Th K, (ez nem, de
rovidesen ki fog jonni).

Miért fontos egy elmélet teljessége? Mert ha a T elmélet teljes, konzisztens, és rekurzivan
aziomatizdlhatd, azaz van olyan eldonthets ¥ formulahalmaz, amelyre T = Cns(X), akkor
T eldonthets. Ugyanis intuitive vilagos, hogy eldonthets Y-ra Cns(X) rekurzive felsorolhato,
azaz van olyan algoritmus, ami szép sorban elGallitja az Osszes elemét, és csak azokat. De ez
altalaban nem eldénté algoritmus, mert nem tudhatjuk, hogy meddig kell varni egy mondat
megjelenésére: ha még nem jelent meg, annak az is lehet az oka, hogy még nem kertil ré sor, de
az is, hogy soha nem is fog, mert nem eleme Cns(3)-nak. Az utébbi csak akkor deriil ki, ha a
tagadasa megjelenik (most feltessziik, hogy az elmélet konzisztens — maskiilonben trividlisan
eldonthets). T teljessége éppen azt biztositja, hogy minden nem levezethetd formula negéltja
megjelenjen az algoritmus kimenetében; vagyis az algoritmus igy el6bb vagy utéobb minden
formularol ,nyilatkozzon”. Azaz:

3.47. Tétel. Minden rekurzivan axiomatizdlhato teljes elmélet eldonthetd.

3.48. Tétel (Los-Vaught teszt elmélet teljességére). Ha a T elméletnek csak végtelen modelljei
vannak és T \-kategorikus valamilyen X\ > |L|-re, ahol L a T nyelve, akkor T teljes.

Biz. Legyen M, N a T két modellje. A felszallo Lowenheim-Skolem tétel miatt Th(M)-nek
¢és Th(N)-nek, mivel van végtelen modellje (M ill. M) van M’ ill. N7 A-szamossagi modellje
is. Ezek T'C Th(M) és T' C Th(N) miatt T-nek is modelljei, a A-kategoricitas miatt tehat
M =N’ és igy M' = N'; de akkor M = M’ és N = N’ miatt M = N. O

3.49. Kovetkezmény. Th K, teljes és eldonthetd.

Biz. Th K-nek csak végtelen modellje van (hiszen xs, € Th K, minden n-re), és trivialisan
A-kategorikus minden végtelen A-ra, tehat a Los-Vaught teszt miatt teljes. Ezért aztdn, mivel
Y = { x>n : n € N} rekurzivan axiomatizalja, eldonthetd is. O

3.50. Definici6é. Az egyargumentumu D szamelméleti tulajdonsag T-reprezentalhato, ha van
olyan ¢(z) szamelméleti formula, amire igaz, hogy minden n-re

(@) D(n) = Tkem) (b)) —D(n) = Tk —pn)
T elég er6s, ha minden eldonthets szamelméleti tulajdonsag T-reprezentalhato.
3.51. Tétel. Ha T konzisztens és elég erds, akkor eldonthetetlen.

Biz. Tegyiik fel, hogy T eldonthets, és legyen o, (z) az egy szabad véltozos szamelméleti
formulak egy felsorolasa, D pedig a

(%) D(n) <= T —pn(n)

tulajdonsag. T eldonthetGsége miatt D eldonthets. Ezért, és mivel T elég erGs, D-t reprezentéljal
wq(z) valamely d € N-re. Ha D(d) igaz, akkor D definici6ja szerint T+ —p4(d), ugyanakkor
T + @q(d) is all, ellentmondva T konzisztencidjanak, mert p4(x) reprezentalja D-t. D(d)
tehat hamis; de akkor 3.50(b) miatt 7" = —p4(d), azaz D(d) igaz, vagyis ellentmondésra
jutottunk. O

3.52. Definici6é (Peano-aritmetika). Legyen a {s,+,-,0,1} nyelv, ahol s egy-, + és - pedig
kétargumentumnu fliggvényjelek, 0 és 1 pedig konstansok. A Peano aritmetika az az elmélet az

nyelven, amelyet a kévetkezé mondatok axiomatizalnak:
35



o Vay(sz =sy) > x =y

o Vx.0 # sw

eVrx+0=ux

o Vry.x+ sy = s(x+y)

o Vrx-0=0

o Vayx-sy=(r-y)+=x

e (0) AVx(y(x) = ¢¥(sx)) — Va.ap(xr) minden (z) € Formyp-re.

3.53. Tétel (Godel). A Peano-aritmetika elég erds.

3.54. Kovetkezmény. A Peano-aritmetika egyetlen konzisztens rekurzivan axiomatizdlhato
bovitése sem teljes.

Biz. 3.53 miatt elég erés (ha D egyargumentumu szamelméleti tulajdonsag, akkor pl. D(n) —
PAF ¢(n) miatt D(n) = PAY F ¢(n) ha PA C PA™), tehat ha konzisztens, akkor 3.51
miatt eldonthetetlen, vagyis 3.47 miatt nem teljes. U

3.7. Normalforma Az 1.32 kovetkezmény elsérendii logikdban is igaz, azaz

3.55. Tétel. Ha ¢ részformuldja p-nek, 1 = ', és ¢ gy keletkezik p-bdl, hogy benne -t
V'-re cseréljik, akkor o = ¢'.

3.56. Allitas (Kotott valtozok atnevezése). Ha y nem fodul eld p-ben (kitétten sem!), akkor
Vap =Vy(p(z/y)) és Frp = 3ylp(z/y)).

3.57. Tétel (Skolemizalas). Legyen p € Sentr, Ixp(x,y1, ..., yn) a @ egqy olyan részformuldja,
ami nem dll egzisztencidlis kvantor hatokorében. Ha f ¢ L n-argumentumi fiigguényjel, és
Spl_t 7“Zgy k‘apjuk QO-bO,l, hOgy 3.9777[1(37, Yy - - - 7yn)_t l{Z.CSG’I”élj’l'];k w(f(yla s ayn)’ Yy - - 7yn)_r67 akkor

© kielégithetd <= ' kielégithetd.
(Ha n =0, akkor 0-argumentuma figguényjelre (magyarul: konstansra) cseréljiik x-et.)

Pl. FuVaVy3z r(x,y, z,v)-bol YaVyr(x,y, f(z,y),a) lesz (két lépésben). Azt nem allitjuk,
hogy a két formula ekvivalens.

A biz. dtlete. Az egyszertiség kedvéért legyen n = 1.

(=) Tegyiik fel, hogy M = ¢. Definidlunk egy M’ £ U {f} modellt ami modellje lesz ¢'-
nek. M’ univerzuma ugyanaz mint M-¢, és az L-ben szerepld relaciojeleket, fiiggvényjeleket
és konstansjeleket ugyantgy interpretalja mint M, fM pedig a kovetkezé fiiggvény M’ = M-
en: m € M-re ha M = 3wip(x, y)[m], akkor legyen f™'(m) egy olyan m/ € M amire M =
3 (2,y)[m', m], ha pedig M [~ Jab(x, y)[m], akkor fM (m) tetszoleges m’ € M.

(<) Ha M’ |= ¢/, akkor M = M’ | L-ben igaz lesz ¢. O

3.58. Definicid. Literalis formuldn most is atomi vagy negalt atomi formulat értiink. (PL
—r(z, f(c,x)).) Egy kvantormentes formula CNF' ha literalisok diszjunkciéinak konjunkcioja
(/\?:1 \/721 lij, ahol lij-k hteréhsok)

3.59. Definicié. Egy els6rendii formula

e prenex, ha Q... Q,x,1 alaku, ahol @Q;-k kvantorok (V vagy 3), ¢ pedig kvantormentes;Jj

1 a prenex formula mdtriza.
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e Skolem konjunktiv normaélforma (SC'NF'), ha prenex, minden kvantora univerzalis, és
a matrixa CNF.

3.60. Tétel. Minden ¢ mondathoz van ¢ Skolem konjunktiv normdlformaji mondat, ami
pontosan akkor elégithetd ki, ha o kielégithetd.

Biz. Hét 1épésben alakitjuk at o-t SCNF-¢é (és ezt kozben két mondaton illusztraljuk is). A
két példamondat:

(A) Jz —p(x) A [Fzp(z) V 3z(p(z) A ¢(2))] A =3z p(x)
(B) —3z[FaVy p(z,y,y) = Vy3z(p(z,y, ) V p(z,y, 1))]

(1. lépés) Kikiiszoboljiik a definialt konnektivumokat gy, hogy csak V, 3, =, V, A maradjon.
Hasznéaljuk:

o= =—pVYy  leg=)=eAp o= (me V) A(eV )

(A) nem valtozik,

(B1) —3z[-3aVy p(z,y,y) V VY3 (p(z,y, 2) V p(z,y, 2))]
(2. lépés) —-ot ,bevissziik” amig mar csak atomi formulék elstt all. Hasznaljuk:
—Vap = Jz—p —dxp = Vr—p

(A2) Jz —p(x) A [Tz p(z) V 3z (p(z) A q(2))] A Vr-p(z)

(B2) Vz[FzVy p(x,y,y) A IyVe(—p(x,y,x) A —p(z,y, )]

(3. 1épés [nem muszaj, de hasznos|) Bevissziik a kvantorokat. Hasznaljuk:
Va(p Vi) =Vrp Vi V(Y Vo) =V Vayp V) =
Jz(p AY) =Tz AN Jz(p A p) =19 Adzp dxp =

ha x ¢ FV(¢) (1d. 3.25(3,4)), és
V(e A) = Ve AVry (e V) = e V Tz

barmely ¢, ©-re (1d. 3.25(1,2)). Ebben a lépésben érdemes még a kovetkezdket is hasznalni
(1d. 3.25(7,8))

VaVy(e V) =VyVa(e V) Foy(e AY) = JyTe(p Av)

hay € FV(p)NEV () de z ¢ FV(p) N EFV ().
(A2) nem valtozik,

(B3) JaVy p(z,y,y) AV23y(Vae—p(z,y, ©) AVe—p(z,y,z))

(4. lépés) A kotott valtozokat atnevezziik ugy, hogy ne legyen két kvantor ami ugyanazt a
valtozot koti le (v.6. 3.56).

(Ad) Jz—p(x) A [Byp(y) Vv 32(p(2) A q(2))] A Vu=p(u)
(B4) J2Vy p(z,y,y) A VzIu(Vo—p(v,u,v) A Vw-p(z,u,w))
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(5. 1épés) 3.57 segitségével kikiiszoboljitk az egzisztencialis kvantorokat (kiviilrsl befelé), aztan
az univerzalis kvantorokat a formula elejére hozzuk (ez a 3. lépésben hasznalt els6 négy
ekvivalencia miatt nem valtoztat a kielégithetGségen — most hasznaljuk, hogy az el6z6 lépésben
atneveztiik a kotott valtozokat: ha ezt nem tettiik volna meg, akkor most lehetne a formulank
pl. Vap(z) V Vzq(x), ami nem ekvivalens Va(p(z) V q(z))-el).
(A4)-bol igy
—p(a) Alp(b) V (p(c) A ()] A Vup(u)

majd
(A5) Vu(=p(a) A [p(b) V (p(c) A q(c))] A —p(u))
lesz, (B4)-bdl pedig

Vypla,y,y) ANVz(Vuv=p(v, f(2),v) AVw=p(z, f(2),w))

amibdl
(B5) VyV2vovw(p(a, y,y) A =p(v, f(z),v) A =p(z, f(2), )]

(6. 1épés) Az el6z6 lépésben kapott prenex formula matrixat konjunktiv normalformara hozzuk
(tgy mint propozicionalis logikédban).
(A5)-bsl

(A6) Vu(=p(a) A (p(b) V p(c)) A (p(b) V gq(c)) A —p(w))

lesz, (B5) valtozatlan.
(7. lépés |nem muszaj, de hasznos|) A matrix egyszertsitése. Pl. ha az egyik ,éselends”
(literalisok diszjunkcioja) [V ¢ V1 (ahol [ egy literalis), akkor az [ egyik el6fordulasat toroljuk.
Ha ¢ és ¢ két olyan éselendd, hogy ¢ univerzalis lezartjabol kovetkezik 1 univerzélis lezartja
(vagyis ha ¢ = 1), akkor -t toroljiik. Specidisan ha az egyik éselendé érvényes (pl. r(z, f(z))V
p(x) V —r(x, f(z))), akkor azt toroljuk.

Ez a lépés egyik példat sem érinti.
(8. 1épés) Atirjuk clause-halmaz alakba (csak mert ebben az alakban lehet majd a rezoliciot
alkalmazni): elhagyjuk a formula elejérdl az univerzalis kvantorokat (ez nem probléma, mert
tudjuk, hogy a matrix minden valtozdja univerzalisan van lekétve, az univerzalis kvantorok
sorrendje pedig nem szamit (Id. 3.25.7), és a matrixot clause-halmaz alakban irjuk (mint
propozicionalis logikaban).

(A6)-bol igy

(A8) {{-p(a)},{p(®), p(c)}, {p(b), q(c)}, {—p(u)}},
(B5)-bdl pedig

(BS) {{p(a, Y, y)}7 {—\p(’U, f(Z), U)}a {p(z, f(Z), w)}}
lesz. O

Az a célunk, hogy eljarast adjunk elsérendt formulahalmazok kielégithet&ségének vizsgalatarall
(nem az eldontésére, mert ilyen eljaras nincs). Ennek elss 1épése a fenti tétel. A kovetkezd az,
hogy SCNF mondatok (vagy ami ugyanaz, clause-halmazok) kielégithetéségének problémajat

visszavezetjlik propozicionalis formulahalmazok kielégithet&ségére.
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3.8. Herbrand El&szor azt latjuk be, hogy egy SCNF mondatnak pontosan akkor van modellje,Jj
ha van egy nagyon specidlis modellje, nevezetesen egy olyan, aminek az elemei a mondat
nyelvének term-jei.

3.61. Definicié (Herbrand univerzum). Egy ¥ formula- (vagy clause-) halmaz nyelve az a
legsziikebb L nyelv, amire ¥ C Form, (itt és a tovabbiakban az elsérendi clause-halmazokat
is formulanak tekintjiik).

Legyen £ a ¥ formulahalmaz nyelve. Ha £ nem tartalmaz konstanst, akkor tegyiik bele a ¢
konstanst. A ¥ formulahalmazhoz tartozo6 Herbrand univerzum, avagy ¥ Herbrand univerzuma
(jelolés: H(X)) L valtozomentes termjeibdl all, azaz H(X) = {t € Term, : FV(t)=0}. A ¢

formula Herbrand-univerzuma H(y) “H {e}).
Tehat ha Y-ban el6fordul fiiggvényjel, akkor H(X) biztosan végtelen lesz.
3.62. Példak.
H(Vy(r(c,d) vV r(y,c)) = H{{r(c,d),r(y,c)}}) = {c.d},
H(VxYy(r(z, f(x,y))) = H{{r(z, f(z,9))}})
={c fle,0), fle fle ), F(fle,0),c), f(f(e ), fle,e)), o}

3.63. Definicié (Herbrand modell). Legyen M egy L-struktira, ahol £ a 3 formulahalmaz
nyelve (de tartalmazza a c¢ konstanst ha méas konstanst nem). Az M Herbrand-modell ¥-hoz,
ha a kovetkezs két feltétel teljestil:
(1) M univerzuma H (%)
(2) ha a konstans £-ben, akkor a™ = a, és ha f n-argumentumi fiiggvényjel L-ben, akkor
minden my, ..., m, € M-re fM(my,...,m,) = f(my,...,my,).
M Herbrand-modell a ¢ formulahoz, ha Herbrand-modell a {¢} formulahalmazhoz.

Tehat egy formulahalmaz kiilob6z6 Herbrand modelljei csak a relaciojelek jelentésében térhetnek]
el.

3.64. Gyakorlat. Ha M Herbrand-modell a ¢ formulédhoz, akkor minden t € H(p)-re t" = t.

Be fogjuk latni, hogy egy SCNF mondat pontosan akkor kielégithets, ha van hozza Herbrand-
modell, amiben igaz. Ehhez sziikségiink lesz néhény definiciora és egyszert allitasra.

3.65. Definicié (Részmodell). Legyen M és N két L-modell. M részmodellje N-nek (jelolés:
M C N), ha az alabbi feltételek teljesiilnek:
(1) MCN
(2) minden ¢ € £ konstansra cM = ¢V
(3) minden f € £ fiiggvényjelre fM = fN | Mr!
(4) minden r € £ relacidjelre r™ = N N M azaz my, . .. My € M-re (my,...,m, ) €
M o= (my,...,m, ) erV.

3.66. Példa. Legyen N = (N, <N 4N N oV, 1N>, ahol N a természetes szamok halmaza,
<N a természetes szamok szokésos rendezése, +V a szokésos Gsszadas fiiggvény a természetes
szamokon, s.i.t. és legyen Z = (Z, <% +%,.2 02,12 ), ahol Z az egész szamok halmaza, <Z
az egész szamok szokasos rendezése, +% a szokasos Osszadas fiiggvény az egész szamokon, s.i.t.

Akkor N' C Z. Ez a példa mutatja, hogy egy modell részmodelljében lehet valami igaz gy,
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hogy a modellben nem, vagy forditva. Pl. V2(0 = 2 V 0 < z) igaz N-ben de nem igaz Z-ben,
VzIy(x +y = 0) igaz Z-ben, de nem igaz N-ben.

Z3, az egész szamok mod 3 maradékosztéalyainak modellje (az ott szokasos <-val és mtiveletekkel )
nem részmodellje Z-nek, pl. mert +22 # +2 | {0, 1,2}? (Z5 univerzuma nem is zart +2-re).

3.67. Definicié. Kvantormentes egy formula ha atomi formulakbdl épiil fel — és A segitségével
(azaz pontosan akkor, ha nem szerepel benne kvantor). Univerzdlis egy formula, ha kvantormentes]
formulakbol épil fel A, V és V segitségével. FEgzisztencidlis egy formula, ha kvantormentes
formulakbol épiil fel A, V és 3 segitségével.

3.68. Példa. A SCNF formulak univerzalisak (mert a matrixuk kvantormentes, és arra csak
univerzalis kvantorokat alkalmazunk).

3.69. Tétel. Ha © uniwerzdlis formula és M C N, akkor
N | ¢lo]l = M = ¢lo]

minden M-hez tartozo o kiértékelésre.

Biz. El6szor is, a részmodellség definiciojabol term-indukcioval konnyen jon, hogy

(f) tMlo] = Vo]
minden M-hez tartoz6 o kiértékelésre. Masodszor: a tétel allitasanak kovetkezd erdsitése:
(*) N E ¢plo] <= M E ¢[o] minden M-hez tartozo o kiértékelésre.

igaz kvantormentes formulédkra, mert
M=t = thlo] = tMo] = t)o] <= Vo] =t)[0] <= N Et; = to|o]

(a kozépso ekvivalencia (1) miatt igaz) és

Mt t)lo] <= (o], t¥(0]) € ™
= (tV[o],...,tNo]) e N = N Er(ts,...,t.)[0]
(a kozéps6 ekvivalencia (T) és 3.65(4) miatt igaz) és —-ra és A-ra trividlisan 6roklédik. (Azért
kellett (*) a tételbeli allitas helyett, mert az nem 6roklédik —-ra.)
Végiil: mivel A-re és V-ra konnyen lathato, hogy oroklédik az allitas, annak belatasahoz,

hogy minden univerzalis formulara igaz, elég megnézni, hogy V-re 6roklgdik. Tegyiik fel, hogy
p-re igaz az allitas. Akkor

N EVzp[o] <= minden N-beli m-re N |= plo(z/m)]
= minden M-beli m-re N = p[o(z/m)]
= minden M-beli m-re M |= p[o(z/m)] ind. felt. miatt
= M = Vayplo].
U
3.70. Definicié (Homomorfizmus/Izomorfizmus). Legyen M és N két L-modell. A7 : M —
N fiiggvény homomorfizmus M-bsl N-re (izomorfizmus M-bésl N-be), ha

(1) 7 raképezés (injektiv raképezés, azaz bijekcio) M-bsl N-re
(2) minden ¢ € £ konstansra 7(cM) = ¢V
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(3) minden f € L fliggvényjelre és minden my,...,m,; € M-re

mfMmy, .. myp) = N (rma, .. myy)
(4) minden r € £ relaci6jelre és minden my, ..., m,. € M-re
(my,...,mpy) €™M = (mmy,...,7m, ) eV,

N homomorf képe M-nek ha van homorfizmus M-bsl N-re, és M, N izomorfak (jelolés:
M = N), ha van izomorfizmus M-bél N-be.

Ez pontosan az a homo- és izomorfizmus-fogalom, amit algebraban (pl. csoportokra) ismeriink,|j
kivéve, hogy a csoportok (és mas algebraosztélyok) nyelvében nincsenek relaciojelek, ezért a
4. kikotésre ott nincs sziikség.

3.71. Példa. Az egész szamok modelljének nem homomorf képe Z3 (a mod 3 maradékosztalyoklj
modellje) (ha utobbin < jelentése {(0,1),(1,2),(0,2)}) (ez latszik pl. a kovetkezs tételbdl,
mert a JrdyIzFv(r < y Ay < z Az < v) mondat igaz Z-ben de nem igaz Zz-ban), de ha
elhagyjuk beldlik a < relaciot, akkor igen, mert z — z mod 3 homomorfizmus.

3.72. Tétel. Legyen p(x1,...,x,) € Form, olyan, hogy nem fordul elé benne egyenldség, és
M, N L-modellek. Ha 7 homomorfizmus M-b6l N -re, akkor minden my, ... ,m, € M-re

ME o, ... z,)[m, ... omy) <= N Eo(x, ..., x,)[mme, ..., mmy)].

Ha 7 izomorfizmus M-bSl N -be, akkor ez minden formuldra (tehdt az egyenldséget tartalmazokrd]
is) igaz.

Biz. El6szor term-indukcidval belatjuk, hogy
1) w(tMo]) = tN[r o o] minden ¢ € Termg-re és M-hez tartozo6 o kiértékelésre

(itt o fiiggvénykompoziciot jelol, tehat moo az az N -hez tartozo kiértékelés, ami az x € Var-hoz
m(o(z)) € N-et rendeli.) Ha t a ¢ € £ konstans, akkor w(t"[s]) = 7(cM) = ¥ = tN[r o a];
ha t az x € Var, akkor 7(tM[o]) = n(o(x)) = (7o 0)(z) = tN[r o o]; végiil ha f € L n-
argumentumu fiiggvényjel, tq, ..., t, € Term-re igaz az éllitas, ést az f(t1,...,t,) term, akkor
n(tM[o]) = w(fM (o], ... ) [o))) = [V (a(E[o)), ... 7ty [o]) = (Y [roa],... ) [ro
o)) = tN[roo]. Ttt az elsé és utolsd egyenlGségben 3.10-et, a masodik egyenléségben 3.70(3)-at,
a harmadik egyenl&ségben pedig az indukcios feltevést hasznéltuk. Ezzel belattuk (t)-et.
Most formulaindukciéval belatjuk, hogy

M s plo] <= N | ¢[roo]

minden (egyenlgségmentes ha 7 csak homomorfizmus) ¢ € Formg-ra és M-hez tartozo o
kiértékelésre — amibdl mar persze kovetkezik a tétel.
Ha ¢ a t; =ty formula, akkor

M ¢lo] <= t"[o] = t,"[0] <= 7(t1"[0o]) = n(ty"[0])
= oo =t[roo] &= NEg[roo]
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(a mésodik ekvivalencia 7 injektivitasa, a harmadik pedig (f) miatt igaz); ha pedig ¢ az
r(t1,...,t,) formula, akkor

M E plo] = (tMo],...,.t)o]) e ™ —= (W(tf/l[a]),...,ﬂ(tnM[a])>ETN
— (V[roo],....tN[roo]) eV = N Eg[rood],

(a mésodik ekvivalencidban 3.70(4)-et, a harmadik ekvivalencidban (f)-et hasznaltuk). —-ra
és A\-ra trividlis az 6roklgdés, ugyhogy tegyiik fel, hogy ¢ a Vi) formula, és 1-re méar belattuk
az allitast. Akkor

M = ¢[o] <= minden M-beli m-re M |= ¢[o(z/m)]
<= minden M-beli m-re N' = ¢[r o (o(x/m))] ind. felt. miatt
<= minden M-beli m-re N' = ¢[(w o o)(x/m(m))]
<= minden N-beli n-re N' = ¢[(7 o o)(z/n)] mert 7 raképezés

= Nk glroo]
0

3.73. Tétel (Herbrand 1.). Egy SCNF-ban levd ¢ egyenldségmentes mondat pontosan akkor
kielégithetd, ha igaz eqy Herbrand-modelljében (azaz ha van Herbrand-modell p-hez amiben ¢

igaz).

Biz. (<) trivialis, hiszen ha ¢ igaz egy Herbrand-modelljében, akkor van modellje, tehat
kielégithetd.
(=) Tegyiik fel, hogy M = ¢, és legyen L a ¢ nyelve, ill. ha ¢-ben nem szerepel konstansjel,
akkor L-be tegyiink egyet (c), és cM legyen M valamelyik eleme. (Persze ez a kibévitett M
tovabbra is modellje ¢-nek.)

Legyen N = {tM :t € H(p) }.

(1) N az M egy részmodelljének univerzuma

azaz minden L-beli ¢ konstansra ¢™ € N és minden L-beli f fiiggvényjelre N zart fM-re.
Az els§ allitas ebbdl nyilvanvaldé mert ha ¢ € £ konstans, akkor ¢ € H(p), a masodik pedig
azért igaz, mert ha f € L k-argumentumi fiiggvényjel és nq,...,nx € N, akkor van olyan
ti, ...ty € H(p), hogy M =ny, ..., t# = ny, és akkor fM(ny, ..., ng) = MM, ... 0 =
flt, .. te)™M € N, mivel f(ty,...,t) € H(p).

Legyen N az M-nek az a részmodellje, aminek N az univerzuma ((1) miatt van ilyen,
és a részmodellség definiciojabol lathato, hogy csak egy). Vagyis N univerzuma N, minden
¢ € L konstansra ¢V = ¢M, minden f € £ fiiggvényjelre fN = fM | No() és minden r € £
relaciojelre V' = M N N*) . Mivel ¢ univerzalis,

(2) NEp

3.69 miatt. Végiil: H legyen a kovetkez6 Herbrand-modell p-hez. Ha r € £ k-argumentumu
relaciojel ésty, ... tp € H(p), (t1,...,tx) € v pontosan akkor, ha (£, ... tN) € rV (ezzel H
definialva van, mert az univerzum és a konstansok és fliggvényjelek értéke minden Herbrand-
modellben ugyanaz). Azt allitjuk, hogy H = ¢. De ez kovetkezik (2)-bdl 3.72 miatt, ha
belatjuk, hogy az a H(p)-bsl N-be képezd 7 fiiggvény amit m(t) = tV definial, homomorfizmus

H-bol N -re.
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N definici6ja miatt 7 raképezés, és r’* definicivja miatt 3.70(4) is teljesiil. 3.70(2) igaz, mert
ha ¢ € £ konstans, akkor 7(c") = 7(c) = ¢V. Végiil ha f € £ k-argumentumi fiiggvényjel
és ty,...,t, € H(p), akkor w(fH(ty,...,t;)) = w(f7@E,...; 1) = 7(f(t,...,tp)") =
T(f(ty, ... t) = fltr,....t)N = Y, .. t)) = N#t),...,7(ty). Az els6 és a
harmadik egyenl@ségben azt hasznéltuk, hogy Herbrand modellben minden valtozémentes term
értéke sajat maga (3.64). O

A tétel feltételei koziil nem hagyhato el, hogy ¢ egyenléségmentes: pl. a ¢ = d SCNF mondat
kielégithets, de nem igaz egyik Herbrand-modelljében sem.

3.74. Allitas. Ha o(zy,...,2,) € Formg, t1,...,t, € Termg, o az M L-modellhez tartozd
kiértékelés és tMlo] = o(x;) (i =1,...,n), akkor

MEp(z1,...,2,)[0] <= Mo /ti,...,z./tn)]0]

feltéve, hogy 1 < i < n-re t; behelyettesithetd p-ben x; helyére, azaz t; eqy szabad vdltozdja sem
vdlik kidtotté a behelyettesités sordan. (Ez a feltétel biztosan dll, ha t;-k vdltozémentes termek.)

Biz. Egyszerd term- majd formulaindukci6. U

3.75. Definicié. Egy L els6rendi nyelv egy propoziciondlis modellje olyan fiiggvény, ami £
minden valtozoémentes atomi formuldjahoz 0-t vagy 1-et rendel.

Legyen M az L nyelv egy propozicionélis modellje, ¥ pedig egyenlGség- és valtozomentes
L-mondatok halmaza. (Tehat £ elemei relacios atomi mondatokbol (relaciojelek kitoltve
valtozomentes term-ekkel) épiilnek fel a propozicionalis logika konnektivumaival.) 3 igaz M-
ben (jelolés: M g X)), ha ¥ minden eleme igaz M-ben propozicionalis értelemben, azaz
gy, hogy az atomi mondatokat propozicionalis atomi formulaknak tekintjiik. > kielégithetd
propozicionalis értelemben, ha van olyan propozicionalis modell, amiben igaz (ezt ugy is
mondjuk, hogy van propozicionalis modellje).

3.76. Definicio. A ¢ =V, ... Va,0(z1,...,x,) SCNF mondat vdltozémentes instancidi:
G(e) ={v(x1/t1,...,xn/ts) t1,....tn € H(p) }
3.77. Tétel (Herbrand I1.). Legyen ¢ egyenldségmentes SCNF mondat. Akkor
@ kielégithetd <= G(p) kielégithetd propoziciondlis értelemben.

Biz. El6szor is,

(1)

G(y) igaz egy Herbrand-modelljében <= G(y) kielégithets propozicionélis értelemben.

Ui. ha G(p) igaz a H Herbrand-modellben, akkor legyen M az a propozicionalis modell, ami
az r(ty,...,t,) atomi mondathoz pontosan akkor rendel 1-et, ha (¢;,...,t,) € r’*. Forditva,
ha G(y) igaz az M propozicionalis modellben, akkor legyen H az a Herbrand-modell, amiben
a relaciojelek jelentését tgy definialjuk, hogy r* = { (t1,...,t,) : M(r(ty, ..., t,)) =1}
Mindkét esetben a G(p)-ben eléforduld minden atomi mondat pontosan akkor igaz H-ban,
ha igaz M-ben (igy definidltuk az els§ esetben M-et H-bol, a masodikban H-bol M-et); mivel
a G(p)-beli mondatok az atomiakboél a propozicionalis konnektivumokkal (—-el A-sel és V-
gyal) épiilnek fel, és ezek értékelési szabélyai propozicionalis logkdban és elsérendi logikaban
megegyeznek, G(y) minden mondata pontosan akkor igaz #H-ban, ha igaz M-ben. Ezzel

belattuk (f)-et.
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Most méar ratérhetiink a tétel allitasdnak bizonyitasara, de el6bb még vegyiik észre, hogy egy
modell pontosan akkor Herbrand-modell p-hez, ha Herbrand-modell G(¢)-hez (mert ¢ nyelve
(plusz a ¢ konstans ha ez a nyelv nem tartalmaz konstanst) és G(¢) nyelve ugyanaz). Ezért
a bizonyitasban egyszertien ,,Herbrand-modell”-t frunk , Herbrand-modell p-hez” és ,Herbrand-
modell G(p)-hez” helyett.

3.73 miatt ¢ pontosan akkor kielégithets, ha igaz egy H Herbrand-modellben, azaz ha van
‘H Herbrand-modell, hogy H = Vzi...Va,¥(z1,...,2,), azaz ha van H Herbrand-modell,
hogy minden ti,...,t, € H(p)re H = ¥(z1,...,2,)[t1, ..., tn], azaz (3.74 miatt) ha van H
Herbrand-modell, hogy H = (z1/ti,...,2,/t,) minden ty,...,t, € H(p)-re, azaz ha van
‘H Herbrand-modell, hogy ‘H = G(¢), ami viszont (1) miatt ekvivalens azzal, hogy G(¢)
kielégithets propozicionalis értelemben. U

3.78. Kovetkezmény. Ha ¢ egyenldségmentes SCNF mondat, akkor

@ kielégithetetlen <=

G(p)-nak van véges része, ami propoziciondlis értelemben kielégithetetlen.
Biz. A tételbdl és a propozicionalis logika kompaktsagi tételébsl (2.39) nyilvanvalo. O

Tehat elsérendd fromulak kielégithetetlenségének problémajat 3.60 és 3.77 segitségével visszavezettiikl]
propozicionalis formulahalmazok kielégithetetlenségére; amit viszont mér tudunk kezelni, példaull]
rezolucioval (ha el6bb atirjuk Sket clause-halmaz alakba). Vigyazat, ezzel nem kaptunk eldontésilj
algoritmus elsérendd formulak kielégithet&ségére. Ha 1 a ¢ formulabdl az 3.60-el kapott
SCNF (ami tehat pontosan kielégithetd, ha ¢ az), akkor G (1) rendszerint végtelen. Ezért ha
¢ kielégithetetlen (és igy G(v) kielégithetetlen propozicionélis értelemben), akkor a rezolicio
ezt jelzi®, mert G(¢)-bdl levezethetd rezoltcioval az iires clause. De ha ¢ kielégithets, akkor
barmilyen stratégidval is miikodtetjiik a rezoluciot, az algoritmus nem fog megallni.

3.9. Els6rendii rezolicié Ebben arészben (ha mast nem mondunk) kizarolag egyenlgségmentesf
SCNF formulakkal foglalkozunk, és azokrol is feltessziik, hogy clause-halmaz alakban vannak
irva.

Az el6z6 részben lattuk, hogyan lehet SCNF mondatok kielégithetetlenségét vizsgalni két
lépésben: elGszor valtozomentes instancidkat csindlunk, aztan ezekbdl (mint propozicionalis
formulakbol) probaljuk rezolucioval levezetni az iires clause-t. Az elsérendd rezolucié a két
lépést egybevonja, és attol lesz viszonylag praktikus modszer kelégithetelenség vizsgalatéra,
hogy csak azokat a valtozomentes instancidkat hozza létre, amiket aztén lehet is rezolvalni.

(Ez az otlet: a kivitelezés egy kicsit més.)

3.79. Példa. Legyen ¢ a Va(r(z) A —r(f(z))) mondat. ¢ Herbrand-univerzuma {ec, f(c),
f(f(c)),...}, tehat

clause-halmaz alakban

{Hr@} A=r(f(eD} Ar(F )} A=r(F ()}, -3

A masodik és harmadik clause rezolvense az iires clause, tehat ¢ kielégithetetlen; de ehhez az
egylépéses rezoluciohoz elébb egy végtelen formulahalmazt (G(p)-t) kellett generalnunk.

Sha igyesen csinaljuk! :-(
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Els6rendti rezolicioval ezzel szemben igy megy a dolog. Vessziik ¢ clause-halmaz alakjat,
vagyis {{r(z)}, {-r(f(x))}}-et, és megnézziik, hogy van-e benne két clause, ami rezolvalhato
lenne ha a benniik szerepl valtozokat (kiilon-kiilon) valtozomentes termekkel helyettesitenénk
be valahogy. Ha igen, akkor elvégezziik ezt a helyettesitést a két clause-ban, és rezolvaljuk az
igy kapott instancidkat. A példdban a vélasz igen, pl. az els6 clause-ban x/f(c) helyettesités
{r(f(c))}-t, az z/c helyettesités masodik clause-bol {—r(f(c))}-t csinél, ez a két instancia mar
rezolvalhato, és az eredmény az iires clause.

3.80. Definicié. Helyettesitésen olyan véges' fiiggvényt értiink, ami valtozokhoz termeket
rendel. Ha A egy kifejezés (formula vagy term) és s egy helyettesités, akkor As az a kifejezés,
amit agy kapunk A-bol, hogy benne minden s értelmezési tartomanyaban levs x valtozo szabad
el6fordulésai helyébe s(x)-et helyettesitjiik. Ha C kifejezések egy halmaza, Cs = { As : A €
C'}. Azt a helyettesitést, ami x1-hez ti-et, . .., x,-hez t,-et rendeli, z1 /ty, . .. x, /t,-nel jeloljiik.
(Ezt a jelolést eddig is hasznaltuk.)

Az s helyettesités dtnevezés ha injektiv és rans C Var (rans az s értékkészlete).

Kifejezések egy C' halmaza egyesithetd, ha van olyan s helyettesités, hogy C's egyelemti.

Az els6rendd rezolicié definiciojaban az egyetlen igazi tjdonsag relacios atomi formulak
egyesitése lesz, ezért elGszor ezt nézziikk meg.

Legyen « és [ két relacios atomi formula. Ha kiilonb6z6 relaciojelek szerepelnek benniik,
akkor nem egyesitheték. Maskiilonben legyen az a-beli ¢; és S-beli ty az elsg (balrol jobbra
haladva) term amiben kiilonboznek. Ha t; € Var és t; ¢ FV(ls), akkor legyen s; = tq/to;
kiilénben, ha to € Var és to ¢ FV(t1), akkor legyen s; = to/ty; kiilonben « és 5 nem
egyesithet6. Ha nem kaptuk azt a vélaszt, hogy a és [ nem egyesithets, akkor ismételjiik
meg ezt az eljarast as; és [Bsi-gyel. Ha as; és [Bsi-r6l kijon, hogy nem egyesithetdk, akkor
a és B nem egyesithetd, kiilonben legyen s, a kapott helyettesités. Es igy tovabb. Igy véges
sok lépésben kijon, hogy nem egyesithetsk, vagy kapunk egy helyesttesités-sorozatot (mondjuk
S1ye vy Sm), UgY, hogy asy...s, = [S1...8,. llyenkor v és [ egyesithetd, és az (s1...Sm)
helyettesités-sorozatot o és /3 legdltaldnosabb eqyesitdjének® nevezik.

Vigyéazat: helyettesités és helyettesités-sorozat nem 6sszetévesztends: az x/y, y/x helyettesités]
x-re alkalmazva y-t, ad, az (x/y, y/x) helyettesités-sorozat viszont x-et.

3.81. Példak. (1) @« = r(z), p = r(x) egyesithetSk, és az mgu az iires helyettesités-
sorozat.

(2) a=7r(f(y).z,0),8=r(x, f(y),y). s1=x/f(), as1 = r(f(),z ), Bsi =r(f(y), [ (),
y). sz = z/f(y), asiso = r(f(y),f(y),c), Bsisa = r(f(y), f(y),y). s3 = y/c,
asysess = 1(f(c), f(c),c), Bsisess = r(f(c), f(c),c), tehat a és B egyesithets, és
(z/f(y),2z/f(y),y/c) az mgu.

(3) a = T(f(y)a Z,C), B = 7"(1’, f(y>7$) §1 = :U/f(y)a asy = T(f(y)a 276)7 Bsi = T(f(y)> f(y)7
f(y)> S2 = Z/f<y)7 QaS182 = r(f(y)a f(y)a C)7 Bs182 = r(f(y)a f(y>7 f(y)) Nem tudjuk
folytatni, mert az elsé eltérés helyén egyik atomi formuldban sem valtozo all. Tehat a,
B nem egyesithetdk.

(4) a =r(f(x)), 5 =r(x). Nem egyesithetSk, mert bar az elsg eltérés helyén 5-ban valtozo
all (z), de a-ban olyan term (f(z)), amiben z el6fordul.

7Egy fliggvény véges, ha az értelmezési tartoméanya véges.
8most general unifier, avagy mgu
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(5) a=r(f(2,9)), 8 =r(f9y),2). 51 = x/9(y), s, = r(f(9(v),y)), Bs1 = r(f(9(y),2))1
s2 = z/y, asisy = r(f(9(y),y)), Bs1s2 = r(f(9(y),y)), tehat egyesithetSk, és az mgu
az (x/g(y), z/y) helyettesités-sorozat.

3.82. Definicié. Legyen C' és D két kozos valtozo nélkili clause, o atomi formula, o € C,
-5 € D, és tegyiik fel, hogy a és [ egyesithetd, és az (s1,..., s, ) helyetesités-sorozat mgu «,
B-hoz. Akkor C' és D «, [ szerinti rezolvense a (C'sy, ..., Sm \ {as1, ..., Sm}) U (Ds1,...,8m \
{Bs1,...,8m}) clause.

3.83. Példa. Szamoljuk ki az {r(z, f(x)),p(z)} és a {-r(y,z2),p(z)} r(z, f(x)) és r(y,z)
szerinti rezolvensét (ha van). El6szor mgu-t keresiink: s; = z/y, r(z, f(x))s1 = r(y, f(y))
s r(y,z)s1 = 1(y,2); s2 = z/f(y), r(z, f(z))s1s2 = r(y, f(y))s2 = r(y, [(y)) &s 7(y,2)s152 =

r(y,2)s2 = r(y, f(y)). Tehéat r(z, f(x)) és r(y, z) egyesithetdk, és (x/y, z/f(y)) az mgu. Mivel
ple)s152 = ply)sa = ply) 6 P(2)s152 = ()82 = p(F (1)), a rezolvens & {p(y), p(f (1))} clause.

3.84. Definici6. Ha az [; és [y literalisok egyesithetdk, (s, ..., s,, ) helyettesités-sorozat mgu
ly és l5-hoz, 1y és s elemei a C' clause-nak, akkor C' [} és 5 szerinti faktora a C's; ... s, clause.

3.85. Példa. Az {r(z,y),r(z,z),r(y,y)} clause r(z,x) és r(y,y) szerinti faktora az {r(y,y)}
clause, mert r(x, z) & r(y, y)-t egyesiti az x/y mgu, és {r(z,y),r(z,2),r(y,y)}x/y = {r(y,y),

r(y,y),r(y, )} = {r(y,y)}.

3.86. Gyakorlat. Talaljuk meg az el6z6 példabeli {r(z, y), r(x, z),r(y, y)} clause sszes faktorat!]

3.87. Definici6. Az E clause egy rezolucios levezetése a Y egyenlGségmentes clause-halmazbol
olyan véges T fa, amire igaz, hogy
e T minden cstcsa egy clause
e I aT gyokere
e T minden levele ¥ egy eleme
e 7" minden olyan D csticsanak ami nem levél, (a) van egy gyermeke, aminek D egy
faktora, vagy (b) van egy gyermeke (D’), amib6l D-t a valtozok atnevezésével kapjuk
(azaz D = D's, ahol s egy atnevezés), vagy (c) van két gyermeke amiknek D a
rezolvense.

A levezetés hossza a nem-levél csiicsok szama. 3-bol levezethets E (¥ Fg E) ha E-nek van
rezoltcios levezetése 2-bol. ¥ cdfolhato ha ¥ g .

A levezetést persze nem muszaj fa alakban lerajzolni, 1d. a kovetkezd példat.

3.88. Példa. Legyen ¥ a {{r(z),r(y)},{—-r(x),-r(y)}} clause-halmaz. ¥ g O mert:

1. {r(z),r(y)} adott
2. {=r(x),—r(y)} adott
3. {r(y)} 1. faktora
4. {=r(y)} 2. faktora
5. {r(z)} 3. atnevezése
6. O 4,5 rezolvense

3.89. Tétel. Legyen ¥ U {E} egyenldségmentes clause-halmaz. Ha ¥ bFg E, akkor ¥ = E

(vagyis Fr helyes), és ha ¥ kielégithetetlen, akkor ¥ g O (azaz g cdfolat-teljes).
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Epptigy mint a propozicionalis rezoltcio, az elsérendii sem teljes, pl. § = {r(z), =r(x)}, de
0 /g {r(z),—r(x)}. De ez itt sem probléma, mert els6rendd logikaban is igaz, hogy ¥ = ¢
pontosan akkor, ha 3 U {¢} kielégithetetlen.

3.90. Példa. Be akarjuk latni, hogy JxVyr(x,y) = VyJzr(z,y). Ez pontosan akkor igaz, ha
JxVyr(z,y) A —“VyIar(z,y) kielégithetetlen. 3.60 segitségével csindlunk egy SCNF mondatot,
ami pontosan akkor elégithets ki, ha ez kielégithets:

JaVyr(x,y) A IyVae—r(z,y)
JxVyr(z, y) A JvVu—r(u,v)
Yyr(e,y) A Yu—r(u,d)
VyVu(r(c,y) A —r(u,d))
Az igy kapott SCNF mondatot atirjuk clause-halmaz alakba:
{{rlc,y)}, {-r(u,d)}}

és ebbdl egy 1épésben levezethets az [, tehat ez a clause-halmaz kielégithetetlen, vagyis igaz
az eredeti allitas.
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4. MEGOLDASOK

1.1 B hazudik, mert senki sem mondhatja magarol, hogy 16kots (mert ha az, akkor azt hazudja
magarol, hogy lovag, ha meg lovag, akkor azért).

1.2 B nem lehet lovag (mert akkor 16k6t6 is lenne), tehat 16kots, tehat hazudott, azaz nem
igaz, hogy mindketten 16kotsk, vagyis A lovag.

1.3 Ha B lovag, akkor A 16k6t6. Es B nem lehet 16kts, mert akkor hazugsag lenne, hogy van
koztiik 16kots, ami ellentmond annak, hogy B az.

1.22 {p,—p}
1.23 {pVq,~p,q}
1.24 {p1 V-V pp_1, D1, -, Dn_1}
1.25 Igen, paratlanok igazak, parosak hamisak, vagy forditva.
1.26 (1) Nem, pl. ¢ = p, 1» = —p. De forditva persze igen.
(2) Hat persze.
(3) Nem: pl. p =p, v = L.
(4) Igen.
1.27 Nem. M(p) = 0, M(q) = 1 (nem esik az esd, viszek es6kabatot) modellje a premisszaknak,
de nem modellje a konkltzionak.

|A|B||~A|~B|-AV-B| B ¢ (~AV -B)

0101 1 1 1 0

1.280 |1 1 0 1 1 Vagyis B lovag, A 16két6. Ahogy eredetile
110 0 1 1 0
111 0] O 0 0

is gondoltuk: Ha B lovag, akkor A 16k6t6. Es B nem lehet 16kots, mert akkor hazugsag lenne,
hogy van koztiik 16k6t6, ami ellentmond annak, hogy B az.

1.33 Thf. egyik sem, ¢és legyen M, A olyan, hogy M [~ ¢, N = . Definidljuk M’-ot ugy,
hogy ¢ atomi formulain tegye amit N tesz, az Osszes tobbin meg amit M. Akkor 1.19 miatt
M = ¢ és M’ }~= 1), ellentmondas.

Megj.: p — p mutatja, hogy a diszjunktsagi feltétel nem hagyhato el.

1.36 p mindkét esetben jo interpolans.

2.20 Minden ¢ € Formy,q-re {p,q} = ¢ csakkor, ha M models ¢, ahol M olyan modell,
amelyre M(p) = 1 = M(q). Ebbdl mar 2.16 miatt kovetkezik az allitas.

2.36 0 = {p,—p}, de O /. {p, —p}. (Az iires clause-halmazbol nyilvan semmi sem vezethetd le.)
342 M =N <= Th(M) = Th(N) <= ThN) C Th(M) <= M [ ThN). Itt
a masodik ekvivalencia visszafele iranyan kiviil minden definici6 szerint igaz. Az meg azért,
mert Th(M) C Th(N) azt jelentené, hogy N-ben igaz volna valamely ¢ formula és annak
tagadéasa is, hiszen ha ¢ € Th(N) \ Th(M), akkor = € Th(M) C Th(N). (Kicsit kés6bbi
szohasznalattal élve: egy modell elmélete mindig teljes.)
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