MODALIS LOGIKA

SIMON ANDRAS

1. MAS SZEMANTIKA PROPOZICIONALIS LOGIKARA

Uj logika (PL'): formulék ugyanazok mint propozicionalis logikdban (PL) (emlékeztetd:
¢ = L|p|=¢|e Vv ¢, ahol p € I1), de a szemantika a kovetkezd.

1.1. Definicié (modell). (W, v) modell, ha W nemiires halmaz, és v : IT — P(W).
W elemei: vildgok vagy dllapotok.

1.2. Definici6 (formula jelentése). Legyen M = (W, v) egy modell. ¢ € Formyy jelentése az
M modellben (v-t kiterjesztjiik [1-r61 Formy-re formulaindukciéval):

o« IM=0p

e M =v(p)hapcIl

o (mp)M =W\ oM

o (vt =gMuypM
M L, ¢ (¢ igaz az M modell w vildgdban) ha w € M. (Persze most is, mint PL-ben, ezt
direktben is lehet definidlni: (W,v) &), L, (W,v) =, piff w € v(p); (W,v) =, ¢ V ¢ iff
(W, 0) [Fw ¢ vagy (W,0) =4 95 (W, 0) = 2@ iff (W,0) =5, ¢.) Veégil: M =" ¢ (¢ igaz
M-ben) iff (Vw € W)M ., ¢; és =’ ¢ (¢ érvényes) iff minden M modellben M =’ ¢.

Ez tényleg mas logika: pl. PL-ben trv., hogy ha két modell elmélete megegyezik, akkor
a két modell egyenl6 (azaz {¢ : M = ¢} ={¢ : N E 9} = M =N). PL/-reez
mér nem igaz: pl. M = ({w},v) (v tetszbleges), N' = ({s,t},v1), ahol v1(p) = {s,t} ha
v(p) = {w}, és v1(p) = @ hav(p) = @. Formulaindukciéval konnyti latni, hogy minden
pre M=l ¢ <= N EL ¢ < N |} ¢, kovképp M =’ ¢ <= N = ¢, noha persze
M # N. Kicsit részletesebben:

1.3. Allitas. Legyen M; = (W, v;) (i = 1,2) PL' modellek, Z C Wy x W, és tfh. (Vp €
IT)(Vw; € Wy)(Vwy € Wo)(whZw, = [wy € v1(p) <= wy € va(p)]). (Az ilyen
Z-t My és My kozti biszimulacionak mondjik.) Akkor (V¢ € Formy)(Vwy; € Wyp)(Vw, €
Wo)(w1Zwy = [My =y, ¢ = Ma=4,)).

A fenti példaban Z = {(w,s), (w, ) }.

Bizonyitds. Formulaindukciéval. Legyen wiZw;. L sem itt, sem ott nem igaz. Ha ¢ = p
(atomi), akkor My =}, p <= w; € vi(p) <= w2 € v12(p) <= Mz |, p. Tth. ¢,
Pp-re igaz az allitdas. My =y, ¢V <= My =, ¢ vagy My =y, ¢ = My =,
¢ vagy My, = M=y, ¢V esvéglil My =y, —¢ <= My, ¢
My o, 9 = Ma =4, 2. =

Eszrevételeket és javitdsokat az asimon@math.bme .hu cimre lehet kiildeni.
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De azért az igaz, hogy
1.4. Tétel. Minden > U {9} C Form-ra
TEe < ZE o
Persze ¥ =’ ¢ tovébbra is azt jelenti, hogy M ' £ — M ' ¢.

1.5. Lemma. Legyen M PL-modell, N' = (W, v) pedig PL' modell, és legyen w € W. Ha
M(p) =1 < w € v(p) minden p € Il-re, akkor M = ¢ <— N [}, ¢ minden
¢ € Formyy-re.

A lemma bizonyitdsa. Formulaindukciéval. O

Bizonyitds. (=) Tth. & £’ ¢. Akkor van olyan N’ = (W, v) modell és w € W vildg, hogy
N E'%Z,de N [£], ¢. Defjiik az M (PL-)modellt igy: M(p) =1 <= w € v(p). Akkor a
lemma miatt M = X (mert N =’/ L ésigy N ), ), és M [~ ¢.

(<) Tth. X = ¢. Akkor van olyan M (PL-)modell, amiben X igaz, de ¢ nem. Defjiik
az N = (W,v) modellt igy: W = {w} (vagyis egyetlen vilag van), és v(p) = {w} vagy @,
attol fiiggden, hogy M(p) = 1 vagy 0. Akkor a lemma feltételei dllnak (erre az egyetlen
w-re), tehat N =), ¥ (és igy N =’ X, mivel w az egyetlen N -beli vilag), és N |}, ¢ (tehét
N ¢). O

2. MODALIS LOGIKA

2.1. Szintaxis ¢ = L|p|-¢|e V|0 ¢, ahol p € IL
(O @-t ,lehetséges, hogy ¢”-nek, vagy ,gyémant ¢”-nek szokas olvasni.) A kijelentéslo-

gika tobbi konnektivumat a szokdsos definici6kkal vezetjiik be (pl. ¢ — ¢ def (@ A ),

T 1, ...), és most van még egy Uj konnektivum: [J ¢ L0 —¢ (,szlikségszerti, hogy

¢”, ,doboz ¢”).
2.2. Szemantika Modell: mint PL’-ben, csak most még van egy binér relacié is, azaz

2.1. Definicié6 (frame, modell). 7 = (W, R) frame, ha W nemiires halmaz és R C W x W.
M = (F,v) modell, ha F frame és v : [T — P(W).

Vagyis: modell = frame + kiértékelés. W elemei: vildgok vagy dllapotok vagy egyszertien
pontok. Ha sRt, akkor ,,t az s rakovetkez8je” vagy s latja t-t”.

2.2. Definici6 (formula jelentése). Legyen M = (W, R, v) egy modell. ¢ € Formyy jelentése
az M modellben (v-t kiterjesztjiik I1-r6l Formyy-re formulaindukciéval):

o« IM=0p

e M =v(p)hapcIl

o (@)™ =W\ oM

o (pAp)M =gMnypM

e (VoM ={weW: (T c opwRuw'}.
M E=u ¢ (¢ igaz az M modell w vildgdban) ha w € ™. Ugyanez kicsit direktebben:

o M &y, L

e M=y phaw € v(p)

e M=y, pANphaM =y @és M =, ¥
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e My ~phaM &y ¢

e M =4 O ¢havanolyan w’ € W, amire wRw' és M =, ¢.
Végiil: M = ¢ (¢ igaz vagy érvényes M-ben) ha M = W azaz ha (Vw € W)M =y, ¢;
és F = ¢ (¢ érvényes F-ben) ha minden v kiértékelésre ( F,v) |= ¢. K frame- vagy
modellosztalyra K = ¢ ha ¢ érvényes K minden elemében. ¢ érvényes (= ¢) ha minden
frame-ben érvényes.

2.3. Definici6 (Helyettesités). p1,...,pn € llés @, 01,...,0, € Form-raa ¢[o1/p1,...,0u/ Pnl-
t a kovetkez6képpen definidljuk:

o L[on/p1,.-.,0u/pn] =L

o plov/p1,...,0u/pn] = 0 ha p = p; és p egyébként

o (m@)or/piy-- s 0n/pu] = ~(@lor/p1-- -, On/ pu])

o (pVY)or/p1, .- 00/ Pu) = @lor/P1,-- -, 0/ Pu) VPlO1/P1, - -, 00/ Pi)

o (O@)lon/p1,--.,ou/pn] = O(@lor/p1, ..., 0n/ pn])
@lo1/p1,--.,00/pn] a @ egy instancidja. . C Formyy formulahalmaz zirt helyettesitésre, ha
minden pq,...,pn €11, ¢ € Xés0y,...,04 € Formy-re ¢[o1/p1,...,04/Pn] € X.

24. Allitds. F = (W,R), M = (F,v)-re, p1,...,pn € ll-reés oy, ...,0, € Form-ra legyen
M = (F,0"), ahol o' (p;) = oM és v/ (p) = v(p) a tobbi kijelentésvdltozéra. Akkor minden ¢
formuldra ™M = @lor/p1, ..., 00/ pu] M.
Bizonyitds. ¢ felépitésére vonatkozé indukciéval:
° J_[Jl/pl,...,an/pn]M - M= M
m_ JoM =) =pM  hap=p

o (plon/p1, .- on/pul)™ = {PM = pM' egyébként

e A bizonyitas hatralev6 részében a konnyebb olvashatésag kedvéért feltessziik, hogy
n=1

(=@)le/ )M = (= (glo /P = W (glo/p)™M = W\ g™ = (=)™
itt, ahogyan a kovetkez6kben is, az utolso el6tti egyenléségben az indukcids felte-

vést hasznéaltuk
[ )

(o v )lo/p)™ = (ple/p]V plo/p)™
= (plo/pDM U (lo/ )M = g™ UM = (v )
(0 9)e/p)™ = (0(plo/p))" = {w e W: (Fu' € (glo/p])*)wRuw'}
={weW: (F e p™)wRnw'} = (O o)™
O
2.5. Kovetkezmény. Egy frame-ben érvényes formuldk halmaza zdrt helyettesitésre.

Bizonyitds. Az allitas szerint ha ¢ egy instancidja nem érvényes az F frame-ben, akkor van

olyan F-re épiil6 modell, amelyben ¢ nem igaz. O
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2.6. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy modellben érvényes formuldk halmaza nem zart he-
lyettesitésre.

2.6 Hav(p) = W, akkor M |= p, de persze M = [L/p]p.

Bar a tovdbbiakban szinte kizarélag a most definiélt ,,alap” modalis logikéval (basic modal
logic, BML) foglalkozunk, azért megemlitjiik ennek két népszerti 4ltaldnositasat.
multimodalis logikak: Egy modalis konnektivum () helyett tobb (O;, i € I); ennek
megfelel6en egy frame (W, R; ) alakd, ahol R; a ¢;-nek megfelel6 elérhetSségi
relacio.
polimodalis logikdk: Unér modalitdsok helyett n-argumentuma (n € w) modalita-
sok; ha ¢ ilyen, akkor Form definiciéja annyiban médosul, hogy ¢4, ..., ¢, € Form-
ra O(¢1,...,¢n) € Form. A {-hoz tartozo elérhet6ségi relécio ilyenkor n + 1 argu-
mentumd, és az igazsag-definicié megfeleld része igy alakul: M =y O(¢1,..., ¢n)
ha van olyan wy, ..., w, € W, hogy Rww;, ..., w, és M =y, ¢; minden1 < i < n-
re.
(Végso soron tehat minden olyan elsérendfi struktira frame, amiben csak reldcidk szere-
pelnek.)
A kés6bb sorra keriil6 definicidk és tételek mind kiilonosebb nehézség nélkiil dltaldnosit-
hatok ezekre a logikdkra.

2.3. Példak

Temporilis logika Legyen a nyelvben két unér modalitds (< F > és < P >, dudlisaik [F| és
[P]), a frame-ek pedig legyenek ( W, <, > ) alakuak, ahol (W, <) részbenrendezés, és > a
< konverze. Egy ilyen frame-ben <F> ¢ jelentése , valamikor a jovében ¢”.

Cilindrikus modalis logika Legyenek ¢;,i € I unér modalitdsok, a frame-ek pedig { ‘U, R; }c;,
ahols, t € TU-rasRit <= Vj # i.s; = tj. Ez az (egyenl6ségmentes) els6rendi logika mo-
dalis véltozata. Ha egyenl6séget is szeretnénk, minden i, j € I-re bevesziink a nyelvbe egy
d;j 0-argumentumt modalitast, aminek elérhet6ségi relacija D;j = {s € s = 5j }-

2.7. Feladat. Mutassuk meg, hogy az ilyen frame-ekben érvényesek a kovetkezé modalis
formuldk:
(i) OiL+ L
(i) ¢ — Oi ¢
(i) 0; Cip — Qi@
(iv) Qi(9 A Qi) <> Qip A Qi
(v) <>i<>j§0 — <>j<>iqo

Az els6rendi logika milyen érvényes formuldinak felelnek meg a fentiek?

Egy polimoddlis logika Legyen { egy binér modalitas, a frame-ek pedig ( U x U, R ) alakuak,
ahol

R={{{(u,w), (u,0v),{(v,w)):uv,wel}.
Egy ilyen frame-re épiil6 M modellben a formulék jelentései binér relacidk, és ezekre igaz
a kovetkez6:

2.8. Feladat. O(¢, )M = ™ o ™M (ahol o relacié-kompoziciét jelol).
4



3. MODALIS DEFINIALHATOSAG

3.1. Feladat. Melyek igazak az aldbbi allitasok koziil?

M) EOT

(i) =0T

(i) FO(¢ — v) — (O — Ovy) (és a konverze?)
(iv) = 0(eVy) < (OoVOy)
V) F Ol —=¢) = (Lo = O9)

(vi) haK |= ¢, akkor K = O ¢

(vii)) EFo - 0o

3.2. Allitas. Legyen R az F frame elérhet6séqi reldcidja.
(i) FEOT < F = Vs3dtsRt
(i) F EOL < F |=Vs-3tsRt
(i) F=Op = p < F = Vs.sRs, azaz ha R reflexiv
(iv) F=EOp -0O0p <= R tranzitiv
(v) F =EOOp - Op <= Rstirli, azaz F = Vs, t(sRt — Jw.sRwRt)
(vi) F Ep—0O0p < R szimmetrikus
(vii) F = Op — Op < F | VsVtVw(sRt AsRw — t = w), azaz ha R parcidlis
fiigguény.

(viii) FEOp - 00 p < F |= VsVtVw(sRt A sRw — tRw), azaz ha R ,euklideszi”.
Bizonyitds. <= bizonyitdsa minden esetben konny{i. Nézziink példdkat a =-ra (amit nem
bizonyitunk, az hf.):

(i) Ha volna olyan pont, aminek nincs rdkovetkezdje, akkor ott (barmilyen értékelés mel-
lett) nem igaza O T.

L <
(iii) Ha s irreflexiv pont, akkor v(p) = W\ { s } (képben: 7P)mellett ( F,v) s Op — p
(roviden: s = O p — p), hiszen s minden rakovetkezgjében igaz p, de s-ben nem.
(iv) Ha R nem tranzitiv, akkor vannak olyan rRsRt pontok, amikre —7R¢; legyen v(p) =

W\ {t}. Képben: c—v—P Node akkor r = Op — OO p, hiszen r minden rékovetkezé-
jében igaz p, de van egy olyan rdkovetkezdgje (s), amiben nem igaz [ p. O

3.3. Feladat. Bizonyitsuk be a tobbi allitast is.

3.1. Modilisan definidlhat6 nem els6rendii tulajdonsagok Nem minden modalis formu-
lanak felel meg elsérendti formula (vagy akar formulahalmaz). Azaz van olyan ¢ modaélis
formula, amihez nem létezik olyan X elsérendi formulahalmaz, hogy minden F frame-re
FE¢ < FEZLPL

W): O0Op—p) —0Op

3.4. Allitas. Legyen Fegy frame, R az F elérhet6ségi relicidja. F |= W pontosan akkor, ha R
tranzitiv és nincsenek benne végtelen ldncok.

Bizonyitds. (<) Tfh. van olyan v kiértékelés és s € W, hogy M = (F,v) = O0p —

p) A O —p (roviden: s = O(0p — p) A O —p). Akkor (s = O —p miatt) van olyan ¢, hogy

sRt = —p, amibdl viszont (s = J(0 p — p) miatt) t = -0 p,azazt = O —p kovetkezik. De

R tranzitivitdsa miatt s = O0(0Op — p)-bolt = O(Op — p) is kovetkezik (hiszen t minden
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szomszédja s-nek is szomszédja), tehdt t = O(Op — p) A O —p. Vagyis azt kaptuk, hogy
minden olyan vildgnak, amelyben igaz ¢ = O(dp — p) A O —p, van olyan szomszédja,
amelyben szintén igaz ¢. Masszéval, ha van olyan olyan vildg, amiben nem igaz W, akkor
van végtelen lanc.

(=) R tranzitiv: tfh. nem, és tantsitsa ezt rRsRt. Legyen v(p) = W\ {s,t}. Akkor
r = Op, hiszen rRs [~ p, nohar = O p — p), a kovetkez6 miatt: ha w az r s-t6l
kilonbozo rékovetkezdje (speciel w # t), akkor w = p, tehdt w = Op — p; s-ben meg
azértigaz O p — p, merts = O p, hiszen sRt & p.

W-ben nincs végtelen ldnc: tth. woRw; R . .. (w;-k nem feltétleniil kiilonbozb6ek), és legyen
v(p) = W\{w;:ie€ l}. Akkor wy [~ Op, hiszen wyRw; [~ p, noha wy = O(0p — p),
éppugy mint az el6bb: ha woRs, akkor s = O p — p, mert ha s nem valamelyik w;, akkor
s = p, ellenkez6 esetben pedig s (= O p. UJ

3.5. Allitas. Nincs olyan ¥ els6rendii formulahalmaz, amely pontosan akkor lenne igaz egy frame-
ben, ha annak elérhet0séqi reldcidja tranzitiv és nincsenek benne végtelen lancok.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy X ilyen, és minden n € w-ralegyen F, = ({0,1,...,n—1},<
). Akkor F,, = X, tehat F,-ek minden ultraszorzataban is. De ha D egy nemprincipélis
ultrafilter w felett, akkor

00000.../D < 01111.../D < 01222.../D < 01233.../D < ...

végtelen lanc [ ], F/ D-ben.

VAGY: Tegyiik fel, hogy ¥ C Formy ilyen; legyen LT = LU {c, : n € w} az L bvitése
4j konstansokkal, és legyen &7 = X U {¢R...Rc, : n € w}. Akkor L7 minden véges
része kielégithet6, a kompaktsagi tétel miatt tehdt van M modelje; ebben c{)\/l, e, ch,. ..
végtelen R-lanc, noha £ C X1 miatt M | £ | %

]

3.2. Modalisan nem definidlhaté els6rendii tulajdonsagok
3.6. Definicié. Legyenek M; = (F;,v;), modellek, ahol F; = (W, R;) (i = 1,2). Az
f: Wi — W, figgvény p-morfizmus M1-b6l Mj-be, ha
(i) sRit = f(s)Ryf(t) mindens,t € Wj-re (cikk)
(i) f(s)Rot = (Ju € Wy)(sRiu A f(u) = t) minden s € Wy, t € W,-re (cakk)
(iii) s € v1(p) < f(s) € va(p) minden p € Il-re és s € Wj-re.
f p-morfizmus F1-b6l F,-be, ha az elsd két tulajdonsag teljesiil.
My (F) p-morf képe Mi-nek (Fi-nek), ha van sziirjektiv M, — My (F; — F)
p-morfizmus. Jelolés: My — Mj (F; — F7). HK a K frame- vagy modellosztaly p-morf
képeinek osztélya.

3.7. Allitas. Ha f : My — My p-morfizmus, akkor
M,y ’:w Q@ Ms Iwa 0y
minden w € Wy és ¢ € Formyy-re.

Bizonyitds. Indukci6 ¢ felépitésére: atomi formulakra 3.6(iii) miatt igaz az allitas, és a Boole-
konnektivumokra az 6roklédés trividlis. Ugyhogy tfth. ¢ = O 1. Ha M1 =y O ¢, akkor van
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olyans € Wi, hogy wRys és M |=s . Az indukci6s feltevés miatt My =, ¢ és 3.6(i) miatt
f(w)sz(s), tehat M, Iwa O Y.

Forditva, ha My =, O, akkor My |=¢ ¥ valamilyen f(w)Ryt € Wp-re. 3.6(ii) miatt
létezik u € Wy, amire wRqu és f(u) = t. Utébbi (és az indukcids feltevés) miatt M =, ¢,
elébbi miatt tehat My =4 O . 0

3.8. Kovetkezmény. Ha F; = (W1, Ry) = ¢ és F, = (W, Ry) az Fy p-morf képe, akkor
.;Ez |: .

Bizonyitds. Ha F; [~ ¢, akkor van olyan v, értékelés és w € W, vildg, amire ( F5,v2) =y ¢.
Definialjuk a v értékelést F1-en gy, hogy 3.6(iii) teljesiiljon, azaz v1(p) = {s € Wy : f(s) €
v2(p) }. Akkor f : My — M, p-morfizmus, igy az Allitds miatt ha s a w valamelyik 6se,
akkor M =5 ¢; tehat Fy [~ ¢. O

A kovetkezmény megforditdsa persze nem igaz; a bizonyitds v, definidldsanal akadna
meg, de mindjért lesz ellenpélda is.

Most mar konnyti megmutatni, hogy az irreflexivitds nem definidlhat6 moddlis formu-
laval. Tegytik fel ui., hogy a ¢ formula éppen az irreflexiv frame-ekben érvényes. Akkor
érvényes (w, < )-ben is, és igy annak minden p-morf képében is. Dea ({w }, { (w,w) })
frame p-morf képe (w, < )-nek (az egyetlen w — {w} fliggvény p-morfizmus), és nem
irreflexiv. (Mivel ebben az egyelemti frame-ben érvényes O p — p (mert reflexiv), (w, < )-
en meg nem (mert nem reflexiv), ez példa arra, hogy a fenti kovetkezmény nem fordithato
meg.)

Mellesleg a példa azt is mutatja, hogy az irreflexiv frame-ek osztalya nemcsak egy, hanem
akarhany modalis formuldval sem defhets. S6t azt is, hogy nem definidlhat6 egy olyan
modalitds, aminek az elérhet8ségi reldcidja a #. (Szemben pl. R o R-rel, amit 6(p) = OO p
definidl.) Mert ez azt jelentené, hogy van egy olyan J(p) formula, amire igaz lenne, hogy
tetsz6leges modellben M =y, 6(p) <= (3t # w)M = p. Legyen M az az (w, < )-re
épiil6 modell, amiben v(p) = w minden p € II-re, M’ pedigaz a ({w},{(w,w)})-ra
épiil6 modell, amiben v'(p) = {w} minden p € Il-re. M’ ekkor persze p-morf képe M-
nek. M = é(p) (hiszen pl. 1 # 0-ban igaz a p), 3.7 miatt tehat M’ =4, §(p), noha itt nincs
egy masik vildg, ahol p igaz lenne.

Hasonl6an: antiszimmetria (sRfRs = s = t) nem defhet, mert (w, < )-nek p-morf képe
a({0,1},{0,1}?) frame (a p-morfizmusa mod 2 fiiggvény).

3.9. Feladat. Legyenek F és G el6rendezések (vagyis az elérhet6ségi relaciok reflexivek
és tranzitivek). Tekintsiik mindkettén azt a topoldgidt, amiben a felfelé zart halmazok a
nyiltak. Akkor f : 7 — G p-morfizmus pontosan akkor, ha folytonos (cikk) és nyilt
(cakk).
3.9 Felfelé zartak tetsz6leges tinidja és metszete is felfelé zart (trv.), tehat nemhogy topologiat
alkotnak, de rdadéasul in. Alexandrov teret.

f cikk iff folytonos. Legyen X = f~1Y, Y zart felfelé; ha z > x € X, akkor f(z) > f(x) €
Y, tehat f(z) € Y, azaz z € X. Forditva: ha f folytonos, és x <y, akkor Y = {z:z > f(x) }
tranzitivitds miatt zart felfelé, és x eleme az 6sképének, tehat y is (kiilonben az 6skép nem
lenne zart felfelé); kovetkezésképp f(y) € Y, azaz f(y) > f(x).

f cakk iff nyilt: Ha X zart felfelé és f(x) < z valamilyen x € X-re, akkor cakk miatt van
olyan y, amire x < y (ergoy € X) és f(y) = z; azaz z is benne van X f szerinti képében.
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Forditva: ha f nyilt és f(x) < z, akkor X = {y : x < y} nyiltsdga miatt f(x) € fX =
{f(y) : x <y }isnyilt, tehdt f(z) € fX, vagyis van olyan y, hogy x <y és f(y) = z.

[Ld. Bezhanishvili, Gehrke: Completeness of S4..., APAL 131 (pp 287-301)]
3.10. Feladat. Keressiink tovabbi nem definidlhat6 elsérendi tulajdonsagokat.

R univerzalis (azaz (Vs,t € W)sRt) sem definidlhatd, de ezt p-morfizmussal nem tudjuk
megmutatni: 3.6(i) miatt ui. ha egy frame ilyen, akkor minden p-morf képe is ilyen.

3.11. Definici6. Legyenek M; = (F;, v;), modellek, ahol F; = (W, R;) (i € I) és W;-k
paronként diszjunktak. Legyen tovdabbd W = U;c;W;, R = UjcR; ésv : I — P(W) az a
kiértékelés az F = (W, R ) frame-en, amit v(p) = U;c;v;(p) definidl. Ekkor F az F; frame-
ek diszjunkt 1iniéja, M = (F,v) pedig az M; modellek diszjunkt tnidja. Jelolés: ¥J; M; ilL.
W

UdK jeloli a K frame- vagy modellosztaly lezartjat diszjunkt tiniéra.
3.12. Allitdas. Ha M = (W, R,v) az M; = (W;,R;,v; ) (i € I) modellek diszjunkt inidja, akkor
MilFw ¢ = Mg
minden i € I-re, w € Wj-re és ¢ € Form-ra.
Bizonyitds. 3.7 miatt, mert az identitasfiiggvény M; — M p-morfizmus. O

3.13. Kovetkezmény. Ha F = (W,R) az F; = (W;, R;) (i € 1) frame-ek diszjunkt 1inidja,
akkor minden ¢ € Form-ra

F = ¢ <= mindeni € I-re F; |= ¢.

Bizonyitds. (=) Ha Fy = ¢ valamelyik k € I-re, akkor ( F, vy ) [Ew @ valamilyen vy érté-
kelésre és w € Wi-re. j € I,j # k-ra v legyen tetsz&leges értékelés F;-n, v pedig a v; (i € I)
értékelések ,anidja”. Ekkor (F,v) az ( F;,v;) modellek diszjunkt tinidja, az &llitds miatt
tehdt (F,v) Ew @, azaz F [~ ¢.

(<) Ha F [~ ¢, azaz van olyan v értékelés és w € W vildg, amelyre ( F,v) [~y ¢, akkor
i € I-re definidljuk a F; frame-hez a v; értékelést igy: v;(p) = v(p) N W;. Ekkor ( F,v) az
( Fi,v; ) modellek diszjunkt unidja, az &llitas miatt tehdt ( Fy, vx ) Fw @, azaz Fi = ¢, ahol
k € I olyan, hogy w € Wj. O

Most méar meg tudjuk mutatni, hogy az univerzalitds sem defhet6: a Kévetkezmény miatt
ui. a moddlisan defhet6 frame-osztdlyok zartak diszjunkt tiniéra, az ,univerzdlis” frame-ek
osztdlya meg nyilvan nem.

Epptigy mint az irreflexivitds definidlhatatlansédgdbdl, az univerzalitas definidlhatatlan-
sdgédbdl is le lehet sztirni, hogy valamilyen modalitds nem definidlhaté: nevezetesen az,
aminek az elérhetségi relacidja az W x W. Vagyis nincs olyan J(p) modalis formula,
amelyre igaz volna, hogy minden modellben M =, §(p) <= (I)M |=¢ p. Tegyiik
fel ui. hogy ¢ ilyen, és legyen M egy olyan modell, amiben p minden vildgban igaz, M,
pedig egy olyan, amiben p minden vildgban hamis. Akkor a diszjunkt tni6jukban Jé(p)
hamis lesz minden Mj-b&l szarmaz¢ vilagban (3.12 miatt), noha p igaz minden (lényeg:
legalabb egy) M-b6l szarmazo vilagban (megintcsak 3.12 miatt).

,van reflexiv vildg” (dx.xRx) és ,minden vildgnak van megel6z&je” (Vy3x.xRy) sem de-
tinidlhat6 modalisan, de ezek nem bizonyithatdéak sem p-morfizmussal, sem diszjunkt tni-

oval.
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3.14. Definici6. Legyen M = (F,v) és M’ = (F’,v’) modellek, ahol F = (W,R) és
F''=(W',R"). M’ generdlt részmodellje M-nek, ha
i Wccw
(i) R"=RnN (W' x W')
(iii) (Vx e W)(Vy € W)(xRy = y e W)
(iv) ¥'(p) = v(p) N W' minden p € Il-re.
F' generdlt részframe-je F-nek, ha az els6 harom feltétel teljestil.
SK jeloli a K frame- vagy modellosztély lezartjat generalt rész képzésre.
X C W-re alegsziikebb, X-et tartalmaz6 univerzumu generélt részmodellt (részframe-et)
az X altal generalt részmodellnek (részframe-nek) hivjuk. Ha X = {w }, akkor a generalt
modellt (frame-et) pont-generalt modellnek (frame-nek) mondjuk, amelynek w a gydokere.

Pl. diszjunkt tinié minden komponense generalt részmodellje (részframe-je) az tniénak.
3.15. Allitdas. Ha M’ = (W', R/, ') generdlt részmodellje M = (W, R, v )-nek, akkor
MEyp &= MEyg
minden w € W'-re és ¢ € Form-ra.

Bizonyitds. 3.7 miatt, mert az identitasfiiggvény M’ — M p-morfizmus (a 3.6(ii) feltétel a
3.14(iii) miatt teljestil). (]

3.16. Kovetkezmény. Ha F' generdlt részframe-je F-nek, akkor
Fro = Flo¢
minden ¢ € Form-ra.

Miel6tt példat mutatndnk egy elsérendii tulajdonsdgra amelynek modalis definidlhatat-
lansdgat generalt részframe segitségével tudjuk belatni, bizonyitunk egy allitast, ami dssze-
kapcsolja a p-morfizmus, a diszjunkt ni6 és a generalt részmodell fogalmat.

3.17. Allitas. Minden modell (frame) p-morf képe pont-generdlt részmodelljei (részframe-jei) disz-

sz 2

Bizonyitds. Természetesen elég a modellekre vonatkoz¢ allitdst bizonyitani.

Legyen M = (W,R,v) és minden w € W-re legyen M, = ( Wy, Ry, vy ) az M w éltal
generalt részmodellje, N' = (W', R/, v’ ) pedig ezek diszjunkt uni6ja. Hogy N valéban disz-
junkt anié legyen, tegytik fel, hogy My, vildgai meg vannak cimkézve w-vel, azaz minden
vildg egy (s, w ) par, és két ilyen par Ry, reldcidban all egymdssal, ha az els6 koordindtdjuk
R-ben all.

Legyen f a (s,w) + s altal definidlt W — W fiiggvény. Ez nyilvan sziirjektiv és
minden p € [T-reés (s,w) € W-re (s,w) € V'(p) < (s,w) € vu(p) < f((s,w)) =
s € v(p). Ha (s,w)R'(t,w’), akkor w' = w és (s,w )Ry, (t,w'), ésigy f({s,w)) = sRt =
f({(t,w")). Végiil ha f((s,w))Rt, azaz sRt, akkor s-sel egyiitt t is eleme M w &ltal generalt
részmodelljének, igy (s, w )R'(t,w) és persze f((t,w)) = t. O

3.18. Allitas. Ha M-et a w pont generdlja, akkor

ME¢ < (WneNME,O¢
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Bizonyitds. Csak a <« irany szorul bizonyitdsra. Ahhoz viszont elég annyit beldtni, hogy
minden vilag elérhetd w-bdl véges sok ,,R-1épéssel”. Ez viszont nyilvanval6 abbdl, hogy az
ilyen vildgok halmaza w-t tartalmaz6 generélt részmodell univerzuma. O

A({b}, @) C({ab},{(aa)})frame-ek mutatjdk, hogy a Ix.xRx altal definialt frame-
osztaly valéoban nem definidlhaté modalis formulakkal. A

({b},0) € ({ab},{(aa)(ab)})

frame-ek pedig azt, hogy a Vydx.xRy &ltal definialt frame-osztaly sem definidlhaté modalis
formuldkkal.

Mint eddig is, 3.15 haszndlhat6 annak megmutatdsara, hogy valamilyen modalitds nem
definidlhat6. Pl. az, amelyiknek az elérhet6ségi reldcidja az R konverze. Azaz nincs olyan
0(p) € Form, amire M =4, 6(¢) <= Is(sRw A M = ¢). Ezt mutatja az

({a,b}, {(ab)},0),  ovlp)={a}

modell, mert ennek b vildgéban igaz a 6(p), és ennek generélt részmodelljea ({b},@,v"),
ahol v'(p) = @, aminek a b vildgéban viszont nem igaz a é(p).

Végiil: a ,minden vildgnak van reflexiv rakovetkezgje” (Vxdy.xRyRy) sem definidlha-
t6 modélis formulaval, noha ez a tulajdonsag meg6rz6dik p-morfizmusra, diszjunkt tni-
Ora és generdlt részframe-ekre is. Ezért sziikségiink van egy Gjabb (utols6) konstrukcio-
ra/megobrzési tételre.

3.2.1. Ultrafilter-bovités

3.19. Definici6. Legyen F = (W,R) egy frame. X C W-re m(X) = {t € W : (3w €
X)tRw } és m?(X) = {t € W: (Vw € W)(tRw — w € X) }.

Azaz: m(X) azon vildgok halmaza, akik latnak egy X-beli vilagot, m’(X) pedig azoké,
akik csak X-beli vildgot latnak. Ezek nem teljesen Gj fogalmak: 2.2-ben (¢ )M = m(pM),
és nem nehéz latni, hogy (0 ¢)M = m? (™). Es épptigy, ahogy [ és ¢ egymas dualisai
¢ =-0-¢ésO@=-0-9), m’ és mis egymds dualisai:

3.20. Feladat.

() m°(X) = —m(—X) és m(X) = —m®(—X)

(i) m(XUY) =m(X)Um(Y) ésm®(XNY) = m®(X) nm®(Y)
320 (X)) Nml(Y) ={teW: (Yw e W)(tRw - w € X)}n{t e W: (Vw € W)(tRw —
weY)y={teW:VweW)(tRw —w € XNY)}=m’(XNY)

3.21. Definici6 (Ultrafilter-b&vités). Legyen M = (F,v), ahol F = (W, R). Legyen u,v €

Uf W-re uR"v <= (VX € v)m(X) € u és v"*(p) et {u € UfW : v(p) € u} minden
p € Il-re. Ekkor M ultrafilter-bbvitése M"¢ = ( F"¢,v"¢), ahol F*¢ = (UfW,R"") az F
frame ultrafilter-b&vitése.

3.22. Allitas. (Vu,v € UFW)(uR%v < (VX C W)(m®(X) € u — X € v).
)

Bizonyitds. Kéne: (VX € v)m(X) €u <= (VX CW)(m’(X) €u — X €v)
(=) Legyen X C W olyan, hogy m°(X) € u. m°(X) = —m(—X), tehat m(—X) ¢ u ésigy a
baloldal miatt — X ¢ v, azaz X € v.
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(«<)Ha X € v, akkor —X ¢ v,1igy ajobboldal miatt m®(—X) ¢ u, tehdt m(X) = —m’(—X) €
u. UJ

3.23. Feladat (Topoldgia-kedvelSknek).

(i) Minden u € Uf W-re R*u = { v : uR"*v } zért a Stone topoldgiaban (1d. (ii)).

(ii)) Ha C C UfW zart a Stone topologidban (azaz N{Ux : X € X } alaky, ahol X C
P(W)), akkor R¥**C = {v : (Ju € C)uR"v} is zart. [Segitség: X-rol feltehetjiik,
hogy filter.]

(iii) R"® zart a szorzat-topologidban.

(iv) (Farkas) (iii) = (ii) = (i)

3.23 (i)
R*u = ({Ux : m’(X) € u}

mert

v € R*u <= uR“v «— VX(m’(X) cu— X €v)
— VX(m'(X)eu—velly) < ve ({ Ux : m’(X) € u}.
(i) Azt allitjuk, hogy
1) R“C=({Ux:m’(X) e X}
A kulcslépés ennek belatasdhoz a kdvetkezd ekvivalencia
) Ju(X Cu & uR™v) <= VYX(m°(X) € X - X € )

(=) Legyen u olyan, hogy X C u és uR*v, azaz ¥YX(m°(X) € u = X € v). Akkor
m®(X) € X-b6l m°(X) € u ésigy X € v kovetkezik.

(<) Elgszor is: X U{m(X) : X € v} véges metszet tulajdonsédgt, a kovetkez8k miatt.
X zart véges metszetre (mert filter) és minden X,..., Xp-re m(X;N...NX,) C m(X;),
tehét elég azt megmutatni, hogy Xi,..., X, € vés X € Xre XNm(X1N...NX,) #
@. Tegyiik fel, hogy nem. Akkor egy X-beli sem lat X; N ... N Xj-belit, kovetkezésképp
m’(—(X1N...N X)) 2 X, tehat (mivel X zart felfelé) m°(—(X;N...NX,)) € X, ésigy a
feltevés miatt — (X1 N...N X,) € v, ami ellentmond X; N...N X, € v-nek.

Legyen u egy X U {m(X) : X € v }-t tartalmazo ultrafilter. Akkor X C u és uR**v.

(2) segitségével most mar be tudjuk latni (1)-et:

v € R"C <= (Ju e C)uR"v <—= Ju(X Cu & uR"v)

((Ti} VX(m’(X) e X = X€v) <= ve[{{Ux:m*(X) e X}

(iii) Elég beldtni, hogy ha (ug,v9) ¢ R"¢, akkor van olyan X, ) nyilt halmaz, hogy
(up,v9) € X x Y és X x Y NR* = @. De ez trividlis, mert a feltevés miatt van olyan
X € vg, hogy m(X) ¢ ugp;legyen X = {u:-m(X)cu}tésy ={v:Xecv}.

3.24. Allitas. F"¢ (mint els6rendii modell) részmodellként tartalmazza F egy izomorf mdsolatdt.
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Bizonyitds. Az F w vilaganak felejen meg F*° y,, vildga, ahol v, a w altal generélt princi-
pélis ultrafilter. v nyilvan injektiv, és megtartja R-et, mert

YsR¥ vy <= (VX € v )m(X) € 7s
— (VXCW)teX—>se{weW: (Ix € X)wRx })
— (VX CW)(t € X — (Ix € X)sRx)
<= sRt.

O

A kovetkez példa mutatja, hogy JF természetes képe altaldban nem generalt részframe-
je Fhnek.

3.25. Példa. Legyen F = (w, < ). Hogy fog kinézni F"°? Azt az éllitds miatt mdr tudjuk,
hogy az F"*-beli principdlis ultrafilterek F egy izomorf mésolatat alkotjdk, tehat csak az a
kérdés, hogy a nemprincipalis ultrafilterek hogy viszonyulnak ezekhez és egymashoz.

Els6 észrevétel: nemprincipalis ultrafilterek minden eleme végtelen. Merthogy Ui’ ; X; €
u = (Jie{l,...,n})X; € u (haui. nincs ilyen i, akkor N, — X; € u és igy U | X; =
—(N’, — X;) & u), tehét ha egy véges halmaz eleme egy ultrafilternek, akkor annak egy
egyelem{i részhalmaza is, és igy az ultrafilter principalis.

Masodik észrevétel: ha v nemprincipalis, akkor m(X) = w minden X € v-re. Valéban, az
el6z6 észrevétel miatt X végtelen, tehat minden egész szamnal van nagyobb X-beli szam.

A maésodik észrevétel miatt viszont ha v nemprincipalis, akkor minden u € Uf w-ra u <"
v, hiszen w € u.

Tehat F*¢ az w egy mdsolatdval kezdddik, aztan jonnek a nemprincipédlis ultrafilterek,
akik mindenkinél (egymasnal is) nagyobbak. Tehat az F-beli vildgok(nak megfelel6 vila-
gok) minden nemprincipdlis ultrafiltert latnak, azaz az egész F"*-t generaljak.

3.26. Tétel (Farkas). F természetes bedgyazds szerinti képe pontosan akkor generdlt részframe-je
FY-nek ha F-ben minden vildgnak csak véges sok rikivetkez0je van.

3.27. Feladat. Bizonyitsuk be a Farkas tételt!

3.27 (<) Tegyiik fel, hogy v R"“v, és legyenek { w; : i < n } w rdkovetkezéi. Akkor minden
v-beli X-re m(X) € vy, azaz w € m(X), azaz \/;,, w; € X; de akkor v-t valamelyik { w; :
i < n} generdlja, (tehdt benne van F természetes bedgyazés szerinti képében), kiilonben
—{wiri<n}=Ni,—{w;} €.

(=) Tegyiik fel, hogy w-nek végtelen sok rakovetkezgje van, legyen ezek halmaza Wy, és
legyen v egy Wy-t tartalmazoé nem-principalis ultrafilter. Azt allitjuk, hogy v, R"*“v. Val6-
ban, ha X € v, akkor X N Wy € v, tehat nemiires; mondjuk s € X N Wy. Wy definicidja miatt
wRs € X, tehat w € m(X), azaz m(X) € yy.

3.28. Allitas. Minden M = (W, R,v) modellre és minden ¢ € Form-ra o = {u € UfW :
M € ul, azaz

M=, 9 <= oMecu
minden u € Uf W-re.

Bizonyitds. Indukci6 ¢ felépitésére.
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@ = p (vagyis atomi): M* |=, p <= u € v*(p) < pM = v(p) € u. A masodik
ekvivalencidban v*¢ definicidjat hasznaltuk.

p=—p: M=, p = MO = pMEu —= (-pM=—-ypM)eu A
masodik ekvivalencia az indukci6s feltevés, a harmadik pedig u ultrafiltersége miatt all.

P =P1 Ay MY =y b1 Ay = MY =, 1 és MW =, ¢y = PpM cuésy €
u <= (P Ap)M = pMNypM € u. A mésodik ekvivalencia az indukciés feltevés, a
harmadik pedig u filtersége (az egyik irdnyban a metszetre, a masikban a felfelé zartsdga)
miatt all.

¢=0y:
M =, 0 <= (Jv e UEW)(uR"v és M" |=; )
— (Jv € UFW)(uR"v és p™M € v)
(az indukci6s feltevés miatt.) Vagyis az kéne, hogy
*) (3o € UFW)(uR%0 és ypMecv) «—= (Oyp)M e u

Balrél jobbra: Mivel uR**v miatt minden v-beli halmazra, igy y*-re is 4ll, hogy m szerinti
képe € u. De m(pM) = (O p)M.

Jobbrél balra nehezebb a dolog, mert v-t ,,meg kell csindlni” valahogy.

Legyen vg = {X C W : m°(X) € u}. m® N-tarté 3.20 miatt; ezért, és mert u zart
metszetre, vy is zart metszetre.

Kovetkezésképp annak beldtdsahoz, hogy

**) v U {pM} véges metszet tulajdonsagu

elég megmutatni, hogy ha X C W-re m°(X) € u, akkor X N ypM # @. Es ez igaz, mert
m?(X) (és a jobboldal miatt) (¢ )™ € u, tehat van t € m?(X) N (O )M. t € (O )™ miatt
t-nek van yM-beli rakovetkez6je, és ez X-nek is eleme ¢t € m®(X) miatt.

2? és (**) miatt tehat van vy U {¢pM }-t tartalmazé v € UfW. Ez j6 lesz (*)-ban, mert
pM € v és vy definicija miatt uR**v (v.6. 3.22). O

3.29. Kovetkezmény. M =, ¢ <= M |=,, ¢ minden M modell minden w vildgdra és
minden ¢ € Form-ra.

Bizonyitds. Az &llitds miatt M =, ¢ <= M €y = we M = M |z,
P- O

3.30. Kovetkezmény. F"* |= ¢ = F |= ¢ minden F frame-re és ¢ € Form-ra.
Bizonyitds. Az el6z6 kovetkezménybdl a szokdsos moddon. O

Most mar meg tudjuk mutatni, hogy Vx3yxRyRy (azaz: mindenkinek van reflexiv ra-
kovetkeztje) sem definidlhaté modélisan. Legyen ui. F az 3.25-beli frame. Akkor F*¢ |=
Vx3yxRyRy (hiszen mindenki It egy nemprincipdlis ultrafiltert, azok meg latjadk magukat),
noha ugyanez a formula F-ben nem igaz, mert ott egyaltaldn nincsenek reflexiv vildgok.
Ezzel 3.30 miatt belattuk, hogy a ,mindenkinek van reflexiv rakovetkezdje” tulajdonsag

sem definidlhaté modalisan.
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3.31. Feladat. Legyenek R és S binér relaciok egy W halmazon. Mutassuk meg, hogy (R o
S)ue — Rue o gue.

* * *
Az eddigiekben négy kiilonb6z6 konstrukciéval (p-morf kép, diszjunkt tini6, generdlt

panys

részmodell, ultrafilter-bdvités) lattuk be, hogy valamilyen elsérendi tulajdonsdg nem defi-
nidlhaté6 modélis formuldval. A kés6bb bizonyitand6 Goldblatt-Thomason tétel (3.52) sze-
rint ehhez mds konstrukcidra nincs is sziikségiink.

3.32. Definicié. Legyenek M; = (F;,v;), modellek, ahol F; = (W, R;) (i = 1,2). A
Z C Wy x W5 relacio biszimuldcié M és My kozott, ha

(i) sRit & sZs' = (3t € Wy)(tZt' & s'Rpt’) mindens, t € Wy, s’ € Wy-re (cikk)
(ii) sZs'Ryt! = (3t € Wq)(sR1tZt') minden s € Wy, s, ' € Wy-re (cakk)
(iii) s € v1(p) <= t € va(p) minden p € IT-re és (s,t) € Z-re.

Z biszimuldcié F1 és F, kozott, ha az els6 két tulajdonség teljestil.

3.33. Feladat. Egy f : M1 — M, fliggvény pontosan akkor p-morfizmus, ha biszimula-
cio.
3.34. Allitas. Ha Z biszimuldcié My és My kozott, akkor
My |:s Q@ < My |:t 0]
minden (s,t) € Z és ¢ € Formpy-re.
Bizonyitds. Formulaindukciéval. O

3.35. Feladat. Legyen M = (W, R,v),ahol W = {w }U{w;;:j<i<w}, R={(w,wyp):
i <wU{(wjwijy):j+1<i<w}ésov(p) = minden p-re, M’ pedig M-nek az a
(nem generalt!) részmodellje, amelynek vildgai W\ { w1 j < w }.

Mutassuk meg, hogy M =4, ¢ <= M’ |=4, ¢ minden ¢ € Formp-re, de nincs olyan
biszimulédciéo M és M’ kozott, ami M és M’ w vildgait dsszekotné.

Az allitas megforditdsa tehat dltaldban nem igaz, de bizonyos modellosztalyokban igen.

3.36. Definicié. M moddlisan szaturdlt (réviden: m-szaturdlt), ha minden w vildganak, ami-
nek szomszédaiban egy X. formulahalmaz végesen kielégithetd, van olyan szomszédja, amely-
ben X igaz. Azaz

(VZ C Formyy)(Vw € W)[(VA C, ) (3w’ € W)(wRw' & M =y A)
= (Juw' € W)(wRw' & M =y )]

3.37. Feladat. m-szaturalt minden olyan modell, amelyben minden vilagnak csak véges sok
rakovetkezdgje van.

3.38. Feladat. m-szaturélt modellek generalt részmodelljei is m-szaturaltak.

Kevésbé egyszerti, de joval hasznosabb példédkat ad a kdvetkez6

3.39. Allitas. MY m-szaturdlt minden M modellre.
14



Bizonyitds. Legyen M = (W, R,v) és tegyiik fel, hogy > minden véges részhalmaza igaz
u € Uf W egy rakovetkezgjében. Olyan v € Uf W-t akarunk csindlni, akire uR"“v és v |= X.
Az els6 feltétel (és 3.22) miatt v-nek biztosan tartalmaznia kella { X C W : m°(X) € u},
a masodik (és 3.28) miatt pedig a { ™ : ¢ € T} halmazokat. Forditva, ha v tartalmazza
ezeket a halmazokat, akkor v j6 is lesz. Tehat elég azt belatnunk, hogy

{(XCW:m’(X)euu{oM:rex}
véges metszet tulajdonsdgt. Mivel u zart véges metszetre, 3.20 szerint elég azt megmutatni,
hogy ha m’(X) € uésoy,...,0, € L, akkor X NNJ oM # @. Ez viszont igaz, mert van
olyan u’, hogy uR"u’ = A 0;, és erre (megintcsak 3.22 és 3.28 miatt) igaz, hogy X € 1’ és
N} UiM = (Al o)™ € u'. Akkor viszont X NN} ‘TiM € u/, tehat nemiires. O

3.40. Feladat. Ha ~ minden véges része kielégithet6 M"-ben, akkor X is.
Az m-szaturalt modellek jelentdségét a kovetkez tétel adja.

3.41. Tétel. Legyenek My és My m-szaturdlt modellek, Z C Wy x W, pedig dlljon a moddlisan
ekvivalens vildgok pdrjaibdl, azaz

(s,t)y € Z <= (Vo € Formp)[M1 =5 ¢ <= My = ¢]

Akkor Z biszimuldciéo My és My kozott. Speciel: az m-szaturdlt modellek osztdlydban barmely két
modilisan ekvivalens vildgot 0sszekot egy biszimuldcid.

Bizonyitds. Csak a ,cikk” tulajdonsagot latjuk be (mert a ,cakk” bizonyitdsa ugyanaz, a
kijelentésvaltozokra vonatkoz6 feltétel pedig Z definicidja miatt teljestil).

Tegytik fel, hogy sRit és sZs’, és legyen & = { ¢ : Mj |=; ¢ }. Akkor ¥ minden véges
része kielégiil s’ egy rakovetkezsjében, mert

MiEAD 2L My 0N e My s ONA

minden A C,, ¥-ra. M, m-szaturaltsdga miatt tehat van olyan t, amire s'Ryt' és My =y Z,
vagyis tZt'. O

3.3. Kapcsolat els6rendti logikaval Minden modell (és persze minden frame is) tekinthet6
egy szokasos elsérend(i struktiranak: M = (W, R,v) annak az elsérend@ nyelvnek egy
modellje, amiben egy binér relacidjel van (ennek interpretacidja R), és minden p € Il-re egy
unér reldcicjel (P, amelynek jelentése v(p)). Ezt a nyelvet £1;-vel fogjuk jeldlni. Forditva is,
természetesen minden ilyen struktudra tekinthetd (moddlis) modellnek.

3.42. Definicié. Standard forditdsnak hivjuk a kévetkezd Formpy — L1 fiiggvényt:
STx(p) = P(x)
STy(—¢) = ~ST(9)

ST:(¢ V) = STx(@) V STx(9)
ST:(0 @) = Fy(Rxy A STy(9))

Vegytik észre, hogy STx(¢)-nek x az egyetlen szabad valtozdja.
Mivel a standard forditds valéjaban a modalis formuldk igazsagfeltételeinek atfogalma-
zésa, a kovetkezo allitds nem meglep6:

3.43. Allitds. M |= ¢ <= M = STy(¢)[w]
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Bizonyitds. Formulaindukciéval. OJ

Ezek utdn definidlhatjuk frame-ek és modellek ultraszorzatat tgy, mint a megfeleld el-
s6rendi struktardk ultraszorzatat (és a tovdbbiakban PuK-val ill. PwK-val jeloljiik majd a
K frame- vagy modellosztaly lezartjat ultraszorzatra és ultrahatvanyra); és a Los lemmabdl
az el6z6 allitdson keresztiil kapjuk, hogy

3.44. Tétel (Los). Legyen F ultrafilter I felett, M; modell W; univerzummal (minden i € I-re), és
w € [Tie; Wi. Akkor
[[Mi/FEwre < {icl: M=y ¢} €F.

3.45. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy a X formulahalmaz minden véges része kielégithet6 a K
modellosztdly valamely elemében. Akkor van olyan ultraszorzata K-beli modelleknek, amiben %
kielégitheto.

Bizonyitds. Legyen I = P, (X) (X véges részhalmazainak halmaza), és minden i € I-re
legyen M; és w; olyan, hogy M; =y, i. ¢ € L-ralegyen X, = {i € I : ¢ € i}; akkor
{ Xy : ¢ € X} véges metszet tulajdonsaga, mert { ¢1,...,¢n } € Xy, N...N X,,, tehdt van
6t tartalmaz6 F ultrafilter I felett. [T M;/F =, ,r L, mertminden ¢ € L-ra{i € [ : M, =4,
9} 2Xp€EF. O

3.46. Allitas.
[17/D " (W, 7i) /D & TTM/D " (i, M) /D

Bizonyitds. Legyen F; = (W;,R;), M; = (F;,v;), és legyen (W,Rv) ((W',RTv™)) az
ultraszorzat (ultrahatvany).
s € T1; Wj-re jelolje |s| az s [I; Wi-beli D-szerinti ekvivalencia-osztédlyat, azaz

|S’:{tEHWiZ{iGIISZ’:ti}ED}
I

éss € Iy, Wi-re
|s|+:{t€IL-|jIWZ-:{iEI:si:ti}ED}.

Az vilagos, hogy a W-beli |s|-hez a WT-beli |s| -t rendeld f leképezés joldefiniélt és injek-
tiv. Az is vildgos, hogy az ultraszorzat frame f szerinti képe részmodellje az ultrahatvany
frame-nek, hiszens, t € [[; W;-re

sIR|t| <= {i:siRiti} € D <= f(|s]) = [s|+R[t|+ = f(]t]).
Has € [[; W, t € 1(Y; W;) és f(|s|)RT|t|+, akkor
{i:tiGWi}Q{iZSiRiti} eD,

tehat van t-vel D-ekvivalens t' € T[; W, és arra [s|R|'| és f(|f'|) = |t|+. Végiil, minden

s €[]} Wj-re
sl€ov(p) <= {i:si€vi(p)} €D < f(Is]) =s|+ €v"(p).

OJ

3.47. Kovetkezmény. Ha egy frame- vagy modellosztdly zdrt diszjunkt 1inidra, generdlt részre és

ultrahatvdnyra, akkor zdrt ultraszorzatra is.
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3.48. Feladat. Ha Fr(X) = { F : F |= X } zért elemi ekvivalenciéra, akkor elemi.

3.48 Emlékeztet6: K elemi iff zart elemi ekvivalencidra és ultraszorzatra. Tehat az kéne,
hogy K = Fr(X) zért ultraszorzatra. 3.47 miatt (és mert K zért diszjunkt inidra és generalt
részframe-ekre) elég azt megmutatni, hogy zart ultrahatvanyra. Ez viszont kovetkezik a
Los lemmaébdl és az elemi ekvivalencidra valé zartsagbol.

3.49. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy a X. formulahalmaz minden véges része kielégithetd a K mo-
dellosztdly valamely elemében. Akkor van olyan ultrahatvdnya K-beli modellek diszjunkt 1inidjdnak,
amiben X kielégitheto.

Bizonyitds. Kovetkezik 3.46-bol 3.45 és 3.15 miatt. U
Az els6rendti logikédval val6 kapcsolat egyik gytimolcse a kovetkezd
3.50. Tétel. Minden modellnek van megszdmldlhatéan szaturdlt ultrahatvdnya.

Bizonyitds. Nehéz (megszdmlédlhaté nyelvekre nem, de az nekiink nem lesz elég). Ld. Chang-
Keisler 6.1.4, 6.1.8. O

3.51. Allitas. A megszimldlhatéan szaturdlt modellek m-szaturdltak.

Bizonyitds. Legyen M mint az allitdsban, és tegyiik fel, hogy X minden véges részhalmaza
kielégithetd w valamely szomszédjaban. Akkor

(M, w) = IxRepx A N\N{STx(¢) : p € A}

minden A C,, ¥-ra; M megszamlélhato szaturaltsdga miatt tehat Re,x U{ STy (¢) : 9 € £ }
is kielégithet6 (M, w)-ben, azaz w-nek van olyan szomszédja, amelyben ¥ igaz. O

3.52. Tétel (Goldblatt-Thomason). EQy ultrahatvdnyra zdrt (tehdt példdul elsérendben definidlha-
t6) K frame-osztdly pontosan akkor definidlhaté moddlisan, ha zdrt p-morf képekre, diszjunkt vinidra,
generdlt részframe-ekre és ha F** ¢ K = F € K.

Bizonyitds. A tétel egyik irdnyat mar belattuk (3.8, 3.13, 3.16 és 3.30). Forditva, tegyiik fel,
hogy a K frame-osztély zart p-morf képekre, diszjunkt tiniéra és generalt részframe-ekre, K
komplementere pedig ultrafilter-bévitésre. Azt éllitjuk, hogy ha 7 = (W, R )-ben érvényes
Ax = { ¢ € Formy; : K |= ¢ }, akkor F € K.

El6szor is, 3.17 és az els6 harom zartsagi feltevés miatt F-r6l feltehetjiik, hogy egy a pont
generdlja. LegyenIT' = {ps: AC W}, v(pa) = Aminden A C W-re, M = (F,v), és

Y={¢€Formy : M, ¢}

2~ minden véges részhalmaza kielégithet6 K-ban (azaz minden A C,, X-hoz létezik G € K,
v’ értékelés és s G-beli vilag, hogy (G,v") |=s A), mert tegyiik fel, hogy A C,, X nem, és
legyen ¢ az Formpy-beli formula, amit ugy kapunk A A-bdl, hogy abban a IT-beli atomi
formuldkat rendre I1-beliekre cseréljiik. Akkor K = —¢, és igy F |= —¢, noha vildgos,
hogy van olyan v’ kiértékelés, amire ( F,v" ) =y ¢.

3.49 és K ultrahatvanyra és diszjunkt tniéra val6 zartsdga miatt tehat van olyan Gy € K,
v kiértékelés és b vilag, hogy (Go,vg) |=s X. Feltehetjiikk, hogy Go-t b generdlja 3.15 és K
generélt részframe-ekre val6 zartsdga miatt.

Legyen N = (G,v") (ahol G = (S, Q)) a ( Gy, vg ) egy megszamlédlhatdan szaturalt ultra-

hatvanya (3.50) . Akkor G € K és N m-szaturalt 3.51 miatt.
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Ezzel elérkeztiink az utols6 (és legnehezebb) 1épéshez: azt fogjuk megmutatni, hogy F*°
p-morf képe G-nek. Ezzel kész is lesziink, hiszen K zart p-morf képre, K komplementere
pedig ultrafilter-bdvitésre.

Legyen f(s) = { A C W : N |=s pa }. Azt fogjuk beldtni, hogy f : N' — M"¢ sziirjektiv
p-morfizmus.

El6szor persze azt kellene tisztdzni, hogy f valéban W feletti ultrafilterekbe képez. Ha
tudnank, hogy

1) minden ¢ € Formmp-re N |E 9 < M[E ¢

akkor konnyti dolgunk lenne, mert akkor

e f(s) zart felfelé: ha B D A € f(s), akkor N |=5 pa és M |= pa — pp, (1) miatt
tehat N |=; pp, azaz B € f(s)

o f(s) zart metszetre: ha A, B € f(s), akkor N | =5 pa Appés M = pa A pg <> Pans,
(1) miatt tehdt N |=s panp, azaz ANB € f(s)

e minden A C W-re, ha A ¢ f(s), akkor W\ A € f(s): (1) miatt ui. N' |55 —ps —

Pw\A-
Ez mér elég\ motivaci6 arra, hogy beldssuk (1)-et. Legyen tehat ¢ € Formyy.
MEp < (WneNME, O 3.18
— (VneN)O"peX ~ definici6ja
> (Vn e N)(Go,v0) o " 9 (Go,vo) o &
< (Gow) ¢ 3.18
— N 3.44

Mivel N és M"¢ is m-szaturalt (utébbi 3.39 miatt), f p-morf voltanak beldtasahoz 3.41
szerint elég megmutatnunk, hogy

(2) (s,u) € f <= (Vo € Form)N |5 ¢ <= M"™ =, ¢]

(<) konnyli, mert ha az (s,u ) pérra teljesiil a feltétel, akkor speciel minden A C W-re
N =5 pa < v(pa) € u,azaz f(s) = u.

(=) Természetesen elég az M |=p) ¢ = N |=5 ¢ implikdciot belatni. Tegytik fel,
hogy M" [=¢() ¢; 3.28 miatt ez azt jelenti, hogy A = {w € W : M =y ¢} € f(s).
M E ¢ < pa, (1) miatt tehat N |= ¢ <> pa. Kovetkezésképp

NEso < NEspa < A€ f(s)

errdl pedig mar lattuk, hogy igaz. Ezzel(2) bizonyitésa teljes.
Mar csak f sziirjektivitdsdnak bizonyitdsa maradt hdtra. Legyen u W feletti ultrafilter.
Olyan s € S vildgot kellene taldlnunk, amire

Nilspa < Acu

minden A C W-re. T'(x) = {STx(pa) : A € u} minden véges része kielégithetd N -ben,

mert ha Ay,..., A, € ués A = NI'A; (kovetkezésképp M-ben, és igy (1) miatt N-ben is

igaz pa < Al pa,), akkor M = —py, (1) miatt tehdt N = —py, azaz van olyan N -beli

t vildg, amire N |=; pa, azaz (N,t) = A} STx(pa,). N megszamlélhat6 szaturdltsdga
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(valéjaban mar kompaktsaga, azaz , 1-szaturédltsdga”) miatt tehat van olyan s vildg, ami N-
ben kielégiti I'(x)-et. Erre az s-re tehat A € u = N |=; pa, azaz u C f(s); de mindketten
ultrafilterek, tehat ebbsl u = f(s) is kovetkezik. O

3.53. Feladat. Ha a K frame-osztaly zart p-morf képekre, diszjunkt tiniéra, generalt rész-

frame-ekre és ultrafilter-bdvitésre, és K komplementere zart pont-generélt részframe-ekre
és ultrafilter-bGvitésre, akkor K modalisan definidlhato.
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4. TELJESSEG

4.1. Definicié6 (Normadlis modaélis logika). A C Form normidlis moddlis logika ha az alabbi
feltételek teljestilnek:

(i) A tartalmazza az dsszes kijelentéslogikai tautologiat
(ii) A zart helyettesitésre
(iii) A zart modus ponens-re
(iv) Op e -O-peA
(v) O(p = q) = (Op—D0g) € A
(Vi) pe A = UgpecA

,Normalis modalis logika” helyett dltalaban egyszertien ,logikdt” mondunk.

4.2. Példak.

(i) A = Form (az inkonzisztens logika)
(i) Ar ={ ¢ € Form : F |= ¢ }, ahol F frame-ek egy osztalya
(iii) { ¢ € Form : M |= ¢} altaldban nem logika, mert nem zart helyettesitésre (M |=
p# MIE=q)

(iv) Normalis modalis logikdk metszete is az.

Az els6 és utols6 példa miatt minden I' C Form-hoz van legsziikebb, I'-t tartalmazé
logika (ez a I' 4ltal axiomatizalt logika, amit néha K & I'-val fogunk jelolni). Az @ altal
axiomatizalt logika neve: K.

4.3. Definicié (Levezethet8ség). @ <= ¢ € Aés
IFFagp <= (F@1,..., pn €ET) FAQI A ... APy — @.

Specidlisan: @ Fp@ <= Fa¢@, mert n = 0O-ra a jobboldalon 5T — ¢ 4ll (az ,iires
konjunkci¢”-t T-ként szokds (és érdemes) definidlni), de T — ¢ ekvivalens ¢-vel. Kicsit
részletesebben:

4.4. Allitds. FAT — ¢ <= Fr@

Bizonyitds. (=) 4.1(i) miatt T € A, ésigy a feltevés és 4.1(iii) miatt ¢ € A
(<) 4.1(1) miatt ¢ — (T — @) € A, ésigy a feltevés és 4.1(iii) miatt T — ¢ € A. O

Ha T C Form-ra A\ T'-valjeloljiik a I' elemeibdl képzett véges konjunkcidkat (beleértve az
tires konjunkciot is), azaz AT = {¢p1 A ... A@p:n €N, ¢1,..., ¢, €T}, akkor T Fprgp <—
(Fp € AT) Fap — 9.

Az alabbiakban tautoldgia alatt nem csak a kijelentéslogikai tautologidkat, hanem ezek
tetsz6leges instancidit is értjiik; tehat példaul ¢ q VvV — O g-t, ami nem kijelentéslogikai for-
mula, tehat kijelentéslogikai tautoldgia sem lehet, de egy ilyen, nevezetesen p V —p egy
instancidja. 4.1(i),(ii) miatt ezeket a tdgabb értelemben vett tautolégidkat is tartalmazza
minden normdlis modalis logika.

4.5. Allitas.
(i) DFpap < Fap
(ii) Ha X C T és X -p ¢, akkor T =p ¢.
(i) pe€ A = Zhkag
(iv) p € X = X lpp
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(V) HiZ Fpap — ¢ és Z Fp @, akkor X = p 1.
(vi) HiZ Fp@ és =z, akkor Z Epp A .
(vil) Ha a0 — @ és =00 — 0, akkor =70 — @; specidlisan:
(viil) ha -p0 — @, akkor Fao Ao’ — ¢.
(ix) Ha ¢ < ¢ tautologia, akkor 2. = 5 @ pontosan akkor dll, ha X t= 1.

Bizonyitds. (i) Ld. 4.4!

(ii): 4.3 trivialis kovetkezménye.

(iii): (i) és (ii)

(iv): FaA@ — ¢ (mert tautolodgia), tehat X -5 ¢ 4.3 szerint.

(v): A feltételek miatt Fpoqn — (¢ — ¢) és Fpon — @, aholi = 1, 2-re 0; € AX.
Falor = (¢ = ¢)] = [(02 = @) = (01 Aoa — )] (mert tautoldgia), és ezekbSl modus
ponens kétszeri alkalmazaséaval kapjuk, hogy Fa0q A 0 — 1P, amib8l meg mér kovetkezik
Z Fay.

(vi) Mivel ¢ — (¢ — (¢ A ¢)) tautologia, £ Fa@ — (P — (@ A )) (iii) miatt; és ebbsl
(v) kétszeri alkalmazédsaval kapjuk, hogy . Fx¢ A .

(vii): FA(6 — o) = [(c — ¢) — (8 — ¢)] mert tautologia, és a két feltétel és modus
ponens kétszeri alkalmazéasaval kapjuk, hogy -0 — ¢.

(ix): Elég belatni, hogy ha ¢ — 1 tautoldgia és ¥ -5 @, akkor X Fx1p; és ez igaz, mert
4.1(i) és (iii) miatt X Fp @ — ¢, és igy (v) miatt X =p .

O

4.6. Allitas (Dedukci6-tétel). ZU {0} Fap <= T Fpd — ¢.
Bizonyitds.
LU} Fap 28 (Gre AZ) FacAs @
= (Are NE)Fac = (6= ¢) € THAs = ¢

ahol a kozéps6 ekvivalencia 4.5(ix) miatt all, hiszen (¢ AS — ¢) < [0 = (6 = ¢)]
tautologia.

4.7. Allitas.
(i) Habpap — ¢, akkor o O — Oy
(il)) Habpap — ¢, akkorEx O — Q¢
(i) FAQC(pAY) = QAP

Bizonyitds. (i):

(1) Fap — ¥ feltevés
(2) FaO(e = ¥) (1), 4.1(vi)
3)  Fal(p—q)— (Hp—0g) 4.1(v)
(4) FaO(p—=9) = e —0y) (3), 4.1(ii)
(5) FaOe— DOy (2),(4), 4.1(iii)
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1 |_A§0—>ll)
2 Fale = 9) = (-9 = —¢)
3 FAY — g

FaO-yp —O-e

/N /N /N /N /N /N /N
(62 "N
N’ N e e e N N

8)  FA(=O=¢p—=-0-9) = (0 —0v)
9) FACe—= Oy
(iii):
(1) FApAY — @
(2)  FaO(eAY) =09
(3) FAQAY = ¢
4) FaAO(pAY) = O
(5) Falp = q) = [(p—1) = (p—qAT)]
6)  FA(OleAY) = 0p) = [(OleAy) = ) —
(7)  FAQ(@AY) = 0Oy

4.8. Feladat. A [T
4.9. Feladat. Fpo (e A ) < (O AOvy)

feltevés
4.13)
(1),(2),4.1(iii)
(3), (i)

(4)-b6l, mint az imént

Falp e ) = (@ d) = ((p—aq9) — (@ —4q)) 4.1(i)
FA(mO=9 < 0 ¢) = [(C0-9 < 0¢) = (mO-¢ = -0-9) = (09 — O9))]

(6), 4.1(ii)

(7), 4.1(iv),4.1(ii), 4.1(iii) kétszer
(5), (8), 4.1(iii)

4.1()

(1), (i)
4.131)

(3), (i)
4.1(31)

(OleAY) = CpAOY)]
(5), 4.1(ii)
(6),(2),(4), 4.1(iii) kétszer

0

4.10. Definici6. ¥ A-konzisztens ha ¥ /5 L, és maximdlisan A-konzisztens ha A-konzisztens

és nincs A-konzisztens valodi bévitése.

MCf\[ = {X C Formyy : ¥ maximélisan A-konzisztens }

Amikor csak tehetjiik, -5 helyett a tovabbiakban -t, ,A-konzisztens” helyett ,konzisztens”-

t irunk.

4.11. Allitas. (i) X k=g pontosan akkor, ha £ U { ¢ } inkonzisztens.

(ii) X F¢ pontosan akkor, ha ¥ U { —¢ } inkonzisztens.
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Bizonyitds. Az els6 igaz, mert

Shamg 28 S o L &5 S U{g)al,

a masodik pedig az elsébdl kovetkezik, mert

Zhag YWy Fa—g PUNS N { —¢ } inkonzisztens.

O

4.12. Allitas. X pontosan akkor maximdlisan konzisztens, ha konzisztens és minden ¢-re ¢ € X
vagy —@ € L.

Bizonyitds. (=) Ha ¢ ¢ X, akkor ¥ maximalitdsa miatt X U { ¢ } inkonzisztens, igy 4.11(i)
miatt ¥ F—¢@. Hasonl6an, ha —¢ ¢ %, akkor X F¢. Ezért 4.5(vi) miatt ha ¢, ~¢ ¢ %, akkor
X F=g A @, ésigy 4.5(ix) miatt X -1, ellentmondva X konzisztencidjanak.

(<) Elég azt megmutatni, hogy £ D X-b6l X7 inkonzisztencidja kovetkezik. De ez
igaz, hiszen ha ¢ € X7\ X, akkor a feltevés miatt ¢ € %, és igy ¢, ¢ € X7, és igy
4.5(iv) miatt Z* F ¢ és ©7 F ¢, amibdl a fentihez hasonlé6 médon kovetkezik, hogy X+
inkonzisztens. O

4.13. Allitas. Ha ¥ maximdlisan konzisztens, akkor £ ¢ <= ¢ € ¥.
Bizonyitds. A (<) irdny 4.5(iv), a méasik pedig 4.12 kovetkezménye, mert

pErL = X = Lo = Xlifp
kiilonben 4.5(vi) miatt £ ¢ A —@, és igy 4.5(ix) miatt X -_L, ellentmondva X konzisztenci-
djanak. O
4.14. Allitas. Ha ¥ maximdlisan konzisztens, akkor p €L & P €L <= @A € L.
Bizonyitds. 4.13 miatt elég belatni, hogy

LA & ZEAY <= ZEppAY

A balrdl jobbra irdny 4.5(vi), méasik meg 4.5(iii) és 4.5(v) miatt igaz. 0
4.15. Allitas. Ha M |= A, akkor M minden w vildgdra { ¢ : M =, ¢ } € MCA.

Bizonyitds. Legyen w az M tetszOleges vildga és £ = {¢ : M =, ¢ }. 4.12 miatt elég
beldtni, hogy X konzisztens. Mivel A igazsagfeltétele miatt X zart A-re, ha inkonzisztens,
akkor valamilyen ¢ € X-rac — L € A, ésigy (4.1(i),(iii) miatt) -c € A; de akkor —
igazsagfeltétele miatt -o € A\ X, ellentmondva az M |= A feltevésnek. O

4.16. Definicié. Legyen F egy frame- vagy modell-osztaly. A helyes (gyengén teljes) F-re
nézve, ha A C Ar (Ar C A). A erOsen teljes F-re nézve, ha minden A-konzisztens formu-
lahalmaz kielégithet6 egy F-beli struktaran. A-t jellemzi (vagy meghatdrozza) F, ha A helyes
és teljes F-re nézve (azaz A = Ar). A teljes, ha van olyan F frame-osztaly ami jellemzi.

4.17. Allitas. Ha A er8sen teljes az F frame- vagy modell-osztdlyra nézve, akkor gyengén teljes is

rd nézve.
23



Bizonyitds. Ap C A, mert

¢ € Ar = {—¢} kielégithetetlen F-en —> {-¢} A-inkonzisztens
2"A_lq9—>J_ :FA(P — QDGA
U

4.18. Feladat. A pontosan akkor gyengén teljes F-re nézve ha minden A-konzisztens for-
mula kielégithet6 egy F-beli strukttran.

4.19. Allitas. A helyes Fr(A) = { F : F |= A }-ra nézve.

Bizonyitds. A C Ap,p), mert 9 € A = Fr(A) E ¢ <= ¢ € Ag(n), ahol az elsd imp-
likdci6 Fr(A) definicidja, az ekvivalencia pedig egy frame-osztély logikéjénak definicidja
(4.2(ii)) miatt igaz. U

4.20. Allitas. K helyes az dsszes frame osztdlydra nézve.

Bizonyitds. K, mint a legsz{ikebb normaélis modaélis logika, természetesen része Ar-nek is,
ahol F az 6sszes frame osztalya. O

4.21. Allitas. Ha T érvényes az F frame-osztdlyban, akkor K & T helyes F-re nézve.

Bizonyitds. Ar logika (4.2(ii)), és a feltevés szerint I' C Ar; tehat @ definiciéja miatt K G T C
Afr. OJ

4.22. Definicié (Kanonikus frame és modell). Legyen &, A € MC/j-re legyen
YRAA = (Ve A)OgpeX

2

és
p)={ZeMCi:pecx}
minden p € Il-re.
A kanonikus frame-je F» = ( MCH, R™ ), kanonikus modellje pedig M» = ( FA, o).

4.23. Feladat. ZRAA <= (Vo)(Op €L = ¢ € A)

4.24. Allitas (Lindenbaum lemma). Minden konzisztens formulahalmazt tartalmaz ey maximd-
lisan konzisztens formulahalmaz.

Bizonyitds. Ha I1 legfeljebb megszamlalhat6 (és igy Form megszdmléalhato), akkor Formpy
elemeit felsoroljuk: ¢o, ¢1,.... Legyen A a kib6vitend konzisztens formulahalmaz. Ha
Ay C A C -+ C Ay konzisztens, akkor A, U{ ¢y, } és A, U { —¢, } valamelyike konzisztens
4.11 miatt; legyen ez a Ay 1.

A = Upew An konzisztens, mert minden véges része (része valamelyik A,-nek és igy)
konzisztens. Maximalisan konzisztens, mert minden n-re ¢, és —¢, valamelyike € A; és
persze Ag C A.

A kovetkezd bizonyitasvazlat I1 szdmossagatol fiiggetleniil m{ikodik: Formyi-t mint al-
gebrat (elemek: formuldk, miiveletek: a logikai konnektivumok) a A szerinti ekvivalencia-
val faktorizalva (4.1 els6 hdrom pontja miatt) Boole-algebrat (egy extra mtivelettel) kapunk.
A konzisztens formulahalmazok természetes homomorfizmus szerinti képei a véges met-

szet tulajdonsagt halmazok, a maximalisan konzisztenseké pedig az ultrafilterek. Tehat az
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allitas kovetkezik abb6l, hogy minden Boole algebraban minden véges metszet tulajdonsa-
gl halmazt tartalmaz egy ultrafilter. O

4.25. Allitas. Ha O ¢ € ¥ € MC™, akkor van olyan A € MC™, hogy ¢ € A és ZRAA.

Bizonyitds. 4.23 miatt olyan MC”-ra van sziikségiink, ami tartalmazza a
N ={¢}tU{c:Ocecx}

formulahalmazt. 4.24 miatt ehhez elég beldtnunk, hogy Ay konzisztens. Tegytik fel, hogy
nem az. Akkor 4.11 miatt van olyan Loy, ...,Uo, € X, hogy Faoy A ... Aoy — —e, 4.7(1)
miatt tehdt-5 O(oq A ... Aoy) = O @ ésigy 4.9 miatt-, 0oy A... AO0y, — O-¢. Vagyis
azt kaptuk, hogy X -5 0 ¢, ami ellentmond X konzisztencidjanak. O

4.26. Tétel (Igazsdg-lemma). M" =y ¢ < ¢ € L.

Bizonyitds. Indukci6 ¢ felépitésére. Ha atomi, akkor az 4llitds v definicija miatt igaz. A
Boole-konnektivumokra oroklédik, mert

MAEg —p &= MV s 9 &= 92 L <= —@€EX
az indukcios feltevés és 4.12 miatt, és
MA s oA = MA s & MM s ) <= ¢9€Z & PEX <= QAPEX
az indukcios feltevés és 4.14 miatt.
Végiil:
MA 5 0@ <= FAZRAA & MA =y ¢) <= FAZRMA & 9€A) «—= Opcx

ahol a mésodik ekvivalencia az indukci6s feltevés, az utolsé ekvivalencia = irdnya RA
definicidja, <= irdnya pedig 4.25 miatt igaz. |

4.27. Kovetkezmény. M* = ¢ < ¢ € A. Specidlisan: M» | A.

Bizonyitds. (=) Ha ¢ ¢ A, akkor 4.11(ii) és 4.5(i) miatt { —¢ } A-konzisztens, tehét létezik
6t tartalmazé ¥ € MCH, és arra M ey @. (<) 4.5(iii) és 4.13 miatt A része minden
maximalisan A-konzisztens formulahalmaznak. [

Azt kaptuk tehat, hogy minden A-konzisztens formulahalmaz kielégithet6 egy olyan mo-
dellen, amiben A érvényes, masszéval minden normadlis modalis logika er8sen teljes az
{ M” } modellosztalyra nézve. Ez azonban nem ttl izgalmas eredemény.

Az els6 valddinak nevezhetd teljességi tételiink a kovetkezo:

4.28. Tétel. K helyes és erdsen teljes az 0sszes frame osztdlydra nézve.

Bizonyitds. 4.20-ban mar beldttuk a helyességet. Az erds teljességhez az kéne, hogy minden
K-konzisztens formulahalmaz kielégithet egy frame-en. Ez viszont igaz, mert 4.24 és 4.26
szerint kielégithets FX-n. O

A kovetkez6 példan mar jobban latszik az ilyesféle teljességi bizonyitdsok szerkezete.
Nevezetesen, hogy A-nak az F frame-osztalyra vonatkozé erés teljességét F* € F megmu-
tatdsaval latjuk be. (Valéban, ha & A-konzisztens, akkor M =5+ ¥ barmely (4.24 miatt
létez8) T-t tartalmazé T € MCA-re.) Az elézé tételben F az Gsszes frame, tehat semmi

dolgunk nem volt.
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4.29. Tétel. A = K@ U p — p helyes és erdsen teljes a reflexiv frame-ek osztdlydra nézve.

Bizonyitds. A helyesség kovetkezik 3.2 és 4.21-b6l. Az er&s teljességhez a fenti megjegyzés
miatt elég beldtni, hogy F A reflexiv, azaz 4.23 miatt azt, hogy minden ¥ € MCﬁ-re és
¢ € Formprele € ¥ = ¢ € X. Ez viszont igaz, mert LJp — p € A és 4.1(ii) miatt
e — ¢ € A C %, tehat g € X-b6l 4.5(v) és X maximalitdsa miatt ¢ € X kovetkezik. [

4.30. Lemma. (i) Op = peA < F\reflexiv
(i) Op - O0p € A <= FA tranzitiv
(iii) p = OO p € A < FN szimmetrikus
(iv) Op - 0O0p € A <= F euklideszi (wR s & wR™M = sR™t)

Bizonyitds. Az allitdsoknak csak a = iranyéat bizonyitjuk, mert a masik minden esetben
kovetkezik 3.2 és 4.27-bol. Példaul (i) < irdnya:

FA reflexiv == FA EOp—p = MAEOp—p Ly Op—=peA.

(i) Ezt belattuk 4.29-ben.

(ii) Kell: ZRAMRAT = XZRAT (azaz ha minden ¢ € Form-ra [J peEX — @pcA
ésllp € A = ¢ €T, akkor minden ¢ € Form-rallgp € ¥ = ¢ € I') minden X, A,
I € MC?-ra. De ez igaz, hiszen Op — O0p € Aés4.1(ii) miatt Op — OO g € A C %,
tehat [ ¢ € X-bol ¥ maximalitdsa miatt L1 ¢ € X, amibdl meg a feltevések miatt L1 € A
ésigy ¢ € I' kovetkezik.

(iii) Kell: ZRA*A = ARAX (azazha¢@ € ¥ = ¢ € A minden ¢ € Form-ra akkor
p €L = ¢ € Aminden ¢ € Form-ra) minden ¥, A € MC”-ra. De ez igaz, hiszen
p—0O0p e Aés4l(ii) miatt p — OO ¢ € A C L, tehdt ¢ € X-bol X maximalitdsa miatt
OO ¢ € , amibdl meg a feltevés miatt ¢ ¢ € A kovetkezik.

(iv) Kell: ZRAM & ZRM = AR’ (azazhaOgp € & = ¢ € Aés ¢ €
I' = O¢ € Xminden ¢ € Form-raakkor p € I' = (¢ € A minden ¢ € Form-ra)
minden ¥,A, T € MC”-ra. De ez igaz, hiszen YRAT miatt @ € T-bol ¢ € %, amibdl
Op—0O0p € A, 4.1(ii) és £ maximalitdsa miatt (1) ¢ € %, és ebbdl YRAA miatt ¢ pEA
kovetkezik.

O

4.31. Kovetkezmény. Legyen I a lemmabeli formulik eqy részhalmaza. Akkor A = K & T helyes
és erosen teljes a I'-beli formuldknak megfeleld tulajdonsdgokkal rendelkez0 frame-ek F osztdlydra
nézve. Specidlisan:
(i) A =K@ Op — OO p helyes és erdsen teljes a tranzitiv frame-ek osztdlydra nézve.
(i) S4 =Ka{Op - 0O0p,0Op — p } helyes és erbsen teljes a reflextv, tranzitiv frame-ek
osztdlydra nézve.
(iii) S5 = S4® p — OO p helyes és erdsen teljes a reflexiv, tranzitiv, szimmetrikus frame-ek
(azaz az ekvivalencia-reldciok) osztdlydra nézve.

Bizonyitds. A helyesség 3.2 és 4.21-b61 kovetkezik, a teljesség meg mert ha I' A-konzisztens,
akkor 4.26 miatt M? =5 T, ahol T része egy, a 4.24 miatt 1étez6 & € MC’-nak, azaz T
kielégithet6, mégpedig a lemma miatt egy F-beli frame-en. O

4.32. Tétel. A = K@ U p — O p helyes és erGsen teljes a stiril frame-ek osztdlydra nézve.
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Bizonyitds. A helyesség kovetkezik 3.2 és 4.21-b&l. Azt kellene megmutatnunk, hogy R*
stirti, azaz ha TRAA, akkor van olyanIT' € MCA, hogy YRATRAA, azaz olyanI' € MCA,
amire
(Vo) (Oepex = pel) és (VpeA)OgpeTl
4.24 miatt ehhez elég tehét beldtni, hogy
Ip={¢:OpecX}u{dp:9pecA}

konzisztens. Tegyiik fel, hogy nem. Akkor, mivel 4.9 miatt { ¢ : O ¢ € £} zdrt A-re, van
olyandj,..., 6, € AésUo € X, hogy

FAOHANA...ANO — —o
amibdl 4.7(iii) O(61 A ... Ady) — O b1 A ... A Oy instancidja és 4.5(vii)miatt

I_A<>(51 /\.../\5;1) — 0
amibdl meg 4.7(ii) miatt
(*) |—A<><>(51/\.../\5n)—><>_|0'

kovetkezik. Csakhogy: 61,...,0, € A-b6l &1 A ... Ad, € A, és igy ZRMA miatt O(51 A ... A
0n) € X, amib&l meg a feltevés és X maximalitdsa miatt O O(61 A ... Ady) € X kovetkezik.
Ezt (x)-gal kombindlva kapjuk, hogy ¢ -0, azaz - € X, ami ellentmond X konziszten-
cidjanak. OJ
4.33. Definicié. A A normalis modalis logika kanonikus, ha F |= A. ¢ kanonikus, ha K @ ¢
kanonikus.

4.34. Allités. Ha A kanonikus, akkor helyes és ersen teljes az { F™ } frame-osztdlyra nézove.

Bizonyitds. A helyesség a kanonicitas definicidja miatt igaz (A C {¢ : F2 |= ¢} = A (FAY)
az er0s teljesség meg kovetkezik a 4.29 el6tti megjegyzésb6l. Vagyis: ha X A-konzisztens,
akkor M” =51 ¥ barmely (4.24 miatt 1étez8) X-t tartalmaz6 =+ € MC”-re. O

4.35. Allitas. Ha ¥ kielégithet6 eqy F € Fr(A)-n, akkor ¥ A-konzisztens.
Bizonyitds. 4.15 miatt X-t tartalmazza egy maximalisan A-konzisztens formulahalmaz. [l

4.36. Tétel. KW = K@ W (W definicidjdt Id. az 5. oldalon) semmilyen frame-osztdlyra nézve sem
helyes és erdsen teljes; kivetkezésképp (1d. 4.34) nem is kanonikus.

Bizonyitds. AX = {Op1 }U{O(p;i = Opir1) : 1 < i} formulahalmaz KW-konzisztens,
mert minden véges része az. Legyen ui. X, = O p1 AAN{O(pi = Opiz1) : 1 <i<n—-1}
és M, = (n,<,v),ahol <azn = {0,...,n — 1} szokdsos rendezése és v(p;) = {i }; akkor
My =0 Zn és (n, <) = W 3.4 miatt; 4.35 szerint tehdt £, KW-konzisztens.

De X nem elégithetd ki egyetlen irreflexiv és tranzitiv frame-en sem (marpedig 3.4 miatt
KW csakis olyan frame-osztalyra nézve lehet helyes, amelyben csak ilyen frame-ek vannak),
mert ha F = (W, R) ilyen, és ( F,v) =y X, akkor F-ben van egy w-bsl indul6 végtelen
lanc, hiszen w = ¢ py AO(p1 — O p2) miatt van wy amire wRwy = p1 A O pa AD(p2 —
O p3), tehét van olyan w, amire w1 Rw, = pa A O p3 AD(p3 — O pa) és igy tovabb. O

4.37. Feladat. KW kanonikus frame-jében van reflexiv vilag.
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Eddigi teljességi tételeink mind azt mutattdk meg, hogy egy A logika teljes valamilyen
elsérendben definidlhaté frame-osztalyra nézve és a bizonyitas nehéz része A kanonicita-
sdnak beldtasa volt. Felmeriil tehat a kérdés, hogy van-e e két fogalom kozt valami 6ssze-
fuggés. A valaszt Kit Fine rovidesen bizonyitand6 4.40 tétele adja meg.

4.38. Allitas.
Lﬂheljlj[]:h(i)/D 1 (Lﬂ}ﬂ) /D

Bizonyitds. Legyen F; = (W], R; ), F = Wher I11 Friy/D és G = [ (ErJ] ]:]) /D.
hellreéss €[], Wi, (i)-re jelolje Is|pazsT1; Wi, (i)-beli D-szerinti ekvivalencia-osztalyat,
azaz
’S|h: {tEHWh(i) : {ZE I:Si:ti} c D}
I

éss € iy, Wi-re
|5|:{tEIH-J],W]':{Z.EIZSi:ti}ED}.

Azt dllitjuk, hogy a minden h € 'J-re és's € [T, Wj,;y-re f(|s],) = |s| altal definidlt fiiggvény
F — G p-morfizmus.

Vilagos, hogy f joldefiniélt. f rdképezés is, mert minden s € ' J; Wj-re f(s|;) = |s|, ahol
h € ! olyan, hogy Vi.s; € Wiy

Ha xR”y, akkor x, y a diszjunkt Gniénak ugyanabban a komponensében vannak, azaz
vanolyan 1 € ], hogy x = |s|, vy = |t|, és X = {i € I : siRyipyti } € D. De X € D aztis
mutatja, hogy f(|s|) = [s|R9|t] = f(|t]s).

Ha f(|s|,)RY|t|, akkor

{i:ti€ Wyy } 2 {i:siRit; } € D,

tehdt van t-vel D-ekvivalens t' € [T; Wj,(;), és arra |s|,R7 ||}, és persze f(|t'];) = |t]. O
4.39. Feladat. Mondjuk ki és bizonyitsuk az analég allitdst modellekre.
4.40. Tétel (Fine). Ha a K frame-osztdly zdrt ultraszorzatra (példdul ha elemi), akkor Ag kanonikus.

Bizonyitds. Minden ¢ ¢ Ag-ra legyen M, olyan, F, € K-beli frame-re épiil6 modell, ami-
ben ¢ nem igaz, és legyen M = W, ¢, M. Vegyiik észre, hogy

(1) Vo € Form(c € Ax <= M =0),

hiszen ha ¢ € Ak, azaz K |= ¢, akkor speciel minden ¢ ¢ Ag-ra M, |= o, tehdt M |= ; ha
pedig o ¢ Ak, akkor M, = o miatt M - 0.

Legyen N = (W, R, v) az M egy megszamlalhatéan szaturalt ultrahatvénya, f pedig az
f(s) = {0 : N |55 0} dltal definidlt W — MC’« fiiggvény. Mivel N elemien ekvivalens
M-mel és M |= A, f valdban MC”k-ba képez 4.15 miatt.

Mivel N és MAK is m-szaturalt (el6bbi 3.51, utébbi 2? miatt) és minden o € Form-ra és
s € W-re

N ’:50' <~ O'Gf(S) <~ MAK |:f(s) g,

3.41 miatt f : N' — MK p-morfizmus.
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f sziirjektiv: Legyen ¥ € MC”x. Olyan s € W vildgot kellene taldlnunk, amire igaz, hogy
minden o-ra

NEso < o€y,

vagyis (X maximalitdsa miatt) olyat, amire N |=; X.

I'(x) = {STx(0) : ¢ € £} minden véges része (vagy, ami ezzel ¥ maximalitdsa miatt
ekvivalens, minden eleme) kielégithet6 N -ben, mert ha ¢ € X-ra STy(0) nem, akkor M-
ben sem (mivel M elemi része N -nek), azaz (Id. 3.43) M = -0, (1) miatt tehat o € Ag,
ami ellentmond X Ag-konzisztencidjanak. N’ megszamlalhat6 szaturaltsdga (val6jdban mar
kompaktsdga, azaz ,1-szaturédltsiga”) miatt tehat van olyan s vildg, ami N -ben kielégiti
['(x)-et. Erre az s-re tehat N |=; 2.

Azt kaptuk tehat, hogy F ¢ € HPwUdK; de 4.38 miatt PwlUdK C HUdPuK, azt pedig
feltettiik, hogy PuK C K; tehat 2k € HUdK és igy 3.8 és 3.13 miatt FK |= Ay, azaz Ak
kanonikus. OJ

4.41. Példa. 1 = OOp, o =000 = q) = q), ¢ = ¢p1 V2 ésp = @1 VOp. Azt
allitjuk, hogy
(i) Fr(¢) elemi, mégpedig a Vx(—3JyRxy V Jy(Rxy A Vz—Ryz)) formula definidlja,

(ii) Fr(g) = ¢, de

(iii) Vxael.
Tehat abbdl, hogy egy modalis formula elemi frame-osztalyt definidl, nem kovetkezik, hogy
az altala axiomatizélt logika teljes erre a frame-osztalyra nézve, és igy az sem, hogy kano-
nikus. Ha ugyanis o kanonikus, akkor

FKY =0 = FrY e Fr(o) = KD 0o 2 Ag
aholis a masodik implikéci6 azért igaz, mert
1€ Ap() < Frio) Fn = FRO =y — MK =y «—= ncKao

4.26 miatt.

(i) Az els6rendii feltétel magyarul gy szol, hogy , minden vilag vagy vak, vagy lat egy
vak vildgot”. Az ezt teljesit frame-eken persze ¢ érvenyes, mert ha egy ilyenre épiils
modell egy s vildgdban nem igaz a ¢,, akkor s nem vak, tehdt van vak szomszédja, ahol
ezértigaz [ p, tehdt s = 1.

Forditva, tegyiik fel, hogy az 7 = (W, R ) = ¢ frame-ben van olyan s vildg, ami nem vak
(legyen t egy szomszédja), és aminek nincs is vak rdkovetkezdje (tehat t sem az). Legyen
v(p) =Désv(q) =W\ {t}. Akkors [~ @1, mert egyik szomszédjaban sem igaz (] p, mert
mindnek van szomszédja, p meg sehol sem igaz.

s = ¢ belatasahoz azt kell még megmutatnunk, hogy s = ¢, azaz s = O(0O(0g —
q) A —q). De t mutatja, hogy ez igy van, mert sRt = (g — q) A g, hiszen egyrészt
t = q v(q) definicidja miatt, masrészt t minden u szomszédjdban (g — g (ha u # t, akkor
u =g, hamegu = t, akkor t = (g (hiszen ilyenkor tRt F~ g) miatt).

(ii) Ha s vak, akkor [ p, ha meg van vak rdkovetkezéje, akkor ¢ L p igaz benne — akdrmi
is legyen a kiértékelés.

(iii) bizonyitasat el kell halasztanunk az alabbi ,nem-sztenderd” helyességi tétel utanra.
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4.42. Definici6 (Altalanos frame). f = (W, R, A) dltaldnos frame, ha (W, R ) frame, és A C
P (W) zért a Boole-mtiveletekre (tehdt iniéra és komplementerre) és a 3.19-ben definiélt m-
re. f = ¢, ha (W,R,v) |= ¢ minden A-ba képez6 v-re. Az ilyen értékeléseket megengedett
értékeléseknek hivjuk.

4.43. Feladat (v.0. 4.2). Ha F éltaldnos frame-ek egy osztélya, akkor Ar = { ¢ € Form : F |=
¢ } normalis modalis logika.

4.44. Feladat. Tetszéleges M = ( F,v) modellre ( F,{ o™ : ¢ € Form }) éltaldnos frame,
amiben v megengedett értékelés.

4.45. Feladat. A normalis logikara és ¢y € Form-ra legyen ) = {X € MC” : ¢ € £ }. Bi-
zonyitsuk be, hogy & = (F2,{¢ : ¢ € Form}) éltalanos frame. (Ez A kanonikus dltaldnos
frame-je.)

4.46. Feladat. {* = A. (Ld. 2.4.)

4.47. Tétel. Minden I' formulahalmazra K ® I = Acgrr. Azaz Fgere pontosan akkor, ha ¢
érvényes minden olyan dltaldnos frame-ben, amiben T az.

Bizonyitds. (C) 4.43 miatt Agr,r logika, és tartalmazza I'-t, tehdt tartalmazza K @ I'-t is.
(2) Legyen f*®T a K @ T kanonikus éltaldnos frame-je. 4.46 miatt f*“' € GFrT, tehat
Agrr C AfK@F C K@ T, aholis az utolsé tartalmazas azért all fenn, mert ha fK@r = ¢, akkor

speciel M” = ¢, tehat 4.27 miatt 9 € KDT. O

4.48. Példa (4.41 folytatdsa). Most mér van esélyiink (iii) beldtdsara: elég egy olyan g alta-
lanos frame-et talalnunk, amiben ¢ érvényes, de 1 nem.

Legyen W = wU{o0,004+1},R=>U{(oo,n):ne€w}lU{(c0o+1,00)},ahol > az w
szokdsos rendezésének konverze. Legyen tovabbd A = A1 U A;, ahol

A1 ={XCW:Xvégesésoo ¢ X }

2

és

Ay ={X CW:Xkovégesésco € X.}
A zart komplementerre (A1-beli halmazok komplementere A,-beli és forditva), tnidra (mert
A1, Ay zart, ésha X1 € Ay, Xp € Ay, akkor X1 U Xy € A»), és m-re is; utdbbi belatasdhoz
vegyiik észre, hogy

(1) XNw#0 = m(X) € Ay

ami azért igaz, mert n € X-et minden nédla nagyobb (tehat kovéges sok) szam és co is latja.
Kovetkezésképp ha X € Ay, akkor m(X) € Ap; ha X € Ay, akkor vagy X Nw = @, és akkor
m(X) =0 € Ay, vagy X Nw # @, és akkor ismét (1) miatt m(X) € As.

g = (W, R, A) tehat altaldnos frame, és g = ¢ a kovetkez6 miatt. Ha w # oo + 1, akkor
w = 0 (és akkor w |= ¢,), vagy w # 0, és akkor w = @1, mert wR0O = Op. Ha pedig
w = oo+ 1, akkor w |= ¢y, azaz oo = 0(0q — q) — g, mertha v(g) € Ay, akkor o |= g, ha
meg v(q) € Aj, akkor oo = (g — gq), azaz co |= O(0g A —q), mert v(g) végessége miatt
van n = minw N —v(q), és coRn = Og A —g.

De g [~ ¢, mertha v(p) = @ (ez megengedett értékelés, mert @ € A;), akkor (g,v) FEoot1
1, hiszen sem oo + 1-ben, sem annak egyetlen szomszédjaban, co-ben nem igaz a [ p.

4.47 miatt tehat belattuk, hogy t/xae¢-
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4.47 ,helyesség” irdnya nélkiilozhetelen eszkoz annak beldtasdhoz, hogy egy formula
nem vezethetd le valamilyen logikdban. De a masik irdny is hasznos, amint azt a kovetkezd
allitas (amit majd a kovetkez6 szakaszban fogunk hasznalni) mutatja.

4.49. Allitas. Fyw OOp — Op

Azt mér régoéta tudjuk, hogy minden KW-frame tranzitiv, és hogy tranzitiv frameken
érvényesa O O p — O p formula. De mint azt 4.41 mutatta, ebb6l nem kovetkezik az allités.

Bizonyitds. 4.47-t fogjuk haszndlni: azt latjuk be, hogy ha egy 4ltaldnos frame-en érvényes
W (azaz Op — O(p A —Op)), akkor ott O O p — O p is az. Tegyiik fel, hogy nem, vagyis
hogy van olyan r vildg, amire r = O O p A = O p. F = W miatt

rEOpVOop) = 0(pVOop)A=O(pVOP))
ésr = 0(pVOp) hiszenr = ¢ O p, tehat r lat egy olyan s-et, amires = (pV O p) A= O(p V
O p), ésmivel r = O p, valdjagbans = O p A= O(p VO p) isigaz. Node
~0(pVOp) & =(0pVOOp) & (20pA=00P),
vagyis azt kaptuk, hogy s = O p A =0 p A =0 O p, ami égbekidlto ellentmondés. O

5. ELDONTHETOSEG

¢) ={ -9} US(e)

V) ={eVyp}USHe)USF(y)
e 5f(0p) = {09} US(g)
I' C Form-ra Sf(T') = U{Sf(¢) : ¢ €T }.

5.2. Definici6. Legyen M = (W, R,v) egy modell, I pedig olyan formulahalmaz, amelyre
Sf(T') =T.s,t € W-re legyen
s=rt <= VpeTMEsp <= M=)
=r nyilvan ekvivalencia-reldci6 W-n. s € W-re jeldlje |s|r az s =r szerinti ekvivalencia-
osztalyéat.
M egy T szerinti filtrdltja
M - <WF/RFIUF>

ahol Wr = {|slr: s € W}, or(p) = {|slr : s € v(p) } ha p € T és tetsz6leges maskor, Rr
pedig olyan relacié Wr-n, ami teljesiti az aldbbi két feltételt:

min: sRt — |S|rRr|t|r

max: |S|1"Rr|t|r - VQD(QQ) el & M |:t ¢ — M |:s <>§0)

Ebben a szakaszban mostantdl, ha mast nem mondunk, minden I' formulahalmazrél fel-
tessziik, hogy Sf(T') =T.

5.3. Feladat. A definici6éban = valéban ekvivalencia-rel4cio, és vr joldefinidlt a I'-beli kije-
lentésvaltozokra.
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5.4. Feladat. A definiciéban Rr pontosan akkor teljesiti a max feltételt ha
IsIrRr|tlr = Vo(Hep el & MO — M = ¢).
5.5. Feladat. Ha I véges, akkor |[Wr| < 2/T.
5.6. Lemma (Filtraciés lemma).
(Vo eT)(Vs € W)IM =5 ¢ == Mr =g, ¢
Bizonyitds. Formulaindukciéval: p € I'-ra vr definicidja miatt
Mr Esp p == [slreor(p) <= seo(p) = MEp.
A kijelentéslogikai konnektivumokra trividlis az 6roklédés, pl. ha ¢ A ¢ € T, akkor I rész-
formuldra val6 zartsdga és az indukcios feltevés miatt
Mr B @AY = MrFig ¢ & Mr g ¢
S MEQ & MEYP <= ME oA
Végiil tegytik fel, hogy O ¢ € I' és ¢-re igaz az éllitds. Akkor egyrészt
Mr g O ¢ <= (3t)(Is[Rrlt| & Mr Fjy, @)
= (A (s|Rrlt] & M= 9) == M= O,

masrészt

M09 <= (BH(sRt & M= 9) 2B (3t)(|s|Relt] & M = ¢)
< (3)(|s[Rrlt] & Mr = ) <= Mr i, O 9.
]

Azt még nem tudjuk, hogy minden I' = Sf(I')-ra van-e a filtracio feltételeit kielégit6 Rr.
A kovetkez? allitds megnyugtatéan rendezi ezt a kérdést.

5.7. Allitas. Legyen M, T mint 5.2-ben, és s, t € W-re legyen
sIrR7|tIr <= (3’ € |s|r) (3t € |t|r)s'RY
|S|rR)\|t|r <~ V@(O(p el & M |:t ¢ — M |:s <>(P)
Akkor R jéldefinidlt, és
(i) R” és R filtrdcick, és
(ii) R’ pontosan akkor az, ha R C R C RM.
Bizonyitds. (i) Az vildgos, hogy R“-ra igaz min és RM-ra igaz max.

RY-ra igaz max: Legyenek s, t € W és O ¢ € T = Sf(T'), és tegyiik fel, hogy |s|rR7|t| és
M [ @. Az elsd feltevés és RY definicidja miatt s'Rt’ valamilyen s’ =p s és t' =g t-re; T
zértsaga miatt ¢ € T, tehdt M |=p ¢, vagyis M =y O ¢, ésigy s’ =r s miatt M |=; O ¢.

R*-ra igaz min: Legyenek s, t, T mint mindig, és tegyiik fel, hogy sRt. Akkor minden
olyan ¢-re, amire M = ¢, M |=5 O ¢, tehat |s|r R ¢

(i) R € Wr x Wr-ra RY C R’ pontosan akkor ha R’-re teljesiil a min (balrél jobbra

trivialis, forditva meg mert ha |s|rR|t|r, akkor 'Rt valamilyen s’ € |s|p és t’ € |t|p-ra, és
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igy min miatt |s|r = |§'|FR7|t'|r = |t|r), és R’ C R* pontosan akkor ha R’-re teljesiil a max
(ennek mindkét irdnya trividlis). U]

5.8. Feladat. |s|rR |t|r <= Vo(Op T & MEsOp = M = ¢)
5.9. Tétel. K teljes a véges frame-ek osztdlydra nézve.

Bizonyitds. 4.28-ben lattuk, hogy K teljes az 0sszes frame-ek osztdlydra nézve. Tehat elég
annyit megmutatnunk, hogy minden ¢ € Form-ra

Fe¢ < K¢

ahol F az 6sszes, F, pedig az 0sszes véges frame osztélya. (=) trividlis, agyhogy nézziik a
masik iranyt. Tegytik fel, hogy F [~ ¢; akkor M -, ¢ valamilyen M modellre és annak
w vildgara. Legyen I = Sf(¢), Mr pedig M egy tetszbleges, I szerinti filtrdltja. Akkor 5.6
miatt Mr & |,|. ¢, 5.5 miatt viszont Mr véges, tehat F,, = ¢. O

5.10. Kovetkezmény. K eldonthetd.

Bizonyitds. Azt eddig is tudtuk, hogy K tételei rekurzive felsorolhatdk; de ennek a formula-
halmaznak a komplementere is, mert a véges modellek, és igy (ligyes szervezéssel) a véges
frame-eken nem érvényes formuldk halmaza rekurzive felsorolhat6; utébbi viszont a tétel
miatt épp a K-tételek halmazanak komplementere. OJ

Ha k¢, akkor 5.5 szerint van egy legfeljebb 2/57(?)| elemti frame, amiben ¢ nem érvé-
nyes. Tehat ¢ levezethet6ségét eldonthetjiik tigy, hogy ellendrizziik, érvényes-e minden

legfeljebb 2/5f(#)| elem(i frame-en.
5.11. Tétel. S4 teljes a véges reflexiv tranzitiv frame-ek osztdlydra nézve.

Bizonyitds. 4.31(ii) miatt, éppagy mint 5.9 bizonyitdsaban, elég azt belatnunk, hogy minden

reflexiv tranzitiv frame-nek van reflexiv tranzitiv filtraltja minden I' = Sf(T') szerint.
El6szor is, ha R reflexiv, akkor Rr is az min miatt. R tranzitivitdsabol azonban nem

kovetkezik Rr tranzitivitdsa (R7!). Azt allitjuk, hogy R an. tranzitiv filtrdltja, amelyet a

IsIFR*|tr <= V(O el & MEUOp = M oAOop)

formula definidl, (j6ldefinialt és) mindig tranzitiv.

Legyen ui. |s|rRT|t|rRT|w|r, és tegyiik fel, hogy M =5 [J ¢ valamilyen [ ¢ € T'-ra. Akkor
|s|rR"|t|r miatt M = ¢ AO @, |¢|rRT|w|r miatt tehat M =4, ¢ AT @.

Azt persze még meg kell mutatnunk, hogy R* valéban R filtraltja.

min: (Csak itt haszndljuk R tranzitivitdsat.) Ha sRt és M =, O ¢, akkor persze M |=; ¢,
de M |=¢ O¢ is, mert R tranzitivitidsa miatt + minden szomszédja s-nek is szomszédja és
igy igaz benne a ¢.

max: 5.4-b6l nyilvanvalé. O

5.12. Feladat. Ha R reflexiv, akkor
IsIFR*|tlr <= Vo(Op el & MEO¢p — M = Qo)
5.13. Kovetkezmény. S4 eldonthetd.

5.14. Tétel. S5 eldionthetd.
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Bizonyitds. Ismét elég azt bizonyitanunk, hogy minden ekvivalencia-reldciénak van olyan
filtréltja, ami maga is ekvivalencia-reldci6. Legyen I' = Sf(I'), R (az M modell elérhetd-
ségi reldcidja) ekvivalencia-reldci6, R’ pedig R tranzitiv lezartja, azaz U,~o(R7)". Elészor
belatjuk, hogy R’ az R filtraltja.

min teljesiil, mert R C R.

max: Elég belatni, hogy ha R*-ra igaz max, akkor R” o R*-ra is, mert akkor indukci6val
minden n-re (R7)" C R*, és igy R' C RM.

Maérpedig igaz, mert tegytik fel, hogy |s|rR” o R*|t|r (azaz |s|rR7|w|rR*|t|r valamilyen w-
re), O ¢ € T és M |=; ¢. Akkor, mivel max igaz R*-ra, M |=;, O ¢; masrészt R” definicija
miatt van olyan s’ € |s|r és w' € |w]r, hogy s'Rw’. Kovetkezésképp, mivel M =, O ¢
(hiszen w' = w és O ¢ € T'), w’ valamely ' szomszédjara M =, ¢, R tranzitivitdsa miatt
tehdt M =y O ¢, és igy M |=; O ¢ kovetkezik.

Az trividlis, hogy R’ reflexiv (min miatt reflexiv reldcié minden filtraltja az) és tranzitiv.
Azt kell még megmutatnunk, hogy szimmetrikus is. Ez viszont igaz, hiszen R? szimmetri-
kus mert R az:

‘S|1"Ralt|r = (HS/ € ’S‘r)(ﬂtl € ‘t’r)S/Rtl
< (HS/ S |S|r)(E|i'/ € ’t|r)t/RS/ — |i"r = |i'/|rR0"S/‘r = |S‘r

és konnyti latni, hogy szimmetrikus reldci6 tranzitiv lezértja is szimmetrikus. O

A kovetkez6 tétel (amit 4.36-al érdemes Gsszevetni) bizonyitdsa példa arra, hogy a filtra-
last nem csak eldonthet6ség (vagy édltalanosabban: véges frame tulajdonsédg) bizonyitasara
lehet haszndlni.

5.15. Tétel. KW = K ® W (W definicidjdt Id. az 5. oldalon) helyes és teljes a véges tranzitiv
irreflextv frame-ek osztdlydra nézve.

Bizonyitds. Helyességet tudjuk 3.4-b6l; tehat azt kéne belédtni, hogy ha ¢ ¢ KW, akkor van
olyan véges tranzitiv irreflexiv frame, amiben nem érvényes.

KW kanonikus frame-je nem lesz jo, egyrészt mert nem véges, de f6ként azért, mert van
benne reflexiv vilag (4.37). A végességet elérhetjiik filtralassal, de az irreflexivitdst min
miatt nem; ezért a kanonikus modell filtrdltjdnak elérhetdségi reldcidjat modositanunk kell
egy kicsit.

Legyen I' = Sf(¢), Mr = (Wr,Rr,v) pedig MXW egy tranzitiv filtréltja. (FX" tran-
zitiv!, mert 4.49 miatt OJ p — UOp € KW (vagy 1d. 5.16!); ezért aztan Ry is tranzitiv (1d.
4.31(i)).) A reflexiv vildgokat nem tudjuk tgy megsziintetni, hogy Rr-bdl kivessziik az
(|sl, |s| ) parokat, mert akkor esetleg a tranzitivitds is sériil (ha van olyan s, t, hogy s #r t
és |s|Rr|t|Rr]s|). Ezért legyen inkdbb R = Rr \ { (|s|, |t|) : |[t|Rr|t| }. Azt allitjuk, hogy
M = (Wr, R, v) véges tranzitiv, irreflexiv modell, amiben nem igaz ¢.

R irreflexiv, mert |s|R|s| <= |[s|Rr|s| & —|s|Rr|s|, és tranzitiv, mert ha |s|R|t|R|w],
akkor |s|Rr|t|Rr|w| és =|w|Rr|w|, amikb&l Ry tranzitivitdsa és R definicidja miatt |s|R|w|
kovetkezik.

12 nem értetsdik magétél, mert KW £ W (1d. 4.36).
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¢ ¢ KW miatt van olyan w € WX vilag, amire MXW &, ¢, és igy 5.6 miatt Mr |, ¢
Azt dllitjuk, hogy M [, ¢. Ehhez elég a kovetkezdt belatni:

(1) minden s € WKW és ¢y € I''ra M |:|s| P = Mr ‘:|S| 4

Ezt a I'-beli formulék felépitésére vonatkozo6 indukciéval bizonyitjuk. Mivel Mr és M csak
az elérhet6ségi relaciéban kiilonboznek, csak a ¢-ra valé 6roklédés nem trividlis. Tehat
tegytik fel, hogy ¢ € I'-raigaz (1),és Q¢ € I.

Ha M |5 O ¢, akkor az indukciés feltevés miatt persze Mr =, O ¢, hiszen R C Rr.
Forditva, tegytik fel, hogy Mr \:|S| O, akkor 5.6 miatt MKW =s Oy, W (azaz Op —
O(p A= O p)) miatt tehat MEW |=; O(p A = O ), vagyis van olyan t amire sRKWt = ¢ A
= O . sREKWt miatt |s|Rp|t|, amibél |s|R|t| is kovetkezik, mert —|t|Rp|t| max és t = ¢ A
— Q1 miatt. Ezzel be is lattuk (1)-et, mert t |= 1, 5.6 miatt tehat Mr =, ¢, az indukci6s
feltevés szerint tehat M =, ¢ és igy M =i O . O

5.16. Allitas. FXW |= 0 O p — O p, tehdt tranzitio.

(Ez 4.49, csak most altaldnos frame-eket nem hasznalé bizonyitassal.)

Bizonyitds. Azt latjuk be, hogy ha & € MCKY, specidlisan ha = = Op — O(p A~ Op),
akkor = 0Op — Op. (EbbSl Op — O(pA—-Op) € KW, és igy 4.30(ii) miatt FKW
tranzitivitdsa is kovetkezik.) Tegytiik fel, hogy nem, vagyishogy L = 0O pA-Op. Z =W
miatt egyrészt
ZEO(pVOP) = 0((pVOp)A=0(pVOP))
maésrészt L = O(p VvV O p), hiszen X |= { O p. Tehat valamely A € MCKW_re
ZRMA = (pvOp) A= 0PV Op),
és mivel X [~ ¢ p, valgjaban A = O p A= O(p V O p) is igaz. Node
~O(pVOP) & =(0pVOOp) < (O0pPA=0OD),

vagyis azt kaptuk, hogy A = O p A= O p A= OO p, ami ellentmondas. O
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FUGGELEK A. EPISZTEMIKUS LOGIKA

Milyen tulajdonsagokat varunk el egy doboztdl, ha azt akarjuk, hogy [ ¢ azt jelentse,
hogy (valaki) ,tudja, hogy ¢”. Ez izlés kérdése, de a kovetkezd harmat szokés feltenni:
ellp—¢
e [1p — OO0 ¢ (pozitiv introspekcio)
e g — -0 ¢ (negativ introspekcio)
Milyen frame-eken érvényesek ezek? Tudjuk, hogy kiilon-kiilon a haromnak a kdvetke-
z0 frame-tulajdonsagok felelnek meg: reflexivitas, tranzitivitas, euklideszi tulajdonsag. De
ezek egytitt pontosan azt mondjék, hogy az elérhet6ségi relacié ekvivalencia-rel4cié. Ugyan-
is:

A.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy R reflexiv és tranzitiv. Akkor R pontosan akkor szimmetrikus, ha
euklideszi.

Bizonyitds. (=) Ha rRs és rRt, akkor a szimmetria miatt sRrR¢, és igy a tranzitivitds miatt
sRt.
(<) A reflexivitas miatt sRs, igy ha sRt, akkor az euklideszi tulajdonsag miatt ¢ Rs. O]

A tovabbiakban azt, hogy az a ligynok tudja ¢-t, K,¢-vel (és nem mondjuk [, p-vel)
fogjuk jelolni.

Mindenki tudja elérhetdségi relacidja: R = U;crR;, ahol I az tigynokok halmaza; ez a
természetes valasztas, a kovetkezd miatt: az s vildgban igaz, hogy mindenki tudja, hogy ¢
pontosan akkor, ha s-ben senki szerint sem lehetséges, hogy —¢, azaz minden i tigynokre
igaz, hogy s-b6l nem érhet6 el R; mentén olyan vildg, ahol —¢, azaz s-b&l nem érhet6 el
UjerR; mentén olyan vilag, ahol —¢, vagyis (Vt)s(Ujc Rj)t = t = ¢.

De véges sok tigynokre ezt be is lehet latni. Ui. (most feltéve, hogy Osszesen ketten van-
nak),

SEEp < s =Ko NKpp <=
VE(sRot = tl=¢@) és Vi(sRyt = t = ¢)
< Vt(s(RyURy)t = t = @)

Tehét ezzel a valasztassal érvényes lesz a

(E) Ep < A\ Kig
i€l
axiéma (aminek persze csak akkor van értelme, ha I véges).

Common knowledge: Legyen E0¢ = ¢ és EX*1g = E(EFg). Akkor EF elérhet&ségi relacidja
RE, ahol R} = Idyy és R’f;rl = Rg o RE (indukci6 k-ra), és az idea az, hogy s = Co <
s = {EFp : k € N}, amibél pont gy, mint az elébb, kovetkezik, hogy Rc = UgenRE. Ezt
arelaciot amugy Rp reflexiv-tranzitiv lezartjanak hivjak és Ri-al szokas jelolni. Nem nehéz
belatni, hogy az igy definialt frame-ekben érvényes a kovetkez6 két formula:

(Mix) Cop = @ANECy
(Ind) Clg = E¢) = (¢ = Co)
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Ezek a common knowledge axiémdi, és amilyen konnyi beldtni a helyességiiket, olyan
nehéz belatni azt, hogy teljesek is (1d. A.4!).

Distributed knowledge elérhet6ségi relacidja Rp = NR; a kovetkez6 megfontoldsbol: az s
vildgban igaz, hogy az I-beli tigynokok egytitt tudjdk, hogy ¢, azaz s = D¢, pontosan
akkor, ha, bar egyenként lehetnek kétségeik (azaz akadhat olyan t vildg és i € I, hogy
sR;t = —¢), de az kizart, hogy mindnyédjuk szerint legyen ilyen, azaz hogy legyen olyan
t vildg, amire s(N,caR,)t & t = —¢. Vagyis ha az tigynokok kombinaljak a tudésukat,
akkor ki tudnak zdrni minden olyan vildgot, amit valamelyikiik kizar.

Ennek véges sok tigynokre sincs bizonyitdsa, mert D-t nem lehet (?) a tobbi modalitas
segitségével definidlni. (Vigydzat: s = Dy, ;¢ ¢ (s = Kap vagy s = Kq¢): ajobboldal
tal er6s.)

Ezzel a vélasztassal érvényes lesz a D két szokdsos axiomaja: Dy <= Kig ill.

Dgp = DgohaG C G

A.2. Példa. Amal és Béla homlokan egy-egy természetes szdm van, mégpedig egymast ko-
vet6k. Egy modellezési lehetéség: W = {(n,m) € N? : |n —m| =1}, R, = {(s,t) € W?:
so =t}, Ry = {(s,t) € W? : 51 = t1},v(a;) = {s € W : 51 = i} (Amdl homlokan i van),
v(b;) = {s € W :sp =i} (Béla homlokdn i van).

Ki mit tud az s = (3, 2) vilagban?

S |: az A\ by

s = Kaby A Kpag (dltaldban is: M = b; — Kpb; és M |= a; — Kpa;)

s E —Kuaz A =Kyby

s = Ka(ag V as) AKy(by V by); de pl. az els6t Béla nem tudja:

s = KpKa(ag V az), mert sR,(3,4)R,(5,4) = —(ay V as); de

s = KpKa(ag Vag Vas).

s = D(azVby) merts(R,NRy)t = t=s

s |= E—as, mert s Re = R, U Ry-szomszédai: s, (1,2), (3,4); egyikiiknek sem 5 az

els6 koordinataja. De:

e s = ~EE—us, mert sRg(3,4)Re(5,4) |= as. Ez mutatja, hogy Rg nem tranzitiv, azaz
= Ep — EE@. (Persze, kiilonben nem lenne sziikség tranzitiv lezdrtra.) Specialisan:

o 5 [~ C—as. De

e 5 |= C—bs, mert akdrhdny 1épést is tesziink s-b6l Rg mentén, olyan vildgba jutunk,

aminek paros a masodik koordinataja.

Teljességi tétel common knowledge-ra Legyen I véges, A = S5' & {E, Mix, Ind}, ahol S5!
minden i € [-re a K;-kre kimondott S5-axiomakbdl all, és

(E) E¢ < N\ Kip

iel

(azt mar tudjuk, 1d. kb. egy oldallal kordbban, hogy egy frame-ben ez pontosan akkor
érvényes, ha ott Rg = U;¢[R; (ahol R; a K; elérhet6ségi relacidja)).

A (W, R;, Rg, Rc);es frame standard, ha R;-k ekvivalencia-relacidok, R = U;c[R; és Rc =
R%.

A.3. Allitas. Tetsz6leges A normdlis moddlis logikdra, ha E € A, akkor RY = UR%.
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Tehat a minket érdekl$ logika kanonikus frame-je csak tigy lehet nem standard, hogy
Rc # RE. Es tgy az is, 1d. A.5!

Bizonyitds. Azt kellene megmutatni, hogy Z(URM)A <= (V¢)(Ep € & = ¢ € A),
mert ez utébbi ZR2A definicidja.

(=) Egyrészt Z(URM)A miatt ZRJAA valamilyen j-re; mdasrészt

Epey = N\ Kip e L = (Vi)Kip €%,
i€l

specidlisan K¢ € %, ésigy ¢ € A.

(<) Hanem igaz, hogy Z(UR%)A, akkor (Vi) (3¢;)(Kig; € 2 & @¢; ¢ A). Legyeny = V; ¢;;
akkor i ¢ A, mert b —p <> \ —¢; és A —¢@; € A. De Ep € %, és igy ~SREA, mert b ¢; —

miatt - K;p; — K;ip, mikdzben K;p; € X és igy K;¢p € X minden i-re; kovetkezésképp
A\i Kip € £, amibdl (E) miatt Eyp € 2. ]

A.4. Tétel. A teljes a standard frame-ek osztdlydra nézve.
Bizonyitds. Legyen
MAD = (MC?, RA, RE, RR, o)

a kanonikus modell. Amiért a szokdsos kanonikus modelles bizonyitds nem miikodik, az
az, hogy R2 # (R2)* (ezt kés6bb majd beldtjuk), vagyis a kanonikus frame nem standard.
Ezt a problémét filtralassal fogjuk megoldani.

LegyenI = Sf(T') véges, és zarjukle ,Ep € I = Kjp €I”és,Copec = ECop € I"-
ra is; ettdl még véges és zart marad. Azt allitjuk, hogy

M = (MCA/EI‘, Ri/ RE/ RE, ’('J)

ahol v = v#, R; az R? egy olyan filtréltja, ami ekvivalencia-rel4ci6 (Id. 5.14 bizonyitasat) és
Rg = Uje1R;, a kanonikus modell I szerinti filtraltja, azaz

(1) Rg az R% egy T szerinti filtréltja
(ez konnyti) és
(2) R} az R2 egy T szerinti filtraltja

(ez nehéz). Ha ezeket sikertil beldtni, akkor kész is vagyunk, mert M frame-je standard.

Emlékezteto:
(max) s|rRrltlr = Vo(Oep el & ME;Op = M = ¢)
ami esetiinkben, mivel a kanonikus modellt filtraljuk, igy néz ki:
|Z|rRr|Alr = V(O eTNE = ¢ €A).
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(1) bizonyitdsa. Azt kell megmutatnunk, hogy UR; az R filtrdlfja. (Végig |Z|-t frunk |Z|r
helyett.)
min

SRAA 42 3izRAA ™R g1 niR (A = |Z|(UR))|A|
max Egyrészt ha |X|(UR;)|A|, akkor |Z|R;|A| valamilyen i-re; médsrész ha Egp € T'NX, akkor
Kip € I' N X (itt haszndljuk I els6 specidlis zartsagat és (E)-t); tehat, mivel R;-re igaz a max,
¢ €A
(2) bizonyitdsa. min-hez kell:

YRAA = |Z|R}|A|.

El6szor is,
(3) (VX C MC?/=r)(3¢x € Form)(VZ € MCM)[px € T <= |Z| € X].

Legyen ui. & € MC”-ra

pr = \NENTU-T) (= A\{peT: 9 e} U{-g: 9T, 9 ¢1}))
Akkor ¢y € A <= |A| = |Z]:
(=) Al#E] = Joe(TU-T)N(ZE\A) = Fgor =0 & 0EA = ¢xs & A
és
(<) elég, hogy ¢x € X (ami trividlis, mert ilyenek konjunkcidja), mert o = ¢x.

Kovetkezésképp X C MC?/=r-ra, mondjuk X = {[Z4|,...,|Z4| }-ra px = VI 95, jO
lesz. Ezzel belattuk (3)-at.

Tetsz6leges & € MC”-ra (3)-at |Z| R} szerinti rdkovetkezdire alkalmazva kapjuk, hogy
van olyan ¢y, amire

(4) ¢z € A <= |Z[R[A|
minden A € MC”-ra. Azt akarjuk megmutatni, hogy
(5) C(QDZ — E(p):) € 2.

Ehhez elég lenne, hogy minden A € MC?-ra ZR’C\A — ¢y — E@y € A, azaz ZR/C\A 5
¢y, =—> Eg¢s € A. Node: mivel

Eps € A — (VA € MCM)(ARRAN — g5 € A),
és Rg-re (1) miatt igaz a min, ARRA’ = |A|Rg|A'|; tehét elég, hogy |A|RE|A'| = @5 €
A’; ez viszont igaz, mert
4)
gz € & 25 [ZIRE[AREA| = [ZIREIA| 2 pren,

vagyis belattuk (5)-6t. De akkor (Ind) miatt gy — Cgey € X, tovdbba ¢y, € X R} reflexivitasa
és (4) miatt. Ezért (az els6 implikdcidoban R‘C\ definici¢jat haszndlva)

(4)
Cos € TRAA — @5 € A == |Z|RE[A],

amivel belattuk min-t R}-ra.
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max-hoz

(6) |Z|RE|A] = Vo(CpeI'NE = ¢ €A)
kellene. Ehhez el6szor beldtjuk indukciéval, hogy
(7) Vn|Z|RE|A] = Ve(CpeI'NEZ = Cyp € A).

Ha n = 0, akkor |X| = |A| miatt igaz az éllitds. Tegyiik fel, hogy igaz n-re, és |[Z|RE™|A],
azaz |Z|R%|A'|Rg|A| valamilyen |A'| € MC?-re. Ha Cg € I'NE, akkor az indukci6s feltevés
miatt Cp € TN A/, amib&l (Mix) és I' E-re val6 zértsdga miatt ECp € T N A’; ebbdl viszont
|A’|Rg|A| és mert Rg-re (1) szerint igaz a max, kovetkezik, hogy Co € A.

Akkor most (6) bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy |Z|R5|A| és Ce € T' N X valamilyen ¢-re.
Az el6bbi miatt |X|R}|A| valamilyen n-re, az utobbi és (7) miatt tehat Co € A, amib6l (Mix)
miatt ¢ € A kovetkezik.

Miért kovetkezik mindebbdl teljesség? Mert ahhoz azt kellene ldtni, hogy minden A-
konzisztens formula kielégithetd egy standard frame-en (Id. 4.18!). De ez igaz, mert ha ¢ €
Y. € MC"?, akkor M” =5 ¢, és igy ha T az Sf(¢@)-t tartalmaz6 olyan véges formulahalmaz,
amelyre igaz, hogy Eg € I' = Kjp €'ésCp € ' = EC¢ €T, akkor M =5, ¢ dll
MA minden T-filtraltjdban, igy abban is, amir8l megmutattuk, hogy standard.

O

A.5. Allitas. Ha |I| > 1, akkor a A-kanonikus frame nem standard.

Bizonyitds. 9 = { E"p: n > 0} U {—-Cp } minden véges részhalmaza A-konzisztens 4.35
miatt. Tegyiik fel ui. hogy N a legnagyobb index, amire ENp eleme ennek a véges részhal-
maznak és [ 2 {1}. Akkorlegyen W = N, Rya {(2n,2n41): n € N}, R; (1 # i € I) pedig
a{(2n+1,2n+2): n € N} relécio reflexiv szimmetrikus lezartja. Akkor Rp = U;c[R; az
{{n,n+1): n € N} reldci6 reflexiv szimmetrikus lezartja, Rc = R} pedig IN?, tehat ha
o(p) = {0,...,N},akkor (W, R;, Rg, Rc,v)ic; Fo =Cp A AR, Ep.

Tehdt létezik Y-t tartalmazo & € MCA. ~Cp € ¥ miatt (3A € MC?)SZR2A > —p; de
nem igaz, hogy Z(R2)*A, mert ha valamilyen n-re £(R2)"A 4llna, akkor ebbsl E"p € %
miatt p € A kovetkezne. Tehat R2 Z (R2)*. O
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