TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK

SIMON ANDRAS

1. PONTSOROZATOK

s sz

x; € R. Mtuveletek: +, —, A- (ezek koordinatanként mennek), 0 = (0,...,0), és skalarszorzat: (x1,
s Xk YY) = XR a i
Tavolsag R¥-n: d(x,y) = /(x— y)2 = \/Zle(xi — y;)2 (vagyis az xy vektor hossza).
Nincs: szorzas, rendezés.
A tavolsag harom legfontosabb tulajdonsaga:
(1) d(x,y) =0, és pontosan akkor 0, ha x =y
(2) d(x,y) =d(y,x) (szimmetria)
(3) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) (haromszog-egyenlotlenség)
Tetszéleges halmazon értelmes, a fenti tulajdonsagokkal rendelkezo kétvaltozos fliggvényt

tavolsdgnak mondunk, és a halmazt a tdvolsaggal egyiitt metrikus térnek nevezziik. Az R*-n
fent definialt tavolsagot szokas euklideszi tavolsagnak nevezni.

1.1. Példak. Tovabbi példak tavolsagra:
(1) Tetszoleges halmazon d(x,x) =0 és x # y-ra d(x,y) = 1.
(2) x, y € R*-ra d(x,y) = Zlelxi — ;| tavolsag R*-n.
(3) x, y € R*-ra d(x, y) = max{|x; — y;|: 1 <i <k} tavolsag R*-n.

1.2. Feladat. Ezek valéban tavolsagok.

1.3. Feladat. Rajzoljuk le két dimenzioban a masodik és a harmadik példabeli tavolsaggal az
orig6 kozéppontu egységsugaru kort!

1.4. Definicié. a € R%, 0 < ¢ € R-re S.(a) = {x € R*: d(a,x) <€} és éé(a) ={xeR*: 0<d(a,x)<e}
a e-sugaru (lukas) kornyezete.

1.5. Definicié. a, R*-beli sorozat (N-bél R*-ba képezé fiiggvény) konvergens és a € R*-hoz
tart (lim,_oa, =a, a, — a) ha (Ve > 0)AN e N)(Vn > N)d(a,a,) <€ (vagyis a, € Sc(a)). Mint
eddig: a, konvergens pontosan akkor, ha (3a)lim,_.,a, = a, és divergens ha nem konvergens.

Viszont most nincs olyan, hogy ,végtelenbe divergal”.

1.6. Definicié. H < R* korlatos, ha a {d(0,x): x € H} szamhalmaz az. (Hf: H < R* pontosan
akkor korlatos, ha {d(x,y): x,y € H} az.) Az a,, sorozat korlatos, ha az értékkészlete ({a,: n €
N}) korlatos.

Milyen valés sorozatokra vonatkozé dllitdsok lesznek igazak R:-beli sorozatokra? Réviden:

minden, aminek értelme van.
1
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Nincs értelme pl. ezeknek: konvergens sorozatok szorzata konvergens (mert nincs szorzat);
monoton korlatos sorozat konvergens (nincs rendezés, tehat nincs monotonitas).
Viszont igazak lesznek pl. ezek:

1.7. Allitas. (1) hatdrérték egyértelmii
(2) lim,, . a, = a pontosan akkor, ha a minden kornyezetén kiviil csak véges sok tagja van
an,-nek
3) lim,,.a, =a < lim, . d(a,a,)=0
(4) ha a, konvergens, akkor korldtos is.

Pl. az els6 bizonyitasa: Tth. a, — a és a, — b, a #b. Legyen € = d(a,b)/2 (> 0 a tavolsag 1.
tulajdonsaga miatt), és legyen N = max(N,,Np), ahol N,, Nj olyan, hogy minden n > N,-ra
a, € S¢(a) és minden n > Np-re a, € S¢(b). Akkor a haromszog-egyenl6tlenség miatt minden
n>N-re d(a,b) <d(a,a,)+d(a,,b) <2¢=d(a,b), ami ellentmondas.

R:-beli halmazok és sorozatok mely tulajdonsdgai vezethetdk vissza elemei vagy tagjai koor-
dindtdi halmazdnak vagy sorozatainak megfeleld tulajdonsdgaira?
PL.

1.8. Allitas. (1) H c Rk pontosan akkor korldtos, ha minden i € {1,...,k}-ra {x;: x € H}
korldtos. (Hf: és ez pontosan akkor dll fenn, ha {x;: x€e H,i € {1,...,k}} korldtos.)
(2) a, pontosan akkor konvergens, ha koordindtdnként az. Sot:
a,—a <= (Vie{l,...,k a,; — ai,
ahol a,; a sorozat n. elemének i. koordindtdjdt jeloli. (Az a,; valds sorozatot, tehdt azt,
amelyiknek k. tagja ayp, i. koordindtdja, a, i. koordindtasorozatdinak nevezziik.)
Ezek kijonnek az alabbi két egyenlotlenségbol:
1.9. Allitas. (Vx,y e RE)(Vje(l,...,k})
lcj — yjl < dlx,y) < XF_ |2 — il
Bizonyitds. Konnyu (négyzetre kell emelni mindharom oldalt) és érdektelen. U
(2) bizonyitasa: (=) Legyen i € {1,...,k}, € >0. a, — a miatt (3N e N)(Vn > N)d(a,a,) <€ és
ez az N jo lesz a,;-hez is, mert 1.9 miatt |a,; —a;| <d(a,a,).
(<) Legyen € > 0; a koordinatasorozatok konvergencigja miatt (Vi € {1,...,k})(3N; e N)(Vn >

Nj)la,;—a;i|l <€/k; de akkor az 1.9-beli masodik egyenl6tlenség miatt minden n > max{Ny,... Ny}-
rad(a,,a)<Y? lay;—a;|<k-elk=e.
1.10. Kovetkezmény. Ha a, — a és b, — b, akkor a,, + b, és Aa, is konvergens és a, + b, —

atb, la, — Aa.

Bizonyitds. Visszavezetheto az egyvaltozos esetre 1.8(2) és amiatt, hogy a miiveletek koordi-
natanként mennek. Pl. az elsé igy: a, — a és b, — b és 1.8(2) miatt minden i € {1,...,k}-ra
an; — a; és b,; — b;, tehat minden i € {1,...,k}-ra (a, +b,);i =a,; +b,; = a; +b; = (a +b);,
amibdl megint 1.8(2) miatt a, + b, — a +b. O

1.11. Megjegyzés. 1.9-bél és 1.8(2)-bol kijon a Cauchy-kritérium.

1.12. Tétel (Bolzano-Weierstrass). Minden korldtos R:-beli sorozatnak van konvergens rész-
sorozata.
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Bizonyitds. Legyen a, a korlatos sorozat. Tudjuk: a, koordinatasorozatai (és igy azok részso-
rozatai) is korlatosak, és elég megmutatni, hogy a,-nek van olyan részsorozata, ami koordi-
natanként konvergens.

Az nem fog menni, hogy minden koordinatasorozatbél kivalasztunk egy konvergens részso-
rozatot, és a, azon tagjait hagyjuk meg, amiknek minden koordinataja a megfelel6 koordina-
tasorozat részsorozataban van. (Hf: miért?) Ehelyett: kivalasztunk az elsé koordinatasoro-
zatbol egy konvergens részsorozatot, és a,-nek vesszik azt a részsorozatat, amelynek els6 ko-
ordinétai az elsé koordinatasorozatbél kivélasztott részsorozatban vannak. Igy a, egy olyan
részsorozatat kapjuk (nevezziik ezt b,,-nek), aminek elsé koordinatasorozata konvergens. b,
masodik koordinatainak sorozata korlatos, tehat van konvergens részsorozata; legyen ¢, b,
azon részsorozata, amelynek masodik koordinatai ebben a részsorozatban vannak. c, tehat
a, olyan részsorozata, aminek els6 két koordinatasorozata konvergens. Ha & = 2, akkor ezzel
kész is vagyunk; ha k& > 2, akkor a fentihez hasonlé médon a maradék & —2 koordinata szerint
is ,szurnink” kell. ]

Ez a bizonyitas csak véges dimenziora mikodik, és ennek igy is kell lennie, mert végtelen
dimenziéra nem igaz a tétel.

2. TOPOLOGIA

Az alabbi fogalmak minden metrikus téren (halmaz, és rajta egy tavolsag) értelmesek, de
az allitasok egy része nem lesz minden ilyenen igaz, a bizonyitasukban hasznédlnunk kell R*
tulajdonsagait.

2.1. Definicié. Legyen H c R*, x € R*.
(1) x bels6 pontja H-nak, ha van olyan € > 0, amire S.(x) < H. (Speciel: ilyenkor x € H.)
(2) x kiilsé pontja H-nak, ha van olyan € > 0, amire S.(x) N H = @. (Azaz ha bels6é pontja
~H-nek (H komplementerének).) (Speciel: ilyenkor x ¢ H.)
(3) x hatarpontja H-nak, ha sem nem belsd, sem nem kiilsé pontja H-nak. (Azaz ha x
minden kornyezete metszi H-t és ~H-t is.)

2.2. Megjegyzés. Hatarpontja lehet eleme is meg nem is egy halmaznak: pl. egy félig zart
intervallum végpontjai R = R!-ben.

2.3. Kévetkezmény. Ha H < R*, akkor minden x € R¥-ra a definiciébeli hdarom tulajdonsdg
koziil pontosan egy dll fenn.

Bizonyitds. Az utolsé pontosan akkor all, ha az elsé kett6 egyike sem. Tehat elég azt belatni,
hogy az els6 kettéo nem allhat fenn egyszerre. De ez igaz, mert az elsob6l x € H, a masodikbél
meg x ¢ H kovetkezik. O

2.4. Megjegyzés. Az, hogy x pl. belsé pontja-e H-nak, fiigg attol is, hogy mi a tér (mert masok
a kornyezetek). Pl. (0,1) minden pontja belsé pontja (0,1)-nek R!-ben, de hatarpontja R2-ben.

2.5. Feladat. (1) ~H belso pontjai H kiils6 pontjai.
(2) ~H hatarpontjai H hatarpontjai.
2.6. Definicié. Legyen H < R:, x € R,
(1) x torlédési pontja H-nak, ha minden ¢ > 0-ra Hn Sdx) # @.
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(2) x izolalt pontja H-nak, ha x € H, de nem torlédasi pontja H-nak. (Azaz ha van olyan
€ >0, amire H NnS.(x) = {x}.)

2.7. Példak. Az {1/n :n € N*} R halmaznak a 0 az egyetlen torléd4si pontja, tehat az 6sszes
pontja izolalt pontja. Z < R-nek nincs torlédasi pontja, tehat minden pontja izolalt pontja.

2.8. Feladat. x torlédasi pontja H-nak, ha minden € > 0-ra H N S.(x) végtelen.

2.9. Allitas. Legyen H < R,

(1) ha H véges, akkor nincs torléddsi pontja; kovetkezésképp

(2) ha H véges, akkor minden pontja izoldlt pontja

(3) ha x belsd pontja, akkor torléddsi pontja is H-nak

(4) ha x hatdrpontja, akkor torléddsi pontja vagy izoldlt pontja H-nak

(5) ha x izoldlt pontja, akkor hatdrpontja is H-nak.

(6) {x: x belsé vagy hatdrpontja H-nak} = {x: x torléddsi vagy izoldlt pontja H-nak} (Id. db-
ral)

2.10. Megjegyzés. Torlodasi pont lehet a hataron is (pl. R-ben egy intervallum végpontja) és

lehet eleme vagy nem eleme a halmaznak.

torlodasi izolalt

A A

(1

N7~ N
7 7~ 7

belso hatar kiilsé

Bizonyitds. (1) Ha H = {x1,...,x,}, akkor minden x-re Hn Sdx) = @, ahol € = %min{d(x,xi): 0<
i1<n,x#x;}>0.
(3) Ha x belsé pontja H-nak, akkor S.(x) € H valamilyen ¢ > 0-ra. De akkor minden 7 > O-ra

HN §fx) 2 Se(@)N §4f%) =Smin(e ) # D

(4) Ha x € H, akkor definicié szerint torlédasi vagy izolalt pontja H-nak. Ha meg x ¢ H,
akkor minden € > 0-ra HN S{x) = H N Sc(x) # @, mert x hatarpontja H-nak.

(5) Ha «x izolalt pontja H-nak, akkor x € H miatt nem lehet kiils6 pontja H-nak; de belso
sem, mert akkor (3) miatt torlédasi pontja lenne H-nak, ami ellentmondas.

(6) (S) (3) és (4) miatt.

(2) (5) miatt csak annyi kell ehhez, hogy torlédasi pont nem lehet kiils6 pont, de ez kozvet-
leniil kovetkezik a két fogalom definiciéjabol. O

2.11. Feladat. A fenti hat allitas koziil melyekben hasznaltuk, hogy euklideszi térben va-
gyunk?

2.12. Feladat. (1) Ha x ¢ H, akkor x pontosan akkor hatarpontja H-nak, ha torlédasi pont-
ja H-nak.
(2) Ha x € H, akkor x pontosan akkor hatarpontja H-nak, ha torlédasi pontja ~H-nak.

2.13. Tétel. Legyen H < R:, a € R*. a pontosan akkor torléddsi pontia H-nak, ha van olyan
H-beli a,(# a) sorozat, amelyre lima,, = a.

Vagyis a akkor torlédasi pontja H-nak, ha lehet nemtrivialis médon tartani a-hoz egy H-
beli sorozattal. Az a, # a kikotés elég ha valamilyen indextdl kezdve teljesiil (hiszen akkor az
a, sorozatnak van olyan részsorozata, aminek mar minden tagjara teljesiil).
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Bizonyitds. (=) A feltevés miatt minden n-re 3a, € Hn él/n(a) és ez a sorozat trv. a-hoz tart.
(<) Ha a, a feltételbeli sorozat és € > 0, akkor Hn Sda) # @, mert a,, € ha m nagyobb az
€-hoz tartozo kiiszobindexnél. ]

2.14. Definicié. H < R* nyilt (R*-ban), ha H minden pontja belsé pontja. Zart, ha minden
torlédasi pontjat tartalmazza.

2.15. Feladat. S.(x) és ée(x) mindig nyilt R*-ban; speciel nyilt intervallum mindig nyilt R-ben.
Zart intervallum zart R-ben, mert ha x ¢ I, akkor x-nek van I-t6l diszjunkt kornyezete, tehat
nem lehet torlédasi pontja I-nek; ugyanezért [a,o00) és (—oo,a] zart R-ben. @ és R* nyilt is és
zért is R*-ban.

Minden véges halmaz zart 2.9(1) miatt. A legtobb halmaz se nem nyilt, se nem zart.
Itt is fontos, hogy milyen térben nézziik: pl. (0,1) nyilt R-ben, de nem nyilt (nincs is bels6
pontja) R2-ben.

2.16. Feladat. Legyen H < R”.

(1) H pontosan akkor nyilt (z4rt) (R*-ban, de ezt a tovabbiakban nem irjuk ki) ha ~H(=
R: \ H) zart (nyilt).

(2) H pontosan akkor nyilt, ha egyetlen hatarpontjat sem tartalmazza.

(3) H pontosan akkor zart, ha minden hatarpontjat tartalmazza.

(4) A nyilt halmazok csaladja zart tetszoleges uniéra és véges metszetre (azaz ha a H;
halmazok (i € I) nyiltak, akkor U;c1H; is nyilt, és ha I véges, akkor N;c7H; is nyilt).

(5) A zart halmazok csaladja zart tetszoleges metszetre és véges uniora.

(6) H belso6 pontjainak halmaza nyilt.

(7) H kiilsoé pontjainak halmaza nyilt.

(8) H hatarpontjainak halmaza zart.

(9) H torlédasi pontjainak halmaza zart.

(4)-ben és (5)-ben a ,véges” kikotés nem hagyhaté el. PI. (0,1 + %) nyilt minden n € N*-ra,
de Nyen+(0,1+2) = (0,1] nem.

2.17. Tétel. H pontosan akkor zdrt, ha minden konvergens H-beli sorozat hatdrértéke H-ban
van. (,H-bol nem lehet kikonvergdlni.”)

Bizonyitds. (=) Legyen a, konvergens H-beli sorozat, a =lim, _.o,a,. Ha a ¢ H, akkor 2.13
feltétele teljesil a sorozatra (mivel minden n-re H 3 a, # a ¢ H), tehat a H egy nem H-beli
torlédasi pontja, ami ellentmond H zartsaganak.

(<) 2.13 miatt H minden torlédasi pontja egy H-beli sorozat hatarértéke, ami viszont a
feltevés miatt H-beli. H tehat az 6sszes torlédasi pontjat tartalmazza. Il

2.18. Tétel (Cantor—axiéma R*-ban). Ha R* > Hy>...2H,, 2... és minden n-re ¢ # H,, korld-
tos és zdrt, akkor N,enHy, # .

Mint R-ben, sem a korlatossag, sem a zartsag nem hagyhaté el. Korlatossag nem hagyhato
el: H, =[n,o00) (vagy H,, = [n,00)NN — ezekrol is konnyen lathato, hogy zartak (nincs torlédasi
pontjuk)). Zartsag nem hagyhatoé el: H,, =(0,1/n).

Bizonyitds. Legyen a, € H, tetszoleges; az igy kapott sorozat korlatos, mert < Hy, ezért a
Bolzano-Weierstrass tétel miatt van konvergens, mondjuk b-hez tarté részsorozata; és ennek
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(mert mar az eredeti sorozatnak is) minden n-re H, véges sok kivételével az 6sszes tagjat, és
igy 2.17 miatt a hatarértékét is tartalmazza. Tehat b € Nn,enH .- O

2.19. Tétel (Borel-féle lefedési tétel). Ha K < R* zdrt és korldtos, H; < R* (i € I) nyilt és K
U;erHj, akkor van olyan véges J < I, amire K € UjcgH;. Azaz: korldtos zdrt halmaz minden
nyilt lefedésébdl kivdlaszthato véges lefedés.

(Ezt hasznaltuk Al-ben a Heine—tétel bizonyitasaban.)

Sem a korlatossag, sem a zartsag nem hagyhato el. Korlatossag: RS U,cz(z—1,z+1) (ahol Z
az egész szamok halmazat jeloli), de ebb6l nem valaszthatoé ki véges lefedés, mert ha J véges
része Z-nek, akkor U,cj(z — 1,z + 1) korlatos, tehat nem tartalmazhatja részhalmazként R-et,
ami nem. Zartsag: (0,1) € U,en+(0,1— %), de ebbdl nem valaszthato ki véges lefedés, mert

1-% € Upn(0,1-1),
3. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK

3.1. Definicio. f m-valtozés, valés értéki fiiggvény, ha f : R™ — R valamilyen H € R™-re. f
grafikonja: {(x1,...,%m,f(x1,...,2m)): (x1,...,%,) € Dom(f)}.

3.2. Példak. Valés szamok 6sszeaddsa: RZ2 — R; f(x,y,2) : R? — R az x, y, z élhosszisagu
téglatest térfogata.

3.3. Definicid. Az f kétvaltozos fiiggvény c € R-hez tartoz6 szintvonala: f grafikonjanak és a
z = ¢ sik metszetének vetiilete a z = 0-sikra, azaz {(x,y): f(x,y) =c}.

A szintvonal persze nem biztos, hogy ,vonal”: pl. lehet @ (ha ¢ ¢ Ranf), vagy az egész z =0
sik (hf: mikor?).

3.4. Definicio. f m-valtozés, vektor értéku fliggvény, ha f : R™ — RP valamilyen H < R™-re
és p > 1-re.

3.5. Példak. o Tiikrozés a sikon az y = x egyenesre: f(x,y)=(y,x) (m=p =2)
« Egyenes paraméteres egyenlete: ha ro, v € R?, akkor ¢t — ro+tv, R — R® fiiggvény.
Koordinatanként felirva: x = xo +at, y = yo+bt, 2z =zg+ct, ahol rog = (x9,y0,20),
v=I(a,b,c).

Altalaban is, RP-be képezé fiiggvények ,szétszedheték” p db. valés értéki fiiggvényre (a
fiiggvény koordindtafiiggvényeire). (Sorozatoknal ezeket koordinatasorozatoknak hivtuk.) Ha
f:H —RP, ie{l,...,p}, akkor f i. koordinatafiiggvénye: f; : H — R, fi(x) = f(x); minden
x € H-ra. Tehat f(x) = (f1(x),...,fp(x)) minden x € H-ra.

A fenti els6 példaban f1(x,y) =y, fao(x,y) = x. Amasodikban f1(¢) =xo+at, ..., f3(t) =z¢+ct.

Mtiveletek tobbudltozis fiiggvényeken

(1) Mint eddig is mindig: az értékkészleten értelmezett miveletek indukalnak egy muve-
letet az oda képez6 fiiggvényeken (amit rendszerint ugyanigy hivunk és jeloliink). PI.
haf:H;i—-RP,g:Hy—RP, akkor f+g:HiNnHy — RP, és (f +g)(x) = f(x)+g(x) minden
x € Hin Ho-re. Hasonléan: cf : H; — R?, (¢f)(x) = ¢f(x) minden x € Hi-re. Ha p =1,
akkor f - g, f/g is értelmes (persze utébbi nem feltétleniil az egész H1 N Ho-n).

(2) Fuggvénykompozicié: ha f : H - R?, g: K — RY?, ahol K cR?, akkor gof : H™ — R,
(gof)x)=g(f(x)) minden x€ H -ra, ahol H- ={xe H: f(x)e K}.

(3) Inverzfiiggvény.
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4. HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

Ahogy a sorozatoknal, a hatarérték (és a folytonossag) definicigja is ugyanaz, mint egyval-
tozoban, csak |x — y| helyett d(x, y)-t irunk.

4.1. Definicid. Legyen a torlédasi pontja Dom f-nek.
lim,_, f(x)=b, ha
(Ve > 0)(36 > 0)(Vx €Ssla) N Dom F)(f(x) € Se(b)).
Ha f valés értéki, akkor lim,_., f(x) = 0o, ha
(VK € R)(35 > 0)(Vx €S(@) n Dom £)(f (x) > K).
lim,_. 4 f(x) = —oco-t anal6g médon definialjuk.
4.2. Megjegyzés. Azért sziikkséges az ,a torlédasi pontja Dom f-nek” megkités, mert ha a nem

az, akkor minden b-re lim,_., f(x) = b lenne, hiszen akkor volna olyan 6 > 0, amire ég(a) N
Dom f = @, és ezért erre a §-ra igaz, hogy (Vx €eSsa) nDom f)(f (x) € S¢(b)), akarmi is € > 0.

Példa végtelen hatarértékre: f(x,y) = ﬁ limg | f| = oo =limq 1y(f [ {(x,y): x>y}

4.3. Feladat. Definialjuk limy, f-et (lim_,, f-et) ha Dom f < R nem korlatos feliilrél (alulrél).

4.4. Definicio. f folytonos a € Dom f-ben, ha a izolalt pontja Dom f-nek vagy lim,_, f = f(a).
f folytonos egy halmazon, ha annak minden pontjaban folytonos.

Ahogy egyvaltozoban, igy most is, az a € Dom f-beli folytonossag ekvivalens azzal, hogy
(Ve > 0)(36 > 0)(Vx € Ss(a) nDom f)(f(x) € Se(f(a))).
Konnyt latni (hf!), hogy a konstansfiiggvények és az identitasfiiggvények (hf: miért kell tob-

besszam?) mindeniitt folytonosak

4.5. Feladat®. f :R"™ — R™ pontosan akkor folytonos, ha R™ minden nyilt részhalmazanak f
szerinti 6sképe nyilt R"-ben.

Vigyazat: nem lehet ,valtozonként” szamolni hatarértéket. Pl.

Yy .Xx
m )=lim-=1
(,y—0,0x—y x-0y—0x—y x2—0x

(akkor mar miért nem lim,_.o(lim,_. zf—z) =lim,_ _ly = —1?). Valéjaban meg Alim(, y)—(0,0) %,
mert a fliggvény az x tengely mentén konstans 1, az y tengely mentén konstans —1.
4.6. Allitas. Ha Ran f =RP és f koordindtafiiggvényei f1,...,[p, akkor Dom f minden a torlé-
ddsi pontjdra
Alimf < (Vie{l,...,pH)3limf;
a a
és ilyenkor lim, f = (lim, f1,...,lim, f5).

Vagyis a hatarérték i. koordinataja az i. koordinatafiiggvény hatarértéke. Ezért mindig
csak valos értéku fiuggvények hatarértékét fogjuk szamolni.

4.7. Kovetkezmény. Vektorértéki fiiggvény pontosan akkor folytonos egy pontban, ha ott min-
den koordindtafiiggvénye folytonos. Specidlisan, az identitdsfiiggvények koordindtafiiggvényei
(az un. vetitések, vagy projekciok) folytonosak.
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4.6 analog 1.8(2)-vel, és kovetkezik is abbdl az atviteli elv segitségével, mert

liénf =b < (Va, —ala ¢{a,} < H) sorozatra)f(a,) — b

<= (Viell,...,ph(Va, — ala ¢ {a,} € H) sorozatra)fi(a,) = (f(an)); — b;
— (Vie {1,...,p})liglfi =b;

ahol az elsé és utolsé ekvivalencia az atviteli elv, a kozépso6 1.8(2) miatt igaz.

4.8. Tétel (Atviteli elv). Ha f : H — RP, a torléddsi pontja H-nak (vagy H < R feliilrél (alulrél)
nem korldtos és a = oo (a = —00)) és b € RP (ha p =1, akkor b lehet +oo is), akkor lim, f = b
pontosan akkor, ha minden H-beli a-hoz tarté a, sorozatra, amire a, # a, lim,_., f(a,) = b.

Bizonyitds. Mint egyvaltozéban. U

4.9. Kovetkezmény. [ pontosan akkor folytonos a € Dom f-ben, ha minden Dom f-beli, a-hoz
tarto a, sorozatra lim, .o, f(a,) = f(a).

Bizonyitds. Ha a izolalt pontja Dom f-nek, akkor a baloldal definici6 szerint igaz, a jobboldal
meg azért, mert Dom f-beli sorozat csak trividlis médon tud a-ba tartani, azaz minden ilyen
a, sorozatra valamilyen indextol kezdve a, =a és igy f(a,) = f(a).

Ha nem, azaz a torlédasi pontja Dom f-nek, akkor definici6 szerint a baloldal pontosan
akkor igaz, halim, f = f(a), ami az atviteli elv miatt azzal ekvivalens, hogy minden Dom f-beli
a-hoz tarté a, sorozatra, amire a, # a minden n-re, lim,,_.o, f(a;) = f(a); ez viszont ekvivalens
a (latszolag erosebb, mert tobb sorozatrél beszéld) jobboldallal, mert az a, # a megkotésnek
nincs szerepe, hiszen a € Dom f és f(a)-hoz val6 konvergenciat néziink. U

Az atviteli elvbol (és persze a pontsorozatokra vonatkozo megfelel6 tételekbol, mint pl. 1.10)
jon ki a hatarérték egyértelmiisége, meg az is, hogy az alapmuveletek és a hatarértékképzés
felcserélheto.

4.10. Tétel. A szokdsos feltételek mellett (a lehet oo is ha Dom f < R) ha lim, f = p, lim, g =q,
akkor lim, f +g=p=+q, lim,cf =cp; ha f, g valds értékiiek, akkor lim, fg = pq, és ha q #0,
akkor lim, f/g = p/q.

4.11. Kovetkezmény. Folytonos fiiggvények Osszege és skaldrszorosa is folytonos. Ha valés
értékiiek, akkor a szorzatuk is, és a nevezd zérushelyeinek kivételével a hanyadosuk is az.

x+y2
2+3x2+y3°
nevezo zérushelyeinek kivételével folytonosak. Ehhez az is kell, hogy a vetitések (m;(x) = x;)

folytonosak; de ez igaz 4.7 miatt. (Ott hasznaljuk ezt, hogy a példabeli kétvaltozoés fliggvény
argumentuma (x, y), amibo6l vetitéssel kapjuk meg x-et és y-t.)

Kovetkezésképp a racionalis tortfuggvények (polinomok hanyadosai), mint pl. a

4.12. Tétel. (Osszetett fiiggvény hatdrértéke) Ha f - H — RP, lim, f =b, g: K — R?, K C RP,
limy g = ¢, a torléddsi pontja Dom(g o f)-nek, és a-nak van olyan kornyezete, ahol f nem veszi
fel b-t, akkor lim, gof = c. (Ez igaz végtelenekben vett és végtelen hatdrértékekre is, ha ezeknek
van értelmiik.)
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Vagyis a tétel pontosan ugy sz6l, mint a régi, valés fiiggvényekre vonatkozo tétel, ami en-
nek persze specidlis esete. Az extra feltétel (,a-nak van olyan kornyezete...”) ezért aztan
ugyanugy nem hagyhat6 el, mint abban.’

4.13. Kovetkezmény. Ha [ folytonos a-ban és g folytonos f(a)-ban, akkor gof folytonos a-
ban. Vagyis: folytonos fiiggvények kompozicidja folytonos.

5. KOMPAKT HALMAZOKON FOLYTONOS FUGGVENYEK

Mi marad meg a harom, zart intervallumon folytonos fiiggvényekrol szolé tételbol (Weier-
strass, Bolzano, Heine) most, hogy nincs ,intervallum”?

Weierstrass

5.1. Tétel (Weierstrass). Ha f folytonos a K zdrt, korldtos halmazon, akkor f(K) (K f szerinti
képe) zdrt és korldtos.

Vagyis az egyvaltozos tétel feltételeibdl a zartsag és a korlatossag volt fontos, az ,interval-
lumsag” (6sszefliggdéség) nem.

Bizonyitds. (I) f(K) korlatos:

Tegyiik fel, hogy nem. Akkor van egy a, € K sorozat, hogy minden n-re d(0,f(a,)) > n.
Mivel a, korlatos, a Bolzano-Weierstrass tétel miatt van konvergens részsorozata (hivjuk ezt
b,-nek); legyen b =limb,. b € K, mert K-bél zartsaga miatt nem lehet kikonvergalni (2.17).
b € K miatt f folytonos b-ben, ezért 4.9 miatt f(b,) — f(b), és igy f(b,) konvergens, noha nem
korlatos, hiszen minden n € N-re

n=m< d(O, f(am)) = d(oa f(bn))7

ahol m = n a b,, indexe az eredeti sorozatban.
(II) f(K) zart:

2.17 miatt azt kell megmutatnunk, hogy nem lehet beldle kikonvergalni. Tegyiik fel, hogy
igen, azaz van olyan f(K)-beli konvergens y, sorozat, amire limy, ¢ f(K). Minden n-re legyen
a, € K y, egy ose (azaz f(a,) = y,). Akkor a, korlatos sorozat, a Bolzano-Weierstrass tétel
miatt tehat van konvergens részsorozata (hivjuk ezt megint b,-nek); mint az el6z6 részben,
b=1limb, € K, tehat f folytonos b-ben, és igy

fK)> f(b)=1limf(b,)=limf(a,)=limy, ¢ f(K)

(ahol az elsoé egyenloség f b-beli folytonossaga és 4.9 miatt all fenn, a masodik meg azért,
mert f(a,) =y, konvergens sorozat, aminek f(b,) részsorozata), ami ellentmondas. O

5.2. Megjegyzés. A Weierstrass—tételbol kovetkezik, hogy ha f valés értéki, akkor zart, kor-
latos halmazon felveszi a minimumat és a maximumat. Nézziik a maximumot! A tétel miatt
f(K) felilrol korlatos, tehat van legkisebb fels6 korlatja, mondjuk s. Azt kell belatni, hogy
s € f(K). De ha nem, akkor f(K) zartsaga miatt? s kiilsé pontja f(K)-nak, vagyis van at-
t6l diszjunkt kornyezete, és abban minden s-nél kisebb szam is fels6 korlatja f(K)-nak, ami
ellentmond annak, hogy s a legkisebb.

gz a példa mutatja: f(x) =0, g(y) = /]yl ha y # 0 és g(0) = 0, akkor, mivel go f a konstans 0 fiiggvény,
limggo f =0#oo=limjjn, s g.
22.9(4) miatt nem lehet hatarpontja
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Bolzano Egyvaltozoés példakbol (pl.: az identitasfiiggvény [0, 1]u[2,3]-on) tudjuk, hogy a Bolzano-
tétel feltételei koziil nem hagyhaté el az, hogy a fuggvény egy intervallumon folytonos. Ha
tehat tobbvaltozos fiuggvényekre is be akarjuk latni a tételt, meg kell taldlnunk az interval-
lum fogalmanak erre alkalmas, magasabb dimenzidra valé altalanositasat. fgy jutunk el az
Osszefiiggéség fogalmahoz, aminek csak egy specialis, konnyen kezelhet6 variansat fogjuk de-
finialni.?

5.3. Definicié. H < R* poligonialisan 6sszefiiggé (p.6.f.), ha H barmely két pontja 6sszekot-
het6 egy H-beli torottvonallal. Azaz: ha minden p, q € H-hoz vannak olyan p1,...,p, pontok,
hogy p = p1, prn=¢q, és minden i € {1,...,n—1}-re és t € [0,1]-re p; + t(p;i+1—pi) =1 —-)p; +
tpi+1€H.

5.4. Tétel (Bolzano-tétel valds értéku fiiggvényekre). Ha [ folytonos a p.6.f. H < R™ halma-
zon, p, g€ H és f(p)<c < f(q), akkor f(a) = c valamilyen a € H-ra.

Bizonyitds. p.o.f.-ség miatt vannak olyan p1,...,p, pontok, hogy p = p1, pn = q, és minden
ie€{l,...,n—1}-re az i.-et az i + 1.-kel 6sszekoto szakasz része H-nak.

Ha f(p;) = c valamelyik i € {1,...,n — 1}-re, akkor készen vagyunk. Maskiilonben viszont
feltehetjiik, hogy valamelyik i € {1,...,n — 1}-re f(p;) <c < f(pi+1) (i = max{j: f(p,) <c} plL.
ilyen). Legyen g(¢) = f((1 —t)p; + tp;+1); g€ folytonos, mert folytonos fiiggvények kompozicidja:
f-rol feltettiik, hogy folytonos, a belso fiiggvény (1 —¢#)p; +tp;+1 :[0,1] — R™) meg azért az,
mert a koordinatafiiggvényei azok. De akkor g :[0,1] — R-re alkalmazhaté az egyvaltozés
Bolzano-tétel, azaz, mivel g(0) = f(p;) <c < f(p;+1) = g(1), van olyan tq € [0, 1], amire g(tg) =
c. Tehat a = (1—tg)p; +top;+1 € H (hiszen az egész p;p;+1 szakasz C H) és f(a)=c.

O

Heine
5.5. Definicid. f egyenletesen folytonos a H < Dom f halmazon, ha
(Ve>0)36 > 0)(Va € H)(Vx € Ss(a) nDom f)(f(x) € Se(f (a))).

Vagyis az egyenletes folytonossagot is pontosan ugy definidljuk, mint egyvéltozéban. Es
természetesen most is kovetkezik az egyenletes folytonossagbdl a folytonossag, de forditva
nem, amint azt a régi ellenpéldak mutatjak. Ezért érdekes a Heine—tétel, ami azt mondja,
hogy kompakt halmazokon igen.

5.6. Tétel (Heine). Ha [ folytonos egy zdrt, korldtos halmazon, akkor egyenletesen folytonos
ott.

Bizonyitds. 2.19 kovetkezménye. Ennél tobbet nem is kell tudnunk réla. Il

6. LINEARIS LEKEPEZESEK

6.1. Definicioé. Az f :R" — R™ fuggvény linearis leképezés, ha megtartja az dsszeadast és a
skalarral valé szorzast, azaz minden x, y € R"-re és L € R-re f(x+y)=f(x)+ f(y) és f(Ax) =

Af (x).
Ezzel a fogalommal nemsokara egy kicsit altalanosabb kornyezetben is talalkozunk.

3Az altalénos fogalom definici6ja igy szol: H 6sszefiigg6, ha minden A, B nyilt halmazra H € AUB és AnB = ¢-
b6l H < A vagy H < B kovetkezik.
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6.2. Példak. » konstans 0 fuggvény
¢ a tobbi konstans-fiiggvény nem (miért? a kovetkezo allitas segithet)
e R” — R” identitasfiiggvény
o fx,y)=(y,%)
Az utolsé példaban szereplo fiiggvény azért linearis, mert

f((x1,y1) + (x2,¥2)) = f(x1 + 22,1 + y2) = (y1 + y2,x1 + x2) = (y1,%1) + (y2,x2) = f(x1,y1) + f (x2, y2)
és

fMx, ) = f(Ax, Ay) = (Ay, Ax) = My, x) = Af (x, )
Mindkét esetben az els6 és harmadik egyenloségben az alapmuveletek, a masodikban és a
negyedikben pedig f definiciéjat hasznaltuk.

6.3. Allitas. Ha f linedris leképezés, akkor f(0) =0.
Bizonyitds. f(0)=f(0x)=0f(x)=0. U

Mivel minden R™-beli vektor felirhaté Z;.‘:lxjej alakban, ahol e; = (0,...,0, IL,O, ...,0)aj.
alapvektor, és mivel a felirasban csak osszeadas és skalarral valé szorzas szerepel, egy linearis
leképezést meghataroz az, hogy hova képezi az alapvektorokat, hiszen ha f linearis leképezés,
akkor az el6bbiek miatt

(*) f(xl,...,xn):f(zyzlxjej):Z;-Lzlxjf(ej).

Vagyis az R"-bol képezo linearis leképezéseket meg lehet adni n db. adattal: az n db. alapvek-
tor képeivel. Ha m =1 (és el6szor ezt az esetet nézziik), akkor n db. szammal, hiszen minden
alapvektor képe egy szam. Es ha ezt az n db. szamot rendezett n-esként irjuk fel (legyen ez
v=_(f(e1),...,f(en)), akkor tetszoleges R*-beli x = (x1,...,x,) = Z?zlxjej vektor képe (*) sze-
rint f(x) = ;.‘:lx if(e;) = xv, vagyis v és x skaldris szorzata. Ezzel megkaptuk a kiévetkezo
allitas masodik (és érdekesebb) felét.

6.4. Allitas. Minden v € R"-re a v-vel valé skaldris szorzds R" — R linedris leképezés. Ha
[ :R" — R linedris leképezés, akkor f az (f(eq),...,[f(e,)) vektorral valé skaldris szorzds.

Bizonyitds. Az elso6 felének belatasa egyszeri szamolas; mellesleg n < 3-ra tanultuk (ha nem
is ilyen néven) els6 félévben. Il

6.5. Megjegyzés. Mi lesz az f : R2 — R linedris leképezés grafikonjanak egyenlete? Tegyiik fel,
hogy b =(b1,b2) az f-et reprezentalé vektor (vagyis az a vektor, amire f(x,y) = b-(x,y)). Akkor
z=f(x,y)=b-(x,y) = bix+ boy, atrendezve: bix+ boy—z =0, vagyis az origéra illeszkedo,
(b1,b2,—1) normalvektoru sik. Es magasabb dimenziékban is: az x — bx, R” — R linearis
leképezés grafikonja a (b1,...,b,,—1) normalvektord, origora illeszked6 ,hipersik”.

Hogy lehet megadni egy f : R" — R linearis leképezést ha m > 1? Egyetlen valtozas van a
fentiekhez képest: mivel az alapvektorok képei nem szamok, hanem m-dimenziés vektorok,
az [ megadasahoz sziikséges n db. adat nem n db. szam, hanem n db. m-dimenziés vektor,
vagyis rendezett m-es. Ahhoz, hogy megtudjuk, hogy lehet ezzel az n db. vektorral szamolni,
érdemes megproébalni visszavezetni az m > 1 esetet az m = 1 esetre. Mégpedig oly médon,
ahogy vektor értékt fuggvények tulajdonsagait valos értéku fiiggvények tulajdonsagaira ko-
rabban is visszavezettik: a koordinatafiiggvényeiken keresztiil.

Eloszor is, azt allitjuk, hogy
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6.6. Allitas. Linedris leképezések kompozicidja is linedris leképezés.
Bizonyitds. Ha g, h linearis, akkor
h(g(x +y)) = h(g(x) + g(¥)) = h(g(x)) + h(g(y))

2

és
h(g(Ax)) = h(Ag(x)) = Ah(g(x)),
ahol mind a kétszer el6szor g, aztan h linearitasat hasznaltuk. Ul

6.7. Kovetkezmény. Linedris leképezés koordindtafiiggvényei is linedris leképezések.

Bizonyitds. Mivel f i. koordinatafiiggvénye f; = m; of , az el6z6 allitas miatt ehhez elég azt tud-
ni, hogy a vetitések (7; : R™ — R, m;(y1,...,Ym) = ¥;) azok; ez viszont igaz az R"-beli miiveletek
definiciéja miatt. U

6.8. Feladat. Az allitas megforditasa is igaz, azaz ha f : R" — R"-nek mind az m koordinata-
fliggvénye linearis, akkor f is az.

De akkor f; a 6.4 allitas miatt az (f;(eq),...,fi(en)) vektorral valé skalaris szorzas, azaz

x1
minden x=| : [€R"-re
Xn
f1(x) (f1(e1),...,f1(en)) - x file1) ... filex) ) [x1
f(x): = : = : . :

fm(x) (fm(el);---,fm(en))'x fm(el) v fmlen)) \x,

ahol az elso6 egyenloségben azt hasznaljuk, hogy f; az f i. koordinatafiiggvénye, a masodikban
6.4-et, a harmadik meg a matrix és vektor szorzatanak most kévetkezo6 definicigja, tehat nem
megérteni, hanem megtanulni kell:

aiiy ... Qin bl
6.9. Definicié. Az A =| : : | m x n-es matrix szorzata a b = | : | n-dimenziés
aml con amn bn
oszlopvektorral az
b1
((111 aln)( :
ail1 ... Qin bl b'n
Ab=| : : D= :
aAm1 .- Amn) \by b1
(ami1 - amn) :
bn

m-dimenziés oszlopvektor, vagyis az, amelynek i. sora az A i. sora és b skalaris szorzata.

Vagyis f-et most egy m x n-es matrix-szal reprezentaltuk; és a fentiekkel 6sszhangban a
matrix n db. oszlopvektora rendre az alapvektorok f szerinti képe, hiszen a j. oszlop

file;)
fale;)
2: - feep.

fm(eJ)
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6.10. Allitas. Minden A m x n-es mdtrixra az R"-beli vektorok szorzdsa A-val R" — R™ lined-
ris leképezés. Ha f :R"* — R™ linedris leképezés, akkor [ egy m x n-es mdtrix-szal valé szorzds,
mégpedig azzal, amelyiknek az i. sora az f;-t reprezentdlé (fi(e1),...,fi(e,)) vektor, azaz ame-
lyiknek a j. oszlopa f(e;).

Bizonyitds. A masodik allitast most lattuk be. (Az utolsé ekvivalencia azért igaz, mert mind
a két allitas azt mondja, hogy az i. sor j. eleme f;(e;).) Az els6 meg azért igaz, mert az
x — Ax leképezésnek mind az m koordinatafiiggvénye az: az i. az A i. soraval val6 skalaris

SZOrzZas. O

6.11. Feladat. Mi az R? — R? identitasfiiggvény matrixa?

6.12. Példa. A sikban a 71/2 szoggel val6 elforgatds matrixa (9 1), hiszen az elsé alapvektor
0-1

_0
képe (), a masodiké (' ); és valéban, pl. az (1) vektor képe (71) = (9 o) ().

Matrixszorzas Mar tudjuk (6.10), hogy a linearis leképezéseket matrixok reprezentaljak ab-
ban az értelemben, hogy a leképezés alkalmazasa egy vektorra a leképezés matrixanak és e
vektornak a szorzata. Mivel azt is tudjuk, hogy linearis leképezések kompozicidja is linea-
ris leképezés, felmeriil a kérdés, hogy hogyan lehet kiszamolni a kompozicié6 matrixat a két
linearis leképezés matrixabol.

6.13. Definicié. Azt a muveletet, ami az A : R* — R™ és B : R? — R” linearis leképezések
A m xn-es és B n x p-s matrixaibél az A oB : R? — R™ linedris leképezés m x p-s matrixat
eléallitja, matrixok szorzasdnak nevezziik, és A és B szorzatat A - B-vel vagy egyszertien
A B -vel jeloljiik. - -

6.10 utolsé allitasa szerint egy linearis leképezés matrixanak j. oszlopa a j. alapvektor
képe. De akkor AB j. oszlopa (1<j < p)

(AoB)ep)=ABle)=Ab;)=A"bj,

ahol b; a B matrix j. oszlopat (ami egy n-dimenzids oszlopvektor) jeloli. Az els6 egyenldség a

fiiggvénykompozicié definicigja, a masodik 6.10 utolsé &llitasanak alkalmazésa B-re és e j-re,
a harmadik pedig 6.10 masodik allitasa miatt igaz. Vagyis a kivetkezo allitast kaptuk (amit
altalaban a matrixszorzas definicigjaként szokas kimondani, és akkor tétel az, hogy matrixok
szorzata az altaluk reprezentalt linearis leképezések kompoziciéjanak matrixa):

6.14. Allitas. Ha A m x n-es és B n x p-s mdtrix, akkor AB az az m x p-s mdtrix, aminek j.
oszlopa (1< j<p) Abj, ahol b; a B mdtrix j. oszlopa.

6.15. Kovetkezmény. 1<i<m-reés 1< j < p-re az AB mdtrix i. sordnak j. eleme (AB);; =
Zzzlaikbkj, ahol a;, az A i. sordban és k. oszlopdban, by; a B k. sordban és j. oszlopdban dllé
szam. Vagyis (AB);j A i. sordnak és B j. oszlopdnak skaldrszorzata.

Bizonyitds. Az allitas miatt azt kell beldtnunk, hogy ha b; a B matrix j. oszlopa, akkor az Ab;
m-dimenzids oszlopvektor i. koordinatdja A i. soranak skaldrszorzata b;-vel. De hat matrix
és oszlopvektor szorzata éppen igy volt definialva. Il

6.16. Feladat. A 2 x 2-es matrixok szorzasa nem kommutativ.
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6.17. Példa. A sikban az origé koriili a szoggel valé elforgatds métrixa (959 ~Sin@) hiszen

ez az a matrix, aminek els6 oszlopa az els6, a masodik oszlopa a masodik alapvektor a szoga
elforgatottja. Ha tehat A az a, B a 8 szoggel val6 elforgatas, akkor A oB az a + 8 szoggel valo

cos(a+p) —sin(a+p)
sin(a+p) cos(a+p)

AoB — AR = [c0s® —sina c?sﬂ —sinf
sina cosa [\sinf8 cospf

elforgatas, ezért a matrixa egyrészt AoB = ( ), masrészt

_[cosacosf—sinasinff —cosasinf—sinacosf
"~ |\sinacosf+cosasinff cosacosf—sinasinf

A két feliras elsoé oszlopait 6sszehasonlitva megkapjuk a cos-ra és sin-ra vonatkozé addiciés
képleteket.

7. DERIVALT

Legyen f : H — R™, H < R", a bels6 pontja H-nak. Az a-beli derivalt régi, egyvaltozo-
ban megszokott definicigjat (limy_., W) nem hasznalhatjuk mdédositas nélkil, mert eb-
ben osztas (raadasul R™-belinek R"-belivel valé osztasa) szerepel. Ezen még konnyt segiteni,

mert mar egyvaltozéban is,

im [0 =T@ )y (W@ 700
x—a x—a Xx—a xXxX—a
<~ lim f@)-fla)-blx—a) =0 < lim f@)-fla)-blx—a) =0
x—a lx—al x—a d(x,a)
ahol a masodik ekvivalenciaban azt hasznaltuk, hogy
limi =0 <= lim‘i‘ =0 = lim‘L' =0 < limL =0.
g g e 18|

Ennek mar majdnem van értelme tobbvaltozoés fiiggvényekre is, csak még azt kellene eldon-
teni, hogy mi legyen b (a derivalt), hiszen szdm nem lehet, mert akkor a szadmlaléban R"-belit
vonnank ki R™-belibél.

Egyvaltozéban lattuk a derivalt kovetkezo6 tulajdonsagat: f(x) = f(a)+f'(a)(x—a)+r(x), ahol
lim, ., % =0, és meg is beszéltiik, hogy ez mit jelent: azt, hogy f’'(a)(x —a) linedris kozelitése
f(x)— f(a)-nak a egy kornyezetében. Es ez az a tulajdonsdga a derivaltnak, amit tébbvaltozé-
ban is meg akarunk tartani. Ez megoldja a fenti problémat is: b legyen egy R” — R™ linearis
leképezés (azért R" — R™, mert ilyen a fliggvény, amit a egy kornyezetében kozeliteni aka-
runk vele), és b(x —a) ennek a linearis leképezésnek az alkalmazasa (x —a)-ra. Vagy, ahogy
az el6zo szakaszbdl tudjuk, b-t gondolhatjuk m x n-es matrixnak is, és akkor b(x —a) e matrix
szorzata az x —a vektorral.

7.1. Definicié. Az f: H — R™ (H < R") fiiggvény derivalhaté H egy a belsé pontjaban, ha van
olyan B :R" — R™ linearis leképezés, amire
. fx)-f(a)-B(x-a)
lim =

0.
x—a d(x,a)

B-t ilyenkor f a-beli derivéaltjanak mondjuk, és f'(a)-val jeloljiik.
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Tehat a pontbeli derivalt egy fiiggvény, ami szokatlan gondolat lehet, de nem ujdonsag:
egyvaltozoban is az volt, csak ott ezt altalaban elfedte az a koriilmény, hogy R — R linearis
fliggvényeket meg lehet adni egy szammal (1d. el6z6 szakasz!). Ahogyan sokszor most is el
fogja fedni az, hogy R® — R™ linearis leképezéseket, amint az el6z6 szakaszban lattuk, meg
lehet adni matrixokkal.

7.2. Példak. * A konstansfiiggvények mindeniitt derivalhatok, és a derivaltjuk minde-
niitt az azonosan 0 leképezés
e Legyen f(x) = B(x)+c, ahol B : R” — R™ linearis leképezés és c € R™. Akkor f minde-
niitt derivalhato, és derivalhatja mindeniitt B, mert tetszdleges a € R™-ben

. Bx)+e)—-Bla)+c)—B(x—-a) .. Bx)+ec)—B(a)+c)—B(x)+Bl(a)
lim =lim
x—a d(x,a) x—a d(x,a)

" ia d(x,a) ke

Ahogyan mar egyviltozéban is: (bx +c¢) =b.

7.3. Definicio. Ha az f : H — R™ (H < R") fiiggvény derivalhaté H egy a bels6 pontjaban, ak-
kor az f'(a)-t (az el6z6 szakaszbeli értelemben) reprezentalé m x n-es matrixot f a-beli Jacobi-
matrixanak, és ha m =1, akkor f a-beli gradiensvektoranak, vagy egyszertuen gradiensének
nevezzik. Utébbit grad f(a)-val vagy V[ (a)-val jeloljiik.

Hogy lehet kiszamolni a Jacobi-matrixot? El6szor is, elég ezt a kérdést valés értéki fiiggveé-
nyekre megvalaszolni, a kovetkez6 miatt.

7.4. Allitas. Az f : H — R™ (H < R") fiiggvény pontosan akkor derivdlhaté H egy a belsé
pontjdban, ha f mind az m koordindtafiiggvénye derivdlhaté a-ban; és ilyenkor minden i €
{1,...,m}-re, az f'(a) linedris leképezés i. koordindtafiiggvénye fi’ (a). Kovetkezésképp f a-beli
Jacobi-mdtrixdnak i. sora grad fi(a).

Bizonyitds. Ha B = f'(a), akkor 4.6 miatt
. fx)-f(a)-B(x-a)
lim

x—a d(x,a)

filx) - fila)-Bi(x—a) _
d(x,a) B

és ebbdl 6.7 és 6.8 miatt kovetkezik az elso allitas. A masodik meg 6.10 miatt az els6b6l, mert
aszerint linearis leképezés (most: B) matrixanak (most: f a-beli Jacobi-méatrixanak) i. sora a
B i. koordinatafiiggvényét (B;) reprezentalo vektor, azaz, mivel a fenti ekvivalencia jobboldala
szerint B; = f/(a) = grad f;(a). O

0,

=0 < (Vie{l,...,m})lim
x—a

Ezzel a derivalhatésag és a derivalas problémajat visszavezettilk valos értékia fiiggvények
derivalhatésaganak és gradiensiik kiszamitasanak problémajara, agyhogy foglalkozzunk most
ezzel.

Legyen az f (az egyszertuség kedvéért most csak kétvaltozés) valés értéku fiiggvény deri-
valhat6 az a = (a1,a2) pontban, és legyen b = grad f(a). b koordinatait szeretnénk kiszamolni.
Tudjuk:

lim f(x1,29) — fla1,a2) — (b1,b2)(x1 —a1,%2 — @) _

0,
(x1,02)—(a1,a2) Vixi—a1)? + (xg—ag)?
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ahol a baloldalon egy kétvaltozos fiiggvény hatarértéke van. Marpedig ha ez 0, akkor minden
gorbe mentén is az, speciel az xo = a9 egyenes mentén is, azaz
. f(x1,a9)—fla1,a9) - bi(x1—ay)
0= lim
x1—ay lx1 —al

>

vagyis b1 = g'(a1), ahol g az x1 — f(x1,as2) egyvdltozés fiiggvény (1d. e szakasz elején az egy-
valtozos fliggvények derivaltja definicigjanak ekvivalens valtozatat!). Hasonléan, az x1 = a1
egyenes mentén nézve a fenti hatarértéket, azt kapjuk, hogy
. fla1,x9)— f(a1,as) —balxa —az)
0= lim
x2—az |x2 - a2|

vagyis by = h/(ag), ahol h az x9 — f(a1,x2) egyvaltozos fiiggvény. Ez a gondolatmenet akar-

hany valtozora miikodik, és igy a kovetkezot kapjuk:

7.5. Allitas. Ha az [ n-vdltozés, valés értéki fiiggvény derivdlhaté az a pontban, akkor a
g(xl) = f(al,' e @i-1,%5,A41,5--- ,an)

egyvdltozés fiiggvény derivdlhaté az a; helyen, és g a;-beli derivdltja grad f(a) i. koordindtdja
(iefl,...,n}).

7.6. Kovetkezmény. A derivdlt egyértelmi.

Bizonyitds. Kovetkezik az allitasbol, mert az egyvaltozos derivaltrol tudjuk, hogy egyértelmu.
O

7.7. Definicio. Legyen f: H — R, H € R", a belsé pontja H-nak.
(1) f parcialisan derivalhaté az i. valtozdja (vagy x;) szerint a-ban, ha az
xi— flay,...,a;-1,%,0i11,...,0,)
egyvaltozos fiiggvény derivalhatoé a;-ben. Ilyenkor ezt a derivaltat f a-beli, az i. valtozo

(vagy x;) szerinti parcialis derivaltjdnak hivjuk és f,(a)-val vagy f/(a)-val vagy g—g’; |x=a-

val jeloljik.
(2) f parcialisan derivalhaté a-ban, ha minden valtozdja szerint parcidlisan derivalhato
a-ban.

(3) f parcialisan derivalhaté (az i. valtozdja (vagy x;) szerint) egy halmazon, ha annak
minden elemében az.

(4) f i. valtozéja (vagy x;) szerinti parcidlis derivaltfiiggvénye f,, : H; — R, ahol H; ={a €
H: f parcidlisan derivalhat6 x; szerint a-ban} és minden a € H;-re fy (a) f a-beli, x;
szerinti parcidlis derivaltja.

Vigyazat: a derivalhatésagbol kovetkezik a parcidlis derivalhatésag (ezt mondja a fenti
allitas), de forditva ez nem igaz.

= ha (x,y) #(0,0)
7.8. Példa. f(x,y) ={ V**+y* folytonos és parcialisan derivalhato6 az ori-
0 ha (x,y) =(0,0)

géban, de nem derivalhatoé ott.
2 .
-, . Xy s recos@sme — 13 . — —
Folytonos az origéban, mert lim ) Torr lim,_o————" = lim,_grcosgsing = 0

£(0,0).
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Léteznek a parcialis derivaltak az origéban: f,(0,0) =lim,_g W =lim,_gz =0 és
szimmetria miatt ezért £,(0,0) is 0.

Nem derivalhaté az origéban: ha az lenne, akkor Vf(0,0) = (0,0) miatt

Xy
- £(0,0)—(0,0)(x-0,y-0 Va2 4y?
O:Iimf(x’y) 0.9 -0.0x -0,y ):lim S :lim—zxy 5
(0,0) V(x—0)2 +(y —0)2 0,0 /x24+y2 ©0Ox=+Yy

. . 1 2
ami nem igaz, mert y = x mentén lim,_.q 2% = %

Csak annyi igaz (ezt mondja 7.5), és ezt hasznaltuk is most a szamolasban, hogy ha f
derivalhato6 az a pontban, akkor grad f(a) koordinatai az a-beli parcialis derivaltak.

7.9. Definicié. f folytonosan derivalhaté az a pontban, ha parcialisan derivalhaté a egy kor-
nyezetében, és a parcialis derivaltfiiggvényei folytonosak a-ban.

7.10. Tétel. Ha f folytonosan derivdlhaté a-ban, akkor derivdlhaté a-ban.

Ez nagyon praktikus elégséges feltétel, de csak elégséges, sziikségesnek nem sziikséges,
amint azt a kovetkezo példa mutat;ja.

(22 + y%)sin —= ha (x,y) #(0,0)
7.11. Példa. Legyen f(x,y) = VaZ+y? .
0 ha (x,y) =(0,0)

fx(0,0) =lim, _.¢ w =lim, .gxsin % =0 és szimmetria miatt £,(0,0) = 0.
1

1 1
- cos
\/xz+y2 \/x2 +y2 \/x2 +y2 )

Az origén kiviil: fy(x,y) = x(2sin és szimmetria miatt f)(x,y) =

y (2 sin

1 1 1
V2t a2 €08 \/x2+y2).
» nem folytonos az origéban:
y g

1
lim fo(x,y)= lir%erOS(psin— _rcose
r—

(x,5)—(0,0) r r

J ~

1
cos— 40
rJ

-0

~
=cospcos %7‘»0

Tehat nem folytonosan derivalhaté az origéban.
De derivalhaté ott, mert

1 = 1 \/ %2+ y2sin————=0.
(x,y)l—r>r(10,0) d((0,0),(x,y)) (x,y)l—r>r(10,0) X yTsm /22 +_y2 0

Sot, valgjaban mindeniitt derivalhaté, mert a parcialisok folytonosak az origon kiviil.

Sziikséges feltételnek itt van a parcialis derivaltak 1étezése, és (szokas szerint) a folytonos-

2

sag:
7.12. Allitas. Ha f derivdlhato a-ban, akkor folytonos is ott.

Bizonyitds. Eloszor is, azt allitjuk, hogy ha B : R” — R™ linearis leképezés, akkor {|B(x)| : [x| <
1} korlatos; 1.8(1) miatt elég ezt valés értékhi linearis leképezésekre belatni, és ha B ilyen,

akkor ez igaz, mert ha mondjuk b = (b1,...,b,) a B-t kédol6 vektor, és |x| < 1, akkor a 1.9-beli
elso egyenlotlenség miatt minden i-re |x;| < 1, és igy

IB)| = [bx| =X bixil <37 41b;x; 1 < X7 165l
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(ahol az els6 egyenldtlenségben a haromszog-egyenlotlenséget hasznaltuk), azaz )
korlatja {|B(x)| : |x| < 1}-nek.

Ebbol kovetkezik, hogy minden B linearis leképezésre lim,_.oB(x) = 0 (vagyis B folytonos
0-ban), mert minden x # 0-ra |B(x)| = |B(|x|xo)| = |x||B(x¢)| — 0 ha x — 0, ahol x¢ az x iranyd
egységvektor, mert egy korlatos és egy 0-hoz tarté szorzata.

Ebbdl viszont mar konnyen kovetkezik az allitas: lim,_., W = 0 miatt (a 0-hoz
tarté d(x,a)-val szorozva) lim,_., f(x) — f(a) —B(x —a) =0, amibél lim’xqa fx)—f(a)=lim,_,B(x—
a)=0. Ul

n
i

110! felso

7.13. Feladat. A bizonyitas soran lattuk, hogy minden R*” — R™ linearis leképezés folytonos az
origéban. Bizonyitsuk be ebboél, hogy az ilyenek mindeniitt folytonosak. (Persze ez kovetkezik
az allitasbdl is, hiszen tudjuk, hogy a linearis leképezések derivalhatok.)

Lancszabaly és alkalmazasai Mar tudjuk, hogy a pontbeli derivalt mar egyvaltozéban is
csak azért volt egy szam, mert az R — R linearis fliggvényeket egy szdmmal valé szorzassal
(egydimenzios vektorral valé skalaris szorzassal) lehet reprezentalni. Ennek fényében érde-
mes megvizsgalni a lancszabalyt ((go f) (a) = g'(f(a))f'(a)). Legyen A az x— f'(a)x, B pedig
az x — g'(f(a))x linearis fiiggvény (azaz A az f a-beli, B a g f(a)-beli derivaltja); akkor go f
a-beli derivaltja az

x— ((gof)(a)x=(g'(f@)f'(@)x=g'(f([@)(f (a)x) = g'(f(@)Ax) = B(A(x)) = (Bo A)(x),

azaz a Bo A lineadris fliggvény. Vagyis a lancszabaly mar egyvaltozoban is azt mondta, hogy g
és f kompoziciéjanak a-beli derivaltja g f(a)-beli és f a-beli derivaltjanak kompozicidja.

7.14. Tétel (Lancszabaly). Ha H <R", f : H — R™, a belsd pontja H-nak, f derivdlhaté a-ban,
g:K — R?, ahol K <R™, f(a) belsd pontja K-nak és g derivdlhato f(a)-ban, akkor h = gof
derivdlhaté a-ban és h'(a) = g'(f(a)) o f'(a), ami a Jacobi-mdtrixokra nézve 6.13 szerint azt
Jelenti, hogy h'(a) = g'(f(@)) - f'(@).

7.15. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy f, g : H — R™, H € R", a belsé pontja H-nak és f, g
derivdlhaté a-ban. Akkor

(1) f + g derivdlhaté a-ban, és (f +g)'(a) = f'(a)+ g'(a)
(2) ha m =1, akkor f g derivdlhaté a-ban, és (fg)(a) = f'(a)g(a)+ f(a)g'(a).

Bizonyitds. (1) 7.4, és mert a vektorosszeadas minden koordinatafiiggvénye a valés sszeadas,

elég az allitast m = 1-re belatni. A + : R2 — R fiiggvény mindeniitt derivalhaté és V+ = (1,1)
mindeniitt, mert %x +y=16és %x +y =1, tehat + parcialis derivaltfiiggvényei folytonosak.
A feltevés és 7.4 miatt (g) : H — R? derivalhat6 a-ban. A lancszabaly szerint tehat f + g =

+o (3;) :H — R is derivalhaté a-ban, és

V(F + )@ =1,D(4) @ =, D(J0) =@, n( 10 5 )

=(fr(@)+8x,(a), -+, fr, (@) + 84, (a)) = Vf(a) + Vg(a).
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(2) Az el6zohoz hasonléan; a kiilonbség annyi, hogy a szorzas parcialis derivaltjai %xy =yés
%xy = x, tehat a szorzds gradiense V- (x, y) = (y,x) minden (x, y) € R?-re. Kovetkezésképp

V(F8)@) = (39 10y gy () (@) = (@), F@)) (Vhi5)) = (g@), Flan ([ 20

=(g(a)fx, (@) + f(a)gy (@), -, 8(a)fx,(a) + f(a)gyx,(a)) = g(a)Vf(a) + f(a)Vg(a).
O

7.16. Feladat. Az allitas feltételei mellett cf is derivalhaté a-ban minden c € R-re, és (c¢f) (a) =

cf'(a).

A fenti elso allitas és eszerint a pontbeli derivalas is linearis operator, ha nem is euklideszi
térbol euklideszi térbe képez. Majd késobb latni fogjuk, hogy ez nem probléma.

7.17. Feladat. Ha nem ragaszkodunk ahhoz, hogy linearis operatoroknak feltétleniil eukli-
deszi terekbol/be kell képezniiik, akkor linearis operatorok a kovetkezok is: a lim konver-
gens sorozatokon; a derivalas a (0, 1)-en derivalhaté figgvényeken; az f — fol f(x)dx fuggvény
[0,1]-en integralhaté valéds figgvényeken.

Az ezekhez hasonlé linearis operatorokra majd még visszatérink linearis algebraban; most
nézzik a lancszabaly tovabbi alkalmazasait!

7.18. Allitas (Lagrange kozépértéktétel valés értéku fuggvényekre). Ha f:H — R (H < R")
folytonos H-n és derivdlhato H belsd pontjaiban, a, b € H és az ab nyilt szakasz (azaz {a +t(b—

a): t €(0,1)}) minden pontja belsé pontja H-nak, akkor van olyan c € ab, amire f(b)— f(a) =
VF(e)b—-a).

V£ (c)(b—a)itt persze Vf(c) és b —a skalaris szorzatat jelenti.

Bizonyitds. Legyen g:[0,1] — H, g(t) =a +t(b —a); akkor g egy R — R” linearis leképezés (¢ —
t(b — a)) eltoltja, tehat derivalhato, és azt is tudjuk, hogy a derivaltja ez a linearis leképezés,

bi—a1

azaz a Jacobi-matrixa b —a = : ) De akkor a h = fog:[0,1] — R fiiggvény a lancszabaly
bp—an,

miatt derivalhaté (0,1)-en és a derivaltja minden ¢ € (0, 1)-ben

(%) R'(t) = f(gt)g'(t) = f(gt))b -a).

Mivel A derivalhaté (0, 1)-en, és folytonos [0, 1]-en (hiszen 7.12 szerint ilyenek kompoziciéja),

alkalmazhat6 ra az egyvaltozos Lagrange—tétel, ami szerint valamilyen ¢ € (0,1)-re h'(tg) =

BD-RO) = £(g(1)) - f(g(0)) = f(b) - f(a). De akkor ¢ = g(to) € ab j6 lesz, mert () miatt igy

f(b)—f(a)=h'(te) = f'(g(t))b —a) = f'(c)(b —a). U
Vektor értéku fiiggvényekre mar nem igaz a Lagrange—tétel: pl. a [0, 27]-n folytonos, (0, 27)-

n derivalhaté f(¢) = (cost,sint, ¢) fiiggvényre f(27)— F(0) = (28 ) # (éi’;cils“f) — 27f'(t) semmilyen

Y/ T

t €(0,2m)-re.

7.19. Kovetkezmény. Ha f : H — R™, H < R" nyilt és p.o.f, [ derivdlhato H-n és (Vx €

H)f'(x) = 0 (vagyis a mindenkit 0-ba kiildd linedris leképezés), akkor f konstans H-n.
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Bizonyitds. (Vx € H)f'(x) = 0-b6l kovetkezik, hogy f minden koordinatafiiggvényének is 0 a
derivaltja; és persze elég ezekrdl megmutatni, hogy mind konstansfiiggvények. Vagyis felte-
hetjik, hogy f valés értéku.

H poligonialis 6sszefiiggbsége miatt elég belatni, hogy ha ab < H, akkor f(a) = f(b), de ez
igaz Lagrange miatt, hiszen lesz olyan ¢ € ab, amire f(b)—f(a) = Vf(c)b—a)=0(b—-a)=0. O

7.20. Definicié. Tegyiik fel, hogy f: H — R, H € R", a H egy bels6é pontja, és e € R" egy-
ségvektor (azaz Z;‘:le% =12 = 1, ahol e; most nem az i. alapvektort jelsli). f a-beli e iranyd
iranymenti derivaltja f.(a) = %(a) =1lim;_¢ w

Pl. ha n =2, akkor a z = f(x, y) felilet és az a-ra illeszkedo, a z-tengellyel és az e-vel par-
huzamos sik metszésvonala egy egyvaltozés fiiggvény (f(a + te)) grafikonja. f.(a) ennek a
fliggvénynek a 0-beli derivaltja.Vagyis pont olyan, mint a parcialis derivaltak (hf: ha e; az i.
alapvektor, akkor f.,(a) = fy;(a)), csak nem feltétleniil valamelyik alapvektor irdnyaban.

7.21. Allitas. Tegyiik fel, hogy f : H — R, H € R" derivdlhaté H egy a belsé pontjdban, és e € R"
egységuvektor. Akkor f-nek van a-beli e irdnyu irdnymenti derivdltja, és f.(a) =eVf(a).

Bizonyitds. Legyen g(t) a t — a +te :R — R" leképezés; eloszor azt akarjuk belatni, hogy a h =
fog:D — R fiiggvényre (ahol D €R H g szerinti 6sképe) a 0-ban alkalmazhaté a lancszabaly.
Feltettiik, hogy g(0) = a bels6 pontja H-nak és f derivalhato ott, és az eldbbi (a bels6 pontja
H-nak) miatt (meg mert g folytonos) 0 belsé pontja D-nek; g derivalhaté 0-ban (és a derivaltja
mindeniitt te, tehat a Jacobi-matrixa e), mert a te linearis leképezés eltoltja.

Tehat alkalmazhat6 a ldncszabdly 0-ban, és aszerint 2'(0) = f'(g(0))g’(0) = Vf(a)e, mikoz-
ben, ahogy azt az iranymenti derivalt definiciéja utan megbeszéltiik, A'(0) = f.(a). Il

Ezzel nem csak receptet kaptunk f.(a) kiszadmolasara (abban az estben, ha f derivalhato
a-ban), de az is kideriilt, hogy mi a gradiens geometriai jelentése, hiszen tudjuk, hogy Vf(a)e
a Vf(a) vektor e egységvektorra vetett meroleges vetiilletének elojeles hossza. Vagyis az a-
beli e iranyt iranymenti derivalt akkor a legnagyobb (mégpedig |Vf(a)|), amikor e egyiranyu
Vf(a)-val, és akkor a legkisebb (—|Vf(a)|) amikor ellentétes iranyu vele, és végiil akkor 0, ha
meroéleges Vf(a)-ra.

Tobbszori derivalhatésag Ha f : H — R, ahol H < R", akkor 7.7 utolsé pontja szerint f;
(ahol 1 =i < n) is egy n-valtozos valds fiiggvény, vagyis (ahogyan egyvaltozéoban is felmeriil,
hogy derivalhaté-e a derivaltfiiggvény), feltehet6 a kérdés, hogy létezik-e a j. (1 < j < n) parcia-
lis derivéltja H; = Dom f,, € H egy a bels6 pontjaban. Ha igen, akkor ezt a parcialis derivéltat

o*f
fxixj(a)-val vagy 0xj0x; |x:a

sodrendi parcialis derivaltfiiggvényeinek, az 6 parcialis derivaltfiiggvényeit f harmadrenda
parcialis derivaltfiiggvényeinek nevezziik, és igy tovabb.
A parcialis derivalasok sorrendje nem mindegy, amint azt a kévetkezo példa mutatja.

-val jeloljik, és a megfelel6 parcidlis derivaltfiiggvényeket f ma-

a2-y? h 0.0
7.22. Példa. Legyen f(x,y)={ > &+ a@N#0.0) \cor
0 ha (x,y) =(0,0)
0
——
_ fl,y)-f0,y) .. x*-y* |0 hay=0
fx(0,y) =1lim =limy——— =
x—0 x—0 x—0" x2 + y2 -y hay#0
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miatt

o RO 0,00 -y
Fes(0,0) = lim B < lim =

és hasonléan, f,,(0,0) = 1 (hf). Mellesleg f,.(0,0) =0 = £,,(0,0) (hf).

=-1,

7.23. Feladat. Ha f(x,y) = Iny/x2+ y2, akkor az origén kiviil mindeniitt 52’; + 515 f =0, ahol

2 2
% persze %-et jelenti.

De mindjart (7.24) adunk egy elégséges feltételt arra, hogy ez ne torténhessen meg.

7.24. Tétel (Young). Ha az f valds értékil fiiggvény k-adrendu parcidlis derivdltjai léteznek
a egy kornyezetében és folytonosak a-ban, akkor az egymdstol csak a derivdldsok sorrendjében
eltérd k-adrendi parcidlis derivdltjai megegyeznek a-ban.

7.25. Megjegyzés. A Young—tétel valgjaban ennél kicsit tobbet mond, de nekiink csak ennyire
lesz sziikségiink beldle.

A fenti példaban f,, és f,, mindeniitt 1éteznek, de az origéban nem folytonosak, ezért kii-
lonbozhetnek.

Szélsoérték-keresés

7.26. Definicio. Az f : H — R (H < R") fiiggvénynek lokalis maximuma (minimuma) van
a € H-ban, ha abszolit maximuma (minimuma) van a egy kornyezetében, azaz ha a-nak van
olyan S € H kornyezete, hogy f(x) < f(a) (f(x) = f(a)) minden x € S-re. f-nek lokalis szélsoér-
téke van a-ban, ha lokalis maximuma vagy lokdlis minimuma van a-ban.

Vagyis pontosan gy, mint egyvaltozéban.

2z

7.27. Allitas. Ha f-nek lokdlis szélséértéke van a-ban, akkor minden a-ban létezd parcidlis és
irdnymenti derivdltja O.

Bizonyitds. Persze, hiszen a megfelel6 egyvaltozos fiiggvényeknek is lokalis szélsoértékiik
van. O

De ez természetesen csak szikséges feltétel amint azt a régi ellenpéldaink mutatjak. Eze-
ket lehet ,tobbvaltozésitani” is: pl. f(x,y) = x> mindkét parcialis derivaltja O az y-tengelyen,
mikozben sehol sincs lokalis szélséértéke. Egy ,igazi” kétvaltozos példa az f(x,y) = xy, aminek
mindkét parcidlis derivaltja 0 az origéban, noha nincs ott széls6értéke, mert az origé minden
kornyezetében felvesz negativ és pozitiv szamot is.

Egyvaltozésban elégséges feltétel volt a-beli lokdlis maximumra (minimumra), hogy f'(a) =
0 és f"(a) <0 (f"(a) > 0). Ennek tobbvaltozés megfelelbje a kovetkezo:

7.28. Tétel. Tegyiik fel, hogy f : H — R, a belsé pontja H € R™-nek, a-nak van olyan kornyezete
ahol a mdsodrendu parcidlis derivdltak folytonosak, és Vf(a) = 0.

Ha
fxlxl(a) fxlxn(a)
f ( ) fxlxl(a) fxlxg(a) . .
2121\ | (@) fagrg(@) |2

K

mindegyike pozitiv, akkor f-nek a-ban lokdlis minimuma van; ha pedig vdltakozo elgjeliiek, és
fr1x; <0, akkor lokdlis maximuma.
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7.29. Megjegyzés. A tételbeli szamsorozat k. eleme a g:x— grad f(x) = (fy,(x),..., fx, (%) : S —
R” fiiggvény (ahol S € R" a egy olyan kornyezete ahol a masodrendi parcialis derivaltak
folytonosak) a-beli Jacobi-matrixanak k. ,sarokdeterminansa”; specialisan az utolsé elem a
Jacobi-matrix determinansa (g a-beli Jacobi-determinansa).

Erdemes megnézni, hogy mit mond a tétel kétvaltozos fiiggvényekre, mert ott még valami-
vel tobb is igaz:

7.30. Tétel. Tegyiik fel, hogy f : H — R, a belsé pontja H < R%-nek, a-nak van olyan kirnyezete
ahol a mdsodrendu parcidlis derivdltak folytonosak, és Vf(a)=0.

Ha D(a) = fe@fyy(@) - f2,(@)(= | 1 1 [) > 0, akkor

e ha fix(a) >0, akkor a lokdlis minimumhely
e ha fyx(a) <0, akkor a lokdlis maximumhely.

(Ez eddig szordl széra a tétel n = 2-re, kivéve, hogy haszndltuk a Young—tételt, de ez nem lé-
nyeges kiilonbség. Az majd most jon.) Ha D(a) < 0, akkor a nem szélséértékhely. (Az ilyet
nyeregpontnak hivjdk.)

7.31. Példa. f(x,y) = x%2 — y?>-nek nyeregpontja van az origéban. Ezt érdemes végigszamol-
ni, de onnan is lehet latni, hogy f-nek az x-tengely mentén lokalis minimuma, az y-tengely
mentén meg lokalis maximuma van 0-ban.

Inverzfiiggvény-tétel A kovetkezo egyvaltozos allitast szeretnénk R — R fliggvényekre
altalanositani:

7.32. Allitas. Ha f derivdlhaté az I intervallumon, a derivdltfiiggvénye folytonos I egy a belsé
pontjdban és f'(a) # 0, akkor a-nak van olyan kérnyezete, ahol f invertdlhato.

Ha pedig invertalhaté, akkor A1-bél tudjuk, hogy az inverze is derivalhaté, és (f 1) (y) =
1
f'F=on”

Bizonyitds. f' a-beli folytonossaga miatt a-nak van olyan S < I kérnyezete, amin f’ > 0 vagy
f' <0. De akkor f szigorian monoton S-en, tehat invertalhaté ott. O

Ha meg akarjuk érteni, hogy mi a jelentésége f'(a) # 0-nak (mérpedig ez elkeriilhetetlen,
ha tobbvaltozos fiiggvényekre akarjuk altalanositani az allitast), azt érdemes megnézniink,
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hogy mit jelent ez a feltétel az a-beli derivéltra mint linearis leképezésre nézve. Es hat (egye-
bek mellett, persze) azt, hogy a linearis leképezés invertalhaté (nagyon konnyta hf: x — cx
pontosan akkor invertalhato, ha ¢ # 0). A derivalt kiszamitasara vonatkozé rész pedig azt,
hogy az inverz derivaltja a derivalt inverze, hiszen ¢ # 0-ra x — cx inverze az x — %x line-
aris leképezés. Vagyis ha f folytonosan derivalhaté, akkor invertalhaté6 minden olyan pont
egy kornyezetében, ahol a derivaltja az, és az inverz derivaltja a derivalt inverze. Ez az, ami

R"” — R" fuggvényekre is igaz.

7.33. Tétel (Inverzfiggvény-tétel). f : H — R", H < R" nyilt, f folytonosan derivdlhaté H-
n és az f'(a) linedris leképezés invertdlhaté (vagy, ami ezzel ekvivalens, a f a-beli Jacobi-
mdtrixdnak determindnsa (a Jacobi-determindns) nem 0). Akkor a-nak van olyan S < H kor-

nyezete, ahol f invertdlhatd, és az inverz is folytonosan derivdlhatd, és (f 1) (y) = f'(f _1(y))_1.

Valami azért elvész a magasabb dimenziéba valé atmenet soran: egyvaltozéban igaz, hogy
ha f folytonosan derivalhaté I-n és f’ sehol sem 0 I-n, akkor f invertalhaté I-n (persze, hiszen
[ egész I-n pozitiv vagy egész I-n negativ, és igy f szigorian monoton I-n). De tobbvaltozéban
mar csak a ,lokalis invertalhatésag” biztos, amint azt a kovetkezo példa mutatja.

7.34. Példa. Legyen fi(x,y) = e*cosy, fao(x,y) = e*siny. Akkor f = (f1,f2) (az az R — R?

fliggvény, amelynek f1 és fo a két koordinatafiiggvénye), folytonosan derivalhat6 mindenitt,
és a Jacobi-determinansa mindenhol pozitiv:

f1x(x,y) fiy(e,y) | _
fox(x,y) foy(x,y)| —

de nem invertalhaté, mert £(0,0) = (1,0) = £(0,2n).

e*cosy —e*siny| _ 2« 2 2% 2 2x
e*siny etcosy |~ € COSTyteTsin"y=e >0

Implicitfiiggvény-tétel Adott g:H — R, H < R? fiiggvény; vajon létezik-e olyan f : K — R,
K < R fuggvény, amire g(x, f(x)) = 0 minden x € K-ra? Vagyis: ki lehet-e fejezni g(x,y) = 0-
bél y-t x segitségével? g(x,y) =0 lehet példaul valami geometriai alakzat (kor, elipszis, sik)
implicit egyenlete; lehet-e ebbdl explicit egyenletet csindlni? Ennek a kérdésnek specialis
esete az inverzfiiggvény létezésének problémaja is: g(x,y) ott x — f(y).

7.35. Példa. g(x,y) = (y —x)(y — (x + 1))-nek hany ,megoldasa” van? f(x)=x és f(x)=x+1
persze jok, de még végtelen sok megoldas van (1d. pl. a k6zépso abrat!). De folytonos megoldas
R-en csak ez a kettd, és minden ,;j6” (g(x, y) = 0-t kielégito) ponton csak egy.

3% 3 3 1
— y=x //
—y=x+1
YZIT2] 9 2 2 |
y Yy Y
1 1 1 |
‘ ‘ - ‘ ‘ - / ‘{ b
-2 -1 x 1 2 -2 -1 1 x 2 3 -2 -1 x 1 U 2
-1 -1 -1
/ —— egy nem folytonos megoldas ‘ ‘— egy lokalis megoldas ‘
-2 27 27

Ezek a valamelyik jo ponton dtmené folytonos megolddasok az érdekesek. Tehat a kérdés
pontosabban igy szdl:

7.36. Definicié. Adott g (mint fent) és tegyiik fel, hogy g(a,b) = 0; ha vannak olyan V < Dom g
nyilt és U < R nyilt halmazok, amikre (a,b) € V,a €U, (Vx € U)Ay)(x,y) eV & g(x,y)=0),
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és ha az az f : U — R fiiggvény, ami minden x € U-hoz ezt az egyetlen y-t rendeli (specialisan:
f(a) = b) folytonos, akkor azt mondjuk, hogy f folytonos lokalis megoldasa g(x,y) = 0-nak
(a,b)-ben.

A fenti példaban minden j6 ponthoz van folytonos lokalis megoldas: V-t olyan kicsire kell
valasztani, hogy diszjunkt legyen a masik egyenest6l; mint a jobboldali abran (V' a korlap, U
az x-tengelyen lathaté nyilt intervallum).

7.37. Példa. g(x,y)=x>+y2—1.

y Minden jé, azaz az origé kozéppontu egységsugaru koron 1é-
v6 (a,b) pontban van folytonos lokalis megoldas, mégpedig
1 V1-x2 vagy —vV1-x2, attél fiiggéen, hogy b > 0 vagy b < 0,

kivéve (x1,0)-ban, mert ezek minden kornyezetében van olyan

x, amihez két y is j6 (ha |x| < 1), és olyan is, amihez egy sem

-1 V. (halx|>1).

x Az elso esetben tehat van y; és y9, hogy g(x,y1) =0 = g(x, y9),
amibdl, ha g parcidlisan derivalhaté y szerint, a Rolle—tétel
miatt g,(x,c) = 0 kovetkezik valamilyen c € (y1,y2)-re. Az
implicitfiiggvény—-tétel azt mondja ki, hogy elég ezt (azaz a
gy =0) lehetéséget kizarni.

7.38. Tétel (Implicitfiggvény—tétel két valtozéra). Legyen g: H — R, H < R? folytonosan de-
rivdlhaté, gla,b) = 0. Ha g,(a,b) # 0, akkor g(x,y) = 0-nak van folytonos lokdlis megolddsa

(a,b)-ben. Sét, ha f ez a megoldds, akkor f derivdlhaté a-ban, és f'(a) = _gif;aéb)).
Az utolsé példaban g.(x,y) = 2x, g,(x,y) = 2y, tehét (a,b) # (+1,0)-ban, ha g(a,b) = 0, akkor
:;;’Zfz;f;) =-2. Es valéban, ha péld4ul b > 0, akkor f'(x) = % 1-x2 = %\/% = \/%, tehat

flla)=7x5=-%

Magasabb dimenziékban a definicié és a tétel igy alakul:
7.39. Definicié. Adott g: H — R, H < R", és tegyiik fel, hogy g(ai,...,a,) = 0; ha vannak olyan
V < Domg nyilt és U < R*"! nyilt halmazok, amikre (a1,...,a,) €V, (a1,...,an-1) € U, (V(x1,
ey Xp-1) € U@ (21, ., X0-1,%0) €V & g(x1,...,x,) =0), és ha az az [ : U — R fiiggvény,
ami minden (x1,...,x,-1) € U-hoz ezt az egyetlen x,-t rendeli (specidlisan: f(ai,...,a,-1) =ay)
folytonos, akkor azt mondjuk, hogy f folytonos lokalis megoldasa g(x1,...,x,) = 0-nak a-ban.

7.40. Tétel (Implicitfiiggvény—tétel). Legyen g : H — R, H € R" folytonosan derivdlhatd, g(a) =
glai,...,a,)=0. Ha g4, (a) #0, akkor g(x1,...,x,) = 0-nak van folytonos lokdlis megolddsa a-

ben. S6t, ha az n—1-vdltozés f ez a megoldds, akkor f derivdlhaté (aq,...,a,-1)-ben, és minden

. _gx-(a)

i€f{l,...,n—1}re fy,(a1,...,an-1) = m.
Természetesen semmi jelentdosége annak, hogy torténetesen most is az utolsé valtozot fe-

jeztiik ki a tobbi segitségével. Lehetne épp igy barmely masikat (de akkor persze a folytonos

lokéalis megoldast is ennek megfeleléen kellene definidlni).

7.41. Példa. 0 = g(x,y,2z) = sin % + e*? — 22 + sh(xz) egyértelmtien meghatéroz P = (0,1,1) egy

. y . . . .
kornyezetében egy derivalhaté, x, y-ban kétvaltozés fliggvényt. Mik ennek a parcialis deri-
valtjai a (0,1) pontban?
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M.o.: g(0,1,1)=0+¢e°—12+sh0 =0, tehat P tényleg j6 pont. g folytonosan derivalhaté P egy
kornyezetében (mert csak az y = 0 sikon nem). g,(x,y,z) = xe*® — 2z + xch(xz) ~» g,(0,1,1) =
-2 #0, tehat van f lokalis folytonos megoldas. f parcialisai:

1 P) 3
gx(x’y’Z):_zcos%+Zexz+zch(xz)ng(0,1,1):1+1+1:3wfx(P):_gx( )_3
o 2.(P) 2
és »
-2 X gy
(x,y,2) = —€0S — ~» g, (P)= =2~ f (P)=—22——=1.
gy y y3 y2 gy fy gZ(P)

8. INTEGRAL

Hasonl6 lesz az egyvaltozés integralashoz: vessziik a halmaz (ahol integralunk) feloszta-
sait, az egyvaltozés esethez hasonlé méodon definidljuk a felosztasokhoz tartozoé alsé és felso
Osszeget, és a fuggvény integralhaté, ha az alsé 6sszegek supremuma (alsé integral) egyenld
a felso 6sszegek infimumaval (fels6 integral).

Szintén az egyvaltozos esethez hasonléan: csakis korlatos (és valés értéku) fiiggvényeket
fogunk korlatos halmazokon integralni. A definicidkat és tételeket altalaban 2 vagy legfeljebb
3-dimenziéban mondjuk ki, és legfeljebb néha jelezziik, hogy miként lehet magasabb dimen-
ziora kiterjeszteni. Ezzel nem veszitiink sokat, mert mar kétvaltozoban megjelenik minden
nehézség.

Egyelore nem akarmilyen korlatos halmazokon fogunk integralni, csak tengelyparhuza-
mos téglalapokon: [a,b] x [c,d] ={(x,y): a <x <b,c <y <d}. (A tengelyparhuzamos téglalap
k-dimenziés megfeleldje az [a1,b1] x - x [ap,br] = {(x1,...,x22): (Vi € {1,...,kDa; < x; < b;} k-
tégla.)

8.1. Definicié. V =[a,b] x[c,d] egy ® felosztasa: a =xp<x1<...<x,=b,c=yp<y1<...<
Ym =d. Erre a felosztasra legyen V;; = [x;_1,x;1 x[y;-1,y;]1(1<i<n,1<j<m), és
so(f) = Z;‘:lzg?lzl(infvij HtVij) ill. So(f)= Z?le;.":l(supvij HtV;;)

a @ felosztdshoz tartozé alsé és fels6 osszeg, ahol ¢(V;;) = (x; —x;_1)(x; —x;_1) a V;; téglalap
terulete.
8.2. Definicié. f alsé integralja V-n: [/ v f =supf{sa(f): ® aV egy felosztasa}, felso integralja
ﬁvf = inf{So(f): ® aV egy felosztasa}. f integralhaté V-n (jelolés: f € 2(V)) ha ffvf =
FV f. Ilyenkor az integrél [y, f ez a kozos érték.

Az als6 és fels6 integralok f és V korlatossdga miatt mindig léteznek (ha m < f(x) = M

V-n, akkor minden ® felosztasra mt(V) < so(f) < So(f) < Mt(V)); és ffvf < [[yf. Ez utébbi
kovetkezik az alabbi allitas (1) pontjabél.

8.3. Definicié. A YV felosztas finomabb, mint a @ felosztas, ha ¥ a ® 6sszes osztopontjat
tartalmazza.

8.4. Allitas. Legyen f és g korldtos a 'V tengelypdrhuzamos téglalapon, és ®, W a V felosztdsai.

(1) Ha ¥ finomabb mint ®, akkor so(f) < sy(f) < Sy(f) < So(f). (EbbSl mdr kovetkezik,
hogy barmely ® és V¥ felosztdsokra so(f) < Sw(f), mert a ®uU VY felosztds mindketténél
finomabb, és ezért so(f) < souw(f) < Souw(f) = Sw(f).)



26 SIMON ANDRAS

(2) feR(V) < (Ve>0)AD felosztds)(So(f)—sa(f) <€)

(8) (V) zdrt 0sszeaddsra, szorzdsra és skaldrral valé szorzdsra; és az integrdlds linedris
operdtor, azaz [[y(f+8)= [[vf+[[vgés [[vecf =c[[y[. (Szorzat integrdljirél mar
egyvdltozéban sem tudtunk hasonlét mondani.)

(4) Ha V a Vi és Vy tengelypdrhuzamos téglalapok unidja és az utébbiaknak nincs kozos
belsd pontjuk, akkor Z(V) = R(V1)NZ%(Vs) (vagyis [ pontosan akkor integrdlhato V -n,
ha integrdlhaté Vi-en és Vo-n), és [[v f = [[v, f + [[v, [, vagyis [[ additiv halmazfiigg-
vény.

(5) Ha f, g€ R(V) és f(x,y) < g(x,y) minden (x,y) € V-re, akkor ([ f < [[v g ([[, mono-
ton).

(6) Ha [ € R(V), akkor |f| € Z(V) és |[[y [l < [[yIfl. (Specidlisan: ha |f| <M, akkor
|[[y FI < Mt(V), mert [[, M = Mt(V), amint azt rovidesen ldtni fogjuk.)

Bizonyitds. Pontosan 1ugy, mint egyvaltozéban. De nem kell tudni. Il
8.5. Tétel. Ha f folytonos a V tengelypdrhuzamos téglalapon, akkor f € Z(V).

Nemsokara latni fogjuk, hogy ennél tobb is igaz. De azt is, hogy nem minden korlatos
halmazon integralhaté minden folytonos fiiggvény.

Bizonyitds. A Heine-tételbdl (5.6) és 8.4(2)-b6l kovetkezik, pontosan gy, mint egyvaltozé-
ban. V zart és korlatos, tehat f egyenletesen folytonos ott. Tehat ha € > 0, akkor van olyan
6 >0, hogy |f(x,y)— f(x',y")| < e/t(V) minden, egymastol §-nél kozelebbi (x,y),(x’,y’) € V-re.
Legyen @ olyan felosztasa V-nek, amiben barmely két szomszédos osztopont tavolsaga mind-
két dimenziéban < 6/2; akkor minden V;;-ben barmely két pont tavolsdga kisebb, mint az atlé
hossza, azaz 6/v/2 < 8. De akkor

So(f)—so(f) =17, Z;il(s‘gf’f—i‘?jf)t(Vij) < 77y Lim1 2eq HVig) = 5758(V)

<e/t(V)
aholis supy, f—infy,; <e/t(V) azért igaz, mert a Weierstrass—tétel (5.1) miatt f felveszi supy, f-
et és infy,; f-et V;;-n.

8.6. Példak. (1) (Konstansfiiggvény integralja) Ha f(x) = k& V-n, akkor minden ® felosz-
tasra so(f) =So(f) = Zg‘:lZ;.'Lzlkt(Vij) = kz?:lz;'nzl t(V;;) = kt(V). Tehat f € Z([a,b] x

1 h
(2) (Dirichlet) f(x,y) = A%YEQ o d(la,b]x [c,d]), mert minden alsé dsszeg 0
0 maskor

és minden fels6 6sszeg 1, tehat € = 1-re nem teljesil 8.4(2).

1 hax=1
(3) Integralhato-e [0,1]1x[0,1]-en az f(x,y) = a}x fiiggvény? Minden alsé 6sszeg
0 maskor

0, tehat [f f =0, vagyis ha f integralhatd, akkor [[}) 11.(0.17f = 0. Az integral-

2210,11x[0,1]
hatésaghoz viszont 8.4(2) miatt elég minden € > 0-hoz olyan ® felosztast talalni, amire

Sao(f) <e. De ez konnyd, mert

So(f)= X1, X" (supy,, PHV;) = X7 16V,))

= Z;nzl(xn _xn—l)(yj _yj—l) = (x, —xn—1)Z;~n:1(yj _yj—l) =Xn —Xn-1
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azaz elég olyan felosztast venni, amiben az x-tengelyen a két utolsé6 osztépont tavolsa-
ga <e.
Tehat f € 2([0,1] x[0,1]) és ff[0,1]x[0,1]f =0.
(4) Integralhato-e [0,1] x[0,1]-en a g(x,y) = 1 hax=1lésycQ figgvény? Az alsé
0 maskor
0sszegek megint mind nullak, a felsokre pedig igaz, hogy So(g) < So(f), ahol f az
elozo példabeli fliggvény, és igy g-re is igaz, hogy (Ve > 0)(3D felosztas)So(g) < e. Tehat

g€ 2([0,11x[0,1D) és [/ 10 110,18 = O-

No de hogy lehet kiszamolni? J6 lenne valahogy visszavezetni az egyvaltozés integralok
kiszamitdasara, mert arra vannak eszkozeink (Newton-Leibniz tétel).

8.7. Tétel. Tegyiik fel, hogy [ € %(la,bl x [c,d]), és minden x¢ € [a,b]-re létezik fcd f(xo,y)dy

(azaz f(xg,y) € Z(c,d]). Akkor ff[a’b]x[c,d]f = f:(fcd f(x,y) dy) dx (beleértve, hogy a kiilsé
integrdl létezni fog).

Vegyiik észre, hogy f: ) Cd f(x,y) dy) dx-nek van értelme: egy kozonséges egyvaltozés fiigg-

vény, mégpedig az x — [ Cd f(x,y)dy (ami a masodik feltevés miatt értelmes [a, b]-n) hatarozott
integralja.

8.8. Megjegyzések. o A zargjeleket altaldban elhagyjuk, tehat [ f /. cd f(x,y)dy dx-et irunk,

de azt nem szabad elfelejteniink, hogy mindig ,beliilrél kifelé” megyiink.

e Persze a tétel a valtozok szerepét felcserélve is igaz: ha minden yg € [c,d]-re 1étezik
Sy, £, y0) dx, akkor [, oy.e.1 = Ji Uy fx,)dx) dy

e Abbdl, hogy f € Z([a,b] x [c,d]), nem kovetkezik, hogy 1éteznek a bels6 integralok;
sot, az is lehet, hogy az egyik iranyban igen, a masikban nem. A fenti utolsé példa
(mindeniitt 0, de x = 1-en az egyvaltozds Dirichlet) példa erre, hiszen lattuk, hogy
2([0,1] x [0,1])-beli, és az is igaz, hogy f(x,y0) € %([0,1]) minden yy € [0,1]-re, de
f(1,y) ¢ 2([0,1]).

« Abb6l, hogy létezik [°[% f(x,y) dy dx és [*f f(x,y) dx dy (beleértve, hogy a belsd
integralok is léteznek), még nem kovetkezik, hogy f € Z([a,b] x [¢,d]), de erre nem
konnyu ellenpéldat csinalni.

8.9. Példa. f(x,y)=xsinnmy folytonos, és ezért integralhaté V =[0,1] x [0, 1]-en, és
ffvrf= fol(folxsinny dy)dx = folx(fo1 sintydy)dx = fol Z gy = %x2|(1) =1
————
%[—cosny](l):%

Integralas tetszoleges korlatos halmazokon Most kiterjesztjiik az integralhatésag fogal-
mat tengelyparhuzamos téglalapokrol tetszoleges korlatos halmazokra.
8.10. Definicié. Ha a valés értékt f korlatos a H < R? korlatos halmazon, akkor [f f =

fx,y) ha (x,y)e H
0

. , 6s
maskor

[[v " (beleértve, hogy f € Z(H) <> f* e RZ(V)), ahol f*(x,y) = {
V egy H-t tartalmazoé tengelyparhuzamos téglalap.

8.11. Allitas. Ez a definicié jé (nem fiigg V vdlasztdsdtol)
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy minden olyan, mint a definiciéban, és még W is egy H-t tartal-
mazo6 tengelyparhuzamos téglalap.
Azt kéne belatni, hogy [[y f* = [[y f*, beleértve, hogy ezek

\% ugyanakkor léteznek. Az étlet az, hogy (VU W)\ (V nW)-t
Ty w (az oldalaiktél eltekintve diszjunkt) tengelyparhuzamos tégla-
lapokra bontjuk; ezeken 0 az integrél, igy 8.4(4) miatt [f f* =
Wvaw ™ =JIv "
Ts | H T Pl. az abran lathatoé szituaciéban:

T4 Hwt=[lr "+ [[vaw "+ [ r, f~
=JIvaw " :fngf*+fanWf*+ffT4f*:ffvf*'lj

8.12. Kovetkezmény. Tengelypdrhuzamos téglalapokra a régi és az uj definicio megegyeznek.

Bizonyitds. Ha H tengelyparhuzamos téglalap, akkor a definiciébeli V-nek valaszthatjuk H-
t. O

8.13. Példa. Legyen H ={(x,y): 0<x<1,0<y<u«}, f(x,y)=y. Akkor

1% * *
Wy [af=lvf = aydydx
2
fran=0 = [y ([ ydy+ [lody)dx= [y 5 de=Lx*1} =1
[y2/21%

fr=f ahol V =1[0,1] x[0,1], és a masodik egyenléség 8.7 és azért

flx, )=y igaz, mert, amint azt majd késébb (8.20 ut4an) latni fogjuk,

(0.0) f* e (V). Hf: szamitsuk ki ugyanezt forditva (az integrala-

sok sorrendjének felcserélésével)!

8.14. Példa (arra, hogy folytonos fiiggvény nem feltétlenil integralhaté). Legyen f(x,y) =1
H =(0,11nQ) x([0,1]1nQ)-n. Akkor f folytonos H-n (hiszen konstans!), de f ¢ Z(H), mert mar
lattuk (8.6 masodik példaja), hogy f* ¢ 2([0,1] x [0, 1]).

De nincs itt ellentmondas: a megfelel6 tétel (8.5) tengelyparhuzamos téglalapokon valé
integralhatésagrol szolt.

8.4 érdekes részei erre az djfajta integralra is allnak, és a 4.-et még konnyebb is kimondani:

8.15. Allitas. Legyen f korldtos a H < R%-en.

(3) Z(H) zdrt osszeaddsra, szorzdsra és skaldrral valé szorzdsra; és az integrdlds linedris
operdtor, azaz [[g(f+8) = [[gf+[[ggés [[gecf =c[[yf.

(4) Ha H = H1 U Hy és az utébbiaknak nincs kozos belsd pontjuk, akkor Z(H) = Z(H1)N
R(Hys), és [[gf = [[g, [+ [[ g, > vagyis [[ additiv halmazfiiggvény.

(5) Ha f, g€ Z(H) és f(x,y) < g(x,y) minden (x,y) € H-ra, akkor [ f < [[y g ([f g mono-
ton).

(6) Ha f € Z(H), akkor |f1€ Z#(H) és | [[ =< [[4If].

Jordan-mérték A tetszoleges korlatos halmazon valé integrallal hozzajutottunk egy olyan
eszkozhoz, aminek segitségével precizen definidlni lehet a teriilet és térfogat fogalmat.
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A kovetkezo definicié azt rogziti, hogy mit varunk el egy olyan fiiggvénytol, ami korlatos
halmazok teriiletét (vagy térfogatat) adja meg. (Amit most csinalunk, az analég azzal, amit
elso eléadason a tavolsaggal tettiink: megfogalmazunk néhany tulajdonsagot, amit feltétlentil
elvarunk tole, aztan definidlunk egy konkrét ilyet, ami teljesiti ezeket az elvarasokat.)

8.16. Definicio. A t fiiggvény mérték, ha

(1) R™ bizonyos részhalmazaihoz rendel nemnegativ valés szamokat

(2) ha Hi < Hy és H1, Hy € Domt (ezt igy mondjuk, hogy H; és Hs mérheto), akkor t(H1) <
t(H2) (monotonitas)

(3) ha Hq,...,H,, < R" mérhetok, és a bels6 pontjaik halmaza paronként diszjunkt (tehat
nincs koztiik két halmaz aminek lenne k6zos bels6é pontja), akkor az uniéjuk is mérhe-
t6, és t(H1U...UHp) =Y " t(H;) (additivitas)

(4) tla1,b1]1x---x[a,,b,1) =1I7_,(b; —a;) (azaz pl. t(la,b] x [c,d]) = (b —a)(d - ¢), vagyis a
téglalap szokasos teriilete).

Es akkor most johet egy konkrét mérték.

8.17. Definicio (Jordan—mérték). Legyen H < R"™ korlatos. H Jordan—mérhetd, ha 1 € Z(H)
(azaz ha 3 [[ 4 1). Ilyenkor H Jordan—-mértéke J(H) = ([ 1. H nullmértékd, ha J(H) = 0.

A Jordan—mérték valoban mérték. Pl. a 3. tulajdonsag 8.15(4) miatt igaz.
Mostantél fogva: mérték alatt Jordan—-mértéket értiink (mert mértékrol altalaban, és mas-
fajta mértékrol nem lesz szo6).

8.18. Példa. (nem mérhet6 halmazra) ([0,1]1n Q) x ([0,1]N Q) nem mérheto, 1d. 8.14.

Mire j6 a mérték? Pl. meg tudjuk fogalmazni 8.5 egy nem csak tengelyparhuzamos téglala-
pokon hasznalhaté valtozatat.

8.19. Tétel. Ha [ korldtos a H mérhetd halmazon és f H-beli szakaddsi pontjainak halmaza
nullmértéki (ezt tigy szokds mondani, hogy f a H halmazon ,majdnem mindeniitt” folytonos),
akkor f € Z(H).

Persze ahhoz, hogy ez igazan hasznalhaté legyen, kellene valami kritérium arra, hogy egy
halmaz nullmértékii. A kovetkezo tétel ad egy ilyet.

8.20. Tétel. Ha az f :[a,b]l — R fiiggvény folytonos, akkor a grafikonja ({(x,f(x)): x € [a,b]} =
R2) nullmértéki.

Eszerint a 8.13-beli f* tényleg 2([0,1] x [0,1])-beli, mert egy mérhet6 halmazon ([0, 1] x
[0,1]-en) egy folytonos fiiggvény (az identitasfiiggvény [0,1]-en) grafikonjara esik az osszes
szakadasi pontja.

Integralias normaltartomanyokon Altalaban a sik vagy tér olyan részhalmazain kell in-
tegralni, amit (sikban 1, térben 2-valtozés) folytonos fliggvények grafikonjai hatarolnak.

8.21. Definicié. H = {(x,y): x € [a,bl,y € [y1(x), y2(x)]} x-re nézve normaltartomany, ha y; és
yo folytonos valos fiiggvények [a,b]-n, és yi(x) < y2(x) minden x € [a, b]-re.

Hasonléan: H = {(x,y): y €lc,d],x € [x1(y),x2(y)]} y-ra nézve normaltartomany, ha x; és xo
folytonos valéds fiuggvények [c,d]-n, és x1(y) < x2(y) minden y € [c,d]-re.
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x és y szerinti normaltartomany

Normaéltartomany mindig zart és mérheto (specialisan: korlatos). (A mérhetéség 8.20 és
8.19 kovetkezménye, mert ha H normaltartomany, akkor az f(x) =1 ha x € H és f(x) =0
ha x ¢ H fuggvény (vagyis 1*) csak két folytonos fiiggvény grafikonjan, azaz egy nullmérté-
ki halmazon szakad.) 8.19 miatt ezért normaltartomanyon a majdnem mindeniitt folytonos
fliggvények integralhatéak.

A normaltartomanyokon valé integralast konnyu visszavezetni egyvaltozos fiiggvények in-
tegralasara a kovetkezo tétel miatt:

8.22. Tétel. Ha f majdnem mindeniitt folytonos a H = {(x,y): x € [a,bl,y € [y1(x), y2(x)]} nor-
mdltartomdnyon, akkor f € B(H) és [[yf = fab yyl2((xx)) f(x,y)dydx.

Hasonloéan: Ha f majdnem mindeniitt folytonos a H = {(x,y): y € [c,d],x € [x1(y),x2(y)]}
normdltartomdnyon, akkor f € Z(H) és [[yf = fcd ;lz((yy)) flx,y)dxdy.

Specidlisan, ha H x és y szerint is normdltartomdny a fenti paraméterekkel, akkor

J S f e, y) dy da = [21229) f(x,y) dx dy.

Most mar van értelme annak az allitdsnak, hogy nemnegativ egyvaltozés valés fuggvény
integralja a fiiggvénygorbe alatti teriilet. Es, legalabbis folytonos fiiggvényekre, igaz is:

8.23. Kovetkezmény. Ha f :[a,b] — R folytonos, f nemnegativ [a,bl-n, akkor H = {(x,y): x €
[a,bl,y €10, f(x)]} mérhetd, és t(H) = f: f(x)dx.

Bizonyitds. A tételt H-ra és a konstans 1 fiuggvényre alkalmazva (vagy a tételt megel6z6 meg-
fontolasokbdl) kapjuk, hogy H mérheté és hogy t(H) = [[ 1= [2 [T 1dydx = [’ fx)dx. O

8.24. Példa. [} [7; sin(% - x) dx dy =? Probléma: sin(% — x)-nek nincs elemi primitivfiigg-
vénye, tehat ez hidba egy y szerinti normaltartomanyon (H) valé integralas (c =1, d =4,
x1(y) =y, x2(y) = 2).
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Y
Szerencsére H x szerinti normaltartomany is: a =1, b = 2,
4 / yi(x) =1, yo(x) = x2. Tehat
3 y=x2/ fff\%sm(%—x)dxdy:fstm(%—x)dxdy
z 2

, [ = [LfF sin(E —x)dy dx

/ : amit viszont ki is lehet szamolni:

......... 2 . .3 P
1 JEE sin(y —x) dy dx = [P(x? - Dsin(y —x) da
0 x :—cos(g—x)|?:—cos%+cos%2:O.

8.25. Definicio. H = {(x,y,2): (x,y) € K,z € [z1(x,y),z2(x,¥)]} xy-ra nézve normaltartomany,
ha K < R? egy x vagy y szerinti normaltartomény, z; és zs folytonos valés fiiggvények K-n,
és z1(x,y) < zo(x,y) minden (x,y) € K-ra. (Hasonléan definialjuk az xz-re vagy yz-re nézve
normaltartomanyokat is.)

8.26. Tétel. Ha f folytonosa H ={(x,y,2): (x,y) € K,z € [z1(x, y),z2(x, y)I} normdltartomdnyon,
akkor f € R(H) és [[[yf = ffoZZ(x’y)f(x,y,z) dz dx dy. Tehdt ha példdul K az {(x,y): x €

1(x,)

[a,b], y € [y1(x), y2(x)]} normdltartomdny, akkor [[[4f = [, f;/lz((xx))fzi(;;’)) flx,y,2)dzdydx.

8.27. Példa. Az x =0, y =0, z =0 (vagyis a koordinatasikok) és az x + y + z = 2 sik altal bezart
korlatos térrész térfogata [[f 41, ahol H ={(x,y,2): x €[0,2],y €[0,2—x],z €[0,2 —x — y]}.

zZ

Azaz most H = {(x,y,2): (x,y) € K,z € [0,2—x— y]} xy szerin-
ti normaltartomany, ahol K az {(x,y): x €[0,2],y €[0,2 —x]} x
szerinti normaltartomany. Tehat

[ffg1= fo fzxyldzdydx:fo2 02_x2—x—ydydx
T’_/ ) M ’
oy

2—x
(2—x)y—y2/2|0

_ r2@2-x? _ 1 312 _
—fO de—_é(z_x) |0—‘

8.28. Feladat. Mi a térfogata annak a haromszog alapi hasabnak, melynek alapja a (0,0,0),
(0,2,0), (2,1,0) haromszog, az oldallapjai merdlegesek az xy-sikra, és feliilrél az xy fuggvény
grafikonja hatarolja? (4/3)

Integraltranszformacio Tobbvaltozos integraloknal a helyettesitéses integralast integral-
transzformacionak hivjak, és altalaban nem azért alkalmazzuk, hogy az integrandus, hanem
hogy a halmaz, amin integralunk, egyszertisodjon.

8.29. Tétel. Legyen H < R%, f € %#(H), W mérheté, G < R? nyilt és tartalmazza W-t és W
hatdrpontjait is; (x,y) : G — R? folytonosan derivdlhaté G-n, injektiv W belsé pontjain, és

(x,yY(W) = H. Akkor [[pf(x,y)dxdy = [y f(x(u,v),y(u,v))‘gﬁz’z; du dv, ahol ‘ggil{; x,y)

Ox Ox
(g; g;) determindnsdnak abszolutértéke.
9y 9y

0x,y) _

Jacobi-mdtrixa, azaz o) =

ov
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Henger és gombi koordinatarendszer

3-valtozéban hasonlé a helyzet, csak ott (x,y,2) : G(c R?) — R3, és a Jacobi-determinéns
g((lf”g”;)). Egyvaltozéban is ez volt a helyettesitéses integral, csak ott a Jacobi-determinans
maga a derivalt.

Van néhany standard integraltranszformacié, azokat kell alkalmazni; ez azért is j6, mert
ezekre tudhato, hogy a tétel feltételeinek nagyrésze teljesiil, és a Jacobi-determinansokat is

csak egyszer kell kiszamolni.

O0x Ox
Attérés poldrkoordindtdikra x(r,p)=rcose, y(r,p)=rsing (r >0, ¢ € [0,27]), gﬁf’g =5 o ' =
5 o Tp

cos@ —rsing

sing reosp | =7 (ezt jegyezziik meg, nem kell mindig kiszamolni).

8.30. Példa. [/, 2 p2e ") dxdy =2 Most H = {(x,y): x2+y? < R%, W ={(r,¢): 0= r <
R,0 < ¢ <2}, vagyis téglalapon kell majd integralni (ez a j6 ebben). A feltételek allnak, mert
(x,y) injektiv W belsejében, G-nek meg valaszthatjuk R2-et. Tehat

Jf 2y2<pe e gy dy:ffwe_rQr dr d(p:f(f%f(?"e_#r dodr

2 2 2
= [ 2me " rdr=2n[-ie” ]g =n(l-e7 %),
Attérés hengerkoordindtdkra Hengerkoordinta-rendszer:

x(r,p,z)=rcos¢ y(r,@,z) =rsing z(r,p,2)=2z (r>0,¢pel0,2n])

cosg —rsing 0
sing rcos¢g 0
0 0 1

= =7r.

’4 a(x,y,Z)
tehat ‘—G(r, 02

8.31. Példa. R sugard, m magassigt henger térfogata [[[;1, ahol H = {(x,y,2): 2 +y2 <
1,0<sz=m},W={(r,p,2): 0=sr<R,0< ¢ <21,0 <z <m}, vagyis téglatesten kell integralni:

ldxdydz= rdrdepdz = 2n (R "rdzdrde= 2m Rmrdrd(p
H w o JoJo 0o Jo

mr

= fozn m[r2/2]§ do= fozn mR?/2d¢ =nmmR2.
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Attérés gombi koordindtarendszerre

x(r,p,7)=rcos@sint y(r,p,7)=rsingsint z(r,p,7)=rcost (r>0, pe[0,2r],7 €[0,7])

Lo, 0(x,y,2) <
ezért W) determinansa

cos@sinT —rsingsinT rcosgcost
sin@sint rcosgsint rsingcost
cosT 0 —rsint

= cos7(—r? sin® (psIinTCOST — r? cos? psintcosT)—rsint(r cos? ) sin? 7 + rsin? 0] sin?7)
= —r?cos?Tsint —r?sin®1 = —r?sin7
tehat, mivel 7 € [0, 7], |2&22)| = y2gin7
’ T |50 p.7) '

8.32. Példa. R sugard gomb térfogata: [[[;1, ahol H = {(x,y,2): x>+ y> +22 < R%}, W =
{(rp,7):0<r<R,0<¢<2n,0<7<nr}, vagyis megint téglatesten kell integralni:

[[[g1dxdydz= [[fwrisintdrdodr= [ [ [T r2sintdT dedr
2[ I
r —COSTO

R (2 R 3R
=fo 0”27‘2 dedr= [, 4r2ndr:4%|0:§R3.
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