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Variaciészamitas

Gorbék terén értelmezett funkcional szélsgértékének keresésére.

Gorbe: v = {(t,x) : x=x(t),to < ¢t
Gorbe variacigja: 7' = {(t,x) : x = x

tl}
t)+h(t),to <t <t}

SIA

Példaul: Egy gorbe hossza ®(v) = [, V1 + x%dt.

X]

Xg ¥

to t

Figure: gorbe varialasa
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Differencialhatésag

Def @ differencidlhatd, ha ®(y + h) — ®(y) = F + R alakban
irhaté, ahol

e F linearisan fiigg h-tél,
o R(h,v) = O(h?).
Példaul:

y={(t,x) :x=x(t),to <t < t1} és () = t(t)l L(x,x,t)dt
Ekkor ®(7) differencialhaté és

hroL  d oL oL 1"
F(h)_/to L‘)x_dtf))'(} hdt+[a)_<h]

to
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Def ®(~) differencialhaté funkcional szélsGértéke: olyan ~-nal,
amire F(h) =0 Vh.

Tétel x(tp) = xp és x(t1) = x1. v : x = x(t) gorbére a

d(y) = tf)l L(x, X, t)dt funkcionalnak szélsGértéke van < ha

o dor_
Ox dtox

Példaul: gdrbehossz szélsGértéke, ha v egy egyenes.

oL oL X d oL
L=+1+ X2, I 0, EP h+>‘<22>dt85( 0.
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Euler-Lagrange egyenlet

Def ®(v) = ;)1 L(x, x, t)dt funkcionalhoz tartozé Euler-Lagrange
egyenlet:

ox  dtox

Tétel Azon gorbék koziil, melyek dtmennek a (tp, xo) és (t1, x1)
pontokon a ®(v) = tf)l L(x, x, t)dt funkcional az esetén veszi fel a
szélsGértékét, mely kielégiti az Euler-Lagrange egyenletet.

Hiilber Timea, Marton Attila, Molnar Andras Lagrange és Hamilton mechanika



NEETT

Lagrange egyenlet
Legendre transzformacié
Hamilton egyenletek

Lagrange mechanika

Legkisebb hatas elve

Tétel Newtoni rendszer mozgasegyenlete:

i(m,-'r,)JrW:o i=1...n

A hozza tartozé funkcional:
t1
®(y) = / Ldt,
to
ahol L=T-U, T a rendszer kinetikus és U a potencialis energijja.

Bizonyitas

oL aT . AL U
U=Uw). T=) mi=gn=gp=mbi 5.=—5
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Legkisebb hatas elve

Kovetkezmény (g1, ..., q3n) az n tdmegpontot tartalmazé
rendszer konfiguracids térbeli koordinatéi. g fejlédése az
Euler-Lagrange egyenlet alapjan torténik, ahol L=T-U.
Definiciok

Hatas: ft:‘ L(qg,q,t)dt

Lagrange fiiggvény: L(q,q.t) =T — U

Altalanositott koordinaték: &;
o Altalanositott impulzusok: %’, = pj

o Altalinositott erék: gé, = K;
o Lagrange egyenlet: % — %% =0
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Definicié

Legyen y = f(x) konvex fiiggvény (f"(x)>0).

x = x(p) pontban van a fiiggvény a legtavolabb az y = px
egyenestsl.
Vagyis F(p,x) = px — f(x) fiiggvény maximumhelye x = x(p).

Definicié

f(x) Legendre transzformaltja: 1

g(p) = F(p,x(p))

Kovetkezmény )

oF _ ! _

Ox Ix=x(p) = 0= f (X)|x(p) =P e
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Hamilton és Lagrange egyenletek ekvivalenciija

Tétel A Lagrange egyenletrendszer ekvivalens egy 2n egyenletbdl
allé elséfoki egyenletrendszerrel.

OH OH
. __OH . hol  H o La b,
P=—%q 97y 2hel Hpa.t)=pi—L(a.q.1)
Bizonyitas
dH = ""dp+ S—dq+ —dt = gdp — =—dq — ——dt
8 P ag ﬂ+ ot t qap ag q oy

Tétel Legyen L=T - U, T = %Zi,j ajjgiqj, ahol aj; = aj(q, t) és
U= U(q). Ekkor H = T + U a teljes energia.
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Noether tétel

Noether tétel

Jeldlés. M sima sokasag. L3TM—>Rfo|ytonos funkcional,
h3M—’Mfo|ytonos, he : TM — TM indukalt leképezés.
Definici6. Egy Lagrange rendszer (M,L) invarians a h-ra, ha
barmely V€TM yektorra: L(#¥)=L(Y)

M={(x1,x2,x3}és L=(m/2)(5c|2+5€22+5632)—U(x2,x3

) ekkor a rendszer invarians a

hi(x,x,,%) > (4 +5.%.%) glto|assal szemben, azonban x és x3 iranyra

€z nem igaz
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Noether tétel

Noether tétel

Tétel. Noether tétel: ha (M,L) invaridgns a h* : M — M (s € R)
egyparaméteres diffeomorfizmus csoportra, akkor létezik elss
integralja: 1:TM >R | okalis koordinatakkal:

oL dh'(@),

I(a)_ ds

e 1= . "
Megjegyzés: 4" koordinatarendszer-fiiggetlen
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Noether tétel

q(t) megoldas — ®(s,t) = h°q(t) megoldas:

= 5t (3> #) - g( ¥

oL(®,®) AL L oL .,
0s 8q(I> 8q¢

- (o) a5 (07) = e (39) = 2

0=
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Noether tétel

Példa: nem kolcsonhaté tomegpontok

Lagrange-fv:

)
L=Zm,.X7"—U(x)

i. tkp. koordintajaX =%% %% ¥ % Kényszer: fj(x) =0

Tfh. 7 ix>X+seeltolas minden i-re lehetséges, tehat a kényszerek
megengedik a rendszer e; mentén torténd mozgasat , a potenciilis
energia megvaltozasa nélkiil. Noether: a rendszeriink tkp
mozgasanak vetiilete ej-re egyenletes.

d s
a(h X) 0= ¢

oL .
1= za_ygel = Zm,x,
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Szimplektikus sokasag

Szimplektikus sokasag

(M, Q) par, M: differencialhat6 sokasag, Q: nem elfajulé zart
2-forma.

Allitas. dimM = 2n
Ha Q = Ajjdx; A dx;, akkor

det(A) = det(AT) = det(—A) = (—1)4mMdet(A)

Allitas. Q segitségével TM, = TM;

Injekcié: X € TM, esetén X(Y) := Q(X,Y), Q nem elfajulé
Véges dimenzié: dimTM, = dimT/\/l;, izomorfizmus.
Jel6lés. Ha X = w akkor @ := X. Azaz
w(Y)=X(Y)=Q(X,Y)=Q@,Y).
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Hamilton mez8

Hamilton mez8
X, ha 3H: X = dH. H: Hamilton-fiiggvény.

Definicié. f els6 integral, ha Xf = 0.

Allitas. H elss integral.

X(f) = df(X) = Q(df,dH) =0, ha f = H.

Legyen o¢(p) a dH altal indukélt fazisfolyam: &¢(p) = dH. Ekkor

. _ df(oe(p))
f dt

= df (6¢) = df (dH) = Q(df, dH)
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Legyenek (g', p;) koordinatazas M paros dimenziés sokasagon,
Q=2dq' ANdp; =dq' ® dp; —dp; ® dq'.
Allitas. Q zart.

dQ = 2d%q¢' Adp; — 2dg’' Ad%p; =0

Legyen X = 5’6‘3, —|—§j6%j, Y = 17"8‘2,- —i—nja%j, ekkor

Q(X,Y) = (d¢' @ dp; — dp; @ dg')(X, Y) = &'ni — &'
Azaz X = —¢&dg/ + ¢'dp;.

Ha X hamiltoni, akkor X = dH = ap 8‘3 gc’;’j 6%

Ha v integral gorbe, akkor
dg'(y(t)) _oH  dp(v(t)) _ OH

dt opj dt o¢/
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Hamilton és Lagrange

M sokasag, TM* = U, TM, ko-érintényalab (sokasag!)
koordinatazhaté:

w= pid(qi)q — (qla ceey qn’ Py pn)
Természetes projekcié: = : T"M — M : w — q,
indukalt leképzés: m, : T,(T*M) — TqM
Kanonikus 1-forma: 6,,(X,) = w(mX,,)
0 = pidg’

Ekkor Q = —2df = 2dq’ A dp; szimplektikus struktira.
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Hamilton és Lagrange

M Riemann sokasag, L lagrange fiiggvény, gj; metrikus tenzor.

oL

P,Zgijdjzaqu

Ekkor dH szamolhaté természetes szimplektika mellett:

OH ; OH T
dH = ——dq' + s —dpi = —pidq" + g'dp; =
8p, aq'
_ Id
a ) pidg’

d(q'pi) ( q ):d(c}fp,-—L)
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