1.

HAzi feladatok

10-+1. feladatsor, beadasi hatarids: 2016. majus 19.

Két kockaval dobunk. Legyen X az egyik kocka eredménye, Z pedig a kettd Osszege.
Széamolja ki E(X|Z)-t.

. Legyen Y mérhets a G szigma-algebra szerint. Bizonyitando, hogy

E(X|G) > Y <= VA € G E(14X) > E(14Y)

. Legyen X, Xo,... homogén Markov lanc a véges S allapottéren, aminek az dtmenet-
matrixa P. Legyen f :S — R.

E(f(Xa)|o (X, .5 X)) =7

. Minden konvex f : R +— R fiiggvényhez és minden zy € R-hez van olyan a,b € R,
hogy minden z-re axz+b < f(z), és f(zo) = arg+b (példaul b = limy, o, w

megteszi). Ennek segitségével lassa be a feltételes varhatoérték Jensen-egyenlGtlenségét:
E(f(X)|F) > f(EX]F)).

. Legyen X;, 1 =1,2,... véges varhatoértékd valoszintiségi valtozok sorozata adaptalt
az {F}5° ,, filtraciora nézve, ahol Fy = {0, Q}. Bizonyitando, hogy a
n
My =0, M, =) (X; - B(X;|Fi-1))
i=1
valoszintiségi valtozo sorozat nulla varhatoértékd martingal.

. Egy urnaban piros és kék golyok vannak. Kezdetben egy-egy mindkét szinb6l. Minden
egyes n € N diszkrét idGpontban kihizunk egy véletlenszerten (egyenletes eloszlassal)
kivalasztott golyot az urnabol, majd visszatessziik a kihtizottat és még egy ezzel azonos
szind golyot is betesziink az urnaba. Igy az n-edik menet utan n + 2 goly6 lesz az
urnaban. Jeloljiik £,-nel, illetve p,-nel az elsé n htuzas sorén kihtzott piros, illetve kék
golyok szamat. (By = pg = 0 és B, + pn, = n. Az n-edik hazéas utén S,41, illetve p,4q
piros, illetve kék goly6 van az urnédban.) A folyamat természetes filtracioja legyen F,,.
Legyen M, := (5, + 1)/(n + 2) az urnéban 1év6 kék golyok aranya az n-edik menet
utan.

(a) Bizonyitsa be, hogy M,, martingal!

(b) Bizonyitsuk be, hogy P(8, = k) = 1/(n+ 1), k = 0,1,...,n. Azaz a piros/kék
golyok szama minden egyes 1épés utan egyenletes eloszlasi.

(¢) A martingal konvergencia tételbsl kovetkezik, hogy limy, oo M, =: My, egy valo-
szintiséggel létezik. Milyen eloszlast M7



