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ABSZTRAKT

Ez a dolgozat az “Elein szelt poliéderek kombinatorikus és metrikus tulajdonsagai” cimii TDK
munka (BME Epitészmérnoki Kar, 2020 [12]) folytatasanak eredményeit mutatja be. Az el6z6
dolgozat olyan poliédereket vizsgalt, amelyek Osszes cstucsat Gjra és Gjra levagjuk egy-egy
sikkal, amely sik csakis az adott csticsbol kiindulé éleket metszheti és a levagott gulak koziil
semelyik kettének nincs k6zds pontja. Az igy 1étrejovo egyszerl poliéderek, lapjainak atlagos
csucsszama hat, lapjainak és csticsainak szdma megadhato a kezdeti poliéder élei szamanak

fliggvényeként, onhasonld lapszerkezetiik fraktal tulajdonsagokat mutat. A csticsbdl kiindulo
¢leket 4 < % aranyban oszt6 vago sik esetén, megadhat6 a kiindul6 lap és a lap hataralakzatdnak

terliletének aranya. Ugyanakkor szabalyos sokszdgbdl kiindulva kor hataralakzat csakis a 24 =

1
1+cos(¢p)

érték esetén lehetséges.

Jelen dolgozat célja az élein szelt poliéderek fraktal tulajdonsagainak vizsgélata. Kiegésziti az
el6z6 TDK-ban felallitott modellt: a csticsokbdl kiindul6 élek A; aranyban keriilnek levagasra,
mig az gjonnan létrehozott éleket y; ardnyban osztja az €l hataralakzatra keriil6 pontja. Az igy
1étrejévo poliéderek geometridja eldallithatd véletlen iteralt fliggvényrendszerrel (IFS). A
meghatarozasra keriild fiiggvényrendszert alkalmazva egy négyzetes cstcs kornyezetének

abrazolasara Matlab algoritmust prezental.

Az IFS altalanos esetben csak hdrom dimenzioban miikodik. Bizonyos esetekben azonban-
melynek feltételei és egy példa is bemutatdsra kertil - az alakzat valamely sikra vetitett képe két
dimenzidban is eldallithatd ilyen médon. A 1étrejové alakzat lapjait hatarold gorbék

megfelelden konstrualtak, hogy barmely A;,y; kombinaciora elsé rendben differencialhatok

legyenek. Magasabb rend differencialdsuk csakis akkor lehetséges, haay; = A; = %

A poliéder lapszerkezetében fraktal tulajdonsagokat eredményez, ha a vago sik éleket tavolit el
a kezdeti poliéderrdl. Ennek az eseménynek a vizsgéalata IFS-sel azonban tobb problémat is

felvet.



ABSTRACT

This thesis presents the results on the continuation the TDK thesis “Combinatoric and metric
properties of polieders sliced on their edges” (BME, Epitészmérnoki Kar, 2020 [12]). In the
previous thesis such polieders were examined, of which all vertices are chopped off by planes
which can only intersect the edges starting from the vertex to be removed. Removed pyramids
can not have common points. Resulting forms are simple polyhedra, their faces have 6 edges in
average, the number of their faces and vertices are functions of the initial number of edges, the
system of faces present self-similarity which is a common property of fractals. When cutting
planes intersect edges according to proportion A<1/2, the proportion of the limit area of the

faces and the initial area can be determined, whereas starting from a regular polygon the limit

1
1+cos(¢p)’

of a face can only be circle if 21 =

The purpose of this thesis is the study of fractal properties of polyhedra sliced on edges. The
previous model is extended: edges starting from the vertex to be removed are cut according to
A; and those points of the created edges which would be the part of the limit set divide the edge
according to y;. Resulting geometry can be observed using iterated function systems (IFS). To
illustrate the usage of the identified IFS in the neighbourhood of one cubic vertex a Matlab code

is presented.

In general, the IFS only works is 3D. In some cases, however, - of which the conditions and an
example is shown — the image of the 3D form projected onto some planes can be drawn in 2D,

using [FS. Border curves of the faces can be differentiated only once to any combination of

¥i, A;. Higher differentiability is only possible if y; = 4; = %

The process results in fractal properties combinatorically if the cutting planes may cut down
edges of the initial polyhedron. Modelling with IFS the geometry resulting from such events

would be rather problematic.
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1. BEVEZETES ES JELOLESEK

1.1. Az el6z6 TDK dolgozat dsszefoglalasa

Jelen dolgozat az Elein szelt poliéderek kombinatorikus és metrikus tulajdonsagai” cimti TDK
dolgozat (BME Epitészmérnoki Kar, 2020) kutatomunkajanak folytatasaként 1étrejove
eredményeket mutatja be. Az el6z6 dolgozat két poliédercsoport kombinatorikus és metrikus
tulajdonsagainak vizsgalataval foglalkozott. Az egyik csoport olyan poliéderekbdl all, amelyek
egy kezdeti P, poliéder cstucsainak levagasabol szarmaznak. Az igy létrejovo alakzatok
egyszeri poliéderek, lapjaik csucsaik ¢€s €leik szama a poliéder fejlodés késdbbi fazisaiban is
megadhato a kezdeti poliéder éleinek szamanak fiiggvényében. A lapok csucsok és élek szama
az alakfejlédés soran exponencidlisan novekszik, a csucsok ¢és élek egymashoz vett ardnya
azonban 6-hoz konvergal. A csticsok kornyezetében 1étrejovo lapszerkezet dnhasonlo, amely
fraktalok egyik jellemz6 tulajdonsaga. A csonkold sor metrikus tulajdonsadgainak vizsgalatara

bevezetett modell szerint az 0sszes csucsot az élek

1
A-Q@-2) -2 A<y

arany szerinti felosztasaval vagjuk le, ennek kdvetkezményeként az élek hataralakzatra kertild
pontjai biztosan a felezOpontjuk lesz. Ebben az esetben nem létezik olyan rogzitett A arany
amely szabalyos n-szogbdl kiindulva szabdlyos 2n-széget generalna. A rdgzitett csonkolasi
arany ¢és a kiindul6 lap geometridjanak ismeretében meghatdrozhatd a lap hatdralakzatanak

teriilete is.

A masodik poliéder csoport a kiindulé P, 0sszes lapjahoz, mint alaplapokhoz tijabb és ujabb
guldk illesztésével 1étrejovo poliéderekbdl all, melyek szimplicialis poliéderek, a csonkolod
sorozat tagjainak dudlisai, igy kombinatorikus tulajdonsagaik is rendre a csucsokat levago

poliéder sorozat duélisai.

1.2. Csucsok levagasa: csonkolas

1.dbra Csucsok levagasa

Legyen P, egy konvex poliéder. Az els6 1épésben P, 0sszes csucsat levagjuk egy-egy sikkal

oly mddon, hogy a metsz6 sik csak a csucsbol kiinduld éleket metszhesse, és a levagott gulak



kozt semelyik kettdnek sincs kozos pontja. Az igy 1étrejovd P; poliéderen megismételjiik
ugyanezt a 1épést, mellyel 1étrehozzuk a P, poliédert és ezt az eljarast folytatjuk, vizsgalva az

illusztralt P; poliéder-sorozat egyes tulajdonsagait €s ezek konvergencidjat.

2.abra Lapszerkezet egy csucs kornyezetében
Mivel a csonkolas minden 1épésben harom fokszdmu csucsokat hoz 1étre, a hataralakzat lap-
szerkezetében onhasonl6 struktira alakul ki. Ennek a struktiranak a modellezése és fraktal tu-
lajdonsagainak vizsgalata ennek a dolgozatnak kiemelt célja. A csonkolas 1épéseit iteralt fiigg-
vényrendszerekkel modellezziik, ez fraktalok eldallitasdnak és dbrazolasanak egy lehetséges
modja: a csticsbdl kiinduld élek megmarado pontjai y;ardnyban osztjak fel az €lt, a csonkolas-

kor az (1 — y;) hosszlsagu szakaszok A; aranyban keriilnek felosztasra és levagasra.

1.3. Elek levagasa:

3.dabra Elek levigdsa

Legyen P, egy konvex poliéder vagjuk le P, egy-egy €lét olyan sikokkal, amelyek csak az élhez
tartozo csucsokbol kiindulo, az eltdvolitando éltdl eltéro éleket metszhetik. Ezt a miiveletet nem
lehet egyszerre P, Osszes ¢lén elvégezni anélkiil, hogy a vagd sikok egymassal az alakzaton

beliil metszédnének Gssze, ezért egy idopontban csak egy ¢l levagasat engedjiik meg.



1.4. Modellezés iteralt fiiggvényrendszerekkel

A csucsok levagasa esetén kézenfekvd, az élek levagasa esetén kevésbé hatékony modszer a
vizsgalt alakzatok ¢lhalozatat iteralt fliggvényrendszerekkel eldallitani. Csucsok levagésa ese-
tén a geometriai modellnek megfeleld forma elérése véletlen iteralt fiiggvényrendszerekkel le-
hetséges, a fliggvényrendszer tagjai haromdimenzids linedris leképezések. Egy cstcs kornye-

zetében kialakulo élhalozat szamitasdra Matlab kornyezetben irt algoritmust prezentdlunk.

Az élek levagasanak modellezése esetén a véletlen iteralt fiiggvényrendszernek a megfeleld
geometria eléréséhez jelentds kiegészitése sziikséges. A kiegészités az iteralt fliiggvényrendsze-

rek alkalmazasabol szarmazo elonyok elvesztéséhez vezethet.

1.5. A vizsgalt alakzatok kapcsolata kopasmodellekkel

Annak ellenére, hogy az itt bemutatott eljaras 6nmagéaban nem, vagy csak nagyon kiilonleges
esetekben lenne alkalmazhat6 6nallé kopasmodellként, ko részecskék kopasanak modellezésé-
vel tobb ponton is szoros Osszefliggésbe hozhatd: egyrészt interpretalhatd, S.Redner és P.L.
Krapivsky [11] sikbeli kopasmodelljének haromdimenzios analogiajaként, masrészt Domokos
Gabor, Sipos Andrés, Varkonyi Péter [5] megallapitasai szerint J.F. Bloore differencial egyen-
letének [3] egy diszkrét megoldasa lehetséges a csticsok, élek és lapok levagasanak megteleld
valdszintiséggel vett ismétlésével. A harom esemény koziil a lapok levagéasa a lapszerkezet
kombinatorikus tulajdonséagait nem valtoztatja meg, a csicsok €s az €lek levagasdnak esemé-
nyei hatarozzdk meg a lapszerkezet kombinatorikus tulajdonséagait. Ezért lenne célszerti a két

esemény kozds modellezése iteralt fiiggvényrendszerekkel.

Az ebben a dolgozatban bemutatott modell kovek kopéasanak leirasara ugyan csak kozvetve
alkalmazhatd, ugyanakkor a fraktal tulajdonsagok vizsgalata kozelebb vihet a természetben
megfigyelt geometria leirasahoz. A kopés fraktalokkal valo modellezésének a hagyomanyos
geometriai vizsgalatokhoz képest egy lehetséges eldnye, hogy az igy kapott modellek az iteralas
miatt erés 6sszefliggésben vannak az alakzatot 1étrehozo folyamattal, illetve a vizsgalati mod-
szerek olyan szabalytalansadgok figyelembevételére is alkalmasak (pl végteleniil kis 1éptékii val-
tozatossag a test felszinén), amelyek figyelembevétele az eddigi modszerekben kényszeriien

leegyszertsitésre keriiltek.

1.6. Sikba rajzolas
Az ¢lhalozat tulajdonsdgainak vizsgélatat leegyszertsitheti, ha az alakzat alacsonyabb dimen-

zioban is eldallithatd. Egy csonkolt csucs kdrnyezete altalanos esetben iteralt fliggvényrendsze-



rekkel nem 4llithat6 el két dimenzidban, 1éteznek azonban olyan sikok és paraméter valaszta-
sok, melyekre a haromdimenzids alakzatot vetitve a kép sikban hato iteralt fliggvényrendsze-
rekkel is eldallithato. A sikban eléallithato esetek megfelelnek a K. J. Falconer altal [8][9] meg-

adott feltételeknek, igy box dimenziojuk meghatarozhato.

1.7. Az élek hatarolo gorbéinek simasaga
A csucsok levagasanak geometriai modellezése miatt a hatdralakzat lapjait hatarold Onaffin
gorbék elsd rendben simak. Magasabb rendii simasag csak parabolikus ivek esetén lehetséges

[4]. A dolgozatban alkalmazott iteralt fliiggvényrendszernek egyetlen paraméterkombinécioja

létezik, amely esetén a hataralakzat lapjait parabolak szegélyezik: A; = y; = %

1.8. Jelolések, alapfogalmak
1.8.1. Fraktal:

A fraktal kifejezést B. Mandelbrot nevéhez kotjiik, aki el0szor hasznalta olyan alakzatok meg-
nevezésére, amelyeket kiilonleges részletezettségiik €s valtozatossaguk miatt a kalkulus hagyo-
manyos maddszereivel nagyon nehézkes, vagy nem is lehet vizsgalni [2]. Az ezzel a névvel hi-
ressé¢ valt fraktdl geometria, amelyet a kdoszelmélet eszkdzeivel vizsgalnak a matematikanak
egy igen fiatal tudomanyteriilete. Vizsgalati teriiletét fraktal tulajdonsagokkal rendelkezd hal-
mazok alkotjak. A fraktal fogalméra nem létezik (és elképzelhetd, hogy a jovOben sem lesz)
altalanosan elfogadott definicid. Definialas helyett bizonyos jellemzd tulajdonsdgok megada-
saval probaljak meghatarozni azokat a halmazokat, amelyeket fraktalnak hivunk. Ezen tulaj-

donsagok kozott a leggyakoribbak, de nem kizarélagos tulajdonsagok:

- Pontosan, vagy tobbé kevésbé onhasonld halmazok: az alakzat egy része vagy egésze
kiilonb6z6 nagyitasokban is megtalalhato.

- Végteleniil kis méretekben is hagyomanyos geometriai - analitikai mdodszerekkel nehéz-
kesen vagy egyaltalan nem analizalhaté valtozasok mutathatok ki benniik (Példaul nem

értelmezhetd rajtuk az érintd sik fogalma).

Ahogy a definialas nehézkességébdl is lathatd fraktal tulajdonsdgokkal nagyon sokféle hal-
maz létezhet, ezek eldallitaisuk mod;jat tekintve tobb csoportba sorolhatok. A fraktal tulajdon-
sagokkal rendelkezd halmazok generalasanak egy lehetséges modja iteralt fliggvényrendsze-
rek alkalmazasa. Az altalunk vizsgalt alakzatok leirasahoz ebben a dolgozatban iteralt fligg-

vényrendszert alkalmazunk.



1.8.2. Osszehtizo leképezés:

Definicié: Ha D az R™ térnek egy részhalmaza (akar maga R™), akkor f leképezést, amely D-
hez D-trendeli (f: D — D ) akkor nevezziik D-n §sszehtizonak, ha létezik egy 0 < ¢ < 1 szam,
amelyre igaz, hogy barmely x, y € D -re alkalmazva a f-et a fliggvényértékek tavolsaga kisebb

vagy egyenlO, mint x és y tdvolsaganak a c-szerese, azaz

If(x) = fFDI < clx = yl.
1.8.3. Iteralt fiiggvényrendszer

Definicio: Iteralt fliggvényrendszernek (IFS: az angol Iterated function system kifejezésbol)

nevezziik 6sszehtizo leképezések egy véges halmazat:
F={fsD->D|i=12,..,n},nEN.
1.8.4. Attraktor

Definicié: Attraktornak (vagy invarians halmaznak) nevezziik azt a kompakt halmazt, amely

az iteralt fliggvényrendszer fliggvényeivel vett képeinek az unidjaként all eld:

H= Ufi(H).

Az IFS definicidja nem tartalmaz konkrét utasitast az iteralasra. Iteralas akkor sziikséges, ha a
kiinduld tetszleges H, halmazbol induktivan definialt H, = UL, f;(Hy_,) alakzatok sorozatat

vizsgaljuk.

Az IFS attraktorat egyértelmiien meghatdrozzak az IFS-t alkotd fliggvények [6], igy a hatar-
alakzat elegend¢ iteralas utan fiiggetlen a kiindul6 halmazto6l (4.4bra). Noha az attraktor vizualis
elérését meggyorsitja a megfelelden valasztott kiindulé halmaz, azonban elegendd iteralas azo-

nos képet eredményez.



4.abra Az attraktor fiiggetlen a kiindulo alakzattol

1.8.5. Nyilt halmaz feltétel:

Definicié: Az fi, ..., fi 0sszehuzo leképezések teljesitik a nyilt halmaz feltételt, hogyha létezik
egy korlatos, nem iires U halmaz, amelyre az IFS-t alkalmazva 6nmaga részhalmazat kapjuk

és képei paronként diszjunktak, vagyis:
U2UL, i) és fi(U) n f;(U) = @
Minden i # j esetén.

1.8.6. Fraktal dimenzio

Kitekintés: Ahogy a fraktalokrol sz6l6 bevezetdben is szoba kertilt a fraktalok igen Osszetett
alakzatok, amelyek egyes tulajdonséagai latszolag ellentétben allnak a geometriarol alkotott ha-
gyomanyos fogalmakkal. J6 példa lehet erre az a probléma, amely a legegyszeriibb fraktalokkal
kapcsolatban is elokertil: a fraktalok dimenziodja. Illusztralasként tekinthetjiik az n. Cantor hal-
mazt. A C Cantor halmaz azon pontok halmaza a [0,1] intervallumban, amelyek triadikus fel-

bontasa nem tartalmaz 1 szamjegyet, s a

+

Wl xR
wl N

o) 2
X
C= ﬂ Co, Cpo = USi(Ck_l),ahol Co = [0,11,8,00) =5 é55,() =
k=1 =

i=1

kifejezés definialja. Ennek értelmében az iteralas sordan a halmaz folytonos elemeinek kdzépso

harmada minden 1épésben eltavolitasra keriil.
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5.abra Cantor halmaz

K
Lathato, hogy az alakzat hossza llim Ly = llim (2) = 0, annak ellenére, hogy az megszamlal-

hatatlanul végtelen sok pontot tartalmaz.

A hagyomanyos geometriai definicio helyett a fraktalok dimenziodja tulajdonképpen az attraktor
Osszetettségének mérdszama. Kissé mas megfogalmazasban annak a mérdszama, hogy vala-
mely halmaz mennyire tolti ki a rendelkezésre allo teret. Az Osszetettség mérésének ¢és igy a
fraktal dimenzionak is tobb lehetséges meghatdrozasa van, ezek koziil a legismertebb ¢és legal-
talanosabb a Haussdorff dimenzid, amely barmely halmazon értelmezhetd, azonban értékének
pontos meghatarozasa és becslése gyakran nehézkes. Az un. Box dimenzié (vagy Minkowski
dimenzi6é (dimy)) — amelyet ebben a dolgozatban is bemutatunk — csak n dimenzids euklideszi
tereken értelmezett, azonban kdnnyebben becsiilhetd és szamolhatd. Emiatt napjainkban ez egy

sz¢éleskorben alkalmazott dimenzio.

1.8.7. Box dimenzio:

Definicié: Legyen F egy nem lires, korlatos részhalmaza R™-nek (R™: az n dimenzids euklide-
szi tér) és Ns(F) az a legkisebb szam, amely legfeljebb § atmérdjii halmazokbol sziikséges F

lefedéséhez. Ekkor a felsd és alsd box dimenziot a kdvetkezoképpen definialjuk:

- . log Ns (F)
dim b F = lln;ilgp TgS

: .. logNs(F)
dlmb F = ll(rslll(l)’lf TgS

Ha az also ¢és felsé box dimenzio értéke megegyezik a halmaz box dimenzidjat kapjuk:

11



dim,, (F) = dimy,(F) = dim;, (F) =:s

Annak ellenére, hogy a Hausdorff dimenzional egyszerlibb szamolasokat igényel a box dimen-
710, pontos értékének meghatarozasa gyakran mégsem trivialis. A box dimenzio6 esetén jellem-
z6en § atmér6ji n-dimenzids gombokkel (B™) lehet elérni optimalis fedést. A dolgozatban al-
kalmazott IFS affin leképezésekbdl all, amely a halmazt magéaba foglalé gombdét egy ellipszis
fotengelyei szerint torzitja. Ebben az esetben mitkddik a kdvetkezOkben bemutatott modszer
[91[8], amely az ellipszisek fétengelyeinek nagysagat figyelembe veszi, azonban azok geomet-
riai elhelyezkedését és esetleges atfedését nem. Igy 4ltalanos esetben a box dimenzi6 felsd becs-

1ésére alkalmas.

1.8.8. Szingularis érték:

Definicio: Ha f: R™ — R™ linearis leképezés, akkor a f szingularis értékeinek nevezzik az
f(B™) ellipszoid fétengelyeinek a hosszat, ahol B™ azn dimenzids egység gomb. Az fleképezés
szingularis értékeit a f* f (f "az f matrix adjungaltja) fliggvény sajatértékeinek pozitiv gyokei-
ként szamolhatjuk. A szingularis értékeket nagysaguk szerint csokkend sorrendben oy > a, >

= > ay > 0 -val jeloljiik.

1.8.9. Szingularis érték fiiggvény

Definicio: Hogyha f; egy linearis leképezés, amely felirhaté f;(h) = A;(h) + a; alakban, ahol
a; € R™ és A, leképezés linearis tagja, akkor f; szingularisérték fiiggvényének nevezziik a
O5(f) = aqay ... a3, ™ fiiggvényt, aholm — 1 < s < m.

1.8.10. Affinitasi vagy szingularitasi dimenzio

Definicié: Affinitasi dimenzionak nevezzik és d(fi, f>, ..., f;) ként jeloljik s-nek azt az értékét,

amelyre

d(fu fyr . f) = inf(s: Z O5(T,, .. T, ) < 00} = sup(s: Z o5(T,, .. T, ) = )

i1,ir €10} i1y €{1,u)
Falconer megmutatta [9], hogy az affinitasi dimenziora igaz a
dimy F < dimy, F < d(fy, f2, ) fi),

tovabba igazolta [8], hogy azokban az esetekben, amikora a sikbeli alakzat 6sszefliggo, ¢és tel-

jesiti a nyilt halmaz feltételt, akkor

dim, (F) =d(f1, f2, f3)-
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2. CSUCSOK LEVAGASA

2.1. A csonkolasi algoritmus leirasa

Definicié: Legyen P, egy konvex, egyszerii poliéder. Az elsé 1épésben P, 0sszes csucsat levag-
juk egy-egy sikkal oly modon, hogy a metsz6 sik csak a csucsbodl kiindulo éleket metszhesse,
¢s a levagott guldk kozt semelyik kettének nincs kdzos pontja, ezt nevezziik a tovabbiakban
csonkolasi algoritmusnak. Az igy 1étrejovo P; poliéderen megismételjiik ugyanezt a 1€pést,
mellyel létrehozzuk a P, poliédert és ezt az eljarast folytatjuk (iteraljuk), vizsgalva az illusztralt

P; poliéder-sorozat egyes tulajdonsagait és ezek konvergencid;jat.

A cstcsbol kiindul6 éleket A;, (i = 1,2, ...,n ahol n a cstcs fokszama) aranyban osztja fel a
vago sik. Egyszert csucs (amelynek a fokszama 3) esetén a harom élen ejtett A;, (i = [1, 2, 3])
szerinti vagas meghatarozza a vagas sikjat. Abbol szarmazoan, hogy P; barmely €lén két irany-
bol, de a két iranyban egymastol eltérd értékkel torténik a csonkolés, a hataralakzat pontjanak
(vagyis az ¢l soha le nem csonkolt pontjanak) helye elmozdul az €l felezOpontjabol. Vizsgala-
taink sordn ezt a pontot az ¢élek a  csonkolast megelézé6 y;,(i =
1,2, ...c, c acsonkolt cstcs fokszama) szerinti felosztasdval hatarozzuk meg. A csonkolést pe-

dig a maradék y;, (1 — y;) szakaszok A; szerinti vagasaval végezziik el.

Megjegyzés: A csonkolas sikjat meghatarozo A; értékek bevezetése természetesnek tlinik dsz-
szevetve az el6z6 TDK egyparaméteres modelljével. Igy a vagas sikjat nem a vizsgalt alakzat

geometridja hatdrozza meg, hanem az immar szabadon meghatarozhato.

A y; paramétereket az iteralt fliggvényrendszerek (IFS) alkalmazasa teszi indokoltta. A folya-
mat soran a csucsok kornyezetét a cstics valamely fliggvénnyel vett képeibdl illesztjiik dssze,
ezeknek a képeknek a talalkozasi pontjai olyan pontokkd valnak, amelyeket nem tavolitunk el
a tovabbiakban az alakzatrél, vagyis biztosan a hatdralakzat pontjait alkotjdk majd. Azzal, hogy
ezen talalkozési pontok éleken elfoglalt helyzetét paraméterezziik tulajdonképpen a cstcsok
véletlen sikkal torténd levagasat kivanjuk kozeliteni, mivel konnyen belathatd, hogy a véletlen
vagasok hatasara az ¢l megmarado pontja (amely a hataralakzat része lesz) az élen barhol elhe-

lyezkedhet.

2.2. A csonkolas kapcsolata kopasmodellekkel
Az itt alkalmazott csonkolasi algoritmus S. Redner és P.L. Krapivsky kopasmodelljének [11]
haromdimenzi6s analdgiaja. Ennek a modellnek tulajdonséaga, hogy a vizsgalt alakzatokrdl fo-

kozatosan egyre kisebb tetraéderek keriilnek eltavolitasra, vagyis az objektum térfogata egy
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nullanal nagyobb értékhez konvergal. Epp ez a tulajdonsaga azonban az is, amely ramutat e
modell korlataira, hiszen minden Gjonnan kialakitott élnek egy pontja biztosan a hatdralakzat
pontja lesz. Ilyen korlatok betartasaval ritkan taldlkozunk a természetben. Emiatt a csonkolas
onallé kopasmodellként csak nagyon kiilonleges, természettdl idegen koriilmények leirasara

lenne alkalmazhato.

A bemutatott eseménynek azonban fontos szerepe lehet pontosabb kopasmodellek részeként.
Domokos, Sipos, Varkonyi [5]-ben bemutatja, hogy Bloore parcidlis differencidlegyenletének
[3] eredményei jol kozelithetok harom esemény megfeleld valdszintiséggel vett ismétlésével,
melyek kozil az egyik a poliéder csucsainak levagéasa, amely megfeleltethetd az itt bemutatott

csonkolassal. (A masik kettd az ¢lek levagasa és a lapok levagasa)

2.3. Egyetlen csucs kornyezetének vizsgalata

Ahogy az el6z6 TDK dolgozat [12] 2.2, 2.8 részeiben bemutatasra keriilt a vagasok altal 1étre-
hozott 1 csticsok fokszdma harom, vagyis a P; poliéderen mar csakis hdrom fokszamu csticsok
talalhatok. Ezek kornyezetében a csonkolds kombinatorikus szempontbdl azonos lapszerkezetet

hoz létre.

A tovabbiakban a megallapitasainkat egy olyan cstcsra vezetjiik vissza, amelynek csucspontja
a deré¢kszogl haromdimenzids koordinatarendszer origdja, a csucsbol kiindulo élek pedig a ten-
gelyekkel parhuzamosak. Az itt kapott 6sszefliggések bazistranszformacioval atalakithatok P

altalanos csticsara is.

2.4. Az alakzatot eloallito fiiggvények meghatarozasa:
Definicié: Egy csonkolandd négyzetes sarokbdl kiindulo élek A4, A4,, A5 szerinti csonkolasa,
amelyre az ujonnan létrejovo harom élt hataralakzatra kertild pontjaik y4,y,, Y3 aranyban oszt-

jak fel, megadhatd az fi, f, és f; fiiggvényeket alkalmazva a kiindulo H alakzatra, ahol

1 0 0 0\« x
H=|10 0 1 0]<«<y,

0 0 01/ «z
x 1-4 41— A4@G2—-D)\ x A
fi <Y> = 0 Az — V14, 0 <)’> +1 0}
z 0 0 A3 — Va3 z 0

X ylll 0 0 X 0
f2 (3’) =142 1-2; A,(y5—-1) ()’) + (/12),
z 0 0 A3(1—v3)) \z 0
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X y2/11 0 0 X 0
f3 (3’) = 0 Y3, 0 <y>+(0>-
Z —Y2As —Vv3dz (1—23)) ‘\z A3

Ho Hi=H1;U0 Hip U His
e

Pus H13=f3 (Ho)
H11=f1 (Ho)

—

y
<y
6.abra Csucs levagasa iteralt fiiggvényrendszer alkalmazasaval

A csonkolassal geometriai szempontbdl megegyezo alakzatot eredményez, hogyha az eredeti

csticsot lemasoljuk és torzitjuk, harom megfeleléen vélasztott fliggvénnyel, és ezek képeinek

osszeillesztésével kapjuk meg a keresett format. A fiiggvényeket az f; = F(H) + t, alakban ke-
fin fur fus tir

ressiik, aholF = | fi,, fi,, fi,s | ést = (tiz) , H a teljes kiindul6 halmaz és H;; a H meg-
fisn Jfisz fiss tiz

kiilonboztetett pontjai. Ezek a kovetkezo feltételeket kell kielégitsék (6.4bra):

- fi (PHJ-) = Py ;i, vagyis a transzformaci6 a Py ; pontot ne mozditsa el helyérdl. (ezek
az IFS fix pontjai)

- fi(PH,O) = AiPy o, a transzformacio a koordinatarendszer origojanak képe legyen
a A;Py ;o pont

- fi(PH,k) =Pyix = fx (PH,i) = Py ki, a transzformacio hatasara a leképezések ered-
ményeiként 1étrejové Hy; alakzatok (kis ,,Y”’-ok) megfelel pontjai megegyezze-
nek.

- Py =Pypi= yi(PH,iOPH,kO): a Py o csucsbol kiindulé élek végpontjainak képei

Py ik = Pyir i, k € {1,2,3} a Py, Py yo szakaszt y; aranyban osszak.
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H-ra kifejtve a feltételeket az els6 fiiggvény esetén a masik kettével analog mddon a kdvetkezd

egyenletekhez jutunk:

0 A 1 1
an: F - (0) +t, = (o ) 12): F, - (o) +t, = (0),
0 0 0 0

0 /11)/1 0 Yz/ll
(13): F; <1> +t = <,12(1 - )/1)), (14): F, - (o) +t, = ( 0 )
0 0 1 As(1—y3)

Ebbdl pedig egyszerii matrix szorzassal jutunk a bemutatott fliggvényekhez.

2.5. Az iteralt fiiggvényrendszer alkalmazasa:

A fliggvények meghatarozasat kovetden az alakzat attraktora a kiindulé alakzaton alkalmazva:
H, = F,(Hy) U F,(Hy) U F5;(H,). Mivel a fiiggvényeket ugy valasztottuk meg, hogy fix pont-
jaik helyben maradjanak a H;-en az IFS jboli alkalmazésa 6sszefliggd alakzatot eredményez,
amelynek végpontjai tovabbra is az IFS fix pontjai. Ez a folyamat ujra és Gijra megismételheto,

ezt nevezzik az IFS iteralasanak.

Természetesen az iteralas akkor is miikddni fog, ha az Fy, F,, és F; fliggvényeket minden itera-
ciokor eltérd paraméterek szerint hatarozzuk meg, hiszen barmely paraméter kombindciora 6sz-

szefliggd marad az attraktor.

2.6. Onaffin alakzatok

Az eddig bemutatott 6sszefliggések alapjan az iteralas minden 1épése soran H; minden pont;ja-
nak harom képe lesz, vagyis minden 1épésben 3™ (H;) linearis egyenlet megoldasa sziikséges,
ahol n a H; alakzat csicspontjainak szdma. Lathatd, hogy az igy keletkezd egyenletrendszer
mérete exponencialisan novekszik, a pontok koordindtdinak meghatarozasa szamitastechnikai

eszkozok alkalmazasaval célszert.

Az abrazolas céljabol a kutatds sordn Matlab kdrnyezetben megirdsra keriilt egy program
(7.4bra), amely ennek az egyenletrendszernek a megoldasat végzi el és abrazolja a létrejovo

alakzatot.
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\a kiindulé csucs és kdrnyezete:

1 v_0=[0 0 0]'; e_1=[1 0 @]'; e_2=[0 1 0]'; e_3=[0 0 1]°'
2 hely=[e_1 v_0 e_2 v_0 e_3];
3 plot3Chely(1,:), hely(2,:), hely(3,:), '--ok'); hold on

\a transzformaciés matrixok és vektorok:

4 lambda_1=0.6; lambda_2=0.4; lambda_3=0.3;
5 gamma_1=0.3; gamma_2=0.4; gamma_3=0.5
6 A=[1-lambda_1 gamma_l*lambda_1-lambda_1 gamma_2*lambda_1-lambda_1;

0 lambda_2-gamma_1*1lambda_2 @;
@ @ lambda_3-gamma_2*1lambda_3]
9 B=[gamma_1*1lambda_1 0@ 0;
-lambda_2*gamma_1 1-lambda_2 gamma_3*lambda_2-lambda_2;
0 © lambda_3-gamma_3*1lambda_3]

N 12 C=[lambda_1*gamma_2 @ @; @ lambda_2*gamma_3 0;
\ -lambda_3*gamma_2 -lambda_3*gamma_3 1-lambda_3]
14 t_a=[lambda_1 @ @]'; t_b=[@ lambda_2 @0]'; t_c=[0@ @ lambda_3]"';

\itt torténik a linedris transzformacio:

15 for i=1:13

16 irany_1=A*hely+t_a;

17 irany_2=B*hely+t_b;

18 irany_3=C*hely+t_c;

19 uresoszlop=[nan nan nan]';

20 hely=[irany_1 uresoszlop irany_2 uresoszlop irany_3];
21 end

\abrazolas 3D-ben

22 plot3Chely(1,:), hely(2,:), hely(3,:), '-k')
23 view([315 315])
24 axis equal
25 hold off
7.abra Matlab algoritmus csics kornyezetének dabrazolasara Iteralt fiiggvényrendszerrel

8.abra Szimmetrikusan és asszimterikusan csonkolt sarkok.

Az itt lathato dbrakon a bemutatott programmal meghatarozott pontok képeit lathatjuk, ezekkel
illusztralhatod a program ezen verzidjanak hidnyossaga, amit a késdbbiekben orvosolni proba-
lunk. Ez a probléma abban 4ll, hogy a minden lépésben azonos A; és y; szerint csonkolt alak-
zatokon alkalmazzuk az F; fiiggvényeket, amelyekkel az alakzatot 6sszenyomjuk és eltoljuk,

ugy, hogy azok egymassal illeszkedjenek. Az igy 1étrejovo alakzat ezaltal magan hordozza majd
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az 0sszes azt megel6zd vagast, és azoknak valamilyen torzitott képét dbrazolja (vagyis szigort
Onaffinitds figyelhet6 meg a lapok szerkezetében), ez a dolgozat el6z6 részeiben bemutatott

modellnek nem megfeleld alakzatokat eredményez.

H1 Ha Hs

|
A f (Hq) \;‘\ A f1(H2)
sl fa(H1) {Ha o fa(H2) ¢ Hs “ S
S 7 A e, /A =

f3(Hl) %/\ é f3(Hz) 7]: /l\ g

« S « S - S

9.abra Az iteralt fiiggvényrendszer nagyobb elemek oOsszeillesztésével miikodik

Ezeknek az alakzatoknak a bemutatasa azért fontos, mert a tovabbiakban bemutatasra keriilo
modellek, amelyek véletlen iteralt fliggvényrendszerekkel keletkeznek, ezt a fajta onnaffinitast
mar nem tartalmazzak, azonban ebbdl szairmazoan sokkal kaotikusabb rendszerek, amelyek a
kivant geometriat pontosabban irjak le, azonban vizsgalatukra még igen sziikosen all rendelke-

zésre eszkozkészlet.

2.7. Véletlen iteralt fiiggvényrendszer

T ] T N T
| f1(Ho) ‘l f1f1(Ho) f1f5f1(Ho)
| /_ f3f1(HD)\ l, ffzfl(Ho) fhh(Ho) X ff :(Ho)
/}\\ / , 3faf1(Ho, j‘ 2faf1(Ho,
/ l \ ./J g /7
[ ~) [
' B « ~N ' ~N
H 1l H 2' H 3'

10.abra A véletlen iteralt fiiggvényrendszer csics specifikus

A véletlen iteralt fliggvényrendszerek abban kiilonbdznek jelentdsen az eddig bemutatott alak-
zatoktol, hogy eldallitasuk sordn minden csucs levagasdhoz szabadon valaszthatd paraméter-
kombinacio. Az itt bemutatott programban minden Iépésben csak egyetlen tetszdlegesen kiva-
lasztott sarokrol torténik a vagas. Az alakzat minden P csticspontjahoz tartozik egy F fliggvény,
hogy F az origot a P pontba képezze: F(0) = P.Adatként nem a pontok helyét taroljuk, hanem
a pontot leir6 fliggvényt.
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Ezen véletleniil valasztott P csucs levagasat ugy végezziik el, hogy a vagas sikjanak megfeleld

véletlen valasztott paraméterekkel meghatarozzuk az fp, fp,, fp, fliggveényeket. Ekkor a vagas

altal létrehozott harom 0j cstcs (Py, P, és P;) rendre az fp = Ffy, fp, = Ff5, fp, = Ff5 figg-

vényekkel reprezentalhatok, itt f3, f5, f3 a 2.4 részben meghatarozott fiiggvények. Az Gsszes

csucsot leiro fliggvény meghatarozasa utan kertil csak sor a pontok helyének meghatarozésara.

Ezek alapjan a programot a kovetkezoképp fejleszthetjiik tovabb (11.4bra):

\ a bemeneti adatok megadasa

clear

1
2 hely=[10000;, 20100, 0000 1];
3 M_transzf=[]
\ az osszes acios matrix el6d
4 for i=1:100
5 lambda_1=rand; lambda_2=rand; lambda_3=rand,
6 gamma_1l=rand; gamma_2=rand; gamma_3=rand;
7 A=[1-lambda_1 gamma_1*lambda_1-lambda_1 ganma_2*lambda_1-lambda_1; @ lambda_2-gamma_1*lambda_2 @; @ @ lambda_3-gamma_2*1lambda_3];
8 B=[gamma_1*1ambda_1 @ @; -lambda_2*gamma_1 1-lambda_2 gamma_3*lambda_2-lambda_2; @ @ lambda_3-gamma_3*lambda_3];
9 C=[lambda_1*gamma_2 @ @; @ lambda_2*gamma_3 @; -lambda_3*gamma_2 -lambda_3*gamma_3 1-lambda_3];
10 t_a=[lambda_1 @ @]'; t_b=[0 lambda_2 @]'; t_c=[0 @ lambda_3]";
11 M_transzfl=[A t_a B t_b C t_c];
12 meret=size(M_transzf);
13 ifi==1
14 meret=size(M_transzfl);
15 M_transzf=M_transzf1;
16 end
17 i_M=randi(meret(2)/4)*4;
18 csereltM=[M_transzf(:,1_M-3) M_transzf(:,1_M-2) M_transzf(:,i_M-1)];
19 cserelt_t=M_transzf(:,i_M);
20 csereltboll=[csereltM*A csereltM*t_a+cserelt_t];
21 csereltbol2=[csereltM*B csereltM*t_b+cserelt_t];
22 csereltbol3=[csereltM*C csereltM*t_c+cserelt_t];
23 M_transzf=[M_transzf(:,1:1_M-4) csereltboll csereltbol2 csereltbol3 M_transzf(:,i_M+1:meret(2))];
24 end
\ a pontok valés koordinatainak meghatarozasa
25 HELY=[]; uresoszlop=[nan nan nan]';
26 meret=size(M_transzf); i_max=meret(2)/4
27 for i=1:i_max
28 oszlop=1*4;
29 M=[M_transzf(: ,oszlop-3) M_transzf(:,oszlop-2) M_transzf(:,oszlop-1)];
30 t=[M_transzf(:,oszlop)];
31 hol=M*hely+t;
32 HELY=[HELY hol uresoszlop];
33 end
\ dbrazolas|
34 plot3(HELY(1,:), HELY(2,:), HELY(3,:), 'r-")
35 axis equal
36 view([315 315])
\2d-ben
37 M=[10; 0 1; -1 -1]
38 vetito=M*inv(M'*M)*M'
39 hely_2d=vetito*HELY
40 Forg=[1/sqrt(6) 1/sqrt(6) -2/sqrt(6); -sqrt(2)/2 sqrt(2)/2 @; sqrt(3)/3 sqrt(3)/3 sqrt(3)/3]
41 hely_2d_xy=Forg*hely_2d
42 plot(hely_2d_xy(1,:), hely_2d_xy(2,:), '-b")
43 axis equal
11.abra  Matlab algoritmus csics kérnyezetének abrazoldsara véletlen iteralt fiiggvényrend-

szer alkalmazasaval

Ebben a verzidban a csucsok levagasara vonatkozo6 definicionak megfelelden az ,,Y’-ok illesz-

tése minden csucsra individudlisan valasztott paraméterkombinaciok szerint torténik.
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[2.abra Véletlen iteralt fiiggvényrendszer alkalmazasa a csucsok levagasakor

3. ELEK LEVAGASA

A csucslevagasnak ¢és az élek levagasanak kozos modellben valo egyesitése azért lenne felet-
tébb kivéanatos, mert ekkor a lapok levagasaval kiegészitve (a vagosik csak a laphoz tartozé
csucsokbdl kiindul6 éleken haladhat at, mely esemény csak a modell metrikus tulajdonsagait
valtoztatja, kombinatorikusakat nem) konnyen modellezhet6vé valna a [5]-ben bemutatott

diszkrét események barmelyike, igy egy széleskorli alkalmazasi teriiletét megnyitva a dolgo-

XX

13.abra  Elek levagdsa

zatban bemutatott iteralt fliggvényrendszernek.

=

Definicié: legyen V; és V;,, egy konvex poliéder két csucsa ey, pedig a koztiik talalhaté €l.
Tavolitsuk el e;, -t egy olyan sikkal, amely csakis azokon az ¢leken haladhat 4t, amelyek az
e,z végpontjain talalhatd csucsokbdl indulnak ki. Ezt az eseményt nevezziik az ¢l levagasanak.

Az alakzaton Ujra €s jra megismételve az ¢l levagast vizsgaljuk a 1étrejovo alakzatot.
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Az élek levagasa nem végezhetd el ugyanabban az iddpillanatban minden egyes élen. Ezen
eseményre a csucsok levagasahoz hasonloan igaz az, hogy a vagasok altal egyre rovidebbé valo
¢lek meghatarozzak a vagéasok altal eltavolithato térfogatot. Ez azt is jelenti, hogy fokozatosan
egyre kisebb térfogatok tavolithatok el, igy a teljes test térfogata az élek levagasanak hatasara
valamely értékhez konvergal. Az egyre kisebb vagasok pedig fokozatosan végteleniil kis valto-

zasokat jelentenek majd az alakzat feliiletén.

A véletlen iteralt fiiggvényrendszereken alkalmazott technikaval latszdlag jol lekovethetd a fo-
lyamat: kombinatorikailag az ¢l levagasaval megegyez6 eredményt kapunk, ha az élt és a vég-
pontjaibdl kiindulé tovabbi két-két csucsot (~ >---<: nyereg) kétszer leméasoljuk, eltoljuk, tor-
zitjuk majd Osszeillesztjiik, oly médon, hogy az illesztési pontok csatlakozzanak az elvagott
¢lek megfeleld pontjaihoz, a két torzitott nyereg pedig egymashoz illeszkedjen (.abra kozépsod
része). A ,,nyergek” négy szaranak megfeleld illesztését azonban haromdimenzids affin transz-

formaciok nem garantaljak.

NN
==

14.6bra  El levagdsdnak lehetséges modellezési alapelemei

Az ¢lek levagasa a csucsok levagasahoz hasonldéan harom fokszamu csucsokat hoz létre, vagyis
ennek az esetnek a modellezése is elképzelhetd lenne a csucsok levagasanal alkalmazott ,,Y -
ok sokszorositasaval, torzitdsaval és Osszeillesztésével. A megfelelé geometridhoz négy ,,Y”
Osszeillesztése sziikséges, amely esetben mar nem egyértelmiien meghatarozott a vagas sikja.
(anegyedik ¢len vett A értéket az elsd harom meghatarozza, a negyedik A értékét az elsé harom
ismeretében kell meghatarozni). Hasonld problémat okoz a tény, hogy a vagando alakzat ebben
az esetben két ,,Y-bdl all, amelyek egymadssal vett kapcsolatainak szdmon tartasa is sziikség-
szerivé valik. Ebbdl szarmazodan az alakzat tagjainak helyzetét leir6 fiiggvények modositasdhoz

sok eldzetes szamitas elvégzésére van sziikseég.

Az alakfejlodés iteralt fiiggvényrendszerekkel torténd kovetésének egyik legnagyobb elonye és
szépsége épp abban all, hogy olyan rendszereket tudunk beazonositani, amelyek alapjan a vizs-

galt alakzatot egyszerli és gyors szamitasokkal tudjuk abrazolni. Noha az éllevagas véletlen
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iteralt fliggvényrendszerekkel nyilvanvaloan lehetséges, a modell egyszeriiségébdl szdrmazod

elényok csakhamar elvesznek.

4. AZ ALAKZAT SIKBA RAJZOLHATOSAGA

Az alakzat geometriai tulajdonsagainak vizsgalatat jelentdsen megkonnyiti, ha a probléma re-
dukalhato alacsonyabb dimenziéra. Igy meriil fel a kérdés, hogy lehetséges-e és ha igen, milyen
feltételek mellett lehetséges az alakzat valamely sikra vetitett képét a sikban miikddé IFS-vel

eloallitani.

A sikba rajzolhato eset azért is allhat az érdeklddés fokuszaban, mert jelenleg csak ezek fraktal
dimenzidjara ismeriink altalanos 6sszefliggést.[8] -Proposition 4 szerint azon sikbeli 6naffin

alakzatok Box dimenzidja meghatarozhat6, amelyek

1. A fiiggvények hatasara létrejovo alakzat nem atfedd: Teljesitik a nyilt halmaz feltételt
(1.8.5)
2. Az alakzat barmely pontjabol barmely masikba el lehet jutni a halmazon (vagyis a hal-

maz 6sszefliggo)

15.abra  Alakzat és sikra vetitett képe

Megjegyzés: A masodik feltétel az altalunk vizsgalt alakzatokon biztosan teljesiil, hiszen a
modellre valo tekintettel gy hataroztuk meg a fiiggvényeket, hogy azok dsszefiiggbek legye-

nek
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A paraméterek jelentds szama okén a sikba rajzolhatdsag és a dimenzié meghatarozashoz sziik-
séges feltételeket nem zart képletben adjuk meg, hanem négy feltételként fogalmazzuk meg,
amelyek egyiittes teljesiilése esetén az alakzat sikban is megrajzolhato ¢és box dimenzioja is-

mert.

4.1. A sikba rajzolas feltétele:

Alllitas 1: Egy csonkolt csucs kornyezetének valamely n normalvektora sikra vetitett képe eld-
allithat6 ugyanazon sikban hat6 IFS-vel, hogyha az IFS f;, f,, f5 fiiggvényeinek két kisebb ab-
szolut értéki sajatértékei fliggvényenként megegyeznek, s ezen sajatértékekhez tartozo sajatal-
tereinek normalvektoraibol képzett matrix determinansa |n; n, nz| = 0. Ekkor a vetitési sik

normalvektora v = nqy X ny. Azaz
LA =y) =231 —y2) <1—=21ésy14; = A3(1 —y3) <1 =123 ¢y =y3d, <1—13

1-4 -2, -v1) —ni —Y142
0= -1 —=vyy) 1-2 -yl =2, — 4y
-1 -v3) A(s—1) A(ys—1)

Ahhoz, hogy az alakzat a sikban megrajzolhato legyen a térbeli fliggvény vetités utani hatasa-
nak meg kell egyeznie egy sikban hato fliggvénnyel, igy jutunk a P A; = B; P egyenlethez, ahol
P linedris ortogonalis projekcié matrixa arra a sikra, amelyen meg szeretnénk rajzolni az alak-
zatot, A; az F; fliggvények matrix tagja, mig B; a sikban hato IFS valamely fliggvényének mat-

rixa.

Hogyha v annak a V siknak a normalvektora, amelyben meg akarjuk rajzolni az alakzat képét,
akkor B; P v = B; 0 = 0 (mivel a sikra meréleges alakzatok képe merdleges vetités esetén 0)
¢s hogyha ez igaz, akkor P A; v = 0 is igaz kell legyen, vagyis az A; v vektor parhuzamos v-
vel. Vagyis a v az A; matrixnak a sajatvektora kell legyen. A harom fliggvényhez tartozo sajat-

vektorok irdnyainak meg kell egyeznie, hogy azonos sikba legyen irhato a teljes alakzat.

A bemutatott fliggvények sajatértékei

Aq: a,=1-24 a1, = (1 —vy), a3 = A3(1 —7v3)
Ay: a =1-2, azz = Y1y, azs = A3(1—vy3)
As: as; =1—123 a3z = Y2A4, a3 = Y3d,.
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Sajatvektorai pedig:

1 1 1
A: v =lo v = | -1ttt b = 0
L aty — alz — A1(y1-1) als =\ 1-21-23+7243
0 0 A1(r1-1)

0 1

Ay Vg = <2> Vgp, = 1 Vay. = | —222—
1 2 1-A,—A3(1-¥3) azs 1-22-v1l4

0 e 0

0 1 0

As: Va3, = <0> Vg3, = y20;13 Va3, = y3113
1 1-A3-v2M1 1-23-v342

Feltételink miatt a;, = a;3 < a;1, igy a matrixok kisebb sajataltérhez tartozé sajataltereit az
n; = v;; X v;3 normalvektorokkal adhatjuk meg. Az igy kapott n,, n, és n; normalvektorok
altal meghatarozott sikoknak pedig csakis akkor lehet kdzds metszete, ha a normalvektorok
altal meghatarozott matrix determinansa nulla: (ekkor a hdrom normalvektor egy sikban vagy
egy egyenesen fekszik) det(n; n, n;) = 0. Mivel a;, = a;3 és a k6z0s sajatvektor barmely

fliggvény sajatvektora ezért (A; — a;,1)v = 0, az els6 fliggvényre:

0 0 0
0 0 0

1-4-2,0-v) 40— —402—-1D
V= 0
A sajatvektor normalvektorral vett skalaris szorzata 0:
1-24 —2;(1—yy)
nvy=0-mn, = —11 (1 — 1)
Ay —1)
A masik két fiiggvény esetén nagyon hasonloan:

0 0 0 —Y142
(—VMZ 1-4 —vidr A(ys — 1))”2 =0-mn, = (1 — A — A1V1)
0 0 0 A,(y3 — 1)
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0 0 0 —Y2A3
—V2Az —Vy3d3 1—2A3 =y 1-243—v4

1-4-2(01-v1) —ni —Y142
0= -, (1-vyy) 1-2-4ynl—4—A4n
-1 -v,) As—1) A(ys—1)

A vetités iranya a megfelel6 vektorokra: v = nq X n,.

4.2. Egy sikba rajzolhaté eset bemutatasa:
Allitas 2: Hogyha A; = 1 ésy; = %, akkor az egyetlen olyan A paraméter, melynek a vetiilete

1
eldallithato sikbeli iteralt fliggvényrendszerrel a A = %, a sik pedigaz v = (1) normalis sik.
1

16.abra A= % aranyu csonkolas képe a sikban

A specialis csonkolasi paraméterkombinacio esetén az f;, f,, f3 fliggvények ¢€s sajataltereinek

normalvektoraia kovetkezOkre valtoznak:

3

1-=

1= = 2A(1 =) h

fion = M —1) = —3
M- 1) 1

2
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N

—v1l;
oo =(1-4 -y |=|1-
A(ys — 1)

[
N WRN SN S NI SN wN >

—Y2A3
f3 o n3 = —Y3d3 = —

1—-23—ys343
1—=21
A normalvektorokboél konstrualt matrix determinansa 0,
3 A A
1—=1 —= - =
2 2 2 3 .
o=| -4 1.3, _4 —(1 31) 3(1) (1 /1) ~
| 7z 724 2 |7 2 2 2 4
A A 1 3 4
2 2 2

Amelybdl a kdvetkezd harmadfoku egyenlethez jutunk:

5/13+6/12 9/1+1—0
2 2 B

Ennek a gyokei: 1 = % (és A = 1), ezek koziil az utdbbit geometriai megfontolasokbol kizar-

hat6. Ebbdl a vetitd sik normalis vektora v = ny X n,,

2 1
5 % 25 .
12 v = 1
J 75 5 25 )
. 11 3
5 5 25

4.3. Nyilt halmaz feltétel:

Alllitas 3: A csonkolt cstcs kornyezete a 4.1 rész szerinti v normalvektort sikra vetitett képe
teljesiti a nyilthalmazfeltételt, és affinitasi dimenzidja megegyezik box dimenzidjaval, ha telje-

siilnek az Allitas 1 (4.1) feltételei és
Y2A3A (1 —y3) < (1 — A —2,(1- V1))(1 — A3 — ¥2A1).
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A=: Fl(el)

C:=Fy(e,) F3(es)=B

17.dbra Onmagat nem metszé és énmagdat metszé vetités
Az allitas igazolasahoz ki kell zarni a vetités azon degeneralt eseteit, amikor a képalakzat 6n-
magat metsz0 részeket tartalmaz a vetités utan (.abra). Ez akkor fordulhat eld, ha a kiils6 ABC
és belsd képharomszog A'B'C’ koriiljarasi iranya ellentétes. Ekkor a vetités iranyaban nézve
belso ¢€s a kiilsé haromszogek azonos vektoraibdl és vektori szorzatukbol (v = ab x ac) indu-

kalt bazis ellentétes sodrasu, a szorzatvektorok eldjele ellentétes. Ebbdl a feltétel:

sign(det(% %v)) = sign(det(ﬁﬁv),

-1 -1 vy M—=1 41—-1 v
sign (det( 1 0 v2)> = sign (det (1 -1, 0 v2>>.
0 1 v 0 1-24; w3

A determinans a harmadik oszlop szerint kifejtve

sign(vy + v, —v3) =

= sign(vy(1—2)(1 —43) —v,(4; — DA —43) —vz;(1 - 1)(4 — 1))

A fenti egyenletekben mivel 0 < A; < lezért az els6 két oszlop elemeinek eldjele tagonként
megegyezik. Ha az v vektor 6sszes értéke azonos eldjelii, akkor a determinansok eléjele meg-

egyezik. Az n; X n, szorzatbol kapjuk, hogy

l —V2ls  1—=4 =21 -y1)
v=|j —V343 4 (1 =yy) =
k 1-23—-v24 (1 —v3)
Y3dsA (1 —v2) + 4, (1—y)(A = A3 — y244)
= VA3 (1—y2) + (1 — A =21 - Y1))(1 — A3 — Y240 |
Y2AsA (1 —yq) + V3/13(1 - — 24,1 - Y1))
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Ahol i,j,k a természetes bazis. Itt az elsé a harmadik koordindtahoz tartoz6 értékek a korabbi

megkdtések miatt biztosan pozitivak, a méasodik koordinata, pedig nagyobb nullanal, ha

Y2A341 (1 —y3) < (1 -4 =10 - V1))(1 — A3 = v244).

Ennek a feltételnek a teljesiilése esetén a sikba rajzolt alakzat teljesiti a nyilthalmaz feltételt, és
az sszefliggéségre vonatkozo feltételt is, vagyis a sikbeli iteralt fliggvényrendszer (1) box di-
menzidja megegyezik a sikbeli fiiggvényrendszerhez tartozd fliggvények matrixainak

(A, A,. AJ) affinitasi dimenziojaval.
d(Al, Az. A3) = dlmb (T)

4.4. Box dimenzié meghatarozasa
Allitas 4: A csonkolt csiics kornyezetének affinitasi dimenzidja, amely a box dimenzidjanak
felso korlatja megegyezik a sikbeli alakzat dimenzidjaval, amely a térbeli alakzat box dimenzi-

6janak alsé korlatja, ha teljesiilnek az Allitds 1 (4.1) és az Allitds 3 (4.3) feltételei, valamint

(1 =231 —y2) + (1 = 2)A3(1 —y3) + (¥34.) (1 — 43) < 1.

Az éltalunk vizsgalt sikbarajzolhat6 alakzatok dimenzidjanak meghatdrozasahoz felhasznaljuk
azt, hogy a sikban megrajzolhat6 abra affinitasi dimenzidja legfeljebb akkora, mint a haromdi-
menziosé, €s legfeljebb 2 ([7]: 3.fejezet), igy egy also korlatjat adva a Box dimenzi6 becslésé-
nek. Ugyanakkor a hdromdimenziés affinitasi dimenzié a térbeli alakzat box dimenzidjanak
fels6 korlatjat jelenti [9]. Ha talalunk olyan paraméterkombinaciot, amelyre az als6 és a felso
korlat megegyezik, akkor a megfeleld paraméterkombindcioval létrehozott alakzatoknak ismert

a dimenzioja is:
d(Ay, A, As) < dimy(F) < d(Ay, Az As)
Ahol A; a sikban rajzol6 fiiggvények matrixait jelenti, mig A; a hiromdimenzids fliggvényekét.

A sikba rajzolhat6 alakzat dimenzioja a szingularisérték fliggvény tulajdonsagai miatt kisebb

vagy egyenld, mint 2, az egyenldség csakis akkor allhat fenn, ha a térbeli alakzat dimenzioja

legfeljebb 2:

d(A1;A2'A3) = d(A1;A2'A3) = d(A1;A2'A3) <2
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Ennek igazoldsdhoz a d(4;) definici6jabol szarmazdan elegendd belatnunk, hogy az dsszes le-
hetséges szingularis érték fliggvény 0sszege egy véges nagy szam: a (A) a,(A) = det(A), ami
megegyezik két legnagyobb sajatértékének szorzatdval, ami konstans szorzo erejéig dsszeha-
sonlithatd a ¢p?(A)-val [10], hiszen az altalunk vizsgalt fiiggvények linearis tagjai felsé harom-

sz0g matrixok.

Y1 Deigoin ql)z(Al-l, ...,Ain) < oo, akkor és csak akkor, ha Yo (¥7_; det (Ai))n < 00, ami

akkor és csak akkor lehetséges, ha Ys_, det (4;) < 1.

Legyen P annak a vetitésnek a matrixa, amely a sikban is megrajzolhat6 alakzat fliggvényeinek

0
ko6zos normalvektorat a (0) vektorba forgatja a haromdimenzios alakzat pontjait pedig az xy
1

sikra vetiti. P-t alkalmazva A;-n A;-nek a sikban talalhat6 megfeleldjét Aiu -t a kovetkezo alak-

ban keressiik: A; = PA;P~' =| &.

Wy Wy Qg

0 |, ahol a;; a kdzos sajatvektorhoz tartozo sa-

jataltér valamely vektora. (w; és w, pedig a transzformacidhoz sziikséges valos szamok). Eb-

1
det(P)

ben az esetben det(PA;P~1) = det(P) det(4;) ( ) = det(A4;)ugyanakkor a determinans a

det(4;
det@y) .,

aii

harmadik oszlop szerint kifejtve det(PA;P™*) = aydet (A;,) vagyis det(4;,) =

harom fliggvény esetén:

det(4,)
A > —— =1 -1 -7,)
as»
det(4,)
A, - = (1-2)43(1—y3)
as;
det(43)
Az » — = (y34,)(1 — A3)
ass

A determinansokbdl megallapithatd 0sszefiiggés tehat:

(1=2D23(1 —y2) + (1 = 2)A3(1 —y3) + (¥34.) (1 —243) < 1

A 4. rész allitasait 6sszefoglalva azt mondhatjuk, hogy a vizsgalataink targyat képzo térbeli
alakzatok affinitasi dimenzidja azon paraméterkombinéciok esetén megegyezik box dimenzio-

jukkal, amelyek
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1. a; = a3 <ay, az f; fliggvények két kisebb abszolut értéki sajatértékei fiiggvényen-

ként megegyeznek

LA=-y)=AhA-r)<1l-4 es
Vii=43(1—-y3)<1-1, €s
]/2/11:)/312<1_/13 éS.

2. A két kisebb sajatértékhez tartozo sajataltér normalvektoraibol képzett matrix determi-

nansa 0:

1-4-2,(1-v1) 7wk —Y142
0= -, (1—-yy) 1= — A4yl =2, — 414
-1 (1—-v,) As—1) A(s—1)

3. A sikbeli alakzat box dimenzidja ¢és affinitdsi dimenzidja megegyezik, vagyis a sikba

vetitett képek is teljesitik a nyilt halmaz feltételt.
YAzt (1 —y2) < (1 - —2A,(1- V1))(1 — A3 —v241)

4. Ha a térbeli alakzat és a sikba rajzolhato alakzat affinitdsi domenzidjanak értéke azonos.

A=2D43(1 —y2) + (1 = 2)A3(1 —y3) + (¥34)(1 —23) < 1
Ekkor
dim, (H) = d(A,, Ay, A3).

5. AZ ALAKZAT LAPJAIT HATAROLO GORBEK SIMASAGA

Az el6z6 dolgozatban bemutatasra keriilt, hogy szimmetrikus csonkolds esetén nem létezik
olyan rogzitett A arany, amely szabalyos sokszogbdl ijabb ¢€s tjabb csucsok levagasa soran kort
adna hataralakzatként. Rogzitett paraméterkombinacidk esetén az alakzat lapjait hatarold gor-
bék onaffinok, azonban hogyha minden vagaskor szabadon valaszthatjuk meg a paramétereket
ez nem feltétleniil igaz. A 18.4bra négyzet kiinduld lapbdl eltérd, szimmetrikus csonkoldsok
esetén kialakul6 hataralakzatatokat mutat. Ezek kozott csak a d=4-hez tartozo érték (amely ezen
dolgozat jeloléseit hasznalva megfelel a A = % esetnek) érezhetd teljesen siméanak az ettdl eltérd

értékii csonkolasok kisebb hibakat okoznak a gorbében. Ennek oka az, hogy ezek a gérbék csak

elsé rendben differencialhatok, miga A = %—héz tartozo érték magasabb rendben is.
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18.dbra  Négyzet kiindulo lap hataralakzata eltéré A értékekre.

A. Kravchenko ¢s C. Bandt cikke [4] alapjan az altalunk vizsgalt gérbék mindegyike els6 rend-
ben differencialhato, mivel a modell alapjan a fliggvények gy keriiltek meghatarozasra, hogy
a csatlakozési pontokban (y-pontok) az Osszeillesztett darabok érintdi megegyezzenek (hiszen
egy ¢lt alkot a két darab). Ugyanezen cikk szerint masodrendben folytonosan differencialhato

Onaffin gorbe csakis a parabola lehet.

Most bemutatjuk, hogy az ebben a dolgozatban alkalmazott modell alapjan az oldalak hatarold

gorbéi csakis akkor lehetnek parabolak, hogyha a paraméterek 4; = y; = %
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5.1. A hatarolo parabola alakjanak meghatarozasa

19.abra Paraboldhoz illeszkedd csucslevagas

X
A hatarolé gorbe meghatarozasahoz az altalanos parabola egyenletébdl indulunk ki: G (y) =

(at2+bt+c

dt2 + et + f) . A parabola at kell menjen azokon a pontokon, amiket sosem vagunk le az

alakzatrol (ezek a fiiggvények fix pontjai €s az élek végpontjai), igy a konnyebb kezelhetdség

érdekében a parabola egyenlet atparaméterezhetd.

1
0

0

G (0) =( .

)oc=0f=0 ¢ =(7)-a+1=hd=1-e

. xy _ (bt?—(b+Dt+1 .
ez a gorbe G (y) = ( (1— et + et? ) alakjara vezet.

Mivel a gorbék egymashoz illesztésének pontjdban is differencialhatok kell legyenek, emiatt a

fix pontokban a gorbe érintéje meg kell egyezzen a kiinduld lap eredeti élének iranyaval:

G'(0) = (g) ésG'(1) = (2) , h € R valamely / értékre. gy a gorbe csak a kovetkezd lehet

G(b) = [(t ;21)2]'

5.2. A simasag paraméterkombinaciojanak meghatarozasa:

A kolléazs-tétel szerint [1] hogyha az 4lland6 paraméterkombinacioval csonkolt alakzat attrak-
tora rajta van a parabolédn, akkor az attraktor hataralakzata maga a parabola. Ez azt jelenti, hogy
alland6 csonkolas esetén elegendé meghatarozni, hogy mely paraméter értékekre lesz az IFS

elsd képe rajta az imént meghatarozott gérbén, a késébbi képek biztosan a gdrbére keriilnek
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majd. Hasonléan hogyha az IFS els6é képének érintdje a gorbe érintdje, akkor a késdbbi képek
is érintenek majd. Igy az IFS kiinduld cstcsra vett képeinek végpontjai rajta kell legyenek a
gorbén. Mivel a fiiggvények fixpontjain biztosan athalad a gorbe és ezekben a pontokban vett
érintéje biztosan megegyezik az eredeti €l irdnyaval (igy paramétereztiik) a kovetkezd egyen-

leteket kell igazza tenni valamely ¢t értékre:

F(6G()) =61 eésA;(6' (1) =hG'(D).

Az éltalunk vizsgalt harom fiiggvény a kdvetkezd sikokban hoznak 1étre gorbét:

F, F» F;
F, - Xy XZ
F2 Xy - Yz
Fs XZ yzZ -

Amelybdl a megoldand¢ fiiggvények a kovetkezok:
: _ (14 /11()’1—1)) X M
= (07 maw) 6)+ ()

2:Fy,, = (1 — A A2 - 1)) (x) + (/11)

0 W1 -/ \z 0
sk = (1001 00)0)+ (2)
ran (1 BNy
SiF37 = (_y;jis 1 —0,13) (}zc) + (/{)3)
o= (1 00+ (1)

Ezekbdl az F; fliggvényre az xy sikban:
1:/11]/1 = (l_t)z, 2/12(1_]/1) = tz,

3:/11(]/1_1) :h(t_l), 4’: /12(1_)/1) :ht
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Amely egyenletek ay; =1 —h, 4; =1 — h, 4, = h megoldasra vezetnek.

Az 1, 2, és 4, egyenletekben szinessel kiemelve a valtozok egymaéssal analogok, ezek mellett a
konstansok is azok. Vagyis a 4, egyenlet alapjan Ay =1-—h, A3 =h és
¥y, = 1 — h, az 6todik egyenlet szerint pedig: A, =1 —h, A3 =hésy; =1—h.

Emellett a nem szinezett 2, 3, és 6, fliggvények is azonos alakra hozhatdk konjugalassal. Elvé-

0 1
1 0

eltolas tagja és bevezetve a Y; = 1 — y; Osszefliggést:

gezvea PF; P+ Pt; = F; ahol P = ( ), F; a fuiggvény matrix része, t; pedig a fliggvény

. 1-2;, AL,0 -1 A
2—>F2:( ) .2(11—Y1))+(02)

. -2 ;Y3 -
(3 )

. -2 A3(¥3 -
== maw)* ()

Ezeknek az els6 négy egyenlettel vett megoldasai tehat hasonldan az 1, 4, 5-hoz:
2—» A, =1—h, A, =h Y, =1—h,
3-oA;=1-hA; =hY,=1—h,
6> A3=1-hA,=hY;=1—h

Az 1,4,5-bol és a2, 3, 6-bol barmely lambda értékre igaz kell legyena A; = 1 — h = h, amely-
b6l h =~ = A, ésbarmely yrey; =1 —hésT; =1 —h=1—y; = 1 — (1 — h), amelybsl:

. 1 1
= —— s = —,
L 2 )/l 2

Az imént meghatarozott A; és y; értékek alkalmazasaval az F; fiiggvény fiiggvényértékei a pa-

rabolara valdban invariansok:

% _% (t—1)2] . (0,5 %(t_l)z_%thr% (%_1)2
Fl,xy(G(t)) = . l [ £2 ] + ( 6 ) - ltz - (E)z
4 * ’
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OSSZEGZES

A dolgozat olyan poliéderek fraktal tulajdonsagaival foglalkozott, amelyek a kiindul6 P, poli-
éder csucsainak vagy ¢éleinek ismételt levagasabol szarmaznak. Az igy l1étrejovo alakzatok vizs-
géalatanak legfobb indoka, hogy Osszefliggésbe hozhatok kovek kopasanak modellezésével,
egyrészt a csucsok levagasanak eseménye S.Redner és P.L. Krapivsky [11] kopasmodelljének
haromdimenzids analogiaja, masrészt az ¢lek €s a csticsok levagasanak megfeleld valdszinii-
séggel vett ismétlésével diszkrét modon kozelithetd J.F Bloore differenciadlegyenletének ered-
ménye [3][5]. Bar a dolgozatban vizsgalt eset ko részecskék alakfejlédésének csak egy nagyon
szlik csoportjaval foglalkozik, a fraktalgeometriai szemlélet alkalmazhatdsdganak vizsgélata

altalanos alakfejlodés modellezési kérdésekben is célszerii lehet.

Bemutattuk a kezdeti poliéder egy egyszerl csicsanak kdrnyezetében kialakulo élszerkezetet
l1étrehozo véletlen iteralt fliggvényrendszert, és a fliggvényrendszer paramétereinek azon kom-
binacioit, amelyek esetén az alakzat valamely sikra vetitett képe a sikban miikodé kétdimenzios
iteralt fliggvényrendszerrel is eldallithatd. A vizsgalt alakzatok sikban is eldallithatd eseteinek
vizsgalata kisebb szamitas igényli vizsgalatokat tesz lehetdvé, ezen kiviil eleget tesznek azok-
nak a feltételeknek, amelyek teljesiilése esetén ismert altalanos képlet 6nhasonl6 alakzatok box

dimenzidjanak meghatarozasara.

A hataralakzat lapjait szegélyezd gorbek egyszeres differencialasa lehetséges barmely paramé-
terkombindacid esetén a csticsok levagasanak geometriai feltételei miatt. Magasabb rendii diffe-

rencialasra azonban csak akkor van lehetdség, ha a hatarold gorbék paraboldk, amelyet a dol-

gozat modelljének egyetlen paraméter kombindcioja allit elé: A; = y; = %
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ABRAJEGYZEK:

Abra felirata és forrasa, sajat abrak készitéséhez felhasznalt program

1.4bra:
2.4bra:
3.4bra:
4.4bra:
5.4bra:
6.4bra:
7.4bra:

8.abra:
9.4bra:

10.4bra:
11.4bra:

12.4bra:

13.4bra:
14.4bra:
15.4bra:

16.4bra:

17.4bra:
18.4bra:
19.4bra:

Csticsok levagasa: ATchicad 25 .....c.vieeiiieiiiiece et 5
Lapszerkezet egy cstics kornyezetében: Matlab R2021a.........ccceeeveiviiieeniieeieee, 6
Elek 1evagasa: ArChicad 25 ..........ooveueeeieeieeeeeeeeeeeeeeeeeee e 6
Az attraktor fliggetlen a kiindul6 alakzattol: MAtlab R2021a ........ccoeevenieniennnene 10
Cantor halmaz: [7] — FIUIE 0.1 .....ccviiiiieeiieeeeeeeee e et 11
Csucs levagasa iteralt fliggvényrendszer alkalmazaséaval: Archicad25................... 15

Matlab algoritmus cstics kornyezetének abrazolasara Iteralt fiiggvényrendszerrel:
Matlab R202T@......coiiiiiiiiieieeeee ettt sttt st 17
Szimmetrikusan és asszimterikusan csonkolt sarkok: Matlab R2021a. .................. 17
Az iteralt fliggvényrendszer nagyobb elemek Osszeillesztésével miikodik:

ATCHICAA 25t 18
A véletlen iteralt fliggvényrendszer cstics specifikus: Archicad 25 ..o 18

Matlab algoritmus csucs kornyezetének dbrazolasara véletlen iteralt

fliggvényrendszer alkalmazasaval: Matlab R2021a .........cccoeeiiieeiiiiniiieiieeiees 19
Véletlen iteralt fliggvényrendszer alkalmazasa a cstcsok levagéasakor:

Matlab R202T@......coiiiiiiiiiieteeeeee ettt et s 20
Elek 1eVAgasa: ArChiCad 25 ......ovvieeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 20
El levagasanak lehetséges modellezési alapelemei: Archicad25..........ccccvveueeee.... 21
Alakzat és sikra vetitett képe: Matlab R2021a .....c..ccocevieniiiiiniiniiiiiecceeieee 22
A= % aranyu csonkolas képe a sikban: Matlab R2021a.........ccccceeevveeviveeniiecieens 25
Onmagat nem metszé és Snmagat metszd vetités: Matlab R2021a, Archicad25 .... 27
Négyzet kiindulo lap hataralakzata eltérd A értékekre: [12]- 25.4bra...................... 31
Parabolahoz illeszkedd csticslevagas: Matlab R2021a..........ccccvveeiiieeiieiniieeeieen, 32
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