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1. HF (beaddsi hatdridd: februar 15. szerda 10:15)

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

(1) = { z(t)In|xz(t)] ha x(t) #0
0 ha z(t) =0
ee Oldja meg a kovetkezd differencidlegyenletet (a jobboldal 0-ban is folytonos!) és
vazolja a megoldasokat!
o Teljesiilnek-e az egzisztencia- és unicitastétel feltételei?
e Minden kezdetiérték feladathoz egyértelmii megoldas tartozik? FEzek alapjan mire
kovetkeztethetiink a Lipschitz-feltétellel kapcsolatban?

#(t) = V/]2(1)]

ee Oldja meg (esetszétvalasztas: x(t) > 0,z(t) = 0,z(t) < 0)!

e Minden kezdetiérték feladathoz egyértelmi megoldéas tartozik?

e Teljesiilnek-e az egzisztencia- és unicitastétel feltételei?

Mj.: Mivel (t) > 0 = z(t) monoton novekeds kell legyen (és differencialhato).

e ¢ o Oldja meg a kdvetkez6 egyenletet!
rdy =y(lny —Inz) dz

(Korldtos nivekedés modellje) Gyakorlaton szerepelt a korlatlan névekedés modellje
(#(t) = rz(t)). De az exponencialitis nem lehet allando: altalaban rovid életd, a
populécionovekedés elsé szakaszara jellemzd, igy P.F. Verhulst 1838-ban kidolgozott
egy ennek megfelel6 modellt, amely ma a leginkabb hasznalt egyszereplés populacio-
dinamikai modell. A modellben szerepel egy 0j paraméter a K, a kérnyezet teherbird
képessége, mely azt mondja meg, hogy maximum hény egyedet képes a kornyezet eltar-

i(t) = ra(t) (1 _ %)

ee Oldja meg a differencidlegyenletet!
ee Lrveljiink amellett, hogy miért j6 ez a modell a megoldasgorbék feltérképezése segit-

tani.

ségével (matematikai programcsomagot is lehet hasznélni)!




2. HF (beaddsi hatdridd: februar 22. szerda 10:15)

2.1. e e ee Oldja meg a kiovetkezs differencidlegyenletet!

. brt+y—1
Y 4w ry—2

2.2. e e e e e Oldja meg mindkét tanult modszerrel a kovetkezd differencidlegyenletet!
ti(t) — 2t/ (t) = 4x(t)

2.3. ee e Legyen x : [0;00) — (0,00) egy differencidlhato fiiggvény, amelyrdl ismert, hogy
minden tg > 0 esetén az (to, z(ty)) pontba htuzott érints, a t = t; egyenes és a koordiné-
tatengelyek altal meghatarozott trapéz teriilete allando. Mi lehet az x(t) fiiggvény?

2.4. e @ @ Torpicur egy 10 cm hosszii gumiszalag jobb végpontjabol 1 cm/s sebességgel
menekiil Hokuszpok el6l a szalag rogzitett bal végpontja felé. Hokuszpok ezzel egyide-
jlileg a szalag jobb végpontjat 100 cm/s sebességgel hizza hatra. Eljut-e valamikor
Torpicur a szalag masik végére (és ha igen, mikor)?

3. HF (beaddsi hatdrids: februar 29. szerda 10:15)

3.1. e e ee Oldja meg a kivetkez§ differencidlegyenletet!
2’y (x) — 2%y’ () — ay(z) = 1

3.2. e e e Bizonyitsa be a gyakorlaton szerepld tételt (egzaktsag sziikséges és elégséges
feltétele)!

3.3. ee Mutassa meg, hogy a (3zy + 2y*)dx + (3zy + 22?)dy = 0 differerencialegyenletnek

letezik g(z + y) szerkezet( integralotényezdje!

e Oldja meg a differencidlegyenletet!

ee Ha egy egyenlethez létezik két linearisan fiiggetlen integralotényezd (mg(x,y) és
% = (' alakban. Ellendrizze, hogy
ez jelen esetben is igy van-e (6rai f(zy) alaku integralotényezével)! Mi lehet ennek az
oka?

mo(z,y)), akkor az altalanos megoldas felirhato

3.4. eee Hatarozza meg az x°+y? = ¢ koncentrikus korsereget 45°-ban metsz6 gorbesereget!

4. HF (beaddsi hatdridd: méarcius 7. szerda 10:15)

4.1. ee Oldja meg a kiovetkezd differencidlegyenletet!

vy’ (r) =y (v) + 2?sinx



4.2.

4.3.

4.4.

e ¢ o Oldja meg a kovetkezs differencidlegyenletet a megadott kezdeti feltételek fi-
gyelembe vételével!

y'(@)(y(x) = 1) =2y (z), y(0) = -1, y(1) =0
e ¢ o0 Oldja meg a kovetkezs differencidlegyenletet!
w(z = 1)y’ (z) — a2y (z) + y(z) = —1

eecoee Oldja meg az alabbi differencidlegyenleteket!

iy (z) = 3y'(z) + 2y(z) =0
. v’ (x) + 4y () + 13y(x) =0
iii. y"(x) — 2y (x) +y(z) =0
W(t) —2(t) =0
v. 2O(t) — 223 (t) — 3&(t) =0
vi. 2@ (t) — 200)(¢) + 223 (t) — 2i(t) + z(t) = 0

Megjegyzés: Erdemes felirni a homogén egyenletek altalanos megoldasat, mert a kovetkezo

iv. x

feladatsorban inhomogén egyenletek &ltalanos megoldésat kell majd keresni.

5. HF (beaddsi hatdridd: méarcius 14. szerda 10:15)

5.1.

5.2.

2.3.

5.4.

2.5.

e ¢ ¢ Oldja meg a kiévetkezd differencidlegyenletet!
y'(x) — 3y (x) + 2y(z) = 2% — sinx cos ¥ + cosh =
e ¢ o0 Oldja meg a kovetkezs differencialegyenletet!
y"(x) + 4y’ (z) + 13y(z) = xsinz + cos(3x — 1)

e ¢ o0 Oldja meg a kovetkezs differencialegyenletet!

T

y'(x) — 2y (z) + y(z) = 2" +  yr—1+¢cosa
T

ee Egy 50 l-es tartaly kezdetben 10 1 vizet tartalmaz. Egy csévon 4 1/s sebességgel
olyan viz folyik bele, melyben 1 kg/1 so van feloldva. Az oldat 2 1/s sebességgel hagyja
el a tartalyt. Hatarozzuk meg azt az id6t, amikor a tartaly megtelik és ebben az
idépillanatban azt, hogy mennyi s6 van a tartalyban!

ee Figy origon athalado gorbe tetszéleges P(x,y) pontjan keresztiil huzzunk parhuzamo-
sakat az z, illetve az y tengellyel (z > 0,y > 0). Az igy kapott téglalapot a gorbe két
olyan részre osztja, melyek teriiletének aranya 1 : 3. Hatérozzuk meg a gorbét!




6. HF (beaddsi hatdridd: méarcius 21. szerda 10:15)

6.1.

6.2.

6.3.

Hatérozza meg az v/ (x) = zy(z), y(0) = 1 kezdeti érték feladat megoldasanak kozelitését

i. @ Newton modszerrel (negyedfoku tagig)
ii. e hatarozatlan egyiitthatok modszerével (negyedfoku tagig)

iii. e szukcessziv approximacioval (els¢ harom kozelités)!

Adja meg a megoldast zart alakban is!

oo Irja fel a teljes hatvanysort is Newton modszerrel vagy a hatarozatlan egyiitthatok
modszerével!

Megj.: A hatarozatlan egytitthatok modszerével most egyszertibb dolgozni, ebbdl a
hatvanysor egyiitthatoira kozvetleniil adodik egy rekurziv formula.

e o ¢ ¢ o0 Oldja meg a kivetkezd differencidlegyenletet minél tobbféleképpen (legalabb
két megoldasi modszer)! Minden tovabbi megoldasért pluszpont jar, megoldasonként 2
pont. Az egyik megoldasi mddszer legyen a hatarozatlan egyiitthatok modszere, irjuk
fel a teljes hatvanysort. A hatvanysorbol felismerhetd a zart alaki megoldas.

2%y’ (@) +ay'(x) = 0, y(1) =0, y'(1) =1

e o o0 Adja meg a kivetkez§ differencidlegyenlet-rendszer altalanos megoldasét és az
z(0) = 2,y(0) = 1 kezdeti feltételhez tartozo partikularis megoldast is!

rT—2x—y=0

y—2y—x=0

Oldja meg a feladatot kétféleképpen (masodrendii egyenletté atirva és rendszerként
tekintve is)!

7. HF (beaddsi hatdridd: méarcius 29. csiitortdk 8:30)

7.1.

7.2.

e e ¢ Bizonyitsa be, hogy ha A, B € R™" matrixok kommutalnak (AB = BA), akkor

eAtB = e4eB = eBeA. Hol hasznaljuk a bizonyitasban a kommutativitasi feltételt?

Adja meg a kovetkez6 differencidlegyenlet-rendszerek altalanos megoldasat:

i. eee
T=y+tg*t+1
y=—x+tgt

ii. e®
rT=y+t
Y= —x+ 2



7.3.

7.4.

Az (i) részben az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat az allandok vari-
alasaval lehet meghatarozni, a (ii) részben érdemesebb probafiiggvény modszert al-
kalmazni. Miel6tt szamolnank, gondoljuk meg, hogy milyen alakban érdemes a par-
tikularis megoldast keresni. (Figyelem: x és y nem egymaéstol fiiggetleniil fejlodik.)

cosb sinbd
—sinb cosb /-

a

ee [gazoljuk, hogy ha A = ( b

b > a,beR, akkoreA:e“<
a

cosbt sinbt )

gy ezt az At matrixra alkalmazva et = e )
—sinbt cos bt

e 0 0 0 o Adjuk meg a kdvetkez§ differencidlegyenlet-rendszer altalanos megoldésat!
T=3r—y—2z

y = —8x + 6y + 10z

z=5x —3y —5Hz

8. HF (beaddsi hatdrids: aprilis 4. szerda 10:15)

8.1.

Tegyiik fel, hogy valamely populéacié két részre oszthatd: azokra akik megkaptak egy
bizonyos betegséget és képesek megfertézni masokat, és azokra akik a betegséget még
nem kaptak meg de hajlamosak arra, hogy a betegséget megkapjak. Az utobbiaknak
a teljes populacidhoz viszonyitott aranyat nevezziik x-nek és az el6bbinek a teljes pop-
ulaciohoz viszonyitott aranyat y-nak (0 < x,y < 1). Tehat x +y = 1. Tegyiik fel, hogy
a betegség azaltal terjed, hogy egészséges és beteg egyének taladlkoznak és a betegség
terjedésének % sebessége aranyos ezen taldlkozasok szaméval. Tegyiik fel, hogy az
egészséges és beteg emberek szabadon mozognak egymés kozott, tehat az egymaéssal

valo talalkozasaik szama aranyos xy-nal. Mivel x = 1 — y kapjuk, hogy

dy

dt
ahol a > 0 aranyossagi tényez6 és yy a beteg egyének aranya a teljes populaciéban
kezdetben.

ay(l—y), y(0) = yo,

i. ee Hatarozzuk meg az egyensiilyi allapotokat és osztalyozzuk ket aszerint, hogy
aszimptotikusan stabilak vagy instabilak-e (+4abra)!

ii. ee Oldjuk meg a fenti kezdeti érték problémat és ezaltal igazoljuk, hogy az el6z6
pontban levont kivetkeztetésiink helyes volt. Bizonyitsuk be, hogy

lim y(t) = oo,

t—o0

vagyis a betegség az egész populaciot megfertszi.



8.2.

8.3.

8.4.

iii. ee Rajzoljuk fel a trajektoridkat a sikban! (Szémitogépes programot is hasznal-
hatunk.)

iv. e Melyik mar tanult modellre hasonlit ez a jarvanyterjedési modell? Ott mi a valasz
az (i) kérdésre?

Mj.: Daniel Bernoulli 1760-ban méar hasznalt matematikai médszereket a himls ter-
jedésének vizsgalatara. Hasonlé modelleket hasznalnak a rémhirek terjedésének mo-
dellezésére és bizonyos arucikkek terjedésének vizsgéalatara.

oo Az i = —22+ux egyenlet mely egyenstlyi pontjai stabilak, aszimptotikusan stabilak,
ill. instabilak? Adjuk meg a valaszt a ;1 € R paraméter minden lehetséges értékére.
(A megoldas explicit alakjara nincs sziikség, elég a fazisképek alapjan megvalaszolni a
kérdést.)

e ¢ ¢ [japunov értelemben stabilisak illetve aszimptotikusan stabilisak-e a kivetkez6
differencidlegyenlet megoldasai: © = —x + t?

Al

L pu
ee e [egyen J (0 \

) , T az egész R-en analitikus fiiggvény. Hatarozzuk meg a

kovetkez méatrixot:

9. HF (beaddsi hatdridd: aprilis 11. szerda 10:15)

9.1.

e o o 0 o0 Rajzoljuk fel a kovetkezd differencidlegyenlet-rendszerek fazisképeit! Ahol
sziikséges, ott a nullklindkat is rajzoljuk be! (1 pont feladatonként)

Adjuk meg a (0,0) egyensilyi pont tipusat (ha lehet) illetve azt is, hogy stabil, instabil
vagy aszimptotikusan stabil!

A fazisportrékat abrazoljuk szamitogép segitségével is (ellenérzésképpen) és nyomtassuk
ki 6ket (0.5 pont feladatonként)!

Mathematiciban az tjabb verziokban a StreamPlot parancs (szebb), mig a régebbiek-
ben a VectorFieldPlot parancs hasznalhaté erre a célra. A VectorFieldPlot parancs
hasznalatahoz be kell télteni a VectorFiledPlots csomagot a kivetkezGképpen:
Needs|"VectorFieldPlots‘"].

1. o+ 2r =2y
y+3y==x
ii. ©=—-3x+ 2y
y=—-2x+vy



9.2.

9.3.

9.4.

i, & = —2z + 6y

y=z—3y
iv. T =x+2y

y = —4x + dy
oo o0

f B 1 o T
y | | 2a+3 -1 Y
Milyen « értékekre lesz a fenti differencidlegyenlet-rendszer 0 egyensilyi helyzete

i. nyeregpont

ii. stabil

iii. aszimptotikusan stabil
iv. instabil?

oo Keressiik meg a kovetkez6 rendszer egyensilyi helyzeteit, vizsgaljuk azok stabilitasat
és adjuk meg a tipusukat linearizalas segitségével. Rajzoljuk fel a lokalis fazisképet az
egyensilyi helyzetek kozelében illetve amennyire tudjuk a globalis fazisképet is.
T=5—a2%—19?

y=1+y*—=x

e e e Hatarozzuk meg a kdvetkezs differencidlegyenlet-rendszer egyensilyi pontjait, azok
jellegét linearizalas (vagy egyéb modszerek /pl.: nullklinadk /) segitségével, majd vazoljuk
a fazisportrét!

T=1-—2%—19°
y =2

10. HF (beaddsi hatdridd: aprilis 18. szerda 10:15)

10.1.

10.2.

10.3.

e ¢ o Adjuk meg a kovetkezd rendszer fazisképét: © = —zyt,y = 2%.

(A sumak modszer segitségével adjuk meg a fazisgérbék egyenletét avagy adjuk meg a
rendszer egy els6 integraljat, azaz keressiink olyan fliggvényt, ami a megoldasok mentén
allando! A fazisgorbék e fiiggvény szintvonalain haladnak.)

eee Adjuk meg a kivetkezd nemlinearisan csillapitott rezgés fazisképét: z +(i)2+x = 0.
(Irjuk at az egyenletet rendszerré, majd a sumak modszer segitségével adjuk meg a
fazisgorbék egyenletét. Ez alapjan probaljuk meg felrajzolni a fazisképet. Ehhez esetleg
szamitogépet is hasznalhatunk.)

eeeeee Az alabbi kétdimenzios rendszerekben keressiik meg az egyensulyi pontokat, és
hatarozzuk meg azok tipusat. Ha a linearizalas centrumot ad, akkor egyéb modszerek



10.4.

(pl.: a rendszer valamely szimmetridjanak felismerése vagy polarkoordinatékra valo
attérés) segitségével hatarozzuk meg a pontok jellegét. Rajzoljuk fel a rendszer lokalis
és amennyire tudjuk a globélis fazisképét is.

La=—-y—ay - y=0—y -2

i, & =—y+a3+ay?,9=a+y+2%
e o o Igazolja, hogy ha f : [a,b] — [a,b] sziirjektiv folytonos fiiggvény, akkor létezik
fixpontja! (Kovetkezs gyakorlaton hasznélni fogjuk ezt a tételt...)

11. HF (beaddsi hatdridd: aprilis 25. szerda 10:15)
Fontos! Az 6rai tablazatban van egy hiba, melynek javitasa:

L{f(t —to)1(t — to)}(s) = e " F(s).

Amint végleges lesz a Laplace-transzformacios tablazat, fent lesz a honlapomon.

11.1.

11.2.

11.3.

11.4.

11.5.

i =xy + 2°
J— —y+y?— B+t
Legyen V(x,y) = 2y — 2!

i e LV =7
ii. e e e Mit mondhatunk a V' (z,y) fliggvény segitségével a (0,0) stabilitasarol?
2
1
oo F(s) =In " f(t) =?

(s —1)
ft)=g(t) =vt,t >0
i ees (frg)(t) =7
i o L(f * 9)(s) =7, L(VE)(s) =7
ee Legyen s € C! Vezessiik le a sin(at) és cos(at) Laplace-transzformaltjat (o € R)!
e Mit mond a tanult tétel a konvergenciatartomanyrol, és mit kapunk a szamolas soran?
[ 1]
gt+2 0<t<?2
2-2t 2<t<4
t) = - L{f(t =7?
TOE S AT O)
0 kiilénben




12. HF (beaddsi hatdridé: majus 2. szerda 10:15)

12.1.

12.2.

12.3.

12.4.

12.5.

ee ee Oldjuk meg Laplace transzforméacioval illetve masodrendi, alland6 egyiitthatos
inhomogén differencidlegyenletként!

e (t) + 22@ (1) + 2(t) = cost, 2(0) = #(0) = 22 (0) = 2®(0) = 0

ee Oldjuk meg Laplace transzforméaci6 segitségével!

T=—-r+y+=z
y=—-x-y
2= —-3r—z

z(0) =0,y(0) =1,2(0) = —1

ee Oldjuk meg Laplace transzforméaciéval!
y" — 6"+ 12y — 8y = t*e* y(0) = 1,y (0) = —1,4"(0) = —2

e o ¢ Oldjuk meg a kovetkez6 differencidlegyenletet! (A megoldast soralakban adhatjuk

meg.)
2" + 4z = f(t),2(0) = 2/(0) = 0,

1 0<t<1

f(t) :{ 0 1<t<2’ ft+2k)=f(t),k=0,1,2,...

i. ee Vezessiik le az | hosszt rid hévezetési egyenletének megoldasat homogén Neu-
mann peremfeltétellel (agy, ahogy a gyakorlaton a homogén Dirichlet feltétel ese-
tén)!

ii. ee Adjuk meg a feladat megoldasat | = m,u(0,r) = sin’x esetén! Abrazoljuk
szamitogép segitségével a rid hémérsékleteloszlasat a ¢t =0,¢t = 0.01,t =0.1,t =1
idépillanatokban (egy abran latszik jol)!




13. HF (beaddsi hatdridé: majus 9. szerda 10:15)

13.1. Legyen a rezg6 hur egyenletében szereplé c¢ sebesség 1. A 20 cm hosszi két végén
rogzitett hurt megfeszitjiik gy, ahogyan az dbra mutatja, majd elengedjiik.

g1

y = 0.05x y= 1—0.05x

0 .5Cfﬂ—“‘ﬁ‘n\\ ;’I‘

1()c1n 2.(]c1-ﬂ‘

i. eee Hatarozzuk meg a hur alakjat leird u(x, t) fiiggvényt a Bernoulli-féle modszerrel!
ii. e Hatarozzuk meg a hir mozgasat leird u(z, t) fiiggvényt D’ Alambert modszerével!
iii. ® Abrazoljuk a hur alakjat szamitogép segitségével néhany idépillanatban!
13.2. e 0o
up = ul +tr, u(0,z) = sin®x, u(t,0) =t, u(t,t) =t
13.3. i. e Bizonyitsuk be, hogy L(f, f(r)dr)(s) = ¥ ha L(f(t))(s) = F(s).

ii. e @ @ Igazoljuk a gyakran hasznalatos, tgynevezett Cauchy-formulat:

/Ot /Otl /Om . /Ot flu)du dt,, . dty dt, = % Ot(t = u)"f(u)du.

13.4. e e e Oldjuk meg a hévezetési egyenletet egy 1 m hosszu ridon, ha a kezdeti h6mérsék-
leteloszlast az z(1 — x) fiiggvény irja le (kzépen melegebb a rud kezdetben), és a rad
végeit végig 0 C° hémérsékleten tartjuk.
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