Grafelmélet
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1. Feladatok

1.1. Grafelmélet
1.1.1. A grafelmélet alapjai

1. Izomorfak-e az alabbi grafok?

or s

(d) O,

2. Van-e olyan 7 csicsu egyszerd graf, melyben a csticsok fokszamai:

(a) 4,4,4,3,3,3,3
(b) 6,3,3,2,2,2,0
(c) 5,5,5,4,4,2,2
(d) 5,5,5,2,2,2,1
)

(e) 1,1,1,2,3,4,6
3. Van-e olyan n € NT csiicsii egyszerii graf, melyben minden pont foka kiilonbdzs?

4. Milyen n és k pozitiv egész szamokra lehetséges, hogy egy n {6s tarsasagban mindenkinek pontosan k
ismerése van, ha az ismertségek kolcsonosek?

5. Legyen a G graf csucsainak halmaza {1,2,...,100}. Osszefiigg-e G, ha az i és j cstcs akkor van
Osszekotve, ha

(a) i — j pératlan,

(b) ¢ — 7 oszthat6 3-mal és i # 7,
(¢) li—jl =3 vagy |i—j| =38
(d) |i —j[ =6 vagy |i —j| =9



10.

Legyen n € Nt és G = (V,G) egyszert graf, melynek legfeljebb 2n + 1 csticsa van. Bizonyitsuk be,
hogy ha Vv € V esetén d(v) > n akkor G Osszefiiggd!

Legyen n € N7 és tekintsiink egy n csucsi G grafot, melyben két nem szomszédos cstics fokanak 6sszege
legaldbb n — 1. Mutassuk meg, hogy G 6sszefiiggs!

Egy 0sszefiiggs G grafrél tudjuk, hogy minden pontjanak a foka péaratlan és van egy olyan e éle, melyet
elhagyva a graf két komponensre esik szét. Mutassuk meg, hogy ekkor mindkét komponens pératlan
darab csucsot tartalmaz!

Bizonyitsuk be, hogy egy tetszéleges G egyszeri graf vagy a komplementere Osszefiiggs!

Ha egy n € NT csticst egyszerii grafban pontosan egy cstics foka péros, akkor hany paros foku cstics
van G komplementerében?

11. Adjuk meg az Gsszes 4, illetve 5 cstcsa egyszeri grafot, melyek izomorfak a komplementeriikkel!

12. Hat versenyz6 kormérkézést jatszik. Bizonyitsuk be, hogy barmely id6pontban van harom olyan ver-
senyz@, akik mar mind jatszottak egymassal, vagy harom olyan, akik koziil semelyik kett& nem jatszott
még!

13. Egy csoportban tudjuk, hogy barmely harom ember kozott van kettd, akik nem ismerik egymast, de
barmely hét ember kozott van kettd, akik ismerik egymaést (az ismertség kolcsonos). Karacsonykor
mindenki megajandékozza az Osszes ismerGsét a csoportban. Bizonyitsuk be, hogy n ember esetén
legfeljebb 6n ajandéktargyat adtak at!

14. Mutassuk meg, hogy ha egy véges graf minden foka legaldbb 2, akkor van kor a grafban!

15. Mutassuk meg, hogy ha egy véges grafban d > 1 jeloli a fokszamok minimumaét, akkor létezik a grafban
legaldbb d + 1 hossza kor!

16. Hany kett6 hosszu ut van K, ,,-ben?

17. Mutassuk meg, hogy ha egy G grafban a legkisebb fokszam A és a legnagyobb fokszam B, akkor

a<X<p,
n
ahol e = |E(G)| és n = |V(G)|.
1.1.2. Fak

1. Rajzoljuk le az Osszes 4-edfoku cstucsot tartalmazo fat!

2. Bizonyitsuk be, hogy egy faban a pontok és élek szaménak szorzata paros!

3. Hany cstcsa van egy G fanak, ha éleinek szama pontosan tizenotode a komplementerben 1évé élek
szaménak?

4. Bizonyitsuk be, hogy minden n > 5 egész szam esetén egy n cstcsu grafban vagy komplementerében
van kor!

5. Mutassuk meg, hogy ha egy faba behizunk egy élt, akkor pontosan egy kor keletkezik!

6. Mutassuk meg, hogy egy faban mindig lesz legalabb két elséfoku cstics!

7. Jeloljiik egy véges fa els6foka ontjainak szaméat fi-gyel, a ketténél nagyobb fokiuak szamat c-vel. Mu-
tassuk meg, hogy f1 > ¢+ 2, ha a csticsok szdma legaldbb kettd!

8. Bizonyituk be, hogy egy n > 1 cstcst fadban a masodfoku csiicsok szdma nem lehet pontosan n — 3!



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

Legyen G egy 3k > 6 cstucsa graf, melynek fokai 1,2,3,1,2,3,...,1,2,3. Bizonyitsuk be, hogy van kor
a grafban!

G egy 6 csicsa egyszeri graf, melyben minden pont foka legalabb 4. Mutassuk meg, hogy barmely 4
csucsa kort alkot!

Igaz-e, hogy minden legalabb két cstuicsbol &ll6 Osszefiiggd grafnak van olyan pontja, melyet a hozza
tartozé élekkel egyiitt elhagyva még mindig Gsszefiiggs grafot kapunk?

Bizonyitsuk be, hogy ha egy faban van k-adfokud cstcs, akkor a faban legalabb k levél van!

Keressiink minimalis stlyu feszit6fat az alabbi grafban és adjuk meg a sulyéat!

Egy teljes graf csucshalmaza x1, 2, ..., %k, y1,Y2, ..., Ym- Az (x;, ;) élek koltsége 1, az (y;,y;) éleké
2, mig az (z;,y;) éleké 3. Mennyi a minim4lis sulyu feszit6fa koltsége?

Az n x n-es négyzetracs vonalrendszerébdl rajzoljunk be annyit, hogy a négyzetracs barmely pontjabol
barmely pontjaba el lehessen jutni a berajzolt szakaszok mentén. Széamitsuk ki a berajzolt szakaszok
Osszhosszanak minimumét!

Hény olyan csiicscimkézett fa van n csicson, melyben minden cstcs foka legfeljebb 27

Egy n csicsu és n éli egyszert, Osszefliggs csticscimkézett grafnak Gsszesen n kiillonbozé feszitGfaja
van. Mi ez graf?

Hatarozzuk meg az alabbi fak Priifer-kodjait:

Rajzoljuk le azt a fat, melynek Priifer-kodja (1,2,3,4,5,4, 3)!

Egy n csucsu fa Priifer-kodja csupa azonos szamjegybdl all (az (n —1). jegyet is beleértve). Milyen fat
kodol ez a kod?

Egy fa Priifer kddja csupa kiilonbozs szambol all. Hogyan jellemezhetjiik ezt a fat?



1.1.3. Euler-ut és Euler-kor

1.

10.

Konigsbergi-hidak (1730): At lehet-e menni a varos minden hidjan tgy, hogy mindegyiken csak egyszer

megyiink keresztiil és visszaériink a kiindulasi helyre?

Van-e olyan Euler-graf, melynek paros szamu pontja és paratlan szadmu éle van?
Mely n > 2 esetén tartalmaz K, Euler-utat vagy Euler-kort?
Mely n,m > 1 esetén tartalmaz K, ,, Euler-utat vagy Euler-kort?

Az alabbi dbran egy kirdly palota alaprajza lathaté. Tiz évvel ezel6tt az egyik ajtot befalaztdk, am
ezt a valtozast még nem jelolték az alaprajzon. Minden reggel a kirdly belép a nyillal jellt bejaraton,
majd gy sétil végig a szobdk kozott, hogy minden ajtéon pontosan egyszer megy at. Sétdja végén leiil
a tronteremben és fogadja a latogatoit. Melyik ajtot falazték be és melyik terem a tronterem?

[ 1

|
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Egy G graf csicsai az 1,2,3,...,100 szamok és az i és j cstucs pontosan akkor van Gsszekdtve éllel, ha

li — j| < 3. Tartalmaz-e G Euler-utat vagy Euler-kort?

A G, egyszert graf csicsai az n hosszu 0 — 1 bitsorozatok. Mely n > 3 esetén tartalmaz G,, Euler-kort,
ha két csics akkor van 6sszekotve, ha

(a) pontosan 1 bitben térnek el?
(b) pontosan 2 bitben térnek el?

Bizonyitsuk be, hogy egy tetszsleges Osszefiiggs G graf élei bejarhatdak ugy egy élsorozat mentén, hogy
minden élen pontosan kétszer megyiink végig!

Mutassuk meg, hogy ha egy egyszert, osszefiiggd graf minden cstcsdnak a foka oszthatd 4-gyel, akkor
az élei kiszinezhetdk piros és kék szinekkel tigy, hogy minden csticshoz két piros és két kék él illeszkedjen!



11.
12.

Egy k x [ ponbdl all6 racsban k és | mely értékeire van Euler-kor vagy Euler-ut?

Egy G graf csicsai egy 8-elemid halmaz 2-elemt részhalmazainak felelnek meg. Két csics akkor van
Osszekotve éllel, ha a pontoknak megfelel részhalmazok diszjunktak. Van-e G-ben Euler-kor?

1.1.4. Hamilton-tt és Hamilton-kor

1.

10.

11.

12.

13.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy G grafban létezik k olyan csics, melyeket elhagyva a graf tobb, mint k
(k + 1) komponensre esik szét, akkor a grafban nem létezik Hamilton-kor (Hamilton-ut)!

Melyik igaz az alabbi allitasok koziil minden n > 5 esetén?

(a) Létezik olyan n csiicsti egyszerii graf, hogy G és G is tartalmaz Hamiton-kort.

(b) Létezik olyan n csticst egyszert graf, hogy sem G sem G nem tartalmaz Hamiton-utat.

A boltban vaséaroltunk 100 piros, 150 kék, és 200 z6ld szinii gyéngy6t. Mutassuk meg, hogy lehet olyan
nyaklancot késziteni az Gsszes gyongy felhasznaldsaval, melyben azonos szintiek nem keriilnek egymaés
mellé!

A G egyszeri graf cstcsai az 1,2,...,100 szamok. Az i és j cstcs Ossze van kétve, ha |i — j| < 2.
Tartalmaz-e G Hamilton-kort?

Egy 20 f6s tarsasdgban mindenki ugyanannyi embert ismer (az ismertség kolesonos). Igazoljuk, hogy
leiiltethetSk egy kerekasztal koré gy, hogy mindenki ismerje a szomszédait, vagy gy, hogy senki se
ismerje a szomszédait!

Létezik-e Hamilton-ut vagy Hamilton-kor az alabbi grafokban?

Q O O (%)
e )
\ 7
G O O (X)

Keressiink olyan 3-reguléris grafot, melyben nincs Hamilton-kor!

Bl

Egy G graf csucsai legyenek az 5 hosszi 0 — 1 bitsorozatok. Két cstics akkor legyen szomszédos, ha a
megfelel§ sorozatok legalabb 3 helyen kiilonboznek egymastol. Van-e a grafban Hamilton-kor?

Bizonyitsuk be, hogy egy 2k + 1 cstucst egyszerii grafban, ha minden cstucs foka legalabb k, akkor a
grafban van Hamilton-ut!

Bejarhato-e egy 4 x 4-es sakktabla loval gy, hogy minden mez&re pontosan egyszer lépiink, és a bejarés
végén visszaériink a kiindulési helyre?

Egy hotelba egy 100 {&s tarsasag érkezett, akik koziil kezdetben barmely két ember jéban volt egy-
méssal. Esténként egyetlen kerek asztal koré iil le mindenki. Sajnos egy-egy vacsora alkalméaval az
egymas mellé keriil§ emberek 6rokre Osszevesznek egymassal. A tarsasdg minden vacsora el6tt gy {il
le, hogy mindenki joban legyen a szomszédaival. Ha ez lehetetlen, akkor az Gsszes résztvevs még aznap
hazamegy, el6bb azonban nem. Bizonyitsuk be, hogy legalabb 25 éjszakat a hotelben tolt a tarsasag!

A G, egyszert graf cstucsai legyenek az n hosszi 0—1 bitsorozatok és két cstcs akkor legyen szomszédos,
ha a megfelel§ bitsorozatok pontosan 1 bitben térnek el egyméstol. Bizonyitsuk be, hogy G, minden
n > 2 esetén tartalmaz Hamilton-kort!

A G, egyszert graf cstucsai legyenek az n hosszi 0—1 bitsorozatok és két cstcs akkor legyen szomszédos,
ha a megfelel bitsorozatok legalabb 2 bitben térnek el egymastél. Bizonyitsuk be, hogy G, minden
n > 3 esetén tartalmaz Hamilton-kort!



1.1.5. Iranyitott grafok és a Dijkstra-algoritmus
1. Hany paronként nemizomorf 4 cstcst és 3 éld, egyszerd irdnyitott graf létezik?

2. Egy 9 tagu tarsasdgban mindenki atad 6t altala valasztott embernek 100-100 forintot. Mutassuk meg,
hogy az ajandékozas utan lesz két olyan ember, akiknek ugyanannyi forinttal valtozott a pénze!

3. Bizonyitsuk be, hogy egy hurokmentes irdnyitott graf élhalmaza felbonthaté két diszjunkt részhalmazra
ugy, hogy egyik sem tatalmaz iranyitott kort!

4. Bizonyitsuk be, hogy egy kérmérkézéses pingpongverseny résztvevéi sorba allithatéak tgy, hogy min-
denki legy6zte a kozvetleniil mogotte allot! (Ha egy tetszéleges irdnyitatlan teljes grafbol készitiink
egy iranyitott grafot, akkor mindig lesz az utobbiban irdnyitott Hamilton-ut.)

5. Hatarozzuk meg, hogy az S cstcsbol kiindulva mennyi a legrévidebb ut az graf 6sszes tobbi csucsébal

G] G2 GB

6. Hatarozzuk meg a legrévidebb at hosszat S-bdl F-be az x paraméter tetszéleges pozitiv, valos értéke
esetén!

1.1.6. Sikbarajzolhato grafok és az Euler-tétel
1. Hany éle van egy n csticsu Osszefiiggs sikgrafnak, ha minden tartoméanya (a kiilss is)

(a) haromszog,

(b) négyszog?

2. Egy szabalyos test minden lapja egybevago szabalyos k-sz6g és minden csicsnal pontosan d lap (d > 3)
talalkozik. Bizonyitsuk be, hogy

1,11
(a) % + e 5!
(b) csak 5 szabalyos test létezik!

3. Keressiink olyan 8 csticsit G grafot, hogy sem G sem G nem sikbarajzolhato!



4.

5.

1.2,

A G, graf cstcsai az 1,2,...,n szamok, és két cstics Ossze van kdtve, ha a megfelels szamok koziil a
kisebb osztoja a nagyobbnak. Mutassuk meg, hogy ha n > 15, akkor G,, nem sikbarajzolhato!

Bizonyitsd be, hogy a Petersen-graf nem sikbarajzolhato!

Algebra

1.2.1. Csoportok

1.

10.

Milyen algebrai struktiurat alkotnak a halmazok az adott miivelettel?

(a) (Q,0), ahol § o< = atc

(j
(k

1

P(H),V)
P(H),N)
P(H), 1)

(b) (NT,+)
() (C.+)
(d) R,
(e) (R\{0},")
(f) (R™*" invertalhatoak, x )
(8) (Z,0), ahol aob=a+b+1
(h) (R,o0), ahol aob=ab+a+b
(i) (2%,-), ahol 2% = {2% : z € Z}
) (
) (
) (

. Bizonyitsuk be, hogy rogzitett n € NT esetén az n. komplex egységgyokok a szorzassal csoportot

alkotnak!

Igaz-e, hogy a modulo 7 maradékosztalyok halmazabdl elhagyva a 0 altal reprezentélt maradékosz-
talyt, a szorzéasra Abel-csoportot kapunk-e? Es igaz-e ugyanez a 6-os maradékosztalyokra? Milyen G
alaphalmaz esetén lesz a (G, -,,) struktura Abel-csoport?

. Bizonyitsuk be, hogy egy G csoport minden elemére teljesiilnek a kévetkezsek:

(a) (ab)™' =b"ta™!

(b) (ar1az...a,)" 1 = a;la;il .aj Tt

Bizonyitsuk be, hogy ha egy G csoport minden elemére teljesiil, hogy a? = e, akkor G Abel-csoport!

Bizonyitsuk be, hogy ha egy G csoport minden a,b elemére teljesiil, hogy (ab) = a?b?, akkor G' Abel-
csoport!

Mutassuk meg, hogy ha egy G csoportban harom egymast kévet§ pozitiv egész i szdmra és minden
a,b € G elemre igaz, hogy (ab)* = a*b*, akkor G Abel-csoport!

Bizonyitsuk be, hogy egy n oldala szabalyos sokszog egybevagosagi transzformécidinak halmaza (D,,)
a transzformaciok egymas utani végrehajtasaval, mint mivelettel csoportot alkot, hogy |D,| = 2n és
hogy o7 = 790" ! (Ez a D,, diédercsoport).

Mutassuk meg, hogy a D,, diédercsoportban ¢" = e, t? = e, o7 = 7¢" ! majd hozzuk egyszertibb
alakra a o 7 o @2 o T 0 ¢ kifejezést!

Hatarozzuk meg a 8. komplex egységgyckok szorzassal alkotott csoportjaban az egyes elemek rendjét,
generatumét és bizonyitsuk be, hogy a csoport ciklikus!



1.2.2. Gyidridk

1. Vizsgéljuk meg, hogy gytrtt alkotnak-e az alabbi kétmiveletes strukttrak? Melyik nullosztémentes?

(a) (Z,+,")

(b) (2Z,+,)

(c) 2Z+1,+,")

(d) (R*?, +,)

(e) (a+bv2|a,be Z,+,-)
() (Zm,+,°)

(8) (P(H),A,N)

2. Mutassuk meg, hogy egy (7, +, ) test nem lehet nullosztomentes!
3. Végezziik el az adott maradékos osztast az adott testek felett!

(a) (2% + 2% — 1523 + 2522 + 22 — 3) : (2% + 42 —5)  Q és Z3 felett
(b) (223 —4x+3): (42®> +2—2) Z és Q felett



