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1. Megoldasok

1.1.

Grafelmélet

1.1.1. A grafelmélet alapjai

1.

(a) Izomorfak, egy lehetséges bijekcio: 1+ b, 2+— f,3 ¢, 4+ e, 5> aésb6—d

(b) Izomorfak, egy lehetséges bijekcio: 1+ b, 2+ d, 3+ f,d—a, 5+ ¢, 6 eés T g.

c) Nem, mert a bal oldalinak egy 6t6dfoku csucsa van (4), mig a jobb oldaliban ketts is van (b és e).

(d) Nem, mert a jobb oldaliban van harom hossza kor (a — b — f), mig a bal oldaliban nincs.

(a) & z g v

(b) Nincs ilyen, mert nem lehet egyszerre a grafban izolélt csics és olyan cstcs, amely minden mas
csticesal Ossze van kotve.

(c) Mivel a fokszamok Ossszege az élek szamanak kétszerese, ezért paros, vagyis ilyen graf nem létezik.
(d) A harom o6todfoku csics kozott legfeljebb 3 él futhat, ezért a maradék 4 csicsba még legalabb 12
élnek kell futnia. Ez nem lehetséges, mivel a maradék 4 csics fokainak 0sszege minddssze 7.

(e) Ha elhagyjuk az elséfoku csiicsokat, akkor egy olyan részgrafot kapunk, melyben 4 csics van és
a fokszamok 2,3,4,3. Ilyen graf nem létezik, mert 4 csics esetén nem lehet 4-edfokd csics a
grafban.

Nincs, mivel ekkor a maximalis fokszam n — 1 lehet, tehat a cstcsok fokszamai 0,1,2,...,n — 1. Ez

nem lehetséges, mert lenne egy izolalt cstics és egy olyan, ami minden més csticcsal Gssze van kotve.

Az els6 feltétel, hogy n > k és a fokszamosszegre vonatkozo allitas miatt nk-nak parosnak kell lennie.
Ez a két feltétel sziikséges és elégséges is, mivel a kivetetkezdféleképpen tudjuk elGallitani a megfelels
grafot:

e Ha k paros, akkor minden csticsot Osszek6tiink a % bal és % jobb oldali szomszédjaval.

e Ha k pératlan akkor n biztosan paros és ekkor minden csticsot dsszekdtiink a 251 bal és £51 jobb

2
oldali szomszédjaval, valamint a vele szemkozt tilgvel.

(a) Igen, mert kiilonb6z6 paritasa cstcsok kozott fut él, azonos paritasuak kozott pedig két hossza
uat.
(b) Nem, mert a kiilonboz6 maradékoszalyok kiilon komponenseket alkotnak.

(c) Igen, mert tetszoleges i csticsbol el tudok jutni az (i+1). cstucsba. Had < 91, akkor az i — i+3 —
i+6—=>i+9—17+1uton, migha¢>92 akkorazi —+¢—8 —-:¢—5—i—2— i+ 1 aton.

(d) Nem, mert a 3-mal 1 maradékot ado csiicsokbél az oszthatosag tulajdonsidgai miatt nem tudunk
eljutni a t6bbi maradékosztalyba.

Tegyiik fel, hogy a graf nem Osszefiiggs. Ekkor létezik legalabb két komponense, és mivel a csiicsok
szama 2n + 1, ezért az egyik komponensben legfeljebb n csiics lehet. Ebben a komponensben a csticsok
foka legfeljebb n — 1 lehet. Ez ellentmond a feltételnek hogy minden csics foka legalabb n.

Tegyiik fel, hogy G nem osszefiiggs. Ekkor 1étezik két (nem feltétleniil 6sszefiiggs) komponens, melyek a
graf Gsszes csucsat tartalmazzak és kozottiik nem fut él. Legyenek ezek Gy és Go. Ekkor egy u € V(Gh)
cstcs foka legfeljebb |V (G1)l, és egy v € V(G2) csucs foka legfeljebb |V(G2)|. Mivel u és v kiilon
komponensben vannak, ezért nem szomszédosak, tehat n—1 < |G1|—14|G2|—1 = |G1|+|G2|—2 = n—2.
Ellentmondashoz jutottunk, tehat G Osszefliggs kell legyen.



8.

10.

11.

Az e él torlésekor a két végpontjanak fokszama eggyel csokken, vagyis paros lesz és a két végpont kiilon
komponensbe fog keriilni. Ekkor mindkét komponensben 1 darab péros foku cstcs van, ezért a paratlan
fokszamuakbol péaros soknak kell lennie. Tehat egy komponensben valéban péaratlan darab cstcsnak
kell lennie.

Ha G 0sszefiiggs, akkor készen vagyunk. Tegyiik fel, hogy G nem 06sszefiiggs és legyenek a komponen-
sei G1 = (V1, E1),...,Gp = (Vp,, E,). Ha az u és v csticsok kiilonb6z6 komponensben vannak G-ben,
akkor u és v dssze lesz kétve G-ben, mig ha azonos komponensben vannak G-ben (legyen ez G;), akkor
vegyiink egy w csticsot egy méasik komponensbdl (ilyen lesz, mert G nem Osszefiiggs és jeloljik ezt
Gj-vel). Ekkor G-ben u és v is &ssze lesz kitve w-vel. Ezzel belattuk, hogy barmely csticsbél barmely

masik csiicsba el tudunk jutni G-ben, tehat dsszefiiggd.

_—0

G G

Mivel pontosan 1 péaros foku csics van és a fokok Osszegének parosnak kell lennie a grafban, ezért a
pératlan foku csticsokbdl paros soknak kell lennie, tehat n — 1 péaros, vagyis n paratlan. Ha egy cstcs
foka a G grafban d, akkor a komplementerben a foka n — 1 — d. Mivel n péaratlan, ezért ad ésn—1—d
paritdsa megegyezik, tehat egyetlen paros foki cstcs lesz G-ben.

Legyen G egy n csucsu egyszert graf. Ha egy csics foka G-ben d, akkor a komplementerben a foka
n —d — 1. Tehat, ha G graf csicsainak fokai

di <dg <--- < dy,
akkor G-ben a fokszamok
n—d,—1<n—-d,-1—-1<---<n-—d; —1.

Az izomorfia miatt ez a két sorozat megegyezik, tehat d; + d,—;—1 = n — 1 minden i-re, s6t mivel 0
és n — 1 foku csics nem lehet egyszerre a grafban, ezért 1 < d; < n — 1. Az n = 4 esetben egy ilyen
fokszamsorozatot taldlunk, ez pedig az 1, 1, 2, 2. Ez a graf és a komplementere a kdvetked abran lathato.

Egy lehetséges izomorf leképezés a csicsokon: 1+ d, 2+ b, 3+— c és 4 — a.

Az n =5 esetben a kovetkezs esetek lehetségesek:

(a) 1,2,2,2,3:
Ebben az esetben a G elséfoki csiicsa a G harmadfoku csicsca kell, hogy legyen, viszont az

izomorfia miatt ekkor vagy mindkét grafban (G és G) Gssze vannak kotve vagy egyikben sem, ez
viszont ellentmond a komplementer tulajdonsignak.



(b) 1,1,2,3,3:
Itt kénnyen lathato, hogy a harmadfoki cstucsok Ossze lesznek kotve egyméssal G-ben, és igy méar
konnyen felrajzolhaté G és a komplementere.

O—0©
G e
Egy lehetséges izomorf leképezés a csicsokon: 1+ a, 2+ d, 3+— b, 4 +— e és 5 — c.
(c) 2,2,2,2,2:

Egy egyszerti, Osszefliggs grafban, ha minden pont foka pontosan 2, akkor az egy kor. A G graf
és komplementre a kovetkezéképpen rajzolhato le.

o 0
0 © © ®
~
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G G

Egy lehetséges izomorf leképezés a csicsokon: 1+ a, 2+ ¢, 3+— e, 4+ bés 5 d.

12. A feltételekbdl tudjuk, hogy a feladathoz készitett grafban nincs haromszog és a komplementere nem
tartalmaz hétcsicsu teljes grafot. Az atadott ajandékok szama éppen a fokszamok Gsszege, vagyis azt
kell Iatni, hogy a fokszamok Gsszege kisebb, mint 6n. Ennél tobbet bizonyitunk, méghozza, hogy minden
csucs foka legfeljebb 6. Ez abbdl kévetkezik, hogy ha kivalasztunk egy v cstcsot, akkor v szomszédai
k6z6tt nem futhat él, mert nem lehet haromszog a grafban, viszont emiatt v-nek legfeljebb 6 szomszédja
lehet, mivel ha ennél t6bb van és a szomszédai koézott nem futhat él, akkor a graf komplementerében
lenne K.

13. A grafok nyelvére atfogalmazva azt kell megmutatni, hogy egy 6 csucsu G grafban vagy a komplemen-
terében van haromszog. Vegyiink egy v csticsot G-bsl. Ennek a cstcsnak vagy G-ben, vagy G-ben
legaldbb 3 a foka. Feltehetjiik, hogy ez G-ben torténik. Ekkor tekintsiik v harom szomszédjat G-ben.
Ha fut kozottiik legalabb 1 él, akkor v-vel egyiitt haromszoget alkotnak, ha nem fut kozottiik él, akkor
ez a 3 szomszédja v-nek a komplementerben alkot haromszoget.

Haromszog G-ben (fut él v szomszédai kozott) Héaromszog G-ben (nem fut él v szomszédai kdzott)

14. Vegyiink egy leghosszabb utat a grafbol, és legyen ennek egy végpontja v. Ekkor v minden szomszédja
szerepel az ttban (ha nem szerepelne, akkor taladlnank egy hosszabb utat), és mivel v foka legalabb
kettd, ezért lesz legaldbb 1 szomszédja (u) az utban és ezzel kort fog alkotni.

Y ) ) ) ) ¢




15. Vegyiink egy leghosszabb utat a grafbol, és legyen ennek egy végpontja v. Ekkor v minden szomszédja
(U1, ..., Uqg—1,Ud,...) szerepel az ttban (ha nem szerepelne, akkor talalnank egy hosszabb utat). Mivel
v foka legalabb d, ezért a téle legtavolabbi szomszédja az tton legalabb d tavolsédgra van, igy kaptunk
egy d + 1 hossza kort.

16. A két hosszu utaknak van egy kozépss csucsuk. Ha ez a cstics M-ben van, akkor 6t m-féleképpen és
hozz4 a két végpontot (g) -féeleképpen valaszthatjuk ki. Hasonl6an a helyzet, ha a kozépsd cstcs N-ben
van, tehat a kettd hosszt utak szama n - (') + m- (5) = 22 - (m+n — 2).

17. Legyen d; az i. csucs foka. Ekkor A < d; < B, tehat

n
P
n-A<Y di=2<n-B= A< <B
n
=1

1.1.2. Fak

2. Ha egy fa csicsainak szama n, akkor pontosan n — 1 éle van, és n(n — 1) szorzat biztosan paros.

3. G-ben pontosan n— 1 és van, mig a feltételek miatt komplementerében 15(n—1). G és komplementere
egyiitt egy n csucsu teljes graf, ezért a kettének dsszesen (g) éle van. Tehat a kovetkezs egyenlet irhatd
fel: (3) = (n— 1)+ 15(n — 1). Ezt megoldva kapjuk, hogy n =1 vagy n = 32.

4. Egy kor nélkiili n cstcsa graf éleinek szama legfeljebb n—1. Egy grafnak és komplementerének 6sszesen
() éle van, tehéat, ha mindegyik kormentes, akkor az (%) < 2n — 2 egyenlStlenségnek kell teljesiilnie.
Ezt megoldva n < 4-et kapunk, tehat egy legalabb 5 cstcsu grafra G vagy G tartalmaz kort.

5. Indirekt tth. az u és v kozé behuzott éllel tobb, mint egy kor keletkezik. Ez azt jelenti, hogy u és v
kozott legalabb két kiilonbozs ut (piros és kék) is létezik a grafban, ami azt jelenti, hogy kor is lenne
a faban, ami ellentmondas.

6. Tekintsiik a faban a leghosszabb utat (ha tobb van, akkor tetsz6legesen valamelyiket). Ennek az utnak
a két végpontja els6foku kell legyen, mert ha nem az lenne, akkor taldlnank még hosszabb utat.

7. 1. megoldas: Jeloljiik fr-val a pontosan k foku csicsok szamat, d-vel a legnagyobb fokszamot és n-nel
a csicsok szamat. Ekkor

d
N dw) =Y i fi= fi2fa 43+ dfa=2(n—1) és
=1

veV(G)
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d
> e
i=1
Ha kivonjuk a masodik egyenletbdl kétszeresébdl az elsét, akkor a kovetkezdt kapjuk:
fi—fs—2fa——(d=2)fa=2
Ezt atrendezve kapjuk az allitast:

J1=24fs+2fu43fs++(d=2)fa=(fs+ fat+ fs+ -+ fa) 2+ fa+2fs +-- 4 (d—3)fa > c+2

c >0

2. megoldas: Teljes indukci6é a csicsok szamara. Ha n = 2, akkor trividlis az allitdas. Tegyiik fel,
hogy n-ig igaz és tekintsiink egy n + 1 cstucsu fat. Hagyjuk el a fa egyik els6foku cstcsat (ilyennek
mindenképpen lennie kell). Ekkor egy n csucsu fat kapunk, amire az indukcios feltevés miatt igaz, hogy

fl(n) > (™ 1+ 2. Most vegyiik vissza a kitorolt els6foka csicsot, és vizsgaljuk a szomszédjat. Harom
eset lehetséges:

e A szomszédja elséfoki: fln) = fl(”H) és (M) = ¢(nt1),
e A szomszédja masodfoki: fl(”) +1= fl("“) és ¢ 41 = D),
e A szomszédja legalabb harmadfoku: fln) +1= fl("ﬂ) és (M) = (n+1)
Tehat mindharom esetben igaz lesz, hogy fl(”H) > ¢t 4 9 vagyis az allitast igazoltuk.

Tegyiik fel indirekt, hogy G egy n cstcst fa, melyben pontosan n — 3 masodfoki csiics van. Mivel egy
faban van legaldbb 2 els6foku cstcs, ezért egyetlen csiics fokszamat nem ismerjiik. Legyen ez a fokszam
d. Mivel a graf egy fa, ezért az 1 + 14 2(n — 3) + d = 2(n — 1), amibdl atrendezéssel kapjuk, hogy
d = 2. Tehéat talaltunk egy tjabb masodfoku cstcsot, ami ellentmondés.

A grafban a fokszamok Osszege 6k, tehat a grafban 3k él van és 3k csics, tehat biztosan van benne kor.

A graf komplementerében minden pont foka legfeljebb 1, ezért tetszéleges 4 csiics kozott legfeljebb 2
olyan él futhat, melyek kiilonb6zé csicsokhoz kapcesolodnak, ezért a 4 csics kort alkot G-ben.

| | | |
| | N e | N 7z |
| | e AN
: : BN
I I // AY | 7/ N |
® 0 R O 0
nines él a 4 cstcs kdzott G-ben egy ¢l a 4 cstics kozdtt G-ben két él a 4 cstcs kozott G-ben

Az allitas igaz. Tekintsiikk a graf egy tetszoleges feszit6fajat. Ennek a feszit6fanak létezik elséfoku
csucsa. Ha ezt elhagyjuk, akkor a feszitéfa Gsszefiiggé marad és emiatt a graf is.

Legyen a k-adfokd cstcs v. Tordljiik a v cstcsot a grafbol. Ekkor a graf & komponensre esik szét,
melyek mindegyike fa. Ha a komponens izolalt csics, akkor ez levél volt az eredeti grafban, ha pedig
legalabb két cstcsa van, akkor a komponensnek, akkor ebben létezik legalabb két levél, és ezek koziil
legalabb egy nem lehetett szomszédja v-nek. Igy minden komponensben talaltunk legalabb 1 olyan
csucsot, mely levele az eredeti grafnak.

A minimélis stly 13. Az aladbbi dbrékon két lehetséges minimaélis sulyu feszitéfat lathatunk.
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A Kruskal-algoritmus alapjan elGszor az 1 sulyu élekbdl valaszt annyit, hogy az x; csicsokbol allo
részgraf Osszefiiggd és kormentes legyen. Ehhez k — 1 él sziikséges. Ezutan hasonldan a 2 sulyu élekbdl
m — 1 megfelel§ élt fogunk valasztani. Végiil a 3 sulyu élekbdl valsztunk. Ezek koziil elég egy, mivel a
tetszdleges, ha tobbet valasztanank, akkor kor keletkezne. Tehét a minimaélis saly k—1+2(m—1)+3 =
k+2m.

A feltételek szerint a berajzolt szakaszok grafja Osszefiiggs, emellett fanak is kell lennie, mert ha lenne
benne kor, akkor ennek valamelyik élét torélve nem sériilne az OsszefliggGség, az Gsszhossz vizont
csokkenne. Mivel minden szakasz egységnyi hosszii és sszesen (n+1)? csticstink van, ezért a minimalis
osszhossz: (n +1)% — 1.

Han =1, akkor 1. Han > 2, akkor ezek a fak az utak. Izomorfia erejéig egyetlen cimkézetlen n hosszu
ut van. Ennek a cstcsait n!-féleképpen lehet cimkézni, azonban igy minden szamozott utat kétszer
kaptunk meg (oda-vissza), igy %' fa van, mely megfelel a feltételeknek.

Mivel a graf egyszert, 0sszefliggs és n csicsara n él illeszkedik, ezért a grafban pontosan egy kor van.
A kiilonboz6 feszitéfak abban kiilonboznek, hogy a kor melyik élét hagyjuk el. Ezért csak akkor lehet
n kiillénbozs feszitéfa, ha a kor a grafban n élbél 4l, tehét ez a graf a C,.

Az els6 fa Priifer-kodja: (6,1,2,6,5,6,8), mig a masodiké: (2,2,5,8,8,8,8,8,8,8,11,14, 14).
Fejtsiik vissza a kodot: (1,2,3,4,5,4,3,9) — (6,1,2,7,8,5,4,3). Ez alapjan a graf a kovetkezds:

Tudjuk hogy az (n—1). elem az n, ezért a kodban minden elem az n. Koénnyen lathato, hogy ez annak
az n csucsu csillagnak a Priifer-kodja, melyben az n sorszamu pont a csillag kézéppontja.

Konnyen lathato, hogy ha egy csics foka legalabb 3, akkor a sorszdma legalabb kétszer szerepel a
Priifer-k6dban. Tehat minden csics foka legfeljebb 2, vagyis a fa egy ut. Amennyiben a Priifer-kod
(plp2. ...,pp—2), akkor az ehhez tartozo fa a p — p; — - -+ — p,_1, ahol p a Priifer-kodbol hidnyzo két
sorszam koziil a kisebbik.

1.1.3. Euler-iut és Euler-kor

1.

Atirva a feladatot a gafok nyelvére azt kapjuk, hogy a kivetkezd grafban létezik-e Euler-kor:



Mivel a grafban van két paratlan foka csucs (A és D), ezért nincs benne Euler-kor.

2. Ellenérizve a fokszamokat kapjuk hogy az elsében egyik sincs, a masodikban csak Euler-ut, mig a
harmadikban Euler-ut és Euler-kor is van.

3. Igen, van ilyen graf, példaul:

4. Mivel egy n csicsu teljes grafban minden cstics foka n — 1, ezért ha n paratlan, akkor mindkettd van
benne, ha n = 2, akkor csak Euler-ut és ha n > 4 és paros, akkor egyik sincs.

5. Az M-beli csiucsok foka n, mig az N-beli csucsok foka m, ezért ha mindketts paros, akkor van a grafban
Euler-kor és csak akkor van Euler-at, ha n = 2 és m péaratlan, vagy m = 2 és n pératlan.

6. Feleltessiink meg az alaprajznak egy olyan grafot, melyben a cstcsok a szobaknak felelnek meg, és
két csucs akkor van Osszekdtve, ha van ajté a csucsoknak megfelel§ szobak kozott (multiplicitassal).
Ebben a grafban Euler-utat keresiink. Lathato, hogy 4 paratlan fokua cstcs lesz (1,2, 5, 3), amibdl egy
él elvételével 2-nek szabad maradnia. Azt is figyelembe véve, hogy a 2-es csucs fokdnak paratlannak
kell maradnia, ezért csak az 1-es és 5-0s szoba kozott ajtot falazhattak be, és ekkor a 3-as terem lesz a
tronterem.

7. Az 1 és 100 csucsok foka 2, a 2 és 99 csiicsok foka 3, mig a tobbi cstcs foka 4, ezért Euler-utat tartalmaz
a graf, de kort nem.

8. (a) A graf osszefiiggs, mert 1 bit valtoztatasaval barmely cstcsbol barhova el lehet jutni. Méasrészt
minden cstucs foka n, ezért akkor lesz G,,-ben Euler-kor, ha n paros.

(b) A graf nem Osszefiiggs, mert 2 bit valtoztatisaval az 1-esek szamanak paritasa nem valtozik, tehat
semmilyen n-re nincs G,,-ben Euler-kor.
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11.

12.

Dulézzuk meg G minden élét, és az igy kapott graf legyen G’. Ebben a G’-ben lesz Euler-kor, mert
minden csics foka péros, és ezen Euler-kér mentén G-en pontosan a feltételeknek megfelel6 bejarast
kapunk.

Mivel a grafban minden cstcs foka paros, ezért van benne Euler-kér. Induljunk el egy tetszsleges v
csuiesbol és jarjuk be az Euler-kort gy, hogy az érintett éleket felvaltva pirosra és kékre szinezziik. Mivel
minden v-t6l kiilonb6z6 csticson kétszer haladtunk at és beérkezéskor valamint tavozaskor egy-egy élet
pirosra és kékre szineztiink, ezért ezeknél megfelels a szinezés. A v csiicson egyszer végigmentiink a
bejaras soran, vagyis egy piros és egy kék él mar illeszkedik ram tehét azt kell csak megmutatni, hogy
az Euler-kor elsé és utolso éle ellentétes szint, vagyis a kor paros sok élbél all. Mivel az élek szama a
fokok Gsszegének fele és minden fokszam oszthatd 4-gyel, ezért az élek szama biztosan oszthatd 2-vel,
vagyis az allitast belattuk.

Vegyiik észre, hogy a racs azon pontjai, melyek a racs szélén de nem a sarkain vannak, pératlan
fokuak. Ezekbdl sszesen 2(k — 2) 4+ 2(I — 2) darab van, tehat csak akkor lehet Euler-kor a grafban, ha
2(k—2)4+2(1—2) =0, vagyis k = [ = 2, Euler ut pedig pontosan akkor van, ha 2(k —2) +2(1 —2) < 2,
ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha k=1=2vagy k=1ésl=2vagy k=2¢ésl=1.

Legyen a 8-elemt halmaz H. A G grafnak dsszesen (3) = 28 csticsa van. Egy (a,b) cstics azokkal

a csucsokkal van Osszekotve, melyek nem tartalmazzak az a és b elemet, vagyis elemeit a H \ {a,b}
halmazbol valasztjuk. Erre (g) = 15 lehet@séglink van, tehat a grafban nincs Euler-kor.

1.1.4. Hamilton-tt és Hamilton-kor

1.

Tegyiik fel, hogy van Hamilton-kor a grafban. Legyen ez vi,vs,..., s, vpr1 = v1.Ha ebbdl a kdrbdl
elvesziink k csticsot, akkor a kor legfeljebb k Gsszefiiggs komponensre eshet szét, tehat ellentmondéshoz
jutottunk. (Hamilton-utra ugyanez a gondoltmenet hasznalhato.)

(a) Igaz, mert legyen G egy n hosszt kor. Ekkor a komplementerben minden cstcs foka n — 3, vagyis
ha n < 6, akkor a Dirac-tétel miatt lesz Hamilton kor, ha pedig n = 5, akkor G is egy 5 hosszu
kor.

(b) Igaz, mert ha G egy n cstcsu csillag, akkor n > 4 esetén nincs benne Hamilton-ut, mig a komp-
lementerében a csillag kézéppontja izolalt cstics lesz, tehat benne sem lesz Hamilton-ut.

Feleltessiik meg a gyongyoket egy G graf cstcsainak és két cstucs akkor van Osszekdtve éllel, ha a
megfelel§ gyongyok kiilonbozs szintiek. Ekkor az a kérdés, hogy létezik-e Hamilton-kor ebben a grafban.
A "piros" csucsok foka 350, a "kék" csucsok foka 300, mig a "zold" csicsok foka 250, ezért a Dirac-tétel
miatt 1étezik Hamilton-kor a grafban.

Igen, példdulaz 1 -3 —-5—---—97—-99 - 100 —98 — 96 — - - - — 4 — 2 — 1 egy Hamilton-kor.

Legyenek az emberek egy G graf csucsai és két cstics akkor van Osszekdtve, ha a csticsoknak megfelels
emberek ismerik egymést. Azt kell megmutatni, hogy vagy G-ben vagy G-ben van Hamilton kor. A
feladat feltétele miatt G-ben minden cstcs foka k és G-ben pedig 20 — 1 — k = 19 — k. A skatulya
elv miatt k vagy 19 — k koziil az egyik legalabb 10, igy a Dirac-tétel szerint G-ben vagy G-ben lesz
Hamilton-kor.

A els6ben nem létezik egyik sem, mert a 4 negyedfoku csucsot elhagyva a graf 6 komponensre esik
szét. A masodikban van Hamilton-kor, mig a harmadikban a 4 hetedfoku cstucsot elhagyva a graf 5
komponensre esik szét, ezért Hamilton-kdr nincs benne, viszont hamilton-it van.

O O O




7. A kovetkez§ grafban a kdzépsé cstucsot elhagyva a graf 3 komponensre esik szét, tehat nem lehet benne
Hamilton kor.

8. A grafnak 25 = 32 csticsa van. Egy v cstics foka annyi, mint azon sorozatok szama, melyek legalabb
3 helyen kiilonboznek v-t6l. Ezeknek a szama: (g) + (i) + (g) = 16, tehat a Dirac-tétel miatt lesz a
grafban Hamilton-kor.

9. Vegyiink G-hez egy 1j v cstucsot, melyet kossiink 6ssze minden G-beli csticesal és jeldljiik ezt a grafot
G’-vel. Ebben a G’-ben 2k + 2 cstics lesz. A v cstces foka 2k + 1, mig a G-beli csticsok foka legalabb
k + 1 lesz. Igy a Dirac-tétel miatt G’-ben lesz egy H Hamilton-kor. H-bol elvéve a v-t a maradék
csticsok egy utat alkotnak, mely G Osszes csiicsat tartalmazzak és élei is G koziil keriilnek ki. Igy ez
az ut Hamilton-ut lesz G-ben.

10. Feleltessiink meg a sakktablanak egy G grafot, melyben a csicsok a tabla mezdi, és két csics akkor
van Osszekotve, ha a nekik megfelel§ mezsk 16val elérhetek egy lépésben. Akkor tudunk a feltételek-
nek megfelel6 bejarast adni, ha G-ben van Hamilton-kor. Vegyiik észre, ha a graf kézépsé 4 csicsét
elhagyjuk, akkor a graf 6 komponensre esik szét, igy nem lehet benne Hamilton-kor.

O ©)

@) O

11. Az i. napi vacsora el6tti allapothoz rendeljiink egy G; grafot, melynek csiicsai az emberek, élei pedig
a még jo kapcsolatoknak felelnek meg. A tarsasag akkor marad még egy éjszakira, ha G;-ben van
Hamilton-kér. A G; grafbél ugy nyerjiik G;;1-et, hogy egy Hamilton-korének éleit toriiljiik, vagyis
minden csics fokat kettével csokkentjiik. Mivel a kezdeti graf egy Kigp, ezért minden csics foka
kezdetben 99. Az eddigiek alapjan tehat G;-ben a csusok foka 99 — 2(i — 1) lesz. Ez a 25. napra 51,
tehat a Dirac-tétel miatt lesz még Hamilton-kor Gas-ben, vagyis az allitast igazoltuk.

12. A bizonyitdshoz teljes indukciét hasznalunk a cstiicsok szaméra. Ha n = 2, akkor a 00 — 01 — 11 — 10
Hamilton-kor a grafban. Tegyiik fel, hogy n — 1-re igaz az allitas és legyen a Hamilton-kér az n — 1
csucsu esetben hy — ho — - -+ — hon—1. KEgészitsiik ki a Hamilton-kér tagjait egy 0-val vagy 1-gyel a
kovetkezSképpen: Ohq —Ohg — -+ - —O0hgn—1 — 1hgn-1 —1hgn-1_1 —++-—1ho — 1hy. Az indukcios feltevés
miatt a h; és h;y1 csticsok pontosan 1 bitben térnek el, tehat a csicsoknak ez a sorozata Hamilton-kor
lesz az n csiics esetben, mivel az Gsszes 2™ darab csiicsot tartalmazza és igaz, hogy a szomszadosak
pontosan 1 bitben térnek el egymastol.

13. A G, cstcsainak szama 2" és barmely cstics fokszama 2™ —n—1, erre pedig teljesiil hogy 2" —n—1 > 27,
ha n > 3, tehat a Dirac-tétel ételmében tartalmaz Hamilton-kort.
1.1.5. Iranyitott grafok és a Dijkstra-algoritmus

1. Az iranyitastol eltekintve harom péaronként nemizomorf, 4 csicsi és 3 éld egyszert graf létezik: egy
haromszog és egy izolalt csics, ut és csillag. Ezek rendre 2- 4~ illetve 4-féleképpen iranyithatéak, tehét
10 ilyen graf van.
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2. Feleltessiink meg a feladatnak egy G iranyitott grafot, melyben a cstiicsok az emberek, és akkor megy

iranyitott él két csucs kozott, ha a megfelels emberek kozott pénzatadas tortént és az irdnyitds a
pénzatadés iranyanak megfelels. Azt kell megmutatni, hogy lesz két csucs, melynek azonos a befoka.
Indirekt tfh. a befokok kiilonboéznek. Ez csak tgy forduhat el, hogy ha a 0,1,...,8 mindegyike
pontosan egyszer szerepel befokként, ami azt jelenti, hogy 0+ 142 + --- + 8 = 36 él van a grafban.
Ez ellentmondéas, mert Osszesen 45 pénzatadas tortént.

. Szamozzuk meg a cstcsokat és az egyik részhalmazba keriiljenek a kisebb szamu cstcsbol a nagyob-
bakba, mig a méasikba a nagyobb szamu csicsokbdl a kisebbekbe mutaté élek.

. A mérkézésekbdl készitsiink grafot, a jatékosok legyenek a graf csiicsai és a vesztes csicsbol mutasson
nyil a gy6ztes felé. Azt kell belatni, hogy ebben a grafban lesz irdnyitott Hamilton-ut. Indukcidval
bizonyitunk. 1 csics esetén trividlis, tth. n-ig belattuk és nézziik az n + 1 csdcsu grafot. Hagyjuk el
ennek a grafnak egy tetszoleges v cstcsat és a hozza tartozo éleket. A maradék grafnak n csiicsa marad
és az indukcios feltevés miatt ebben lesz iranyitott Hamilton-ut: vy, vs,...,v,. Nézziik meg, hogy az
elhagyott v cstcs, hogyan viszonyul ehhez a Hamilton-tthoz:

e Ha a v és v; kozotti él vi-be mutat, akkor a v, v, vs,...,v, irdnyitott Hamilton-ut lesz.

e Ha a v és v, kozotti él v-be mutat, akkor a vy, vs,...,v,,v irdnyitott Hamilton-ut lesz.

e Ha az el6z6ek egyike sem teljesiil, akkor legyen 7 a legkisebb olyan index, melyre a v és v; kdzotti él
v;-be mutat. Ilyen mindenképpen lesz, mert v,,-be megy v-bél él. Ekkor a vy, vo, ..
irAnyitott Hamilton-ut lesz.

. Han > 15, akkor a gréf csucsai az 1,2,...,15,16, ... szamok. Ezek koziil az 1,2,4, 8,16 szdmi csicsok
egy K5-0t hatdroznak meg, ezért G,, valéban nem sikbarajzolhaté.

’ a \ b \ c \ d \ e \ f \ Valasztott cstcs \ Kész halmaz ‘
1|o00|3 |00 | 00| 0 a {S,a}
1|00 |3]6 |5 | ¢ {S,a,c}

G116 3|5 |5 | d {S,a,c,d}
1|6 |35 |5 | e {S,a,c,d, e}
116 3|5 |5 |11 b {S,a,c,d, e, b}
1|6 3|5 |5 1|09 f {S,a,c,d,e,b, f}

[a] b | c]|d]e ] Vilasztott csics | Kész halmaz |

1| o00|2]4]8 a {S,a}
G: 14 (2142 e {S,a,e}
1|3 (2|42 c {S,a,e,c}
1|3 (2|32 b {S,a,e,c,b}
1|13 /(2(3]|2 d {S,a,e,c,b,d}

’ a \ b \ c \ d \ e \ f \ Valasztott cstcs \ Kész halmaz ‘
00| oo |5 |oo| 2] 00 e {5, e}
11| 0|50 |26 c {S,e,c}

G3:| 9 |0 |56 [2]6 d {S,e,c,d}
9 |0 |b5| 6|26 f {S,e,c,d, f}
8 | 8|56 |26 a {S,e,c,d, f}
8 [ 8|56 26 b (S, e.c.d, f.b)

11
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7. Végezziik el a Dijkstra-algoritmust az S cstucsbol kezdve:

| a | b \ c \ d \ F | Valasztott csucs | Kész halmaz |
2 00 5 00 00 a {S,a}
2 9 min(2+x,5) 00 00 c {S,a,c}
2 9 min(2+x,5) | min(6+x,9) 00 d {S,a,c,d}
2 | min(74x,9) | min(2+x,5) | min(6+x,9) | min(9-+x,12) b {S,a,c,d,b}
2 | min(7+4x,9) | min(2+x,5) | min(6+x,9) | min(8-+x,10) F {S,a,c,d,b,F}

Tehat alegrovidebb at S-bsl F-be 8 + x, ha © < 2 és 10, ha = > 2.

1.1.6. Sikbarajzolhat6 grafok és az Euler-tétel

1. Az Euler-tétel szerint, ha egy sikgraf tartoméanyainak szama t, éleié e, cstcsaié pedig n, akkor n 4+t =

e+ 2.

(a) Ha minden tartomanyt harom él zar koriil, akkor e = 2¢, mert ha az éleket tartoményonként
szamoljuk 6ssze, akkor minden élt kétszer szamounk, hiszen minden él két tartomanyt véilaszt el.
Az Euler-tétel szerint tehat:

2
t+n=§e—|—n=e+2.

Az egyenletet atrendezve kapjuk, hogy e = 3n — 6.
(b) Hasonl6 gondolkodassal itt azt kapjuk, hogy e = %t = 2t. Tehét

1
t+n=§e+n:e+2.

Vagyis azt kapjuk, hogy e = 2n — 4.

2. (a) Tegyiik fel, hogy a testnek p csticsa és [ lapja van. Ekkor Ik = pd = 2e, ahol e az élek szama.
Behelyettesitve az Euler-tételbe kapjuk, hogy

2¢  2e 1 1
l+p=—+—F=¢+2= -+ - =

1
v a2t

1
- >
e

DN =

(b) Mivel d > 3, ezért Gsszesen 5 esetben teljesiil az el6z6 egyenlGtlenség:

i.

ii.

iii.

iv.

d=3és k= 3: A test szabalyos haromszogekbdl all és egy csiicsban 3 lap talalkozik. Ez a
test a tetraéder.

d=3¢és k=4: A test szabalyos haromszogekbdl all és egy csiicsban 4 lap taldlkozik. Ez a
test az oktaéder.
d=3és k=05 A test szabalyos haromszogekbdl all és egy csiicsban 5 lap taldlkozik. Ez a
test az ikozaéder.
d=4¢és k =4: A test szabalyos négyszogekbdl &ll és egy csucsban 4 lap talalkozik. Ez a test
a kocka.
d=>5¢és k= 3: A test szabalyos haromszogekbdl all és egy csicsban 3 lap talalkozik. Ez a
dodekaéder.

Tetraéder Kocka Olktaéder Dodekaéder Ikozaéder

494

3. Az alabbi abrakon lathatunk egy példat:
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4.

5.

1.2,

A G graf K3 3-at tartalmaz részgrafként, mig G Ks-6t.

Ha n > 15, akkor a graf csucsai az 1,2,...,15,16,... szamok. Ezek koziil az 1,2, 4, 8, 16 szamu csticsok
egy Ks5-6t hataroznak meg, ezért G,, valéban nem sikbarajzolhato.

A Petersen-graf azért nem sikbarajzolhatd, mert tartalmaz olyan részgrafot, amely a K3 3-mal topolo-
gikusan izomorf. Pl:

Algebra

1.2.1. Csoportok

1.

(a) A o nem mivelet, mert nem fiiggvény. P: 1 +1=2¢é L +1=24+1=2
(b
(c

Félcsoport.

)
) Abel-csoport, s = 0, (a + bi)~* = —a — bi).
)
)

(d) Egységelemes kommutativ félcsoport (0-nak nincs inverze), s = 1.

(e) Abel-csoport, s =1, 77t =1).
10 ... O
01 ... 0

(f) Csoport, s=|. . . | € R™* . M~1 létezik az invertalhatosag miatt.
0 0 ... 1

(g) A mivelet kommutativ, ezért csak egyoldali semleges elemet és inverzet vizsgalunk.
Asszociativitas: (aob)oc=(a+b+1)oc=a+b+14+c+1=a+b+c+2, migao(boc)=
ao(b+c+1l)=a+b+c+1+1=a+b+c+2, tehar a mivelet asszociativ.

Semleges elem: soa=s+a+ 1 =a, tehat s = -1 € Z.
Inverz: a loa=a'l4a+1=-1,techita ' =-2—-acZ
Ez egy Abel-csoport.

(h) A miivelet kommutativ, ezért csak egyoldali semleges elemet és inverzet vizsgalunk.
Asszociativitas: (aob)oc = (ab+a+b)oc = (ab+a+b)c+ab+a+b+c = a+b+c+ab+ac+be+abe,
mig ao(boc)=ao(bc+b+c)=albc+b+c)+a+bc+b+c=a+b+c+ ab+ ac+ be+ abe,
tehat a mivelet asszociativ.

Semleges elem: soa = sa + s+ a = a, tehdt s =0 € R.
Inverz: a loa=a"ta+a !+a=0,vagyis a~(a+1) = —a. Ebbdl latszik, hogy a —1-nek nincs
inverze, vagyis ez egy kommutativ egységelemes félcsoport. (Ha az alaphalmazbdl eltavolitjuk a

—1-et, akkor mar Abel-csoportot kapnank, amelyben a=! = 41 €R \ {-1}).
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2.

3.

4.

(i) Abel-csoport, s =0, (27)~! =277,
(i

1) Abel-csoport, s =0 és A~1 = A.
( port,

Az n. egységgyokok

Egységelemes kommutativ félcsoport, s = ().

)
)

(k) Egységelemes kommutativ félcsoport, s = H.
)

2km

€ = COS — + ¢8in ——
n n

2km

alakban allnak els. A szorzas nem vezet ki az n. egységgyokok halmazaboél, mivel ha a™ = b® = 1, akkor
(ab)™ = a™b™ = 1. A szorzas asszociativ (és kommutativ) az egész komplex szamok halmazén, tehét az
egységgyokok kozott is. Semleges elem a szorzés esetén az 1, ami természetesen tetszéleges n pozitiv
egséz esetén egységgyok. A komplex szamok trigonometrikus alakban térténd szorzasara vonatkozo
= €,_k, ami szintén n. egységgyok.

De-Moivre tétel alapjan elzl = cos W + isin w
(a) A struktira mtveleti tablaja:

1 2 3 4 5 6
1711 2 3 4 5 6
212 4 6 1 3 5
313 6 2 5 1 4
414 1 5 2 6 3
5! 3 1 6 4 2
6|6 5 4 3 2 1

A tablazatbol konnyedén leolvashato, hogy a semleges elem az 1, illetve mivel a semleges elem
minden sorban és oszlopban pontosan egyszer fordul el, ezért minden elemnek van inverze (pl. a

4-nek a 2), tehat ez egy Abel-csoport.

(b) A strukttra miveleti tablaja:

U W N =

U e

5

N O = NN

e

O WO Ww

= O N |~

= N W ks Ot Ot

A tablazatbol konnyedén leolvashato, szorzés kivezet a halmazbol, tehat itt a szorzas nem mivelet.

(c) Ha G redukalt maradékrendszer modulo n.

(a)

(b) Indukcio n-re. Az n = 2 esetet bebizonyitottuk, most tegyiik fel, hogy n-igigaz. Ekkor (ajas .

((a1az...ap)ans1)™ ! —an+1(a1a2

A feltétel azt jelenti, hogy minden elem megegyezik az inverzével, tehat ab = (ab)~!

A feltételt felhasznalva: abab = (ab)? =
kapjuk, hogy ba = ab.

Lan)”

(ab)"(ab) = e

(ab) ™!
(ab)™

1

-1

a=b""

1 _ b—la—l

-1

=a,}10, a,

-1

—1-

capt.

a?b? = aabb. Ezt szorozva balrél a~

Legyen a harom egymast kivets szam, k, k+ 1, k+ 2. Ekkor a*t1pF+1 =
amibél kapjuk, hogy ab® = b*a. Ehhez teljesen hasonléan megkapjuk, hogy abft! = bF+la = bb¥a =
bab®, melyet jobbrél szorozva b—*-val kapjuk, hogy ab = ba.
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=b"la"! = ba.

L_zel és jobbrol b—!-zel

(ab)*(ab) = a*bFab,
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8. |Dy| = 2n, mivel az elemei:

{e’ w? 9023 M) ¢n7177—s03 7_9023 M 7T(pn71}

ahol 7 egy adott tengelyre val6 tiikrozés és ¢ a 27” szogld forgatéds. Tobb elem nem lehet, mivel

n — 1 forgatas és egy tengelyes tiikrozés leirja az Osszes lehetséges egybevagosagi transzforméciot. A
mivelet nem vezet ki a halmazbdl, mivel két egymas utén elvégzett transzformécio is egybevigosagi
transzformécié marad. Az asszociativitas trividlis. Az egységelem a helybenhagyéis (e) és minden
elemnek létezik inverze.

9. Természetesen ™ = e, mivel n - 27” = 27-t forgatunk. 72 = e, mivel a tiikrozés csak a koriiljarasi iranyt
valtoztatja meg, amit kétszer egymas utdn elégezve természetesen helybenhagyéast ad. o1 = 7" 1,
mivel mindkét transzformacié megvaltoztatja a koriiljarasi iranyt és az i. poziciéban 1évé cstcsot az
(i — 1). pozicioba viszi.

n—1 n—1 2

PTE*T = PTEETY = PTEETY = TE"lpTE" Tl =Tere =72 =€

10. Legyen € = cos %T’T + i sin %Tﬂ' Ekkor
’ Elem \ Rendje \ Generatuma ‘

€0 1 {60}
€1 8 {€0, €1, €2, €3, €4, €5, €6, €7}
€9 4 {60,62,64,66}
€3 8 {€0, €1, €2, €3, €4,€5,€6,€7}
€4 2 {60,64}
€5 8 {€o0, €1, €2, €3, €4, €5, €6, €7
€g 4 {60,62,64,66}
€7 8 {€o0, €1, €2, €3, €4, €5, €6, €7

A csoport ciklikus, mert egy elem is tudja generalni, példaul €7.
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