1. eloadas

Definicio: (sorozat)

A természetes szamokon értelmezett N > R valés értéki fliggvényeket

sorozatoknak nevezziik.
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Definicio: (monoton sorozat)

n
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Az an sorozat novekedd, ha minden N € N esetén ap < Any.

szigortian ndvekedd, ha minden N € N esetén An < apyq.

csokkend, ha minden N € N esetén Qn 2 an,,

szigoruan csokkend, ha minden N € N esetén 8n > 8pyy.

(Megjegyzés: A fenti példakban az a) és g) szigortian csdkkend, d) €s e) szigortian

novo, b), ¢) €s f) sorozat nem monoton.)

Definicio: korlatossag

Az Qn sorozat korlatos, ha 1étezik olyan A és B szdm amelyekkel minden N € N

esetén teljesiil az A<a,<B egyenldtlenség.
(Megjegyzeés: A fenti példakban a d) sorozat nem korlatos, a tobbi igen.)



Definicio: hatarérték
A heR szamot az A, sorozat hatarértékének nevezziik, ha tetszoleges pozitiv

€ -hoztalalhato n, € N természetes szam ugy, hogy minden N> Ny esetén

‘an o h‘ < & egyenlétlenség teljesiil.

Megjegyzés: A hatarérték fenti definicidja ugy is megfogalmazhatd, hogy N >N,
indexek esetén a sorozat tagjainak a (N — &;h + &) nyilt intervallumba kell esni.

Ez egyben azt is jelenti, hogy ezen az intervallumon kiviil legfeljebb My darab, azaz
véges sok sorozatelem lehet.

A hatarérték jelolésére az alabbi kifejezést hasznaljuk:

lima, -h
n—oo
a n

Szokas ilyenkor azt mondani, hogy An tart h-hoz, vagy konvergal h-hoz.

Megjegyzés: Ha egy sorozatnak van hatarértéke, akkor azt mondjuk, hogy
konvergens, ha nincs, akkor divergensnek nevezziik.

Hangsulyozzuk, hogy a végtelen nem valos szdm, tehat a fenti definicio értelmében
nem lehet egy sorozat hatarértéke. Ennek ellenére szoktak arrol beszélni, hogy egy
sorozat végtelenhez tart. Ezt a kovetkezd képpen kell érteni:

Definicio:
Az a, sorozat végtelenhez tart, (avagy minden hataron til név6) ha barmely valds k
szamhoz talalhato No € N természetes szam tigy, hogy minden N> Ng esetén az
an > K egyenlétlenség fennall.
limay, =+

N—oo
Hasonloan definidlhaté a minden hatdron tal csokkend sorozat.

Jelolése:



Definicié: torlodasi pont

A t szamot a sorozat torlddasi pontjanak nevezziik, ha van a sorozatnak a t szamhoz

konvergal6 részsorozata. A +00 ¢s —0-t is a sorozat torlodasi pontjanak
tekintjiik, ha van a sorozatnak minden hataron til névd illetve csokkend részsorozata.
Kovetkezmények:

1. Minden hatarérték egyben torlédasi pont is.

a

2. Ha egy t szam torlodasi pontja az An sorozatnak, akkor barmely € >0 esetén

a (t —&l+e ) intervallumban végtelen sok sorozatelem van.

3. Ha egy sorozatnak van hatarértéke, akkor egyetlen egy van.

4. Minden konvergens sorozat korlatos.

5. Ha egy korlatos sorozatnak egyetlen torlodasi pontja van, akkor konvergens.
6. Ha egy sorozat monoton ¢és korlatos, akkor konvergens.

Tétel: 0sszeg, szorzat, hanyados hatarértéke

Ha az an sorozat konvergens €s hatarértéke a, valamint a bn sorozat konvergens

és hatarértéke b, akkor

lim(a, +b,) = lima, +limb, =a+b
‘n'—>00 n.—>oo n.—>oo

lim(a, -b,) = lima, -limb, =a-b
‘n.—>°0 .n—>00 ) n—oo

lim(a, -b,) = lima, -limb, =a-b
N—o0 N—oo n—ooo

Ha még az is teljesiil, hogy b # 0, akkor

1t a
PN
m. = =—
e B limbP. b

Tétel: Ha minden N € N esetén a, SU, = bn egyenldtlenség teljesiil €s

liman = limbn =u

n—oo n—oo



akkor létezik az Un sorozat hatarértéke, és %1_{2 Un =U.  (csendOrszabaly)

Néhany nevezetes sorozat hatarértéke:

1
L lim =0
Nn—o0
ha\q\ <l
, limq" = halq =1
' = dlvergens egyébként
3. lima™* =0 ;. la<1éskeN
n—o0 ’
an
4. %ggny =0 tetszéleges A € R esetén.
1 n
]im(1+) =e
3. N—00 n

Néhany bizonyitas:
Az 1. hatarérték kozvetleniil adddik a hatarérték definicidjabol.
A 2. bizonyitasahoz felhasznaljuk a Bernoulli egyenldtlenséget:

Bernoulli egyenldtlenség. Ha neN tetszOleges természetes szam, €s a heR
valos szam eleget tesz a h>-1éh=0 feltételeknek, akkor

(1+h)" > 1+nh
Bizonyitas:
AQ'-1= (q _1)+(q2 _Q)+(q3 _q2)+___+(qn _qn—l) azonossagban a
jobb oldalon allo n db. zargjeles kifejezés kozott a (q - 1) a legkisebb, akar q> 1 ,

akar 0 <0 <1 Ez&rt mindkét esetben " —1> n(q—1) . Tnnen d = 1+h
helyettesitéssel kapjuk a bizonyitando allitast.



1
2. bizonyitasa ‘q‘ <1 esetén. (A tobbi eset trividlis) Vezessiik beaz 17N= H
jelolést. Nyilvan

<1 miatt h >0 Tovabba

n 1 1 1
=lq" = —< <
(1+h) 1+nh nh
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Most llmﬁ =0 miatt a jobb oldal 0-hoz tart. Ezzel bizonyitottuk az allitast.

n—oo

A 3. és 4. hatarérték igazolasdhoz a kovetkezd segédtétel kell:

Ha @n 20 & valamely Ny indextsl kezdve, azaz minden N> Ng természetes

a-n+1

szam esetén teljesiil, hogy a, sq<l , akkor lima, =0 :

N—oo

A segédtétel bizonyitasa: A feltétel szerint

2 k
an0+k Sqano+k—1 <q a-n0+k—2 << an0 .

n a'no
0<a,<q ——

Tehat N> Ny esetén qm - Itt a jobb oldal a 2. eredmény miatt 0-

hoz tart.

Az 5. hatarérték 1étezésének bizonyitasa
3 1épésbdl all:
1

n
1. 1épésben megmutatjuk, hogy az Un = (1 + n) sorozat szigortian novo.

n+1
2. 1épésben megmutatjuk, hogy a Vn = (1 + n) sorozat szigortan csokkeno.

Un <Vp egyenlétlenségbdl kovetkezik, hogy mindkét sorozat korlatos, tehat
konvergens.

3. 1épésben megmutatjuk, hogy hm(Vn —Uy ) =0, azaz a két sorozatnak kozds
hatarértéke van.

. 1\"
Definici6 szerint: 11m (1 + FJ = €



1" 1\ n+1\" (n+2\"!
1. 1épés: Igazolni kell, hogy {1+ ] <{I+, 7 azaz | o ) “\hi1) -

n+1
n
Szorozzuk meg mindkét oldalt (n + lj -gyel. Ekkor kapjuk, hogy
n <( n2 +2n jnﬂ | . 1_1<(1_ 1 )n+1 . ;
n+l \n21on+l ami1 ugyan az, mint n+1 7n2+2n+1 . Ez pedig a

Bernoulli egyenldtlenség miatt igaz.
A 2. 1épés igazolasa ugyan igy torténhet: Az éllitas a

1 \" 1 n+l n\" n+1 n+1 n\"
kovetkez6 (1 + j > (1 + j azaz (j > (j Szorozva (j -nel
n-1 n ’ n-1 n : n+1 ’

2 n
n —1+1j n+1

adodik, hogy ( 021 >, - Ezpedig azért igaz, mert ha a bal oldalra

alkalmazzuk a Bernoulli egyenlétlenséget, akkor

n2-1+1)" n n n+l
5 >1+— >1+n72>T.

n°—1 n -1

Végiil 3. lepés:

" 1" nN" 11
O<vn—un:(1+j —(1+j =\1+— -—<4-—
n n n/ n n

Az utolsé egyenlbtlenségnél felhasznaltuk, hogy Un <V, <V =4



