2. ea. Fliiggvények.

Definicio: (fiiggvény)
Legyenek H = R és K < R valés szamhalmazok. Rendeljiink hozza minden X € H

szamhoz egyetlen Y € K szamot. Az ilyen egyértelmii hozzarendelést fliggvénynek

nevezzuk.

Feltételezziik, hogy a fiiggvény fogalma a kozépiskolai tanulmanyok alapjan
mindenki el6tt ismert, valamint az aldbbi fiiggvénytani fogalmak is:
Ertelmezési tartomany, érték készlet, kolesondsen egyértelmii leképezés, inverz
fliggvény, novo illetve csokkend fiiggvény, paros illetve paratlan fiiggvény,

periodikus fiiggvény.

Definicio: (hatarérték 1.)
Az f(x) fiiggvénynek az Xo € R helyen 1étezik a hatarértéke és az a heR vais
szam, ha barmely £ > 0 szidmhoz talalhaté 0 >0 szam ugy, hogy a

0< ‘X - Xo‘ <0 egyenlétlenséget kielégitd x értékek benne vannak az f(x) fiiggvény

értelmezési tartomanyaban €s teljesiil az ‘ f(x)- h‘ < & egyenl6tlenség.

Definicio: (hatarértek 11.)

Az f(x) fiiggvénynek az Xo € R helyen 1étezik a hatarértéke és az a heR vais
szam, ha barmely az f(X) fiiggvény értelmezési tartomanyabol valasztott és Xo-hoz

konvergalo X, sorozat esetén az f(X,) fliggvényérték sorozat konvergal h-hoz.

lIim f(x)=h

Jelolés: X—>X;

Meg lehet mutatni, hogy a két definicié ekvivalens.



Definicio: Jobb oldali hatarérték.

Az f(x) fliggvénynek az Xo € R helyen 1étezik a jobb oldali hatarértéke és az a

h eR valos szam, ha barmely € >0 szamhoz talalhat6 0>0 szam ugy, hogy a

0<X=Xy <0 egyenldtlenséget kielégitd X értékek benne vannak az f(x) fiiggvény

értelmezési tartomanyaban ¢s teljesiil az ‘ f(x)- h‘ < & egyenlétlenség.

Definicié: Bal oldali hatarérték (hasonldan).

limf(x) =h  Iimfx=h

Jelolés: XX il. X—>Xg

Tétel:
Az f(x) fiiggvénynek az Xo € R helyen létezik a hatarértéke és az a heR valés

szam, ha

Iimfx)=limfx) =h

X—>Xg X—>Xg

.

Definicio:
Az f(x) fiiggvény hatarértéke X —> T0 eseténa N € R valos szam, ha barmely

&> 0 szamhoz talalhaté k valos szam Gigy, hogy a fiiggvény értelmezve van

X > K esetén és ezen X értékekre teljesiil az ‘ f(x)- h‘ < & egyenldtlenség.

Hatarértékre vonatkozo tételek:

Ha létezik )1(1_)111 t(x) és lim 9(x) , akkor
0

X—>Xq



limlf 0+ 901 = Iim fF (X) . 11im 9(x)

X—X, X=X X—>Xq

Hmlf (0 -9001= lim f (%) _11m 9(x)

X—X X=X X—>Xg

lim(f O - 9091 = lim f (O - 1im 9(%)

X—Xg X=X X—Xg

tovabba, ha }(1mg(X) #0 , akkor

—Xp

g lmTeo
lim

X— X, g(x) B lim g(x) .

X—> X,

Osszetett fiiggvény hatarértékére vonatkozé tétel:

Ha 1IM9(X) = b ¢ l1m f(x)=c , tovabba van olyan 0>0 szam, hogy

X—a X—b

0<|X—a <& esetén 9(X) =D , akkor lim f (g(x) = C
X—a

Tétel:

Ha az f, g és h fiiggvények értelmezve vannak az X, pont egy kornyezetében és itt

f (X) < g(x) < h(X) , valamint }(H;El f(x) ~limh(x) =L, akkor

X=X

Iim o) = |

X=X



Fontos fiiggvényhatarértékek:

sin X

lim =1
1. Xx—0 X
1" 3
iml1+—| =e mil+y)’ =e
2. %(1_133( Xj vagy lylllol( y)
. log,(1+x) 1 . In(1+x)
3. lxl_f)l(’)l X 08, € Ina  spec. lxlilol X
. ax - 1 ex -1
=lna : =1
4. 1x1—1>101 X spec. lxl—I>IOl X
o +x)* =1
5, Ilm—— =u
X—0 X

Definicié: (folytonossag lokalisan)
Az f(x) fliggvény folytonos az Xp helyen, ha
- értelmezve van az Xy helyen €s annak kornyezetében,

lim f (%)

X=X

Slim O f(x,)

X—Xg

- létezik a

Definicio:
Egy fiiggvény folytonos az (a,b) intervallumon, ha annak minden pontjaban

folytonos.

Definicio:

Jobb ¢s bal oldali folytonossag.



Definicio:
Egy fliggvény folytonos az [a,b] intervallumon, ha folytonos az (a,b) intervallumon és

az a pontban jobbrdl, b pontban balrél folytonos.

Tételek:
Folytonos fliggvények 0sszege, szorzata, hdnyadosa (ha a nevezd nem zérus)
folytonos.

Osszetett fiiggvény és inverz fiiggvény folytonossaga.

Zart intervallumon folytonos fiiggvények tulajdonsagai:

1. Az [a,b] zart intervallumon folytonos fliggvény korlatos.

2. Az [a,b] zart intervallumon folytonos fiiggvény felveszi legnagyobb és legkisebb

értékét. (Weierstass tétel)
3. Ha az f(X) fliggvény folytonos az [a,b] zart intervallumon és f(a)<c<f(b), akkor
létezik olyan X € [a, b] , hogy f(x)=c. (Bolzano - Darboux tétel)

4. Ha az f(x) fiiggvény folytonos az [a,b] zart intervallumon, akkor a minimuma és

maximuma kozott minden értéket felvesz. (Bolzano - Weierstrass tétel)

Definicio: (konvexitas)

Az f(x) fiiggvény az [a, b] intervallumon konvex, ha barmely

abs fdab), és x<ah)

f(x)<

f — f
esetén (ﬂ,b)’— a(a) (X — a) + f(a) .

Definicio: (konkav fv.) Forditott egyenldtlenség jel.



Tétel: Ha az f(X) fliggvény konvex az [a, b] intervallumon, akkor folytonos is.

Elemi fiiggvények:

1. y =const., y=x", polinomok, y=x", ¥ = n/x ,y=X",y=a", y=log.x, spec.:y=
e’ és y=Inx

2. trigonometrikus fiiggvények: sinx, cosx, tgx, ctgx és inverzeik,

hx—® € e +e”
hiperbolikus fliggvények: shX= ?’ chx = 5 ,
sh X ch x
thx=—— cthx=——
chXx - sh x -
és inverzeik: ar shx zln(X‘FWJ archx = ln(x + \/ﬁ)
1+ X <+ 1
arthx=.—— arcthx =/~

tulajdonsagok, grafikonok.



