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1. Gorbék illesztése adott pontokra

A probléma: Olyan polinom el6allitdsa, amelynek grafikonja adott pontokon megy at. Le-
gyenek az adott pontok (z;;y;) ¢ = 1, 2,...,n, azaz a polinom értéke az x;, xo, ..., z, helyen
legyen y1, Y2, - .-, Yn-

1.1. Tétel.
Ha xy, xo, ..., x, kiillonboz6 valds szamok, akkor van olyan legfeljebb n — 1-ed foku
P 1(2) = ap 12"t F apox™ 2+ -+ a1x + ag
polinom, amelynek értéke az x; helyen éppen y;, vagyis P,_1(x;) = y; mindeni =1, 2,...,n,
esetén.
1.2. Tétel.

A fenti tételnek eleget tevs polinom egyértelm(, azaz ha a P, 1(z) és @,,—1(z) polinomok
olyanok, hogy P, _1(z;) = Qn_1(x;), akkor P,,_1(z) = Qn_1(x).
1.1. Lagrange interpolacio

1.1. Definicio.

Az [;(x) Lagrange-féle i-ik interpoldciés alappolinom olyan tulajdonsdgd, hogy az 24, o, ..., z,
helyeken 0 értéket vesz fel, kivéve az x; helyet, ahol is a polinom értéke 1. Tehat:

li(:c)—{ 0 ha z=z; j=1,2,...i—1,¢+1,...,n 1)

1 ha z=u;

El6allitasa:

(z —a)(@ =) (2 — 2 1) (@ — @iga) -+ (7 — @)
(i — @1)(zi — 22) -~ (@ — Tima) (T3 — @) - (20— 20)

Ezek segitségével a kivant polinom el8allitasa:
1.3. Tétel.

Lagrange-féle interpolécids polinom.
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1. abra. Az [, Lagrange alappolinom az x = 1,2, 3, 6, 8, 9 alappontokra

1.1. Megjegyzés.

Szokas bevezetni az
w(r) = (r—x1)(x —x2) -+ (T — 2)

jelolést. Ennek segitségével
w(z)

i) = (v —2;) - ()

1.2. Megjegyzés. A Lagrange interpoldcio elonye.

Természetes gondolat lenne az interpolacios feladat megolddsdhoz tigy hozz4 4llni, hogy a kere-
sett n — 1-ed foku polinomnak n darab egyiitthatdja van €s van hozza n darab feltétel, amelynek

felirasakor az aldbbi linedris egyenletrendszer adddik:
n—1 n—2
Up—1T]  +apor; "+ -+ a2+ ag

—1 -2
p12y "+ Qpooxy “+ -+ 4+ a1 + ag

-1 —2
1%+ apox; “+ -+ a1x; + ap

—1 -2
A%y + Apoox, ~+ -+ a1, + ag

n
Y2

Yi

Yn

(2)

3)



Itt tehét az ismeretlenek az a,_1, a,_2,...,ao polinomegyiitthatok. Az egyenletrendszer
megolddsa problémads, mert az egyiitthaté matrix, az igynevezett Vandermond-maétrix

n—1 n—2
Ty X Ty , rp 1
A/ AP S |
2 2

V,=
n—1 n—2
x, x, Ty, 1

gyengén kondiciondlt, ezért a numerikus megoldds sok esetben rendkiviil bizonytalan.

1.1. Példa.

Illessziink interpoldciés polinomot az A(1;3) B(2;8) és C'(4;12) pontokra!
Megoldas: Harom pontra egy legfeljebb masodfoku polinomot illesztink. A Lagrange-féle

alappolinomok:
S | R Tt | e Rt TR
! (1-2)(1—4) 3 3
l(w):(x_ (r—4) (z—-D(@—4) 2>—5c+4
? 2-1)(2—4) ) —
_@-)@=2) _ (@-D@E-2) _2*-30+42
6

Ezért az interpolécids polinom:

P(x) =3 -li(x) + 8- la(x) + 12 - l3(z) =

=22 —6r+8—422+200 —164+22°> —6x+4=—2>+8xr—4
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4. dbra. Az l3(r) Lagrange alappolinom az x = 1, 2, 4 alappontokra



5. édbra. A Lagrange-féle interpolédcids-polinom az z = 1, 2, 4 alappontokra

1.2. Példa.

Illessziink interpoldcids polinomot az A(1;6) B(2;11) és C'(4;27) pontokra!
Megoldas: Harom pontra egy legfeljebb masodfoki polinomot illesztiink. A Lagrange-féle
alappolinomok most ugyan azok, mint az el6z6 példdban, ezért a keresett interpolaciés polinom:

P(z) =6-1(x)+ 11 -ly(x) + 27 - I3(z) =
11 9
:2(x2—6x+8)—7($2—5$~|—4)+§(:E2—3:B+2) =a2%+ 2z +3
El6énye a Lagrange-féle interpolacidonak, hogy ha ugyanazon beéllitott alappontokndl t6bbszor

mérjiik a fiiggvényértékeket €s mindig illeszteni kell polinomot, akkor a szdmitdsokat nem kell
elolr6l kezdeni, mert ugyanazok az [;(z) alappolinomok hasznalhatok.

1.3. Példa.

Ilessziink interpoldcids polinomot az A(1;3) B(2;8) C'(4;12) és D(3;7) pontokra!
Megoldas: Négy pontra egy legfeljebb harmadfokd polinomot illesztiink. A Lagrange-féle
alappolinomok:

)= E=De=3)@=4) ® — 92% + 262 — 24
T Ty 6
() = E= D=3 =4) _ 2% =82 + 19z — 12
? 2-1)(2-3)(2—4) 5
gy~ E=DE=2(@—4)  2* -T2+ 14z -8
W= GINE o261 )
Ly~ @ D@ =2)(@=3) a®—62+ 11z -6
() -0 —-2)4—3) 5

Ezért az interpolaciés polinom:

P(z) =3 -lLi(z) + 8- lo(x) + 7 I3(x) + 12 - ly(x) = 22° — 152 + 362 — 20
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1.3. Megjegyzés. A Lagrange interpoldcio hdtrdnya.

A Lagrange interpolacié hatranya, hogy ha mar elkészitettiik az 1, o, ..., x, helyekhez tar-
toz¢ interpoléciot és felmeriil az igénye annak, hogy egy djabb, mondjuk z,,, helyen is végez-
zlink mérést, akkor az egész szamitast elolrdl kell kezdeni. Ugyanis az xy, o, ..., Ty, Tpit
pontokhoz tartozé alappolinomok 1ényegesen kiilonboznek az el6z6ektdl. Ezt a hatranyt kiiszo-
boli ki a Newton-féle interpolécio.

1.2. Newton interpolacio

Tegyiik fel, hogy az z1, xs, ..., x, helyekhez tartoz6 és az

L<m1) = Y1, L(‘r2) =Y .- 7L<$n) = Yn

feltételt kielégit L(x) interpoldcids polinomot mar ismerjiik. Keressiik azt a P(x) interpolacids
polinomot, amelyik az x, o, ..., x, helyeken ugyanazokat az yy, v», ..., y, értékeket veszi
fel, mint a mar ismert L(z) polinom, és az z,,,1 helyen v, az értéke. Azaz L(x) ismeretében
keressiik a

P(z1) = y1, P(x2) = 2, ..., P(Tnt1) = Yot
feltételt kielégit6 interpolacids polinomot.
Megoldas: Keressiik a P(z) polinomot
P)=Lx)+ X (x —x1)(x —x9) -+ (x — )

alakban. Ezzel nem rontjuk el az x;, x,, ..., z, helyeken felvett értékeket. A )\ ismeretlen
meghatdrozdsa egyszer(:

P(anrl) - L(xn+1)
(anrl - xl)(ajnJrl - -772) T (anrl - xn)

A:

1.4. Példa.

Illessziink interpolacids polinomot az A(1;3) B(2;8) C(4;12) és D(3;7) pontokra annak is-
meretében, hogy a (1.1) példiban mar meghataroztuk az A(1;3) B(2;8) és C'(4; 12) pontokra
illeszkedd L(z) = —2* + 8 — 4 polinomot!

Megoldas: Felirhatjuk a

Px)=L(z)+ X (x —1)(x — 2)(z — 4)
egyenletet, amibdl

P(3) — L(3) 7T-11
C3-1)(3-2)(3—-4) -2

2,
ezért

P(z) = —2*+8x—4+2-(x—1)(z—2)(v—4) = —2’+82—4+2-(2°—T2’+142—8) = 22°—152*+362—20

11



1.3. Hermite interpolacio

Most olyan polinomot keresiink, amelynek az z1, x,, ..., z, helyeken nem csak az értéke
adott, hanem a derivaltja is. Tehét keresiink olyan H (x) polinomot, amely i = 1, 2,..., n ese-
tén H(x;) = y; és H'(z;) = v/..

1.4. Tétel.

Hazy, xo, ..., z, kiillonboz6 valés szamok, akkor van olyan legfeljebb 2n —1-ed foku polinom,
amelynek értéke az x; helyen éppen y; és derivdltja az x; helyen ¥, vagyis H(z;) = y; és
H'(x;) =y, mindeni =1, 2,... n, esetén.

1.5. Tétel.

A fenti tételnek eleget tevs polinom egyértelm.

Az Hermit-féle interpoldcids polinomot - hasonléan a Lagrange interpoldciéhoz - alappolino-
mok segitségével dllitjuk eld. Kétféle alappolinomot hasznélunk.

A h;o(z) alappolinom az z; hely kivételével O értéket vesz fel, az x; helyen 1 az értéke, a deri-
valtja pedig minden alappontban O.

A h;1(z) alappolinom értéke minden alappontban 0, derivéltja pedig az z; hely kivételével 0
értéket vesz fel, az x; helyen pedig 1 az értéke. Tehat:

_ 0 ha z=2; 7=1,2,...i—1,¢+1,...,n
hiolz) = { 1 ha v =1 )
hio(xs)) = 0 ha i=1,2,...,n

h/i,l(xi) = 0 ha i= 1, 2,...,71.
0 ha z=z; j=1,2,...1—1,i4+1,...,n (5)
hll('x) = { 1 ha ;Y xr = x;

12



6. dbra. A hy o(x) Hermit alappolinom az x = 1, 2, 4 alappontokra

7. dbra. A hy1(x) Hermit alappolinom az x = 1, 2, 4 alappontokra

1.6. Tétel.

Az Hermit-féle alappolinomok segitségével az interpolaciés polinom:
i=1 i=1

Az Hermit-féle interpolacios polinomokat a Lagrange-féle interpoldcids polinomok segitségé-
vel allitjuk el6.

13



1.7. Tétel.

hio(z) = [Li(2)?- |1 - ‘:g; (z — ;)
hia(z) = [Li(2)] - (z — ;)
1.4. Megjegyzés.

Az Hermit-féle interpolacié altalanosithat6é ugy, hogy az x; alappontokban nem csak a fiigg-
vényértéket és az elsd derivalt értékét irjuk eld, hanem az elsd £ derivalt értékét. Ekkor egy
legfeljebb (k + 1) - n — 1-edfokd interpolécids polinom allithat6 eld.
Abban a specidlis esetben, han = 1 és k£ > 1, a Taylor polinomhoz jutunk:

_ 2 _ k
2) 4y (x — x1) w (@—a1) ‘

1) Ty ——F—— Tty il

Ti(z) =1+ - (x 51

1.5. Példa.

Illessziink interpolaciés polinomot az A(1;6) B(2;11) és C(4;27) pontokra gy, hogy a deri-
vélt az A pontban 136, a B pontban -102 és a C' pontban 490 legyen!

Megoldas: Most egy legfeljebb 6todfoku polinomot keresiink. Eléallitjuk a (1.7) tétel szerinti
alappolinomokat. Az (1.1)és (1.2)példakbol ismerjiik mar a megfeleld Lagrange alappolinomo-
kat. Felhaszndljuk, hogy

w(r) = (@— 1) -2 - 4)
Wr) = (=2)z—-4)+@-1)(r-4)+@-1)(z-2) (6)
Wz) = 2x—-1)+2(x—2)+2(x—4)
Ezért
(1) =3, W'(2)=-2, J'(4) =6,
(1) =-8, W'(2)=-2, w'4)=10
Tehat )
hroe) = [Z=22]" 14 82— 1)]
hao(e) = [Z22H] [ — (2 - 2)] @
haolw) = [2=222]" 1 W(o - 9)]
Tovébba

h — 22 —5x+4 2 . -9 (8)
2,1(2) 2 (z )

A keresett interpoléacids polinom:

H(ZL’) = 6- h1,0($) + 11- h270($) + 27 . h370(l') + 136 - h1,1($) — 102 - th(l‘) + 490 . hgjl(l‘) =

= 2%+ 23 — 16122 + 4502 — 285
)

14
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8. abra. Spline fiiggvény. Csatlakozasi pontok:z = 2, 3, 5.

1.4. Spline

A klasszikus Lagrange-féle interpolaciot nem elényds magas fokszdmu polinomok esetén
alkalmazni erésen oszcillalo tulajdonsdga miatt. A gyakorlatban tobbnyire sima, kevéssé osz-
cillalé interpolédcids polinomra van sziikség. Segithetne a Hermit-féle interpolécid, ha tudndnk
az adott pontokban a derivéltakat is, de ezek a legtobb esetben ismeretlenek.

Elonydsebb szakaszonként alacsonyabb fokszamu polinomokkal probalkozni, amelyek meg-
feleléen csatlakoznak. A legegyszeriibb eset, ha az adott pontok koz¢ linedris fiiggvényeket
illesztiink. Ez az Euler-féle torottvonalak moédszere sok esetben segithet, de mas esetekben
sziikséges, hogy a csatlakozdsi pontokban ne csak folytonos, hanem differencidlhaté is legyen
a fiiggvény.

Napjainkban legelterjedtebb a "kobds spline interpolédcid”, amikor is az adott pontok kozé
harmadfoku polinomokat illesztiink tigy, hogy a csatlakozdsi pontokban a fiiggvénynek jobbrol
és balrél megegyeznek a derivaltjai és masodik derivéltjai is.

1.2. Definicio.

Harmadfoku (k6bos) interpoldcids spline a kdvetkezo:
Adottak az a = g < 21 < --- < x,, b, pontok, ahol a fiiggvényértékek legyenek

flz;) =y i=1,...n.
Az f(x) fuggvényt interpoldlé kobos S(x) spline-t a kovetkezd médon definidljuk:

e S(z) szakaszonként harmadfoku polinom tgy, hogy
S;(x) harmadfokd polinom az [z;;x;.1] ¢ =1,...n — 1 intervallumon.

15



S(z;) =y; hai =1,...n (Tehat S(z) interpolalja az f(x) fliggvényt)

Si(xiv1) = Siz1(wis1) i =1,...n — 2 (Folytonosan csatlakoznak.)

Si(wip1) = Si(wiy1) ©=1,...n —2(S(x)-nek nincsenek sarkai.)

Si(xiy1) = Siq(wiyr) i=1,...n — 2 (Gorbiiletek egyenlSsége.)

Tovébba az (a; x1) és (z,;b) intervallumokon a fiiggvény elséfokua.

A spline megkonstrudldsdra tobbféle modszer ismeretes. Itt most azt a gondolatot folytat-
juk, amit a Lagrange és Hermit interpolacional mar lattuk, hogy hatékonyan miikodik, azaz az
interpolalo fiiggvényt alapfiiggvények linearis kombinécidjaként allitjuk eld.

1.4.1. Linearis spline "satorfiiggvényekbaol'

A feladat most az, hogy az 1 < 29 < --- < x,,, pontokban a fliggvényértékek legyenek
Y1, Yo, - - Yn. Az adott pontok kozott a spline fiiggvény elsdfokd, és v < x; valamint x > =z,
esetén a spline fiiggvény legyen konstans.

9. abra. Spline fliggvény linedris szakaszokbdl.

Definialjuk az alapfiiggvényeket a kovetkezd képpen:
1.3. Definicio.

"Sétorfiiggvények" (tent functions)

=1 ha a<r<um
() = { 0 egyébként (10)

16



j=1, 2,---.,nesetén

T—Tq5—
—IL ha zj1 <z<u;
Tj—Tj1

l](ZL‘l) = % ha ZEj S xT S (L’j+1 (11)
kiviil.
= hq x,<x<b
_ b—xzp, n — —
b1 (@) = { 0 egyébként (12)

- ANVANY/

10. dbra. Sator fiiggvények

A spline fiiggvény:
n+1
s(z) = Z ¢ li(x),
i=0
aholc; =y;hat =1, 2,---,n, valamint ¢ = —y; €s ¢, 11 = —Yp.

1.4.2. Linearis spline "csonkolt" fiiggvényekbol

Egy masik lehetséges modszer a spline eldéllitdsara az ugynevezett "csonkolt fiiggvények"
hasznalata.

1.4. Definicio.

Legyen f(x) tetszGleges fiiggvény. Csonkoldssal kapjuk a kovetkezd fiiggvényt:

x) ha >0
O R U+ 13)
A spline eldallitdsa:
s(x) =co+ Z cify(z — ;) (14)
i=1

17



11. dbra. Az (x — 2)3 fiiggvény csonkoldsabol kapott fiiggvény

Ebben az egyenletben n + 1 darab ismeretlen egyiitthaté van. Az s(x;) = y; éppen n darab
feltétel, tovdbba még egy feltételt jelent, hogy az [x,,; b] intervallumon s(x) konstans. Tehat

s(x1) = =y
s(x2) = cotofi(re—m) =y
: (15)
S(xn) = ¢+ Z?:l Cif-i-(xn - 372) = Un
cp+ecg+---+c, = 0
1.4.3. Kobos spline "csonkolt" fiiggvényekbol
A spline el6dllitdsa most az (x — ;)3 alapfiiggvényekkel torténik:
s(x) =by+ bz + Z ci(z — ;)3 (16)

=1

alakban. Ebben az egyenletben n + 2 darab ismeretlen egyiitthaté van. Az s(z;) = y; éppen
n darab feltétel, tovabba még két feltételt jelent, hogy az [x,,; b] intervallumon s(x) els6fokdi.
Tehat

S(l’l) = b()"—bll‘l =1
() = by +biwy+ (g — 1) = yo
: (17)
s(zn) = o+ iy Ciltn —x:)* = yn
01+02+"'+Cn =0
ary+ery+ -+, = 0
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Az utolsé elbtti egyenlet abbdl a feltételbdl szarmazik, hogy x > x,, esetén a harmadfoku tag
egyiitthat6ja zérus. Az utolsé egyenlet pedig abbdl a feltételbdl szarmazik, hogy = > x,, esetén

a masodfoku tag egyiitthatdja is z€rus.

1.6. Példa.

Illessziink kobos spline-t a (0;0), (1;1), (2;4) pontokra.

Megoldas:

s(x) = by + bz + clxi + oz — 1)1 + c3(x — 2)5"’F

A feltételek szerint:

1+ Cy+C3
Co + 263

b():()
bo+b1+C1:1
b0+2b1+801+02:4
0

0

Ennek az egyenletrendszernek a megoldésa:

1
b0:0751:§7

Tehat a spline:

Szakaszonként:

1

ha
ha
ha
ha

z <0
0<z<l1
1<z<?2
2<x

(18)

Konnyen ellendrizhetd, hogy a csomépontokban a jobb és baloldali derivaltak és masodik deri-

valtak is megegyeznek.
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10F

12. dbra. Az s(x) fiiggvény grafikonja

1.5. Feliiletek illesztése

Ebben a szakaszban egy kis kitekintés olvashat6 a feliiletek interpoldcidjardl. Forrés: inter-
net.
TERBELI INTERPOLACIO Szerkesztette: Nigel M. Waters, University of Calgary Magyar
valtozat: Zavoti Jozsef, Geodéziai és Geofizikai Kutaté Intézet, Sopron

A. BEVEZETES
- térbeli interpolécié az az eljards, amely a rendelkezésre all6 megfigyelések dltal meghatarozott
térség mintavétellel nem rendelkez6 pontjaiban becslést ad a vizsgélt tulajdonsagok értékére
- a legtobb esetben a tulajdonsédgot jellemzd értéknek egy meghatdrozott intervallumba kell es-
nie, vagy egy meghatarozott értékkel vett hdnyadosat kell tekinteni
- ugy lehet elképzelni, mint a forditottjat annak az eljarasnak, amely egy digitdlis magassdgmo-
dellbdl kivalasztja azt a néhany pontot, amely megfelel6 pontossaggal hatdarozza meg a feliiletet
- a térbeli interpolécié azon a feltevésen alapul, hogy a térben egymdashoz kozel elhelyezkedd
pontok értéke nagyobb valdszintiséggel hasonld, mint az egymastdl messze levd pontoké (Tob-
ler torvénye a geografidra)
- a térbeli interpolaci6 nagyon fontos alkotorésze sok GIS-nek
- a térbeli interpolaci6 a GIS-ekben a kovetkez6 célokra hasznélhaté:
- szintvonalak szolgdltatdsa adatok grafikus megjelenitéséhez
- a feliilet valamely jellemzdjének kiszdmitasa egy adott pontban
- az 0sszehasonlitdshoz hasznalt mértékegység megvaltoztatasa, amikor kiillonb6zd rétegekben
kiilonboz6 adatstruktirdk keriilnek alkalmazasra
- gyakran haszndlatos segédeszkoz térbeli dontéshozatali folyamatokndl fizikai és humén ge-
ografidban egyarant, tovabba olyan rokon teriileteken, mint 4svanyi nyersanyagok feltardsa és
szénhidrogénkutatds
- a térbeli interpoldcid sok eljardsa az eredetileg idGsorok analizisére kifejlesztett egydimenzids

20



modszerek kétdimenzidra tortént tovabbfejlesztése

- ajelen fejezet a térbeli interpolédcid bevezetését tartalmazza és megvizsgélja a pontokra alapo-
zott interpolaciét, mig a kovetkezo a tartomdnyi eljarasokkal és néhany alkalmazassal foglalko-
zik

B. AZ INTERPOLACIOS ELJARASOK OSZTALYOZASA
- a térbeli interpoldcids eljarasokat kiilonb6z6 médon osztilyozhatjuk:
1. Pontok interpolédcidja/Tartomdnyi interpolacio
- pontokra alapozott
- adva van bizonyos szdmu pont, amelyeknek helye és értéke ismert; meghatdrozandok bizo-
nyos elére megadott helyen 1év6 mds pontok értékei
- pont interpoléciét olyan adatokndl alkalmaznak, amelyek pontszer(i helyeken gy(jthetSk, pl.
meteroldgiai dllomdsok 4ltal szolgaltatott adatokndl, foldrajzi pontok magassdgainal, olajkutak-
ndl mért adatokndl, porozitdsi méréseknél
- az ilyen interpoldcidval kapott racspontok gyakran szolgalnak inputként szamitogépes szint-
vonalrajzol6 algoritmusokhoz
- a racspontok meghatdrozasa utan az izovonalak (pl. szintvonalak) mar atvezethet6k kozottiik
olymédon, hogy minden racspont-pdr éltal meghatdrozott egyenesszakaszon linedris interpola-
ciét alkalmazunk
- a pontrdl pontra végzett interpolacié a GIS-ben a leggyakrabban végzett térbeli interpolacio
tipus
- vonalakrol pontokra
- pl. szintvonalakrdl magassagi racsra
- adott tartomdnyu interpolacio
- forrds-z6ndk egy bizonyos halmazan térképezett adatok egy adott halmaza esetén meghatéro-
zandok az adatok értékei forras-zondk egy masik halmazéara
- pl. népszamlalasi keriiletekben kapott népesség-szamokbodl megbecsiilenddk a valasztasi ke-
riiletek népességszamai
2. Globalis/lokélis interpolatorok
- a globdlis interpoldtorok egyetlen fiiggvényt hatdroznak meg, amely az egész teriiletre vonat-
kozik
- egy input érték megvaltoztatasa az egész térképre hatdssal van
- a lokdlis interpolatorok ismételten alkalmaznak egy algoritmust a teljes ponthalmaznak egy
kis részére
- egy input érték megvaltoztatdsa csak az ablakon beliili eredményre van hatdssal
- a globdlis algoritmusok altaldban simdbb feliileteket eredményeznek, amelyeken a véltozasok
kevésbé hirtelen jellegliek
- akkor alkalmazzdk, ha rendelkezésre all egy hipotézis a feliilet alakjardl, pl. egy trend esetén
- vannak olyan lokdlis interpolatorok, amelyek kiterjeszthetdk tigy, hogy magukba foglaljék az
adott pontok egy nagy hanyadat, ami altal bizonyos értelemben globalissd valnak
- ezért nincs éles hatér a globalis és a lokalis interpoldtorok kozott
- ez félreértésekhez és vitdkhoz vezetett az irodalomban
3. Egzakt/kozelitd interpolatorok
- az egzakt interpoldtorok az interpolécio alapjat képezd adatpontokon az eredeti értékeket hlien
(eltérés nélkiil) adjék vissza
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- a feliilet athalad mindazon pontokon, amelyek értéke ismert

- az adatpontokon valé hii értékvisszaadds fontos kovetelmény sok alkalmazdsndl, pl. az olaj-
iparban

- a kozelitd interpoldtorok, a B-spline-ok és a Krigelés mind olyan mddszerek, amelyek hii ér-
tékvisszaadast biztositanak az adott pontokban

- a Krigelésnél, mint alabb latni fogjuk, in. nugget-effektus Iéphet fel, ilyen esetben az egzakt
interpoldtor megjeldlés mar nem megfeleld

- a kozelitd interpolatorokat olyan esetekben alkalmazzdk, amikor az adott feliileti értékek bi-
zonyos mértékben bizonytalanok

- itt az a nézet keriil alkalmazdsra, hogy sok adathalmaz esetében 1éteznek lassan valtozé glo-
balis trendek, és ezekhez a trendekhez lokalis fluktudcidk adédnak, melyek viszont gyors vél-
tozdsuak, és igy bizonytalansigot (hibat) eredményeznek a rogzitett értékekben

- a simitds ezért csokkenti a hibdk hatdsét az ered? feliiletre

4. Sztohasztikus/determinisztikus interpolatorok

- a sztohasztikus médszerekben benne van a véletlen fogalma

- az interpolalt feliiletet tigy lehet elképzelni, mint egyet azok koziil, amelyek az ismert adat-
pontokra szoritkozva megfigyelhet6k lettek volna

- a sztohasztikus modszerek alkalmazzak a trend-feliilet analizist, a Fourier analizist €s a Kri-
gelést

- a trend-feliilet analizishez hasonlé modszerek lehetdvé teszik a feliilet statisztikai szignifikan-
cidjanak és az eldrejelzett értékek bizonytalansdgdnak a kiszamitdsat

- a determinisztikus médszerek nem alkalmaznak valdszintiségelméletet (pl. a kozelitdek)

5. Fokozatos/hirtelen véltozast interpolatorok

- fokozatos interpolatoroknak tipikus példdja a tdvolsdggal sulyozott mozgé atlag

- rendszerint fokozatos valtozdsu interpoldlt feliiletet eredményez

- azonban, ha a mozg6 atlag modszerénél a hasznalt pontok szdma erdsen lecsokken, vagy akar
egy lesz, akkor a feliiletben hirtelen véltozasok lesznek

- sziikségessé valhat akadalyok beiktatdsa az interpolacids folyamatba

- félig ateresztd, pl. id6jarasi frontok

- gyorsan valtozd, de folytonos értékeket fognak eredményezni

- dthatolhatatlan akadalyok, pl. geoldgiai torésvonalak

- hirtelen véltozdsokat fognak eredményezni

C. PONTOKRA ALAPOZOTT INTERPOLACIO - EGZAKT MODSZEREK
- Lam (1983) és Burrough (1986) ismertettek egy sor kvantitativ interpoldciés modszert, ame-
lyek alkalmazhatdk szdmitégépes szintvonalrajzol algoritmusokban
- ebben és a kovetkezd részben ezeket osztilyozni fogjuk egzakt és kozelité modszerekre
- a jelen rész az egzakt modszerekkel foglalkozik
1. Kozelitd (proximalis)
- minden érték egyenldnek tekintendd a legkdzelebbi ismert ponttal
- ez egy lokalis interpolétor
- ardnylag kevés szamitdst igényel
- az output adatstruktura Thiessen poligonokbdl all, a hatarokndl hirtelen valtozdsokkal
- 0koldgiai alkalmazdsai vannak, mint pl. teriiletek és hatds-zonak
- nomindlis adatokra a legjobb, bar Thiessen eredetileg arra haszndlta, hogy esd-csapadék ada-
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tokbdl tartomdnyi becsléseket szamitson

- abszolut robusztus, mindig eredményt szolgéltat, de nincs semmi "intelligencidja" a vizsgalt
rendszerre vonatkozdan

- nagyon kevés térképészeti programcsomag tartalmazza, egy emlitésre mélté kivétel a SYMAP

2. B-spline-ok
- szakaszonkénti polinomokat haszndlnak olymédon, hogy egymdshoz folytonos elsé és mdso-
dik derivaltakkal csatlakoz6 feliiletdarabkdkat allitsanak el
- folytonos eredményt adnak a kovetkezd értékekre:
- magassag (0-adrendd folytonossdg) - A feliilet nem tartalmaz szikldkat
- meredekség (els6rendd folytonossdg) - A meredekség nem valtozik hirtelen, a szintvonalak
simak
- gorbiilet (mdsodrendd folytonossag) - Minimélis gorbiiletet szolgaltat
- minimalis gorbiiletd folytonos feliiletet szolgéltatnak
- az output adatstruktdra raszteren levd pontokbdl 4ll
- vegyliik észre, hogy a maximumok és a minimumok nem feltétleniil az adatpontokon lesznek
- lokalis interpolator
- lehet egzakt, vagy haszndlhat6 feliiletsimitasra
- szamitasi igénye kozepes
- nagyon sima feliiletekre a legjobbak
- er6s fluktudcidju feliileteken nem jok, mert a spline-okban vad oszcillaciét okozhatnak
- népszertek az altalanos feliilet-interpolacids programcsomagokban, de GIS-ben ritkédn fordul-
nak eld
- kozelithetdk olyan szintvonalak simitdsdval, amelyek TIN modellbdl lettek rajzolva
- lasd Burrough (1986), Davis (1986), tovabba matematikai vonatkozdsokhoz Lam (1983), va-
lamint Hearn és Baker (1986)
- lefrasuk megtaldlhaté még a "numerikus approximdcié elmélet"-ben

3. Krigelés
- kifejlesztették: Georges Matheron, mint a "regionalizélt valtozék elmélete", valamint D.G.
Krige, mint az interpolacié optimalis elmélete a banyadszatban
- ennek az eljarasnak az szolgal alapjaul, hogy a térben a pontok kozott a szords milyen litemben
valtozik
- ez leolvashaté a variogram-rol, amely azt mutatja, hogy hogyan fiigg a pontok kozétti tdvol-
sagtol a pontokhoz tartozé értékek atlagos eltérése
Variogramok
- D e (fiiggbleges tengely) felirhaté, mint E(zi - zj)2 , tehat mint az eltérés "varhat6 értéke"
- tehdt egymastol d tavolsdgra levs barmely két pont magassagértékének dtlagos eltérése
- d (vizszintes tengely) értéke az i €s j kozotti tdvolsig
- a legtdbb variogram az dbrdhoz hasonlé viselkedést mutat
- D e fels6 hatarat (aszimptotdjat) kiiszobnek hivjak
- azt a tdvolsagot, amelynél ez a hatarérték fellép, hatdstdvolsdgnak (range) nevezik
- az y-tengellyel valé metszés pontot "nugget"-nek hivjak
- ha a nugget nullétdl kiilonbozik, az arra utal, hogy ugyanazon a ponton végzett ismételt méré-
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sek kiilonbozo értékeket szolgaltatnak

- a variogram készitésekor sziikséges néhany feltevést tenni a feliileten megfigyelt véltozas jel-
legét illetGen:

- az egyszeri Krigelés feltételezi, hogy a feliilet kozépértéke dllando, trend nem 1€p fel és min-
den valtozas statisztikai

- az univerzalis Krigelés feltételezi, hogy a statisztikai valtozason kiviil a feliilet egy determi-
nisztikus trend-el is rendelkezik

- akdrmelyik esetben, ha a trendek mar meg lettek allapitva (vagy a feltételezés szerint nincs
trend), minden tovdbbi véltozdsndl feltessziik, hogy a tdvolsag fiiggvényei

A variogram szdrmaztatdsa

- a krigelés input adatait rendszerint szabdlytalanul elhelyezkedd mintapontok alkotjak

- egy variogram kiszamitdsahoz meg kell hatdroznunk, hogy a sz6rds hogyan novekszik a tdvol-
sag fiiggvényében

- el6szor is a hatdstdvolsagot diszkrét intervallumokra osztjuk, pl. a vizsgdlt teriileten O és a
maximalis tavolsag kozott 10 intervallumot vesziink fel

- minden pontjdra kiszamitjuk a tdvolsagot és a z értékek kiilonbségének a négyzetét

- minden part hozzarendeliink a hat4stavolsagok egyikéhez, és kiszdmitjuk a teljes szérdst mind-
egyik hatdstavolsagra

- a hatastavolsag kozéppontjaban kirajzoltatjuk a kapott értéket A becslések szdmitdsa

- miutédn elkésziilt a variogram, az interpolaci6 tavolsdg-sulyainak becslésére haszndljuk fel

- az interpoldlt értékek egyenl6k néhdny ismert pont stlyozott értékeinek 6sszegeivel, ahol a
sulyok az interpoldlt és az ismert pontok kozotti tdvolsdg fliggvényei

- a sulyokat ugy valasztjuk meg, hogy a becslések

- torzitatlanok (ismételt alkalmazas esetén a Krigelés dtlagban helyes eredményt adna)

- minimalis szérasdak (az ismételt becslések kozotti valtozas minimalis)

- az eljardssal kapcsolatos problémak:

- nagyszamu adatpont esetén ez az eljards nagyon szdmitds-igényes

- a variogram becslése nem egyszer(, egyetlen eljarast sem lehet a legjobbnak tekinteni

- mivel a valtozas statisztikai jellegérol tobb Iényeges feltevést kell tenni, az igy kapott eredmé-
nyek nem tekinthetSk abszoltitnak

- az egyszerl Krigelésre rutinokat tartalmaznak a kovetkezOk: a Surface II programcsomag
(Kansas Geological Survey) és Surfer (Golden Software), toviabbd a GEOEAS programcsomag,
amelyet PC-re fejlesztettek ki az Amerikai Kornyezetvédelmi Hivatalban (US Environmental
Protection Agency),GENSTAT (.N.AG /The Numerical Algorithms Group LTD/ Anglia)

4. Kézi ("rdnézéses") interpoldcid
- geografusok €s térképészek hagyomanyosan nem becsiilik sokra
- azonban Dutton-Marion (1988) ramutatott, hogy a geoldgusok korében ez nagyon fontos el-
jarés, és hogy a legtobb geoldgus valdjdban bizalmatlan a bonyolultabb, tobbet tud6 algoritmu-
sokkal szemben
- ugy érzik, hogy tdmaszkodhatnak a szakértelmiikre, modellezési képességiikre €s tapasztala-
tukra, és ennek a tuddsnak a birtokdban a geoldgiai feliilet el6allitdsaba valosaghtibb interpola-
cidt integralhatnak
- torténnek kisérletek abba az irdnyba, hogy ismerettervezd eljardsokkal ezt a tuddst a szakér-

toktSl 0sszegytijtsék, és interpoldcio céljira szakértd rendszerekbe épitsék be
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- 1. a 74-ik fejezetet, ahol err6l a témardl tobb taldlhatd

- ez a mddszer a kovetkez6 jellemz8kkel rendelkezik:

- ezek az eljarasok lokalisak, ugyanis a szakért6 a térkép kiilonboz6 részein kiillonb6zé modsze-
reket hasznalhat

- dltalaban az adatpontokon hii értékvisszaaddast biztositanak

- ezekkel a mddszerekkel konnyebben modellezhetSk olyan hirtelen valtozasok, mint pl. a to-
résvonalak

- a feliiletek szubjektivek, masik szakértd esetén a feliilet is mas lesz

- az output adatstruktira altaldban szintvonal képében jelentkezik

D. PONTOKRA ALAPOZOTT INTERPOLACIO - KOZELITO MODSZEREK
1. Trend-feliilet analizis
- a feliiletet polinommal kozelitjitk
- az output adatstruktdra egy polinom-fiiggvény, amely felhasznélhat6 raszteren levd racspontok
értékeinek becslésére vagy barmely helyhez tartozé érték becslésére
- a feliilet tetszOleges (x,y) pontjdnak z magassaga egy x €s y hatvanyait tartalmazé képlettel
szamithato
- példaul egy dolt sik feliiletet egy linedris (elsd6fokud) egyenlet hatdroz meg:

z=a+bxr+cy
- pl. egy mésodfoku egyenlet egy egyszeri dombot vagy volgyet ir le:
z=a+br+cy +da* + exy + fy?

- dltaldnos érvényd, hogy egy n-edfoku feliilet barmely keresztmetszetének legfeljebb n-1 val-
takozé maximuma és minimuma lehet

- pl. egy harmadfoku feliilet birmely keresztmetszetének egy maximuma €és egy minimuma
lehet

- a harmadfokau feliilet egyenlete:

z=a+bx+cy +da® + exy + fy* + gr® + haty +ixvy? + jyP

- a trend-feliilet egy globalis interpolator

- feltételezi, hogy a feliilet dltaldnos trendje fiiggetlen az egyes mintavételi pontokban fellépd
véletlen hibaktol

- szamitasigénye ardnylag kicsi

- problémak

- a modellrdl tett statisztikai feltevések a gyakorlatban ritkan teljesiilnek

- a tartomanyok szélein igen komoly problémak 1éphetnek fel

- a polinomidlis modell lekerekitett feliiletet eredményez

- human és fizikai alkalmazasok esetén ez ritkan felel meg a valésdgnak

- igen sok térképészeti programcsomag tartalmazza

- nem ortogondlis polinomokra 1. Davis (1973) és Sampson (1978): ortogonalis polinomokra
pedig Mather (1976)
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2. Fourier-sorok
- a feliiletet sinus €s cosinus hullimok egy sordnak 0sszetevésével (overlay) kozeliti
- globalis interpolator
- szamitasigénye kozepes
- az output adatstruktirat a Fourier-sor képezi, amely felhasznalhat6 raszteres racspont értékek,
vagy tetsz6leges pontbeli érték becslésére
- a legjobban olyan adathalmazok esetén hasznalhatd, amelyek jellegzetes periodicitdst mutat-
nak, pl. a tenger hulldmai
- ritkén talalhaté meg szamitogépes programcsomagokban
- egyszerl programot €s leirast k6zol Davis (1973)

3. Valtozo6 atlag/tavolsaggal silyozott atlag
- a becslések n ismert pontbeli értékek atlagaival egyenldk:

z = Swizi/Swi
ahol w a tdvolsag valamilyen fiiggvénye, pl.:
w=1/dkw =e —kd

- szinte végtelen sokfajta algoritmus haszndlhatd, az eltéréseket tobbek kozott az aldbbiak je-
lentik:

- a tdvolsagfiiggvény jellege

- a felhasznalt pontok szdménak véltoztatisa

- az az irany, amelybdl a pontok ki lesznek valasztva

- a legelterjedtebben hasznélt médszer

- az ezzel a mddszerrel szembeni ellenvetések abbdl a ténybdl erednek, hogy az interpolalt ér-
tékek az adatok altal meghatéarozott intervallumba kell, hogy essenek

- egyetlen interpoldlt érték sem eshet a megfigyelt z értékek intervallumén kiviil

- tovabbi problémak:

- az atlagolashoz hdny pont legyen felhaszndlva?

- a szabdlytalanul elhelyezkedd pontok esetén mi a teend6?

- a széleken fellépd jelenségek hogyan kezelend6k?
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2. Végtelen sorok

Végtelen sok tagu Osszegek tulajdonsigait vizsgéljuk. El6szor végtelen sok szdm Osszegét,
majd végtelen sok fliggvény Osszegét. Kulcskérdés, hogy egy végtelen sok tagi 6sszeg milyen
feltételek mellett viselkedik ugy, mint egy véges sok tagu Osszeg.

2.1. Numerikus sorok
2.1. Definicio.

Az ay,as, ..., a,,...szamokbdl alkotott
a1+a2+...+an+...:Zai

végtelen Osszeget (szdm)sornak nevezziik.

2.2. Definicio.

S1 = aq
So = a1+ as

: (19)
S, = a;+ag—+---+a,

sorozatot a y .~ a; sor részletdsszeg sorozatdnak nevezziik.
2.3. Definicio.

A Y7, a; sor konvergens ha a részletdsszeg sorozata konvergens.

Ha konvergens a sor, akkor 0sszege lim,, . s,, = 5.

Ha a részletdsszeg sorozat divergens, akkor a sor is divergens.

El6szor is azt a kérdést vizsgéljuk, hogyan lehet egy sorrél megéllapitani, hogy konvergens.
Maisodszor arra keressiik a valaszt, mikor milyen feltételek mellett 6rokl6dnek 4t a véges 0sszeg
azon kellemes tulajdonsdgai a végtelen sorokra, hogy az 0sszeg tagjai felcserélhetdk, tetszdle-
gesen zdrdjelezhetok.
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2.1. Tétel.

A 3% a; sor konvergencidjanak sziikséges feltétele, hogy lim,,_, a, = 0 legyen.
Bizonyitas:
Ha a sor konvergens, akkor

lim a, = lim s, — lim s, =S5 — S =0.
n—oo n—oo n—oo

Megmutatjuk, hogy a lim,,_,, a,, = 0 feltétel nem elégséges.
2.1. Példa.

Példa divergens sorra:

Tekintsik a ) ,_, % sort. Itt nyilvan teljesiil a lim,, ,,, a,, = lim,,_, % = 0 feltétel. Ugyanak-
kor a sor divergens, mert a részletosszeg sorozata minden hatdron til novekedik (végtelenhez
tart). Ehhez elég csak azt belétni, hogy a részletdsszeg sorozat kett6hatvanyokhoz tartozé rész-
sorozata sor végtelenhez tart. Ezt pedig a kovetkezd képpen mutatjuk meg:

1+1+H+1%M1+ +1H— + ( S %—U
Sok = - = - - - = -
o 2 '3 4" '5 8 k141 ok

Itt minden zdr6jelben szerepld rész nagyobb mint 1, mert

1 1 1 1 1
31717173
L T T R .
8 8 8 2

és igy tovabb. Tehat
1
Sork > 1+ k- 3 *

2.2. Példa.

Példa konvergens sorra.
A

o

Zqi:1+q+q2+...+qi—l—...
i=0

végtelen (geometriai) sor |¢| < 1 esetén konvergens. Az n -edik részletosszeg

1 —g"
Sp=14q+@+.. . +q" = 1_qq

Ha |¢| < 1, akkor lim,,_,, ¢" = 0, tehdt
1

lim s, = ——

Tovabba konnyen lathatd, hogy |g| > 1 esetén a sor divergens.
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2.4. Definicio.

A (2.3) definici6 szerint egy sor akkor €s csak akkor konvergens, ha a részletosszeg sorozata
konvergens. Sorozatok konvergencidjira vonatkoz6 Cauchy féle konvergencia kritériumot most
megfogalmazzuk a sorokra is.

2.2. Tétel.

Egy > a; sor akkor és csak akkor konvergens, ha minden € > 0 szdmhoz taldlhaté N kiiszob-
szam ugy, hogy barmely n > N ésm > N esetén teljesiil a kovetkezd egyenlGtlenség:

[$m — Sn| = |ans1 + Gnao + ...+ ap| <e.

Kovetkezmény: Ha egy sorhoz hozzavesziink véges sok tagot, vagy elvesziink bel6le véges sok
tagot, akkor a konvergens sor konvergens, a divergens sor divergens marad.

2.3. Tétel.

Haa ) .-, |a;| sor konvergens, akkor a ) _.°, a; sor is konvergens.
Bizonyitas:
Haa ) >°, |a;| sor konvergens, akkor a Cauchy kritérium alapjan minden ¢ > 0 szdmhoz létezik
N ugy, hogy n > N ésm > N esetén
anst] + lansal + .+ lanl| < €

De akkor
|ni1 + Ao + oo F Q| < |ansa| F |ans2| + oo F am]| <€

miatt
|1 + Gpyo + .o+ am| <€

is teljesiil. Tehdt Y _.°, a; sor is konvergens.

2.5. Definicio.

Haa ) .~ |a;| sor konvergens, akkor a ) .°, a; sort abszolut konvergensnek nevezziik.
2.6. Definicio.

Azokat a konvergens sorokat, amelyek nem abszolut konvergensek feltételesen konvergensnek
nevezziik.

2.3. Példa.
A (2.2) példdban mutatott konvergens sor |g| < 1 esetén, egyben abszolut konvergens is.
2.4. Példa.
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A kovetkez6 sor feltételesen konvergens:

o

Z(_l)Hl%

i=1

A konvergencia a késdbb bizonyitand6 (2.11) tételbdl fog kdvetkezni. A tagok abszolut értéke-
ibdl alkotott sor divergencidjat a (2.1) példaban lattuk.

A (2.3) tétel mutatja, hogy a pozitiv (nem negativ) tagu sorok kiilonlegesen fontos szerepet
Jjatszanak a végtelen sorok kozott. Ezért a kovetkezd tételek ilyen sorokra vonatkoznak.

2.1.1. Pozitiv taga sorok konvergencia-Kkritériumai

Lattuk, hogy a > a; sor konvergencidjanak sziikséges feltétele, hogy

hrn,ai:: 0
71— 00
legyen. Most elégséges feltételeket fogunk keresni.
Ha a sor tagjai nem negativ szdmok, azaz minden a; > 0, akkor az

81,82y -+.,8n,.-.

részletdsszeg sorozat monoton novekedd. Tudjuk, hogy minden monoton és korlatos sorozat
konvergens. Elég lesz tehat arra koncentrélni, hogy milyen feltételek biztositjak a részletdsszeg
sorozat korlatossagat.

2.4. Tétel.

Majordns kritérium Ha minden i € N esetén 0 < a; < b; teljesiil és a ) _ b; sor konvergens,
akkor a > a; sor is az.

Bizonyitas:

Ha a ) a; sor részletdsszeg sorozata Si, Sa, ..., Sn,... €s a »_ b; sor részletdsszeg sorozata
pedig Sy, 55, ...,95,,..., akkor a feltétel szerint

51 < 5
s < Sy

(20)
s, <5,

Mivel az S,, sorozat monoton, korldtos és konvergens, ezért az s,, sorozat is ilyen.

2.5. Tétel.
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Minordns kritérium Haminden i € N esetén 0 < b; < a; teljesiil és a ) _ b; sor divergens, akkor
ad_ a; soris az.
Bizonyitas: Most az el6z0 tétellel ellentétben azt tudjuk, hogy

S < s
Sy < sy
: 21
S?’L S STZ
Mivel a .S,, sorozat most minden hatdron til n6vé, ezért a s,, sorozat is ilyen. *
2.6. Tétel.
Hdnyadoskritérium I.
«) Haminden i € NV esetén a; > 0 és “L < ¢ < 1, akkor a ) _ a; sor konvergens.
/3) Ha pedig minden i € N esetén = > q > 1, akkor a ) a; sor divergens.
Bizonyitas:
Vizsgaljuk meg a részletdsszeg sorozatot. Ha az «) feltétel teljesiil, akkor
ay < arq
a3 < ayq < ag?
: (22)
Qp, S an-19 S alqnil

Tehat a sor egy konvergens geometriai sorral majoralhatd, ezért konvergens. Ha a (3) feltétel
teljesiil, akkor a forditott egyenl6tlenség jelek érvényesek és ¢ > 1 miatt a sor divergens geo-
metriai sorral minordlhatd, azaz maga is divergens.

2.7. Tétel.

Hdnyadoskritérium II.

a) Haminden i € N esetén a; > 0 és lim; “;*_1 =r < 1, akkor a ) _ a; sor konvergens.
() Ha pedig minden ¢ € N esetén lim; “;*il =r > 1, akkor a ) _ a; sor divergens.
Bizonyitas:

Ha az ) feltétel teljesiil, akkor az

1—1r
2

valasztiashoz tartozik egy olyan /V kiiszobindex, amelynél nagyobb 7 index esetén az
zat tagjai kisebbek, mint r + €, azaz

€ =

‘““ SOro-

a; 1—7r 147
+1<7’—|— =

= <1
a; 2 2
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Kovetkezés képpen az els6 NV tag elhagyasaval keletkezd sora....... tétel értelmében konvergens.
Ekkor persze az eredeti sor is konvergens, mert véges sok tag elhagyédsa vagy hozzavétele nem
befolyésolja a konvergencia tényét. Ha a [3) feltétel teljesiil, akkor hasonl6an lithaté, hogy
valamely indextdl kezdve teljesiil az

Aj+1 IL+r

> >1

Q;

egyenldtlenség, tehdt a sor divergens.

2.1. Megjegyzés.

A hanyadoskritérium alapjén tehdt lim =% > 1 esetben tudjuk, hogy a sor divergens, és
lim £ < 1 esetben konvergens a sor. A kritérium nem ad felvildgositast arrél az esetrdl,
amikor a hatdrérték éppen egy. Valéban ekkor az is el6fordulhat, hogy a sor divergens és az is,

hogy konvergens, amint azt a kdvetkezd két példa mutatja.
2.5. Példa.

Mear ldttuk a (2.1) példdban), hogy a >~ | % sor divergens. Ezt azonban a hdnyadoskritérium
nem mutatja, mert

2.6. Példa.

Tekintsiik most a kovetkez sort:

—_

>
i=1
Alkalmazva erre a hanyadoskritériumot azt kapjuk, hogy

9
. Qi . 4
lim = lim

A kritérium tehat nem mutatja, hogy konvergens-e vagy divergens a sor. Mdas modszerrel, a
majorans kritérium alkalmazéasdval megmutatjuk, hogy ez a sor konvergens. Ha 7= > 1, akkor

L1
2 (i—1)i

Elég tehdt megmutatni, hogy a

i :
pr (t—1)
sor konvergens. Ennek n -ik részletdsszege:

1 1 1 B
S IT R SR s
:1_14_1_1_’_‘“4_1_ 1 — 1 _ 1

2 2 3 n n-+1 n+1

Ennek van hatarértéke n — oo esetén. Tehat konvergens.
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2.7. Példa.

7 7z

Az el6z6 két példa azt mutatta, hogy van olyan eset, amikor a hanyadoskritérium nem se-
git. Most arra az esetre mutatunk példat amikor a segitségével konnyen eldonthetd, hogy
konvergens-e a sor. Tekintsiik pl. a kdvetkezd sort:

2.8. Példa.

Ez a sor konvergens, mert

. Qg . i+1\" 1
lim = lim .5:

1—00 a; 1—00

2.8. Tétel.

Gyokkritérium I.

«) Ha minden i € N esetén a; > 0 és Va; < q <1, akkor a > a; sor konvergens.

) Ha pedig minden i € N esetén \/a; > ¢ > 1, akkor a ) _ a; sor divergens.

2.9. Tétel.

Gyokkritérium I1.

a) Haminden i € N esetén a; > 0 és lim; va; =1 <1, akkor a > a; sor konvergens.
/) Ha pedig minden i € NN esetén lim;_,, \/a; = r > 1, akkor a ) _ a; sor divergens.

Ez ut6bbi két tétel ugyan ugy bizonyithat6, mint a hanyadoskritérium.

2.10. Tétel.

Integrdlkritérium
Legyen az f(z) > 0 fiiggvény monoton csokkend valamely o € R valds szamtdl kezdve és

lim, o f(z) =0. A
> fn)

/a " F@)da
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improprius integral is az.
Bizonyitas:

I. eset. Ha az improprius integral konvergens, akkor a

> f(n)
n=_

als6 kozelitd osszege is konvergens, ahol [ a legkisebb olyan egész szam, amelyik nagyobb
mint .. Ebb6I kovetkezik, hogy a

> )

n=1

sor is konvergens.

(]
LI

13. abra. Integral-kritérium: Integral also - felsd becslése

II. eset. Ha az improprius integrél divergens, akkor a

> fn)
n=p

fels6 kozelitd osszege is divergens. Ebbdl kovetkezik, hogy a

> fn)

sor is divergens.
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2.1.2. Alternalo sorok

2.7. Definicio.

Ha minden i € N esetén a; > 0, akkor az a; — as +az — ... = > (—1)""q; sort alternal6
(valtakozo eldjelii) sornak nevezziik.

2.11. Tétel.

Leibniz tétel

Ha minden i € N esetén a; > 0 és az a; sorozat monoton tart 0-hoz, akkor a Y .=, (—1)""q,
sor konvergens.

Bizonyitas:

A feltételeknek megfeleld sor paratlan index( részletosszeg sorozata monoton csokkend, mig a
paros indexd rész monoton nové. Mindkét rész korlatos, mert minden i-re so; < Sq €S Sgj1q1 >
So. Tovabba

lim S9;41 — Sg; = lim agiy1 =0
1—>00 1—00

miatt a részletdsszeg sorozat paros és paratlan része ugyan ahhoz a hatarértékhez tart.

=1 =3 =5 =4 w2

14. abra. Leibniz tipusu sor részletdsszegei

2.1.3. Végtelen osszegek tulajdonsagai
Ebben a szakaszban arra a kérdésre keressiik a vélaszt, hogy a véges Osszeadds mely tulaj-

donségai, milyen feltételek mellett 6roklddnek 4t a végtelen sorokra. A véges Osszeg asszocia-
tiv, azaz tetsz6legesen zardjelezhetd.

2.12. Tétel.
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Konvergens sor tetszlegesen dtzardjelezhetd, mert az nem valtoztatja meg az dsszegét.
Bizonyitas: A zardjelekkel ellatott sor részletdsszeg sorozata az eredeti sor részletdsszeg so-
rozatdnak egy részsorozata. Mivel a feltétel szerint az eredeti konvergens, ezért annak minden
végtelen részsorozata is konvergens, €s ugyanaz a hatarértéke. Pl.

a1—I—(a2+a3)+a4+a5+(a6—|—a7+a8)+...

2.2. Megjegyzés.
Divergens sor megvaltozhat a zardjelezéssel. Pl. tekintsiik a kovetkez6 divergens sort:
1-14+1-141-1+1-1+...

Ez a sor divergens, mert a részletdsszeg sorozata: 1,0,1,0,1,0,.... Zardjelezéssel konvergensé
tehetd, pl.:
1-D+1-H+1-=-1)+...

Véges 0sszeg kommutativ, azaz tagjai tetszleges sorrendbe dtrendezhet6k. Ez a tulajdonsig
végtelen Osszegre csak akkor oroklddik at, ha a sor abszolut konvergens. Bizonyitds nélkiil
kozoljiik a kovetkezd két tételt.

2.13. Tétel.

Ha a ) a; sor abszolut konvergens és dsszege S, akkor tetszGlegesen dtrendezve is konvergens
marad €s Osszege S.

2.14. Tétel.

Ha a > a; sor feltételesen konvergens, akkor atrendezhets ugy, hogy egy el6re adott szamhoz
konvergéljon vagy atrendezhetd dgy is, hogy divergens legyen.

2.2. Fiiggvénysorok
Legyen minden f,,(z) fiiggvény értelmezve egy (a; b) intervallumon.

2.8. Definicio.

A D | fulx) Osszeget fiiggvénysornak nevezziik.

A fiiggvénysorok konvergencidjat ugyan ugy definidljuk, mint a szdmsorokét.
2.9. Definicio.
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A Y7 | fa(z) figgvénysor konvergens az x helyen, haittaz s, (x) = >, _, fx(x) részletdsszeg
sorozat konvergens.

2.10. Definicio.

Azon z € (a;b) szdmok halmazdt, amelyekre a >~ | f,(x) fiiggvénysor konvergens, konver-
gencia tartomdnynak nevezziik. A .... definici6 ekvivalens a kovetkez6vel:

2.11. Definicio.

A Y% | fa(x) fuggvénysor konvergens és dsszege s(x), ha minden e > 0 szdmhoz taldlhaté
N,(x) kiiszobindex gy, hogy |s(x) — s,(x)| < ¢, valahdnyszor n > N,(x).

Itt az N () jeloléssel azt akartuk kifejezni, hogy a kiiszobindex most nem csak € -tdl, hanem
x -8l is fiigghet. Kiilondsen fontos azonban az az eset, amikor egy (a; b) intervallumon van az
x valtoz6tdl fiiggetlen kiiszobindex. Egy x -t6l fiiggetlen kiiszobindex akkor taldlhat6, ha az
N,(x) korlatos fiiggvénye az = -nek.

2.12. Definicio.
A Y * | fa(x) fiiggvénysort egyenletesen konvergensnek nevezziik az (a; b) intervallumon, ha

itt az N, (x) korldtos fiiggvénye az x -nek.
Példa egyenletesen €s nem egyenletesen konvergens fliggvénysorra.

2.9. Példa.
Tekintsiik a kovetkezd fiiggvénysort:

i (nxnf— 1 (n(i I);)i 1)

n=1

ahol = € [0; 1]. Ennek a fiiggvénysornak az n - edik részletdsszege:

n 1

nx—i-l: nr+ 1

sn(z) =

A fiiggvénysor konvergens és 0sszege s(z), ahol

o) = Jim @) = {1 o7 7o
Rogzitve egy kicsi € > 0 szamot
st = 5@ ={ 1 pars g
Tehat [s(z) — s,(z)| < e, hanz +1 > 1, azaz
i1 1
n > < = N(z)



Lathatd, hogy az N (z) mint x fiiggvénye a (0; 1] intervallumon nem korlatos, tehdt a sor nem
egyenletesen konvergens. Ha azonban pl. csak a [0, 2; 1] intervallumra szoritkozunk, akkor az
N.(x) figgvénynek van fels§ korlétja, vagyis ezen az intervallumon a sor egyenletesen konver-
gens.

Az egyenletes konvergencia fogalma kulcsfontossdgu a fiiggvénysorok elméletében. Mieldtt
ennek bemutatdsdhoz kezdenénk, egy egyszeri kritériumot mutatunk az egyenletes konvergen-
cia eldontésére.

2.15. Tétel.

Weierstrass tétel

Egyenletes konvergencia kritériuma : Ha az [a; b] intervallumon minden & € N esetén | f(z)| <
uy és a y_ uy, numerikus sor konvergens, akkor a > fi.(z) fiiggvénysor az [a; b] intervallumon
egyenletesen konvergens.

Bizonyitas:

A > uy, numerikus sor konvergencidja miatt tetszleges € > 0 szdmhoz taldlhaté NV kiiszobin-
dex ugy, hogy n > N ésm > N esetén

[Ups1 + Ungo + .o Fup| <€

De akkor a feltételben szerepld egyenl6tlenség és a Cauchy konvergencia kritérium alapjan az
is igaz, hogy
[fat1(2) + fara(2) + o+ fn(@)] = |sim(2) — sa(z)] <€

minden z € [a; b] esetén. Tehat a fiiggvénysor abszolut és egyenletesen konvergens.

Most is, mint a numerikus sorok esetén, felvetddik a kérdés, hogy a végtelen 6sszegek milyen
feltételek mellett 6roklik at a véges 6sszegek tulajdonsigait. Most olyan tulajdonsdgokra gon-
dolunk, mint : folytonos fiiggvények Osszege folytonos, differencidlhatd fliggvények Osszege
differencidlhatd, integralhato fiiggvények Osszege integrilhatd, stb. Azonnal latni fogjuk, hogy
lényegében minden az egyenletes konvergencidn mulik. Igaz ugyanis a kdvetkezd tétel:

2.16. Tétel.

Ha az (z — 0; z + ) intervallumon minden f;(z) fliggvény folytonos és a ) _ fi(z) fliggvénysor
egyenletesen konvergens, akkor az s(z) = > fi(x) Osszegfiiggvény is folytonos.

Bizonyitas:

Elég azt megmutatni, hogy minden € > 0 szdmhoz taldlhaté § ugy, hogy |s(x) — s(z’)| < ¢, ha
|z — 2’| <6, ahol z, 2’ € (x — §;x + ). Ha s,(z) jeloli a sor n - edik részletdsszegét, akkor
felirhatjuk a kovetkez6 egyenlGtlenséget:

|s(2) = s(2)] = [s(x) = sn(x) + s0(2) = s0(2) + sn(2") — s(2")] <

< s(x) = sn (@) + [0 (7) = sn(2)] + |50 () — 5(2")]

Barmely € > 0 esetén az egyenletes konvergencia miatt taldlhaté olyan N szdm, hogy han > N,
akkor .
(2) = sale)| < 5
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€
3
tovabba s, () folytonossdga miatt 1étezik olyan d, hogy |z — 2’| < § esetén

[sn (") — s(2)] <

€

50(2) = sale')] < 5

Ekkor tehat
|s(x) — s(a)| < €

Az alébbi példa illusztrlja az egyenletes folytonossdg sziikségességét a a fenti tételben.
2.10. Példa.

Példa: Tekintsiik a [0; 1] intervallumon a
l+(@x—1D+ @ —2)+... +(@" —2"H+...

fiiggvénysort, ahol tehét s, (x) = z™. Az Olvasé konnyen ellendrizheti, hogy itt a fiiggvénysor
minden tagja folytonos, de az dsszegfiiggvény nem, ugyanis

s(x):{() ha0 <z <1
1 haz=1

2.17. Tétel.

Ha minden f;(x) fuggvény integrdlhaté az [a;b] intervallumon és a ) fi(x) fuiggvénysor itt
egyenletesen konvergens, akkor az s(x) = > fy(z) Osszegfiiggvény is integrdlhat6 az [a; b]
intervallumon és [ s(z)dzx = 35, [ fu(a)dx

A tétel bizonyitasat elhagyjuk. Helyette egy példaval illusztréljuk, miért sziikséges a feltételben
az egyenletes konvergencia.

2.11. Példa.

Tekintsiik a [0; 1] intervallumon azt a fiiggvénysort, amelynek n-edik részletosszege
TLQ?Q

Sn(x) = 2nze”

fal@) = sn(@) = s5p1 ()

Konnyen beléthatd, hogy a fiiggvénysor konvergens, és s(x) = 0. Kovetkezés képpen

/O 1 s(z)dz =0

Azonban, ha tagonként integrdlunk és n tart végtelenhez, akkor

1 1 , 1
/ Sp(x)dx = / 2nxe " dr = [—e‘m ] =—e"+1
0 0 0

Ez tart 1-hez, han — oco.
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2.18. Tétel.

Ha az (x — §; 4 0) intervallumon minden f(z) fiiggvény differencidlhaté és a > fi(z) figg-
vénysor konvergens, és s(z) = > fx(x), valamint a derivaltakbdl alkotott f, (z) fiiggvény-
sor egyenletesen konvergens, akkor az s(x) = > fr(z) Osszegfiiggvény is differencidlhatd, és

s'(x) = 32 fi(x).

A bizonyitast itt is elhagyjuk. Helyette egy példaval illusztriljuk, hogy ha a feltételek koziil
a derivéltakbdl alkotott sor egyenletes konvergencidja nem teljesiil, akkor a tétel allitdsa nem
igaz.

2.12. Példa.

Tekintsiik a [0; 1] intervallumon a kdvetkez6 fiiggvénysort:

[L‘2 [L‘S ZL’Q anrl

x—l—(?—x)—i—(———)—i—...—i—(

x)+
n+l n

Az Osszegfiiggvény azonosan zérus. Minden tag derivalhatd, de a derivaltakbdl alkotott sor
0sszege nem z€rus, ugyanis

0 ha0<z<«1

14+ (z—1 2 )t (2" — g :{
+xz-1+ (@ —z)+...+ (" —2") + 1 haz—1

2.2.1. Hatvanysorok

2.13. Definicio.

Legyen x tetsz6leges rogzitett valos szdm. Az

> an(z — ap)" (23)

n=0

fliggvénysort hatvdnysornak nevezziik.

2.19. Tétel.
Ha létezik a
lim || = R (24)
hatdrérték, akkora y_°  a,(z — )" hatvanysor
—R<z <R

esetén konvergens.
Bizonyitas:
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A sorokra vonatkoz6 hanyadoskritérium alapjén a >~ a,(x — x)" hatvanysor konvergens,
ha

- n+1
lim |Gt @ =2 g ) i | <1, s)
n—00 an(x—xo)” n—00 | Ay, n—oo | Qy,
azaz, ha

|(z — )| < lim

(26)

2.3. Megjegyzés.

A bizonyitdsbol az is latszik, hogy ha
a)

. (7%
lim
n—oo

= 0
Ap+y1

akkor a hatvdnysor minden valoés = esetén konvergens.

b)
Ha lim,,_, aa—zl = R véges, akkor
|(z — x0)| > R
esetén a hatvanysor divergens.
c)
Szokds az R szdmot a hatvanysor konvergencia-sugardnak nevezni.
d)

Az |(x — x)| = R esetrdl a tétel nem mond semmit. Ezt az esetet kiilon kell megvizsgélni.

2.20. Tétel.

Egy hatvdnysor a konvergencia-tartomanyan beliil abszolut konvergens és egyenletesen konver-
gens.

Bizonyitas:

Kovetkezmény:

Egy hatvanysor 0sszegfiiggvénye a konvergencia tartomény belsejében folytonos.

Egy hatvanysor tagonként derivdlhat6 és a derivaltakbdl all6 sor Osszege az Osszegfiiggvény
derivaltja.

2.2.2. Taylor sor
2.14. Definicio.
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Ha az f(x) fuggvény akdrhanyszor differencidlhat az x, pontban és kdrnyezetében, akkor a
£ (g
S L) oy @7)
0 n.

hatvéanysort Taylor-sornak hivjuk.
Fontos kérdés, hogy a Taylor-sor Osszegfiiggvénye megegyezik-e, illetve milyen feltételek tel-
jesiilése esetén egyezik meg az f(x) fiiggvénnyel.

2.15. Definicio.

Az f(x) figgvény és Taylor-soranak n-ik részletosszege kozotti eltérést maradéktagnak nevez-
zik.

"L R (g .
Rule) = 1) = S0 T (0 ) (28)

2.21. Tétel. Lagrange-féle maradéktag.

Ha az f(x) fuggvény elég sokszor differencidlhaté az xo pontban és kornyezetében, akkor az
R, (x) maradéktag elGéllithat6 a kovetkezd forméaban:

fohg)

Fn@) = 0,

)n-i-l’ (29)

(x — xq

ahol £ € (xg; ).
Bizonyitas:

2.22. Tétel.
Ha az akarhanyszor differencialhat6 f(x) fiiggvény derivaltjai egy kozos korlat alatt maradnak

az (zo; x) intervallumban, akkor itt
R.(x) = 0

és ezért a Taylor sor konvergens és Osszege f(x).
Bizonyitas:

2.16. Definicio.
Az xy = 0 speciélis esetben a Taylor sort szokds MacLaurin sornak nevezni.

2.13. Példa.
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Néhany nevezetes fliggvény MacLaurin sora:

e’ = ZZ‘;O%

chx = ZZOZO%

shx = ZZ‘;O%

cosT = Y, (—1)F A

sing = PO C D= (30)
- = Y, 7" ha |z| <1

= = Yio(-2)* ha 2| <1

n(1+z) = S22 (-2 ha |z] <1

e = Yo, (=DF-2% ha |z|<1

arctg(z) = Zio(—l)k-‘gg:—ﬁ ha |z| <1

2.2.3. Ortogonalis sorok

2.17. Definicio.

Az [a; b] intervallumon értelmezett f(z) és g(x) fiiggvényeket ortogonélisnak nevezziik, ha

b
/ f(@)g(x)dz = 0.
2.18. Definicio.

Az [a; b] intervallumon értelmezett 1 (), p2(x), ..., ¢, (x), . .. figgvényrendszert ortogondlis-
nak nevezziik, ha a benne szerepl6 fiiggvények paronként ortogondlisak, azaz ha

b
| ez =o

i # j esetén.

2.19. Definicio.

Az [a; b] intervallumon értelmezett ¢, (x), pa(x), . .., dn(x), . . . figgvényrendszert ortonormalt-
nak nevezziik, ha ortogondlis rendszer és minden ¢,(x) fiiggvény esetén

b
/ ¢ (z)dr = 1.

2.20. Definicio.
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Az [a; b] intervallumon értelmezett f(x) figgvény ortogondlis sorfejtése a ¢y (), do(z), ..., dn(z), . ..

figgvényrendszer szerint a
[e.e]

> o pu(a) 31)

k=1
figgvénysor, ahol a ¢, egyiitthatékat a kovetkezd integral definidlja:

b
¢ = / F(2)du(2)de. (32)

A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy ha két fiiggvény tavolsagat a kiilonbségiik négyzetének
integraljaval mérjiik, akkor egy f(x) fliggvény legjobb kozelitése a ¢1(x), po(z), . .., Pn(T), . ..
ortogonadlis rendszer szerint éppen a sorfejtése:

2.23. Tétel.

Az

b 0o 2
/ [f(:z:)—Zak-qSk(x)] dx (33)

ag = Cp = / f(z)or(z)dw

integrél akkor a legkisebb, ha

Bizonyitas:
Ji () - zz; ai - $y(w)]” do =
:fb [fZ 2f(x )Z?lamk( )dilH-(ZZolak or() 2] dr = 34
= f fa)de — 2377 f arf(z)r(x)d + f > e (ar)* (@) *da+
+J; Zk:l 2aka;or ()¢ (x)dw
Az utolsé tag az ortogonalitds miatt zérus. Tovabba
= Jy P dﬂf ~ 2 J) o @)on(@d + [ T (00)(0n() P =
= Jy Py =230 ], f e + 37 (an)? [ ($n(x)2de = (35)

_f A dm_22k 1a7€ck+2k 1(%)
Ezt a kovetkez6 képpen atalakitva kapjuk, hogy
f f2 Yz — 23707 aer + D00 (ar)® + D000 (er)? = D002 (a)? = (36)
= f f2 Yz — 3707 () 4+ D02 (ag — )

Itt az els6 két tag nem fiigg az a; egyiitthatok megvalasztasatol. Tehat a kifejezés akkor a
legkisebb, ha a harmadik tag zérus, azaz minden a; = c.
Bizonyitas nélkiil 4llitjuk a kovetkezd tételt:

2.24. Tétel.

Haa )" .°  (cx)? sor konvergens, akkor a >, , ¢y (z) sor is konvergens és konvergél az f(x)
fliggvényhez olyan értelemben, hogy az eltérés négyzetintegrélja zérushoz tart.
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2.2.4. Fourier sor

Ko6nnyd megmutatni, hogy az

1 1 1 .
coSs T, sin x, cos 2, sin 2z, . coskx, —sinkx, . ..

\/ﬁf \/_ \/_ G G VT

trigonometrikus fiiggvényrendszer ortonormalt rendszer egy tetszSleges 27 hosszusdgu inter-
vallumon. Ehhez csak a kovetkezd integralokat kell ellendrizni:

fo coskrxdr = 0
fo sinkzdr = 0
fo% sinkxcoskxdr = 0 37
0 ha k#I
0 ha k#I

f% sin kxsinledr =
fo " cos kx cos lxdx

valamint )
T

fo 2ld$ -

27 7r2

L [C7 cos? kxdx
T JO

1 2w

T Jo

(38)

sin? kzdx =
2.21. Definicio.

A fenti trigonometrikus rendszer szerinti sort nevezziik Fourier-sornak. Tehét egy 27 szerint
periddikus f(x) fiiggvény Fourier sora:

f(z) =~ ap+ Z (ay, cos kx + by sin kz) | (39)
k=1
ahol 2
a = 5[y f(x)dx
ap = 1 fo Jcoskxdr ha k>1 (40)
b, = 1 fo ) sin kxdx

Ez az eredmény konnyen altalanosithat6 tetszoleges 2l hossztsagud intervallumon periédikus
fliggvény sorfejtésére:

- km . km
f(z) =~ ap+ ; (ak COS =~ + by, sin Tx) : (41)
ahol o
Qo 2% fg f(:l?)d:l?
ap = %f f(x)cos —xd:z: ha k>1 (42)
by %f f(x)sin —xdx

2.4. Megjegyzés.
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Konnyen belédthatd, hogy paros fiiggvény Fourier sora tiszta koszinuszos sor, paratlan fiiggvény
Fourier sora tiszta szinuszos sor.
Két tétel a Fourier sorok konvergencidjarol:

2.25. Tétel.

Ha létezik az f(x) fiiggvény mdsodik derivéltja és korldtos, akkor az f(x) fiiggvény Fourier
sora konvergens.

2.26. Tétel.

Ha létezik az f(x) fiiggvény jobb és bal oldali hatdrértéke az = helyen (jelolje ezeket f(z + 0),
illetve f(x — 0)) és ezek eleget tesznek az aldbbi, ugynevezett Lipschitz feltételnek:

|f(x+h)— flx+0)| <c-h

|f(x —h)— f(z—0) <c-h

ahol ¢ egy alkalmas konstans, akkor az f(z) fiiggvény Fourier sora konvergens és konvergal a
jobb és bal oldali hatdrérték szdmtani kdzepéhez

flz+0)+ flx-0)

5 -hoz.

3. Egyenletek, egyenletrendszerek numerikus megoldasa

3.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben egyenletek és egyenletrendszerek numerikus megolddsaval foglalko-
zunk. El6szor is egyenlete numerikus megolddsdra mutatunk néhdny mdédszert.
Legyen f(x) egy valds értéki fiiggvény. Az

flz) =0 (43)

egyenlet megolddsat (megoldésait) keressiik.

A probléma megolddsanak elsd 1épése olyan intervallum megtaldldsa, amelyben van meg-
oldds, azaz taldlni szeretnénk olyan a illetve b szdmot, amelyre f(a) és f(b) ellenkez§ elGjeld.
Ekkor az [a; b] intervallumban az (43) egyenletnek van gyoke. Ilyen intervallum megtaldldsa
nem mindig egyszer( és nincs univerzdlis mddszer egy ilyen intervallum eldallitdsara. Lehet
grafikus médszerrel keresni alkalmas [a; b] intervallumot, vagy prébélgatassal. Specidlis ese-
tekben lehet mddszeresen keresni.

Ilyen eset pl. az, amikor az f(x) fiiggvény polinom. Errdl szdl a kovetkezd tétel.

3.1. Tétel.
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Tekintsiik a
P(x) = apx™ + ay2" ' + -+ +a, =0 (44)

egyenletet, ahol ay # 0 és legyen tovabba
A = max{|ai],...|an|}.

Ekkor a (44) egyenlet gyokei az origd kdozépponti
A

R=1+—"—
|ao|

sugaru koron beliil vannak.
3.1. Megjegyzés.

A tétel természetesen a komplex gyokokrdl allitja, hogy a mondott kéron beliil vannak. Ha
vannak valds gyokok, akkor azok a (— R; +R) intervallumban helyezkednek el.

Bizonyitas: Legyen?

Kovetkezs probléma annak eldontése, ha tudjuk, hogy az [a; b] intervallumban van gyok, akkor
hény van. Monoton f(z) fliggvény esetén persze csak egy. Ha f(z) polinom, akkor a gyokok
szamdra a kovetkezd becslés adhaté:

becslés a gyokok szamdra. eldjel szabdly?

3.2. Intervallum felezés

Az egyenlet megolddsi modszerek egyik hatékony eszkoze az intervallum felezési eljaras.
Tegyiik fel, hogy folytonos f(z) fiiggvény esetén az f(z) = 0 egyenletnek pontosan egy gyoke
van az [ag; by] intervallumban. Példdul tudjuk, hogy az f(z) fiiggvény monoton is, valamint
f(ag) és f(bo) ellenkezd elGjeld. Ekkor az egyenlet x* gyokét az aldbbi eljardssal kozelitjiik:
Szédmitsuk ki el6szor az f (%) értéket. Ha ez zérus, akkor készen vagyunk. Ha nem, akkor
legyen az [ay; b] az [ao; bo] intervallumnak az a fele, amelyikben a gyok van, azaz

a=ap & b=t ha flag)- f(*5%) <0

a =%t & py=by,  ha  f(efR). f(b) <0

Folytassuk ezt az eljarast. Az n-ik 1épésben kapott [a,; b,] intervallum tartalmazza a gyokot.
Az a, és b, értékek also illetve felsé becslést adnak a gyokre. A gyok kozelitésének a hibdja
kisebb mint

bn — Qap

277,

3.1. Példa.
ide egy egyszerii példa és dbra
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3.3. Iteracio

Most tegyiik fel, hogy az f(z) differencialhat6 fiiggvény olyan, hogy az f(z) = 0 egyenletet
egy alkalmas ekvivalens 4talakitdssal
Flx)=x (45)

alakra tudjuk hozni dgy, hogy |F’(x)| < ¢ < 1 egyenl&tlenség is teljesiiljon.
3.2. Tétel.

Tegyiik fel, hogy az F'(x) fiiggvény értelmezve van az [a; b] intervallumon, annak belsejében
differencidlhaté és |F'(z)| < g < 1. Tovébba ha « € [a;b], akkor F'(z) € [a;b] is teljesiil.
Ekkor az

Tpt1 = F(xy,)

iteracio tetsz8leges g € [a; b] értékbdl indulva konvergens és az F'(z) = x egyenlet gyokéhez
konvergal.
Bizonyitas:

3.2. Példa.

ide egy egyszerii példa és dbra

3.4. Hurmodszer

Tegyiik most fel megint, hogy a folytonos f(x) fiiggvény esetén az f(x) = 0 egyenletnek
pontosan egy gyoke van az [ag; bg| intervallumban. Példdul tudjuk, hogy az f(x) fiiggvény
monoton is, valamint f(ag) és f(by) ellenkezd elGjeld. Ekkor az egyenlet x* gyokét az alabbi
eljarassal kozelitjik:

Irjuk fel az (a; f(a)) és (b; f(b)) pontokon dtmend hiir egyenletét. Ahol ez a hiir metszi az
x-tengelyt -jeldlje ezt a pontot z; - az lesz a gyok elsd kozelitése. Majd vélasszuk az (a; x1)
illetve (x1;b) intervallumok koziil azt, amelyik a gyokot tartalmazza. Ismételjik meg az el6z8
1épéseket addig, amig a kivant pontossdgot elérjiik.

Az eljarés tehat a kovetkezd:

Kiindulunk az a = g, b = x; értékekbdl. Az n-ik 1épésben felirjuk az (z,,_1; f(x,_1)) és
(xn; f(x,)) pontokon dtmend hdr egyenletét, ami

y= 1) ZF@) )

Tp—1 — Tp

Ennek metszéspontja az z-tengellyel

Lp—1 — Tn

f(@n1) — f(zn)
48
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Most vagy f(z,—1) - f(Z) < 0, vagy f(z) - f(z,) < 0. Tartsuk meg azt az intervallumot,
amelyikre ez a szorzat negativ. (Ha egyenld nulla, akkor megtaldltuk a pontos megoldast.)
Tehat

Ty =Tp_1 €S Ty =1, ha flxa_1) - f(2) <0

3.3. Példa.

ide egy egyszerii példa és dbra

3.5. Erinté médszer

Most a gyokot tartalmazé intervallum egyik végpontjdban érint6t hizunk az f(x) gorbéhez
és ennek az x-tengellyel valé metszéspontja lesz a kovetkezd kozelités. Tegyiik fel pl., hogy
az f(x) figgvény monoton nové és konvex. Ekkor mindig a jobb oldali végpontban hizott
érintdvel kozelitiink.
dbra
Az algoritmus tehat:

n

(46)

3.4. Példa.

ide egy egyszerii példa

3.6. Newton mddszer
Osszekombindlva a hur és érinté médszert als6, felsd kozelitést kapunk az egyenlet gyokére.

dbra

3.5. Példa.

ide egy egyszerii példa és dbra

3.7. Linearis egyenletrendszerek megoldasa

Ebben a szakaszban az
AZ=0b

egyenletrendszer megoldasaval foglalkozunk, ahol A egy n x n kvadratikus matrix, ¥ az isme-
retlen, b = 0 adott vektor.
A megoldasi médszerek tobbsége két nagy csoportba sorolhato:
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e Direkt mddszerek
Direkt médszernek neveziink egy olyan eljardst, amely az adatokat pontosnak feltételezve
és a szamitasokat pontosan elvégezve véges sok 1épésben eldallitja a megoldast.
Tobbnyire akkor hasznaljuk, ha az egyiitthatd méatrix nem til nagy.

e [terdcios mddszerek
Az iteraciés modszerek esetén egy kezdd értékbdl kiindulva eldallitunk egy sorozatot,
amelynek a megoldashoz kell konvergélnia.
Ezeket a mddszereket tobbnyire akkor haszndljuk, ha az egyiitthaté matrix nagy méretd
és lehetSleg sok zérus elemet tartalmaz. Tipikusan ilyenek 1épnek fel parcidlis differenci-
alegyenletek kozelité megolddsakor.

A legfontosabb médszereket az alabbi mintapéldan mutatjuk be:

3.6. Példa.
61’1 —41’2 + x3 = 11
2v17 +5x9 —3 wx3 = 13 (47)
I +3l‘2 -8 r3 = 1
vagyis
6 —4 1 1 11
2 5 =3 T | =] 13 (48)
1 3 -8 T3 1

3.7.1. Linearis egyenletrendszerek direkt megoldasa

a) Gauss - Jordan médszer
A modszert a ( 3.6) mintapéldan keresztiil mutatjuk be.
Nyilvan elég a matrixba rendezett egyiitthatokat leirni, mert ezek tartalmazzdk az osszes infor-
mAaciot.

6 —4 1 11
2 5 =3 |13
1 3 8|1

1. 1€pés. Vilasztunk az els6 oszlopban egy generdlo elemet, amelyre egyetlen kikotés, hogy
z€rustol kiilonbozo legyen. Jelen esetben a kényelmesebb szamolas kedvéért az els6 oszlop 3.
elemét valasztjuk.

6 —4 1 11
2 5 =313
3 -8 |1

A bekeretezett generdl6 elem sordanak alkalmas szdmszorosat hozzaadjuk a tobbi sorhoz tugy,
hogy a general6 elem oszlopaban a tobbi elem zérus legyen. Jelen esetben a 3. sor hatszorosat
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kivonjuk az els6é sorbdl, valamint a 3. sor kétszeresét kivonjuk a masodik sorbdl. Ekkor a
kovetkezd, az eredetivel ekvivalens egyenletrendszert kapjuk:

0 —22 49 | 5
0 13 | 11
1 3 -8 11

2. 1épés. Most megismételjiik az els6 1€pést gy, hogy a 2. oszlopban vélasztunk generalo ele-
met. Bekereteztiik a médsodik oszlop masodik elemét. A masodik sort, azaz a masodik egyen-
letet, végigosztjuk a generdlé elemmel, majd a generdl6 elem sordnak alkalmas szdmszorosat
hozzdadjuk a tobbi sorhoz tigy, hogy a generdl6 elem oszlopdban a tobbi elem zérus legyen.
Ekkor kapjuk, hogy

0 0 [237] | —237
0 1 —13 | —11
1 0 31 34

3. 1épés. Megismételjiik az eljarast a 3. oszlopban bekeretezett elemmel. Ekkor kapjuk, hogy

0011
01 0|2
1 0013

Ezzel az eljaras befejez6dott. A matrixbdl kiolvasva az egyenleteket kapjuk a megoldast:

ZE1:37 [E2:27 IL‘3:1.

b) Triangularis felbontis médszere
A modszer 1ényege, hogy az A egyiitthaté matrixot felbontjuk egy alsé és egy felsd haromszog-
matrix szorzatira:

A =LU,

ahol ~ _
1
l21 1

L= |1l Il 1

lnl ln2 e 1

és a foatlo felett ki nem toltott helyeken minden elem zérus. Tovabba

Uyp Uz -+ Uln
U2 -+ Uzp

U =
U’rm

€s a f64atl6 alatt ki nem toltott helyeken minden elem zérus.
Az egyenletrendszer megolddsa majd két 1épésben torténik. El6szor megoldjuk az

Li="b
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egyenletrendszert, majd az
Ur=yvy

egyenletrendszert. Az igy kapott megoldds természetesen megolddsa az eredeti problémanak,
mert
A7 =LUZ=Ly=0b.

Kimutathat6, hogy ezen mddszer miiveletigénye a Gauss-mddszer miveletigényével azonos
nagysagrend; mindkettd n?.
A trianguléris felbontds a minimadlis diadikus felbontdssal torténhet.

3.1. Definicio.

Diddnak nevezziik egy oszlopvektor €s egy sorvektor (ilyen sorrendben vett) szorzatat.

3.7. Példa.
1 4 5 6
2 [ [4,56=|8 10 12
3 12 15 18
3.8. Példa.

A minimdlis diadikus felbontas algoritmusa:
Minden lépésben levélasztunk egy diddot a redukaléssal elallitott matrixbdl. Az eljardst most
is a ( 3.6) mintapéldan keresztiil mutatjuk be.

1. 1épés.
) 1|0 6 -4 1
A=A——-|2][6,-41]=A-|2 -3 | =
6 33
1 I -3 3
0 0 O
19 10
"o & Th
0 5 -3
2. 1épés.
Megismételjiik a didd levélasztast.
0 0 0 0
@ O 3 19 10, @
AR | 2|05 -Fl-A- |0 2 -1 |-
3 3 57
00 O
=100 0
00 —%F



Kovetkezés képpen az A matrix felbontdsa:

6 —4 1 1 0 0 6 —4 1
A=|2 5 3|=LY 10 0 9 1
1 3 -8 il—11 00—2§—7

6 19 38

Ennek alapjan a ( 3.6) egyenletrendszer megoldasa ugy torténik, hogy eldszor megoldjuk az

Lj=b
azaz
10 0] [wm 1
% 111 0 Y2 = 13
5 10 | Y3 1

egyenletrendszert. Itt konnyi feliilrdl lefelé meghatirozni az ismeretleneket:

Yy = 11
ve = 13 _1%y1 :1113 ~ 13_1 ~ 12?8 11 28 237
ys = l—gp—pe=1—-%—5 5 =5
Kovetkezik a
6 —4 1 1 11
0 b _1o w | = |
2 3 3
237 37
0 0 T T3 T
egyenletrendszer megolddsa. Itt a harmadik egyenletbdl azonnal latszik, hogy x3 = 1. A méso-
dik egyenletbdl
3 (28 n 10 5
To=—|—+—| =2
T19\3 "3
Végiil

(11+4-2-1) =23

| =

T =

3.7.2. Linearis egyenletrendszerek iteraciés megoldasa

A feladat most is az

—

Ar=b

egyenletrendszer megolddsa. Tegyiik fel, hogy ez az egyenletrendszer ekvivalens atalakitdssal

az
F=Bf+7 (49)

alakra hozhat6 ahol a B métrixra majd bizonyos feltételt {runk el6.
Bontsuk fel tovabba a B matrixot két részre:

B =B, + B,. (50)

Hasznélni fogjuk a
gD = B+ 4 B 4 7 (51)

53



7 2z

iteraciot adott 7(*) kezdéérték esetén.

Az konnyen lathaté, hogy ha az %) sorozat konvergens és #*) — 7*, akkor 7* kielégiti a "(49)
egyenletet és igy megolddsa az eredeti probléménak.

Az alkalmazhat6sdg szempontjabol két alapvetd kérdést kell megvizsgalni:

e Milyen feltételek mellett lesz az iteraciés eljards barmely #(*) kezdSvektor esetén konver-
gens?

e Hogyan lehet megéllapitani azt, hogy mar kell pontossaggal kozelitettiik az igazi meg-
oldast, vagyis hogyan lehet becsiilni az ¥k és 7* vektorok eltérését?

Intermezzo
A folytatdshoz sziikségiink lesz a vektor- és matrixnorma fogalmara.

3.2. Definicio.

Egy 7 vektor normdja - jelolje ezt || 7] - egy a vektorhoz rendelt olyan szdm, amelyre a kovet-
kezd feltételek teljesiilnek:

e 1) ||Z|| > 0és || Z|| = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha = 0.

e 2) ||AZ|| = |A| - ||Z|| minden komplex A szdm esetén.

e 3) |Z+ 4| > ||Z] + ||| hdromszdg-egyenlStlenség.
Leggyakrabban a kovetkezd normdkat hasznaljak:

o ) |[@]]y = 327 |l

e b)|Z].="1, |z;|2]"/* Buklideszi norma

® ©) [[T]|oe = max; |z
3.2. Megjegyzés.

Nem nehéz ellendrizni, hogy mindhdrom norma kielégiti a (3.2) definiciéban megadott feltéte-
leket.
Egy matrix normédjatdl a kdvetkez tulajdonsdgok teljesiilését varjuk el:

e 1)|JA]| > 0és ||A|| = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha A = 0.
e 2) |[AA|| = |A| - ||A|| minden komplex A szam esetén.

e 3)||A + BJ| < ||A| + ||BJ| hiromszdg-egyenlStlenség.

e 4)||A-BJ| < |A] - ||B|| Cauchy-Schwarz egyenlStlenség.
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A maétrixnormadt a vektornormdk segitségével definidljuk . Ezek a vektornorma altal indukélt
normdk.

3.3. Definicio.

Egy A matrix normdja a

Az
|A] = sup 1A (52)

|1Z11£0 1|
3.3. Megjegyzés.

Itt is konny( ellendrizni, hogy az igy definidlt matrixnorma kielégiti az elvart feltételeket.

3.4. Megjegyzés.

A matrixnorma 2) tulajdonsdga alapjan az (3.3) definicié az aldbbi ekvivalens alakba is irhaté:
Egy A maétrix normdja a
|A]l = Sup |AZ]| (53)
=1

3.3. Tétel.

A fent emlitett harom vektornorma altal indukalt matrixnormak az alabbi modon kiszamithatok:

n
Al = {qaxnz |aij]
I

|All2 = max [\A"AJ"2,
7j=1,...,n

ahol \; az A* A matrix sajatértékein fut végig.

n
1Al = max > " ay]
i=1,...,n
J=1
Intermezzo vége
A linearis egyenletrendszerek iteraciés megoldasanak folytatasa

3.4. Tétel.

Az
) = Bi® + 7 (54)

iterdcié akkor és csak akkor konvergens tetszleges 7¥) kezdGvektor esetén, ha a B matrix
minden sajitértéke az egységkor belsejében van.
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3.5. Tétel.

Az
FFD = Byt 4 Bog® 47
iterdcio | B|| < 1 esetén konvergdl az egyenletrendszer Z* megoldasahoz és
, . Ball k)
20640 = 3| < Tt 70 — 29|
1—|B]
3.5. Megjegyzés.

Ez utébbi eredmény érvényes az
F* ) = Bg® 4 7

iteraciora is B; = 0 és B, = B valasztassal. Ekkor

gy« IBL e
J#00 — 7 < - ) - 3]
8]

3.7.3. Relaxacios médszerek linearis egyenletrendszerek iteracios megoldasara

Tovabbra is az
AZ =0

(55)

egyenletrendszer iteracidés megolddsaval foglalkozunk. A konnyebb attekinthetdség kedvéért a

modszert egy kisméretli példan mutatjuk be. Legyen a megoldandé egyenletrendszer:

a1r1 + aipxrz + apzrs = b
an1T1 + apTy + asry = by
az1r1 + azprs + azgzrs = bs
vagyis
@11 a2 13 € by
21 Q22 A3 Ty | = | be
31 a3z 433 T3 b3

(56)

(57)

Ha az A matrix f6atlbeli elemei zérustdl kiillonboznek, akkor kifejezhetjiik mindegyik egyen-

letbd] a megfeleld ismeretlent. Igy adédik, hogy

r = €129 +€13.CL'3 +Cl
To = €917 +€23.T3 +C2
T3 = €3171 TEe3272 +c3
ahol
e = { —a;j/a; ha i#j
" 0 ha i=j
és

ci = bi/ai.
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Matrixos alakban:

ahol

D =diagA, C=D - A.

1. Jacobi-maddszer
0. 0. 0]

Tetszbleges 70 = [ml Ty 5 Ty értékekbdl indulva kiszdmitjuk az 7" vektor koordinatait

tigy, hogy 7(°) koordinatdit behelyettesitjiik a (58) egyenletrendszer jobb oldaldba. A kapott

#() vektorbdl hasonléan £ vektort, és igy tovabb. Altaldnosan:

(n)

A el +eal” 4o
a:énﬂ) = ezlxgn) +623x§n) +Co (60)
xénﬂ) = eglxgn) —|—632xg”) +cs
Ugyan ez matrix alakban:
Fnt) — Bz 4 @
A Jacobi-mddszert is a (3.6) mintapéldan mutatjuk be:
3.9. Példa.
Megoldandé az aldbbi egyenletrendszer Jacobi-mddszerrel.
6l’1 —4l'2 + r3 = 11
2x1 +bry —3 x3 = 13 61
T +33§'2 -8 r3 = 1
El6szor atrendezziik az egyenletrendszert az (58) alaknak megfelel&en:
rK = %.TQ —%xg +%
Ty = —izy +irg +2 (62)
Tr3 = %JI 1 —|—%I2 —%
Az (n+1) (n) (n)
n—+ n n
331 — %l'Q - %333 + %
xénﬂ) = —2x§") +§x§n) —i—% (63)
$§n+1) _ %$§n) +%xgn) _%
iterdciot inditsuk az xgo) = 0, a;go) = 0, xéo) = 0 pontbdl. Ekkor a kovetkez6 sorozatot
kapjuk:
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1. tablazat. Jacobi-modszer

n | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 10

xgn) 1,8333 | 3,5875 | 2,8479 | 2,8757 | 3,0535 | 2,9963 | 2,9873 | 3,0042 | 3,0005 | 2,9987
xén) 2,6000 | 1,7916 | 1,8125 | 2,0580 | 1,9960 | 1,9823 | 2,0045 | 2,0008 | 1,9983 | 2,0002
a:é”) -0,1250 | 1,0791 | 0,9953 | 0,9106 | 1,0062 | 1,0052 | 0,9929 | 1,0001 | 1,0008 | 0,9994

Latjuk, hogy az iterdci6 gyorsan konvergdl a megoldédshoz.

I1. Relaxaciés médszer
Az el6z6 eljarast igy médositjuk, hogy vélasztunk egy w # 0 valds paramétert és a kovetkezd
iteraciot hajtjuk végre:
(1) — w( e’ +€13$gn) +or) + (1 —w)zl”
Y = (el tegszl™  +eo) + (1 — w)al (64)
(n+1
T3

) — w(eglxgn) +632x§”) +c3) + (1 — w)xé")

Ez ekvivalens matrix alakban:
2t = E, 72 4+ wé.

ahol
E, =wE+ (1 —w)L

Vegyiik észre, hogy ha w = 1, akkor visszakapjuk a Jacobi-mddszert.
Ha w > 1, akkor azt mondjuk, hogy a modszer tilrelaxdl.

Ha w < 1, akkor médszer alulrelaxdlt.

A w paraméter megvalasztasatol fiigg a konvergencia sebessége.

III. Gauss-Seidel médszer
Ez annyiban tér el a Jacobi-médszertSl, hogy az 2"+ vektor koordintdit mar hamarabb fel-
hasznéljuk. A (60) iteracié igy modosul:

x§”+1> — elgxg") +613x§“) +c;
q:gnﬂ) = 621:55"“) +623x§n) +co (65)
xén-‘rl) _ 6315L'§n+1) +€32xgn+1) Fey

Matrixos alakban:
gt — L) 4 Uz 4 ¢,

ahol L als6, U felsd hdromszdg-matrix:

0 0 0 0 €12 €13
L= €921 0 0 U= 0 0 €923 (66)
es1 ez 0 0 0 0
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3.10. Példa.

A Gauss-Seidel-mddszer alkalmazdsa a (3.6) mintapéldara:
n |1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 10

x§") 1,8333 | 2,9437 | 2,9437 | 2,9992 | 2,9972 | 3,0000 | 3,0000 | 2,9998 | 3,0000 | 2,9999
:cg’”‘) 1,8666 | 1,9050 | 1,9968 | 1,9953 | 2,0000 | 1,9997 | 1,9997 | 2,0000 | 1,9999 | 2,0000
xé") 0,8041 | 0,9573 | 0,9918 | 0,9981 | 0,9996 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999

2. tablazat. Gauss-Seidel-modszer

Az iterdci6 gyorsabban konvergal, mint a Jacobi-modszer esetén.

IV. Szukcessziv tilrelaxalas médszere
Ez annyiban tér el a relaxaciés-médszertdl, hogy az 7" vektor koordindtdit mar hamarabb
felhaszndljuk. Az iterdcié igy médosul:

$§n+1) — elzxgn) +6135U;(),n) +c1) + (1 — w)x&")
x;nJrl) _ ’w(ezﬂfgnﬂ) +€23x:(3n) +c) + (1 — w)xg") (67)
mén+1) _ w(€31$§n+1) +€32xén+1) —f—Cg) + (1 . w)xgn)

Ez ekvivalens matrix alakban:

4. Kozonséges elsorendii differencialegyenletek numerikus meg-
oldasa

Miiszaki, fizikai, mechanikai problémdk matematikai modellezésének természetes eszkoze
a jelenség differencidlegyenletekkel valé leirdsa. A differencidlegyenlet olyan egyenlet, amely-
ben az ismeretlen egy fiiggvény és az egyenlet tartalmazza az ismeretlen fiiggvény derivaltjat,
vagy derivaltjait.
Ha az ismeretlen fiiggvény egyvéltozds, akkor a differencidlegyenletet kozonséges differencidl-
egyenletnek nevezziikk. Ha az ismeretlen fiiggvény tobbvaltozds és az egyenletben annak par-
cidlis derivéltjai szerepelnek, akkor a differencidlegyenletet parcidlis differencidlegyenletnek
hivjuk. Néhany egyszerti példan mutatjuk be, hogyan vezet egy mechanikai probléma differen-
cidlegyenletre.

4.1. Példa.
Tegyiik fel, hogy egy "lanchid" tipusu hid esetén a tartokotél stlya elhanyagolhaté az utpalya
sulydhoz képest. A felfiiggesztés siirli, az utpalya egyenletes tomegeloszlasu. Milyen lesz a

tartokotél alakja?
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kell dbra !!!
megoldas:
Fiiggbleges és vizszintes erdk egyensilya a szimmetria tengelytdl = tadvolsagra:

Fsing=kx Fcos¢p=H

Ebbdl
ke

tgp =y'(x) = % (68)

Mint latjuk ez a probléma egy differencidlegyenletre vezet. Mivel ez az egyenlet az isme-
retlen y(x) fiiggvény els6 derivaltjat tartalmazza, ezért ezt kdzonséges elsérendii differencidl-
egyenletnek nevezziik.

Ezt a differencidlegyenletet konnyen meg tudjuk oldani integraldssal és kapjuk, hogy
k

y(x) = ﬁxz +c

Tehat a kotél alakja parabola. A c integracids konstans értékét az szabja meg, hogyan helyeztiik
el a modellt a koordinatarendszerben.

4.2. Példa.

Tegyiik most fel, hogy egy "lanchid" tipusud hid esetén a tart6kotél silya jelentSs, de az dtpalya
sulya elhanyagolhat6. A kotél egyenletes tomegeloszldsi. Milyen lesz a tartokotél alakja?

ide is kell dbra !!!

Megoldas:

Fiiggbleges és vizszintes erdk egyensilya a szimmetria tengelytdl = tadvolsagra:

Fsing = ks(x) Fcos¢ =H,

ahol s(x) a kotéldarab hossza. Innen

k
tgo =y () = 75(v) (69)
Mivel az ivhossz derivaltjat tudjuk kifejezni
ds
-7 1 12
o + W)

ezért derivaljuk a (69) egyenletet.

k
V(@) = VIE ) (710)

Most tehat egy kozonséges mdsodrendii differencidlegyenletet kaptunk. Ezt azon feltételek mel-
lett kell megoldani, hogy y(0) =adott és 3/(0) = 0.
Az egyenlet explicite megoldhat6. A megoldas:

H k
y(x) = ?chﬁx +c

vagyis a sulyos kotél alakja koszinusz-hiperbolikusz fiiggvénnyel irhato le.
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4.1. Megjegyzés.

Ha egy hid esetén a kotél sulyét is, és az tutpélya sulyét is figyelembe vessziik, akkor a kapott
masodrendd differencidlegyenletet nem tudjuk explicite megoldani. Ilyenkor csak a numerikus
modszerek segitenek.

4.1. Szukcessziv approximacio

El6szor olyan kozonséges elsdrendil differencidlegyenletekkel foglalkozunk, amelyeknek
altalanos alakja

Y (@) = fla,y(z)).
Nagyon fontos kérdés, hogy van-e egyaltalan megoldasa egy ilyen egyenletnek, illetve milyen

feltételek mellett van? Miiszaki szempontbdl tovabba az is alapvetden fontos, hogy tudjuk hiny
megoldas van. Erre vonatkozik az aldbbi definici6 és tétel.

4.1. Definicio.

Az y'(z) = f(z,y(x)) differencidlegyenletet a hozz4 tartozé y(zo) = yo kezdeti feltétellel
kezdetiérték-problémdnak vagy Cauchy-feladatnak hivjak.

4.1. Tétel.

Az

y'(x) = fla,y(@)  y(zo) = wo (71
kezdetiérték-problémdnak van megoldasa ha, az f(x,y) kétviltozds fiiggvény folytonos az
(x0; o) pontban és annak egy kornyezetében. Tovdbba egyetlen megolddsa van, ha az f(z,y)
fiiggvény kielégiti az (zo; yo) pont kornyezetében az |f(x,y1) — f(z,y2)| < k|ly1 — yo| dgyne-
vezett Lipschitz-feltételt is.
A bizonyitds - amit itt nem irunk le részletesen - a szukcessziv approximdciora épiil. Ennek
gondolatmenete a kdvetkezd:
El6szor is irjuk at a kezdeti érték problémat egy integralegyenlet alakra:

mwzm+/3wMMﬁ (72)

Derivalassal konnyen ellenérizhetd, hogy ez ekvivalens a (71) kezdetiérték- problémaval. A
szukcessziv approximdcio valdjaban a (72) egyenlet iterdciés megoldasa:

i) =0+ [ (et 73)
o

Az iteréci6 konvergencidjat a (4.1) tételben megfogalmazott feltételek biztositjak.

4.3. Példa.
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Kozelitsikk az y' = = — y, y(0) = 1 kezdetiérték-probléma megoldasat szukcessziv approxima-
cidval.

Megoldas: El6szor is latjuk, hogy az f(z,y) = = — y fiiggvény folytonos, masrészt |(x — ;) —
(x — ya)| = |y1 — y2| ezért kielégiti a Lipschitz-feltételt is £ = 1 konstans vélasztdssal.
Kezdjiik a kozelitést az y, = 1 fiiggvénnyel. Ekkor

v 1 1
y1—1+/ (t—l)dt:1+[§t2—t]§:§x2—x—|—1
0

* 1 1
y2:1+/ (t—(§t2—t+1))dt:—6233—1—:62—:(:—1—1
0

¥ 1 1 1
y3:1—|—/0(t—(—6t3+t2—t+1))dt:ﬂx4—§x3+x2—x+1
L5, 14 3. .2
S S 1
Yy 120:1: +12:E 3.23 +x T+

1 1 1 1
ys = —o~a° St — st -+l

4.2. Megjegyzés.

A (4.3) példabeli kezdetiérték-probléma megoldhaté explicite is, és a megoldasay = ¢ — 1 +
2e". A szukcessziv approximdcidval kapott kozelités a megoldasfiiggvény megfeleld Taylor-
polinomjatél mindig csak egyetlen tagban tér el.

4.2. Euler médszer
Ez az egyik legegyszerlibb modszer a

Y (x) = f(z,y(x)), y(xo) = Yo

kezdetiérték-probléma megolddsénak kozelitésére. Keressiik a megolddst egy olyan [a; b] inter-
vallumon, ahol @ = x(. Osszuk fel az [a; b] intervallumot m részre. Legyenek az osztépontok

a=To <11 < <Xy =2>0

A megoldasfiiggvényt az osztopontokban fogjuk kozeliteni, az osztopontok kozott pedig egye-
nes szakasszal kotjiik 6ssze a kozelité pontokat.

dbrall!

Jelolje a kozelitd fuggvényt y. Természetesen (z9) = 7. Induljon a tordttvonal érintd ird-
nydban. Ennek meredeksége éppen a differencidlhdnyados, ezért az (zo; x;) intervallumon a
kozelités: y = f(xo, yo)(x — o) + yo. Tehét az x; pontban

y(x1) = f(zo,y0)(x1 — 7o) + Yo
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Most az 1 pontban f(z1, §(x;)) fogja kozeliteni a differencidlhanyadost, ezért

§(w2) = f(21,9(21)) (22 — 21) + G(20).

Es igy tovabb
G(wre1) = for, 9(vn)) (@rgr — 1) + G(28).

4.4. Példa.
Oldjuk meg ujra az el6z6 (4.3) példat

y=x—-y, y(0) =1

most Euler médszerrel. Tegyiik fel, hogy a [0; 0,25; 0,5; 0,75; 1] pontokban van sziik-
ségiink a megoldas kozelitd értékére.
Megoldas: A [0; 0,25] intervallumon az

y = f(zo,yo)(x1 —x0) + Yo =—x+1

kozelitést haszndljuk, ezért z; = 0, 25-nél a kozelités y; = 0, 75.
A masodik intervallumon:

y(xa) = f(x1,91)(xe — 1) + 91 = —0,5-0,254 0,75 = 0,625.
A harmadik intervallumon:
y(x3) = f(x2,792)(x3 — x2) + g = —0,125 - 0,25 + 0,625 = 0, 59375.
Végiil a negyedik intervallumon:
U(xy) = f(23,93) (x4 — x3) + 93 = 0, 15625 - 0,25 4 0, 59375 = 0, 6328125.

Osszevetve a
0,75; 0,625 0,59375 0,6328125

7 2

kozelitd értékeket a pontos y = x — 1 + 2e~* megoldasbol szarmazo
0,8076 0,7130 0,6947 0,7357

értékekkel latjuk, hogy az eltérés legfeljebb 0,1.

4.3. Runge - Kutta modszer
Az Euler-mdédszerhez hasonléan most is az

y'(x) = flz,y(@),  ylwo) =yo
kezdetiérték-probléma megoldédsat kozelitjiik az

a=xg<r1<--<Typ=>b
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osztopontokban. Az osztopontok kozott egyenes szakasszal kotjiik 0ssze a kozelitd pontokat.
Jelolje h; az osztopontok kozotti tdvolsagot, azaz

hi = i1 — ;.

Runge - Kutta mdédszer szerint a kozelités:

g(zo) = wo
J(@i1) = (@) + Bk + 2ko + 2ks + ky)
ahol
ki o= flai, 9(x)
ka f @i+ %, 9(x:) + 2k
ks = f (2 + %, 9(x) + Lks)
4.5. Példa.
Oldjuk meg Ujra az (4.3) példat
y=z-y, y0)=1
most Runge-Kutta médszerrel. Tegyiik fel, hogy a [0; 0,25; 0,5; 0,75; 1] pontokban
van sziikségiink a megoldds kozelitd értékére.
Megoldas:
i=|0 | 1 \ 2 \ 3 \ 4
z; [0 0,25 0,5 0,75 1
Kk -0,75 -0,362915039 | -0,061449945 | 0,173333661
ko -0,53125 -0,192550659 | 0,071231298 | 0,276666953
ks -0,55859375 | -0,213846207 | 0,054646143 | 0,263750292
k4 -0,360351563 | -0,059453487 | 0,174888519 | 0,357396088
7; | 1] 0,862915039 | 0,811449945 | 0,826666339 | 0,893814849

5. Masod (és magasabb) rendi linearis differencialegyenle-

tek

Egy masodrendd linedris differencidlegyenlet altalanos alakja:

y'(z) + pr(2)y (2) + po(2)y(z)

= q(x)

(74)

ahol a p(x), po(z), q(x) egyiitthaték értelmezve vannak egy kozds intervallumon és y(z) az
ismeretlen fiiggvény.
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5.1. Definicio.

Ha a fenti egyenletben ¢(z) = 0, akkor a differencidlegyenlet homogén linedris. Ellenkez$
esetben inhomogén.

5.1. Tétel.
Ha y, () és y2(x) megoldasa a

y" () + pr(2)y' () + pa(2)y(z) = 0 (75)

mdsodrendli homogén linedris differencidlegyenletnek, akkor tetszdleges c; €s ¢, konstansokkal
az

y(r) = ciyi(z) + coya()

fliggvény is megoldas.
5.2. Tétel.

Ha y, (2)y5(z) — y1(z)ya(xz) # 0, akkor a masodrendd homogén linedris differencidlegyenlet
barmely megolddsa elGall y(z) = c1y1(x) + coyo(z) alakban alkalmas ¢; és ¢; konstansokkal.

5.2. Definicio.

Ha yi(2)yh(z) — yi(2)ya(x) # 0, akkor azt mondjuk, hogy az y;(z) és yo(z) fliggvények
fliggetlenek.

5.1. Megjegyzés.

A fenti tételekbdl kovetkezik, hogy egy masodrendd homogén linedris differencidlegyenlet 4l-
taldnos megolddsdnak meghatirozdsahoz elég megtalélni két fliggetlen megolddsat.

5.3. Tétel.

Ha y; () és yo(z) fiiggvények fiiggetlen megolddsai a masodrendd homogén linedris differen-
cidlegyenletnek és yo(x) egy megoldésa az

y'(@) + pr()y (2) + pa(2)y(z) = q()

mdsodrendd inhomogén linedris differencidlegyenletnek, akkor ennek az egyenletnek minden
megolddsa el6allithato

y(@) = i (@) + cap2(2) + yo(w)
alakban.
Kovetkezmény:
Egy mésodrendli inhomogén linearis differencidlegyenlet altalinos megolddsdhoz meg kell ta-
lalni a homogén rész két fiiggetlen megoldasit y; () és y2(x)-t, és az inhomogén egyenlet egy
(dgynevezett partikularis) megoldasat yo(z)-t.
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5.4. Tétel. Egy dllando varidldsa

Ha y; () megoldédsa a masodrendd homogén linedris differencidlegyenletnek, akkor

1

—[p (m)dwd
e i

i) = (o) [

fiiggvény az y; (x) fiiggvénytdl fiiggetlen masik megoldasa.
5.5. Tétel. Két dllando varidldsa

Ha y () és yo(x) fuggvények fiiggetlen megolddsai a masodrenddi homogén linedris differen-
cidlegyenletnek, akkor az

figgvény megolddsa az inhomogén linedris differencidlegyenletnek, ahol
W(z) = yi(x)ys(z) — i (2)ga(x) # 0
5.2. Megjegyzés.

A fenti két tételbdl kovetkezik, hogy ha tudjuk a homogén rész egy megoldasat, akkor el6 tudjuk
allitani az inhomogén egyenlet dltalinos megolddsat. Sajnos dltaldnos esetben nincs univerza-
lis médszer a homogén rész egy megolddsanak megtaldlasara. Specidlis esetekben tudjuk csak
meghatdrozni.

A kovetkezd példan megmutatjuk hogyan lehet egy masodrendd inhomogén linedris differen-
cidlegyenlet altaldnos megolddsat megtaldlni a homogén rész egy megolddsdnak ismeretében.
Mivel nem fogjuk felhaszndlni a fenti két tételben szerepld képleteket, az eljarasbol majd az is
kideriil, miért nevezik a mddszert egy, illetve két dlland6 varidlasénak.

5.1. Példa.

Oldjuk meg az
T /

y// _l_ y

1l—x 11— fL‘y =l-w
differencidlegyenletet, ha tudjuk, hogy az y; = e” fiiggvény kielégiti a homogén részét.
Megoldas: El6szor is konnyd ellendrizni, hogy az y; = e” fiiggvény valéban kielégiti az egyen-
let homogén részét.

Ezutan egy édlland6 varidlasdval meghatarozzuk a homogén rész egy masik megoldasat. Keres-

stik az y, fiiggvényt yo = c(x)y; alakban. Tehat

T

o

y2 = cfx)e
yh d(x)e” + c(x)e”
yy = d'(x)e* +2d(x)e* + c(x)e”
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Behelyettesitve a differencidlegyenlet homogén részébe

1
d(x)e” + 2d (x)e” + c(x)e” + 1 [ (x)e” + c(x)e”] — 1 c(x)e® =0
—x —x
Rendezve
"+ <2+ : )c’zO
11—z

adodik. Ebbol

" m 1

d r—1

Integralva és az integricids konstanst zérusnak vélasztva

Ind = —z+1In(z—1)

azaz
d=(x—1)e™"
Ujbdl integralva
c=—xe *
Tehat
y2 = c(x)e” = —x

Kovetkezés képpen a differencidlegyenlet homogén részének altaldnos megoldasa:
Yn = c1€° + cox.

Most mér ennek ismeretében a két allando ¢y és ¢, varidldsdval - azaz helyiikre fiiggvényeket
irva megkeressiik az inhomogén egyenlet egy megoldasat. Legyen

Yo = c1(x)y1 + c2(@)y2 = c1(v)e” + co(x)x
yp = i (x)e” + c1(z)e” + dy(x)x + o)
A keresett c;(x) és co(x) fiiggvényekre még egy feltételt irhatunk el6. Legyen
(%) ci(x)e” + dy(z)x =0

Ekkor a mésodik derivlt
Yy = i (x)e” + cr(x)e” + cy(x).

Behelyettesitve az inhomogén egyenletbe:

[¢](z)e” + c1(x)e” + cy(x)] + [c1(x)e” 4 co(z)] —

11—z 11— I[Cl(x)e‘” + o)z =1—=z

Rendezve adddik, hogy
(%) (x)e” +cdy(r)=1—x

A (x) és (xx) egyenleteket megoldjuk, és kapjuk, hogy

d(x)=—ze™ dy(x)=1
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Integralva
cx)=(x+1)e ™ cx)=2x
Tehat
Yo =z + 1+ 2

A példabeli differencidlegyenlet dltaldnos megoldésa:

y:cle“”—|—02x+x2—l—m+1.

5.1. Allandé egyiitthatés eset

Most azzal a specidlis esettel foglalkozunk, amikor a
y'(@) + pu(@)y' () + pa(2)y(x) = q(2) (76)
differencidlegyenletben a p; (), p2(x), egyiitthatok helyett p; és p, konstansok édllnak:
y' () + py' (z) + pay(z) = g() (77)
A differencidlegyenlet dltalanos megolddsa most is
y(x) = cryr(z) + caya() + o (),

de a homogén rész két fiiggetlen y; () illetve y»(x) megolddsdnak meghatarozasa lényegesen
egyszer(ibb. Keressiik ugyanis a homogén rész megoldésit y = e** alakban. Ezt a fiiggvényt,
és derivaltjait behelyettesitve a homogén egyenletbe adddik, hogy

A2 L AN 4 ppe® = 0,
Mivel e’ £ 0, egyszerfisithetjiik az egyenletet:
N pid+py=0.
Ez egy egyszerli mdsodfoku egyenlet. Hirom esetet tekintiink.

o 1. p? — 4py > 0 két kiilonbozs valds gyok. Legyenek A; és \y. Ekkor az

Y = e/\lx Yo = e)\gm

két fiiggetlen megoldasa a differencidlegyenletnek.

o II. p? —4p, = 0 két egybeesd valds gyok A\ = — EL. Ebben az esetben konnyen igazolhato,

hogy
yr= Ny = xe

két fiiggetlen megolddsa a differencidlegyenletnek.

o p? — 4py < 0 két kiilonbzd komplex gyok, amelyek egymas komplex konjugaltjai. Je-
16ljiik Sket v + i3 illetve o — i3-val. Ekkor a homogén linedris differencidlegyenlet két
fliiggetlen megoldasa:

Y1 = e cosPr és yy = e““sin .
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5.2. Magasabb rendi allandé egyiitthatos linearis differencialegyenletek

Az n-edrendd alland6 egyiitthatds

y " (@) + pry" (@) + -+ pay(a) = qla) (78)

linedris differencidlegyenlet megolddsa a masodrend{iéhez hasonléan torténik.
A homogén rész megolddsait alkotd fiiggetlen megolddsfiiggvényeket most is e* alakban ke-
ressiik. Ebbdl adodik a

N4 p X", =0

egyenlet. Ennek ha valamely \ valds szdm egyszeres gyoke, akkor azy = e'*

homogén egyenletnek.
Ha a )\ val6s szdm r-szeres gyok, akkor az

megoldasa a

e)‘m, :L‘e’\"”, LTl

fliggetlen megoldédsai a homogén egyenletnek.
Ha pedig A komplex gyok, akkor a komplex konjugéltja is gyok, ezért az ehhez tartozé megol-
ddsok most is

e*cosfr és e sinfr.

Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsanak keresése ugyan ugy torténhet, mint a
madsodrendi esetben, csak most egy n egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszert kell megoldani a c;
fliggvények derivaltjaira.

5.3. Masodrendii linearis differencialegyenletek integralasa sorok segit-
ségével
Az
y' +p(@)y +q(z)y =0

egyenlet megoldasat, vagy annak kozelitését keressiik.
Fejtsiik hatvanysorba az egyenletben szerepld egyiitthatokat:

p(z) = Zaixi és q(z) = Z b’

=0 i=0

A megoldast is hatvanysor alakban keressiik:
y(x) = Z cix’
i=0

Ebbdl

y'(x) = Zz e

i=0



y'(z) = Zz (i — 1) a2
i=1
Ahhoz, hogy két fiiggetlen megoldast kapjunk, el6szor a ¢y = 1, ¢; = 0 vdlasztdssal meg-
hatarozzuk y,; fliggvényt, majd ¢y = 0, ¢; = 1 valasztdssal y, fliggvényt. A ¢; egyiitthatok
meghatdrozdsa ugy torténik, hogy a hatvanysorokat behelyettesitjiik a differencidlegyenletbe és
az azonos hatvdnyok egyiitthatdit zérussal tessziik egyenlové.

1’0 | 2'1'C2+CL0C1+bQCQIO

J]l | 3'2'C3+2a002+a101+b0€1+blco:0
|
|

ZL’2 4-3- cy4 + 3@003 + 2&102 + ascy + bOCQ + b101 + bQCO =0

5.4. Véges-elem modszer

A véges-elem modszer hatékonysdga miatt nagyon gyakran haszndlt modszer mechanikai,
statikai problémédk megolddsara. Eppen ezért ma mar konyvtarnyi irodalma van. Itt most az
egyszerliség kedvéért egy példan keresztiil probéljuk bemutatni a 1ényegét.

Keressiink egy y(x) fiiggvényt, amely értelmezve van a [0; 1] intervallumon és kielégiti a

-y +y==x (79)

differencidlegyenletet az y(0) = y(1) = 0 peremfeltételekkel.

5.3. Megjegyzés.

Itt persze ki lehet taldlni a pontos megoldast: y(x) = = — %, de az esetek tobbségében

olyankor hasznéljdk a végeselem mddszert, amikor a megoldas nem 4llithat6 eld explicite.
Megoldas:

Szorozzuk meg a (79) differencidlegyenletet egy w(x) silyfiiggvénnyel, amely eleget tesz a
kovetkezd feltételeknek:

A w(x) sdlyfiggvény derivdltjdanak négyzete integrilhaté a [0; 1] intervallumon, és w(0) =
w(l) =0.

A (79) egyenletbdl a w(x) silyfiiggvénnyel vald szorzds utdn integraldssal kapjuk, hogy

/0[—y"(x)+y(a:)]w(x)dx:/o zw(z)de. (80)

A bal oldali integrél els6 tagjat parcidlisan integralva

1 1
/ —y/"wdr = / y'w'dr — [y’w](l)
0 0

A w(0) = w(1) = 0 feltétel miatt [y/w]; = 0, ezért az

1 1
/ —y wdxr = / y'w'dx
0 0
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egyenletet kapjuk. Ezt felhaszndlva a (80) egyenlet igy alakul:

1 1
/ (y'w' + yw)dx = / rwdx (81)
0 0

Ennek az egyenletnek fogjuk keresni kozelité megoldasat az igynevezett Galjorkin-approximacioval.
Legyen
®17 @27 ®3) s

a [0; 1] intervallumon folytonos fiiggvényeknek egy olyan sorozata, amelyre igaz, hogy barmely,
a feltételeknek eleget tevs w(x) sdlyfiiggvény, elGéll a &;(x) fiiggvények segitségével

w(r) = Zﬁi‘bi(f’?)

alakban. Legyen
N

wy(z) =Y Bidi(w)

i=1

a w(z) sdlyfiiggvény egy approximacidja. Feltessziik, hogy

lim wy = w
N—o0

A (81) differencialegyenlet y(z) megoldasanak pedig legyen

yn(z) = Z o; ®;()

egy alkalmas kozelitése, amelyrdl azt reméljiik, hogy
Y = vlo)

Helyettesitsiik be ezeket a (81) differencidlegyenletbe.
1[N N N N 1 N
/ [z 0> A -3 0,y mk] i [a [z m] "
0 Li=1 k=1 i=1 k=1 0 k=1
Ezt az egyenletet atrendezve kapjuk, hogy

éﬁi {i Uol (i + 2:y) dm} Ok — /Olivfbi(:v)d:v} = 0.

Ez az egyenlet a beta konstansok tetszéleges megvalasztasa mellett csak tgy édllhat fenn, ha a
kapcsos zardjelen beliili rész zérus. Jelolje

1
0
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Ekkor egyenletiink az aldbbi lesz

Ugyan ez m4s alakban:

Ka=F,
ahol
K, Ky n
Kna - Knn
(03] Fl
& = : F= :
anN FN

A K matrix szokdsos elnevezése: merevségi matrix, az F vektor pedig a teher vektor.
Mivel a ®; fiiggvények fiiggetlenek, ezért megvalaszthatk ugy, hogy a K matrix invertdlhat6
legyen, és ekkor

d=KF.
Ezzel az yx kozelité megolddst meghataroztuk.
Most mar csak az a kérdés, hogyan valasszuk meg a ®; fiiggvényeket.
a) Ha a ®; fiiggvényeket a trigonometrikus rendszer szerint valasztjuk, akkor a fenti modszert
Fourier-médszernek nevezziik.
b) Ha a @, fiiggvényeket ®,(z) = z'(1 — z) vélasztjuk, akkor a fenti médszert Rirz-mddszernek
nevezziik.
c) Ha a &, fliggvényeknek a (1.3) definicioban meghatédrozott sdtorfiiggvényeket valasztjuk,
akkor a K matrix "savmatrix" lesz, azaz csak a féatléban és kozvetlen alatta, folotte lesznek
z€rustdl kiilonbozd elemek. Ebben az esetben a K merevségi matrix és F teher vektor konnyen
szamolhaté. A megoldas kozelitése pedig szakaszonként linearis.

5.5. Masodrendii differencidlegyenletek mechanikai alkalmazasai

Differencidlegyenletek mechanikai alkalmazasara mar a bevezet&ben lattunk két példat (4.1)
és (4.2) példa. Most tovabbi két példa kovetkezik.

5.2. Példa.
Gerenda lehajlésa.
Egy L hosszu gerenda vizszintesen egyik végén van befogva, masik végén P teher. Mekkora

lehajlés jon 1étre a rad végén?
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ide kell abra
Megoldas:
A befogastdl x tavolsagban 1étrejovo forgatonyomaték:

M = P(L —x)

A fizikai torvények szerint a keletkezd gorbiilet ardnyos a 1étrehoz6 forgatonyomatékkal. Az
aranyossagi tényez0 fiigg az anyagi mindségtdl (£) és a rad keresztmetszetének alakjatol és
méreteitdl (1).
y” P(L —x)
L2t Bl
Ezt az egyenletet nem tudjuk explicite megoldani, de ha feltessziik, hogy csak kis deformécié
johet 1étre, azaz y' ~ 0, akkor kozelitSleg

"_ P(L — x)
El
Ezt kétszer integralva kapjuk, hogy
P (L-ux) et
YTETT 6 arTe

Hasznaljuk fel, hogy a rogzitett végnél x = 0 esetén y = 0 és 3/ = 0, ezért

P L?
Cl = — - —
"YU ORI 2
és
P L3
“TTEl 6
ezért . ) 5
x x
=— - |(L———|.
Y= FEI ( 26 )
Tehat a lehajlas a rid végén
P L3
h=— —.
EI 3

5.3. Példa.

Rezgés, kényszerrezgés

e Tegyiik fel, hogy egy m tomegfi testre egyediil egy rugderd hat. Szeretnénk meghatarozni,
hogy mozog a test. Felirva Newton mdsodik torvényét:

mx = —kx,
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ahol x az elmozdulds, annak i1d0 szerinti masodik derivéltja @ a gyorsulds és k a rugdal-
landé. Mivel k£ és m pozitiv dllanddk, vezessiik be a % = w? jelolést. Megoldandd tehat
a

P4+wr=0

dllandéegyiitthatés masodrendd linedris homogén differencidlegyenlet x(0) = x és & =
vg kezdeti feltételekkel. A differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete:

N+ =0,
aminek megolddsa \ = Fwi. Ezért az dltaldnos megoldés:
x(t) = ¢1 - coswt + o - sin wt.

A c¢; és ¢y konstansok a kezdeti feltételb6l hatdrozhatok meg. Példdul, ha a mozgést az
origébdl inditjuk z(0) = 0 vy = #(0) kezdGsebességgel, akkor

Vo .
x(t) = — - sinwt
(t) ==

szinuszos rezgémozgast kapjuk. (Csillapitatlan rezgés.)
Most tegyiik fel, hogy van kozegellendllds, ami a sebességgel ardnyosan akaddlyozza a
mozgast. Ekkor a differencidlegyenlet:

&+ pi + w?r = 0.

A karakterisztikus egyenlet:
N4+ B A+w?=0.

)= —B+ /2% — 4w?
N 2

Ennek gyokei:

Két eset van:
a) 3, a kozegellendllds olyan nagy, hogy 32 — 4w? > 0. Ekkor a karakterisztikus egyen-
letnek valds gyokei vannak és a megoldés:

z(t) = cy - M 4 ¢y - e
A kezdeti feltételtdl fiiggéen a nyugalmi helyzetébdl kitéritett test exponencidlisan (pe-
riédikus mozgés nélkiil = aperiddikusan) visszatér a nyugalmi helyzethez.

b) A kozegellenallds olyan kicsi, hogy % — 4w? < 0. Ebben az esetben a karakterisztikus
egyenlet gyokei komplex szamok. Jelolje —g + wi. A megoldas:

s B
x(t) = cre” 2 coswt + coe” 2 sin wt.

Ekkor tehdt olyan csillapodé rezgdmozgds jon 1étre, ahol az amplitidé exponencidlisan
lecseng.
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e Kényszerrezgés, periodikus kényszer.
Most hasson a rendszerre periddikus kényszererd wy kényszerfrekvencidval. A differen-
cidlegyenlet:

T+ Bi 4+ w?r = Asinwyt.

Ha w;, nem gyoke a karakterisztikus egyenletnek, akkor az dltalanos megoldas

x(t) = ¢1 - coswyt + ¢ - sin wyt

azaz a rezgé€s a kényszerfrekvencidn torténik.
Ha w;, gyoke a karakterisztikus egyenletnek (rezonancia), akkor a megoldas

x(t) = ¢y -t - coswgt + co - t - sinwyt

alakd. Az amplitid6 linedrisan megnd. Ezt nevezik rezonanciakatasztréfanak.

6. Valosziniliségszamitas alapjai

A val6szinliségszamitds véletlentdl fliggd tomegjelenségekkel kapcsolatos eseményekkel
foglalkozik. A véletlen tomegjelenségek torvényszertiségeit vizsgalja.
Az események ugyanazon kisérlet kimenetelével fiiggnek O0ssze. Pl. Kisérlet: kockadobds.
Esemény: kettest dobunk, pdratlan szdmot dobunk, stb. Pl. Egy fodém gerendédt G teherrel
terheliink Esemény: adott helyen x lehajlast mériink.
Az események matematikai tulajdonsagai: Két esemény A és B azonos, ha a kisérlet barmely
kimenetele esetén vagy mindketts bekovetkezik vagy egyik sem. A = B. Valamely A esemény
be nem kovetkezése is esemény. Ennek jelolése: A .
Az eseményeken miiveleteket értelmeziink.

6.1. Definicio.

Osszeadds:
A és B események Osszege egy olyan esemény, ami akkor kovetkezik be, ha az A és B esemé-
nyek koziil legaldbb az egyik bekovetkezik. Jelolése: A + B.

6.2. Definicio.

Szorzas:

A és B események szorzata egy olyan esemény, ami akkor kovetkezik be, ha az A és B esemé-
nyek koziil mindkettd bekovetkezik. Jelolése: AB.

Van két kitiintetett esemény: Az egyik a biztos esemény, amely a kisérlet barmely kimenetele
esetén bekovetkezik. jelolése 1. (Pl. kockadobds esetén 7-nél kisebbet dobunk.)

A masik a lehetetlen esemény, amely a kisérlet barmely kimenetele esetén nem kovetkezik be.
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Jelolése: (). ( Pl. kockadobds esetén tizest dobunk)
Miiveleti tulajdonsagok:

A+B = B+ A AB = BA
(A+B)+C = A+ (B+C) (AB)C = A(BC)
A+A = A AA = A
A+D) = A AD = 0
A+ = T Al = A
A+ A = T AA =

(A+B)C = AC+BC AB+C = (A+C)B+0)

Relativ gyakorisag Tekintsiink egy olyan kisérletet, amelynél a figyelembe vett koriilmények
a kisérlet eredményét nem hatarozzdk meg egyértelmiien, hanem tobbféle kimenetelt engednek
meg. Legyen az A esemény ezeknek a lehet6ségeknek az egyike. Hajtsuk végre a kisérletet
tobbszor, azonos koriilmények kozott. Ekkor az A esemény a kisérletek egy részében bekovet-
kezik, mas részében nem. Az utdbbi esetben az A esemény ellentettje kovetkezik be, amelynek
jelolése: A. Ha n kisérletbdl az A esemény pontosan k-szor kovetkezett be, akkor k-t az ese-
mény gyakorisdganak, % -et pedig az esemény relativ gyakorisdgdnak nevezzik az illetd kisér-
letsorozatban.

Egy véletlen esemény relativ gyakorisdga kiilonbozé kisérletsorozatban altaldban nem allandd,
de gyakran azt tapasztaljuk, hogy egy bizonyos érték koriil ingadozik. Pl. dobjunk fel egy pénz-
érmét 100-szor €s szdmoljuk meg hanyszor kaptunk fejet. Tobbszor elvégezve a 100 dobdsbdl
allo kisérletsorozatot azt tapasztaljuk, hogy a fejek szdmdanak relativ gyakorisaga az 1/2 koriil
ingadozik.

A relativ gyakorisdg alapvet6 tulajdonsagai:

a) Egy esemény relativ gyakorisdga nem negativ szam és legfeljebb 1.

b) A biztos esemény relativ gyakorisaga 1.

c) Ha A és B ugyanazon kisérlethez tartoz6 egymast kizaré események (azaz egyszerre nem
kovetkezhetnek be, vagyis AB = ()), akkor a két esemény osszegének a relativ gyakorisdga
megegyezik az események relativ gyakorisdganak 6sszegével.

6.1. A valosziniiség fogalma

6.3. Definicio.

A valdszintis€g eseményekhez rendelt szam (eseményeken értelmezett fliggvény). Az A ese-
mény valdszintiségét P(A)-val jeloljik. A valoszintiség a relativ gyakorisdg mintdjara a kovet-
kezd tulajdonsagu:

a) P(A) >0

b) P(I)=1

c) Ha AB = (), akkor P(A + B) = P(A) + P(B).

Két fontos kovetkezmény:
1) A lehetetlen esemény valdszintisége zérus: P(()) = 0.
2) P(A+ B) = P(A)+ P(B) — P(AB).
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6.2. Klasszikus valosziniiségi mezo

Ha egy kisérlet olyan, hogy megfogalmazhaté benne véges sok (n darab) egyforman valo-
szinli esemény, amelyek koziil néhdnynak az 6sszegével az Osszes tobbi esemény kifejezhetd,
akkor ezt az n darab eseményt elemi eseménynek nevezziik. Ezek 6sszegeként eldallithato ese-
ményeket Osszetett eseménynek hivjuk. Az elemi események valdszinlisége % . Ha egy 0Ossze-
tett esemény k darab elemi eseménybdl tevddik 6ssze, akkor annak valészintisége % . (Ilyenkor
szoktak azt mondani, hogy az esemény valdszinlisége a kedvezd esetek szdma osztva az 0sszes
esetek szamaval.)

6.3. Feltételes valoszintiség

6.4. Definicio.

Ha P(B) > 0, akkor az A eseménynek a B eseményre vonatkozé feltételes valoszintiségét a

P(A|B) = P;(Ag képlettel definialjuk.

6.1. Példa.

Legyen A esemény az, hogy a kockdval 6-ost dobunk, B pedig az az esemény, hogy a dobds
eredménye paros szam.

Mennyi a valdszintisége, hogy a dobds eredménye 6-o0s, feltéve, hogy tudjuk a dobds paros
szamot eredményezett?

Vilasz:

P(A|B) = —

Wl

o= =

6.5. Definicio.

Fiiggetlenség:
Az A és B események fiiggetlenek, ha az A eseménynek a B eseményre vonatkozé feltételes
valdszintisége megegyezik az A esemény feltétel nélkiili valészintiségével, azaz P(A|B) =

P(A).
Ekkor P(AB)
vagyis

P(AB) = P(A)P(B).
Ez ut6bbi képlet mutatja, hogy a fiiggetlenség szimmetrikus, azaz ha A fiiggetlen a B ese-

ménytdl, akkor B is fiiggetlen A-t6l.
A feltételes valoszintiségekre vonatkozik a kovetkez6 fontos tétel:

6.1. Tétel.
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Bayes tétel (1)
Ha P(B) # 0, akkor

P(B|A)P(A
P(A|B) = %

6.6. Definicio.

Teljes eseményrendszer
Az Ay, As, ... A, események teljes eseményrendszert alkotnak, ha paronként kizar6 események
és Osszegiik a biztos esemény, azaz A;A; =Dhai # jésdy " A =1.

6.2. Tétel.

Teljes valdszintiség tétele
Haaz Ay, As, ... A, események teljes eseményrendszert alkotnak és P(A;) # 0, akkor tetsz3-
leges B eseményre

P(B) =} P(B|A;)P(A).

6.2. Példa.

Tegyiik fel, hogy a BME-n tanul6 lanyok 80%-a, a fiuk 65%-a jol beszél angolul. Mi a val6szi-
niisége, hogy ha egy véletleniil szembejové hallgatét megszolitunk, akkor tudunk vele angolul
tarsalogni? Tudjuk azt, hogy a hallgatok 40%-a lany, 60 %-a fiu.

Megoldas: Jelolje B azt az eseményt, hogy egy hallgaté jol beszél angolul, és legyen A; az az
esemény, hogy egy véletleniil meglétott hallgat6 lany, A, pedig az az esemény, hogy fid. Lat-
juk, hogy A; és A, teljes eseményrendszert alkot, mert egymadst kizaré események és 6sszegiik
a biztos esemény.

A feltétel szerint

P(B|A) =0,8  P(B|Ay)=0,65 P(A)=0,4  P(4)=0,6
Tehat

P(B) = P(B|A1)P(A;) + P(B|A3)P(A3) =0,8-0,4+0,65-0,6=0,71
6.3. Tétel.

Bayes tétel (2)
Haaz Ay, Ao, ... A, események teljes eseményrendszert alkotnak és P(B) # 0, akkor

_ P(B|Ay)P(Ay)
PAIB) = s~ ppiay) piay

6.3. Példa.
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7. Diszkrét valosziniiségi valtozo

Val6szintliségi valtozonak nevezziink egy, az eseménytéren értelmezett fiiggvényt, azaz az
eseményekhez rendeliink szamokat.
Pl. Legyen a kisérlet az, hogy két pénzdarabot feldobunk. Legyen a valdszintiségi valtozo a fej-
dobdsok szdma. Ekkor tehat a valdszintiségi valtozo lehetséges értékei O, 1, vagy 2. Az ezekhez
tartoz6 valoszintség értékek: 1/4, 1/2, 1/4.
Tegyiik fel, hogy egy valdszintliségi valtozonak véges sok vagy megszamlalhatéan végtelen sok
lehetséges értéke van. Az ilyen valdszinliségi valtozot diszkrét valdsziniiségi viltozonak nevez-
ziik. Ekkor a valdszinliségi véltoz6t megadhatjuk ugy, hogy felsoroljuk a lehetséges értékeit:

T1,XL2y...Tp,y...
€s a hozzatartoz6 valdszintliség-eloszlést:

P1,P2;-- - Pns - -

Ha £ jelol egy valdszintiségi valtozot, amelynek lehetséges értékei z1, xo,...x,,. .., akkor a
valoszintiségeloszlasa: P(§ = x;) = p; .
7.1. Varhato érték, szoras

Egy val6szintiségi véltoz6 fontos jellemzdje a vdarhato érték, ami a lehetséges értékeknek a
valészintiségekkel silyozott kozépértéke. Diszkrét esetben:

7.1. Definicio.
El¢] = Zpiwi

7.2. Definicio.

Egy val6szintiségi valtozo szordsnégyzete a varhatd értéktdl valo eltérés négyzetének a varhatd
értéke, azaz

D*[¢] = E[(€ - E[€)?] - (82)

A sz6rés a szOrasnégyzet pozitiv négyzetgyoke: D[¢]. Kiszamitdsa:

D*[¢] = Z(% — El¢])°pi,

vagy
D = 3 (v = BIE)pi = 3 (a7 — 20 Ele] + E*[¢]) pi =
= Zﬁpi — 2E[¢] sz’pi + E?[¢] sz‘ = Z%’?Pi —2E%[¢] + E*[¢] =

= Z_ vip; — E°[¢] = B[¢*] — E*[¢]
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7.2. Nevezetes diszkrét eloszlasok

(1) A legegyszeriibb nevezetes diszkrét valdszintliségi valtozo az egyszerii alternativa. Olyan-
kor 1ép fel, amikor csak az érdekel benniinket, hogy egy esemény bekovetkezik-e vagy sem.
Legyen a val6szintiségi valtozo :

¢ = 0 ha a megfigyelt esemény nem kovetkezik be
| 1 haa megfigyelt esemény bekovetkezik

A hozzétartoz6 valdszintiségeloszlas:

(i1) Binomidlis eloszlds vagy Bernoulli eloszlasu valdszintiségi valtozé esetén egy alterna-
tivat n-szer egymadstol fiiggetleniil megismételiink és azt figyeljiik, hogy hdnyszor kovetkezett
be a kérdéses esemény. A binomidlis eloszldsi valdszinliségi valtozo eldéllithatd az n darab
fliggetlen alternativa 6sszegeként. Ha 7 jeloli ezt a valdszintiségi véltozot, akkor

N=G Gt

Tehat 7 lehetséges értékei: 0, 1,2, ..., n. Valoszinliségeloszlasa:

i (- (e

Varhato értéke és szorasa:
En=np  D[n] = /npq

Tipikus alkalmazdsa a visszatevéses mintavétel.

(ii1) Hipergeometriai eloszlds. Tipikus alkalmazdsa a visszatevés nélkiili mintavétel. Te-
gyiik fel, hogy van NV darab termék, amelybdl M darab hibés. Kivesziink egy n elemi mintat.
Legyen a valdszintiségi valtoz6 értéke a mintdban talélt selejtek szdma. A valdszintiségi valtozé
lehetséges értékei most is 0, 1,2, ..., n. Valoszinliségeloszlasa:

N\ (N-M
() Gii)

P(C=k) =

Varhato értéke és szorasa:




(iv) Geometriai eloszlds. Most egy alternativat addig ismételiink, amig el6szor bekovet-
kezik a megfigyelni kivant esemény. A valdszinliségi valtozo lehetséges értékei: 1,2,.....
Valo6szintiségeloszldsa:

Varhato értéke és szorasa:

(v) Poisson eloszlds. A Poisson eloszldst a binomidlis eloszlds hatdreseteként kapjuk, ha
n — oo és p — 0, dgy hogy np — A > 0. A valdszintiségi valtozo lehetséges értékei tehat
0,1,2,.... Valészinliségeloszldsa:

Varhato értéke és szorasa:

8. Folytonos valoszintiségi valtozo

Egy & diszkrét valdszintiségi valtozé esetén fel lehet sorolni a valdszintiségi véltozo lehet-
séges értékeit és megadni hozzd a P(§ = z;) valésziniiség eloszlast. Ha a valdszintiségi véltozd
a lehetséges értékeit egy véges, vagy végtelen intervallumon veszi fel, akkor a valdszinliség
eloszlés definidldsara az

F(z) = P(¢ < x)

eloszlds fiiggvényt hasznaljuk.
Az eloszlas fiiggvény értelmezésébdl kovetkeznek az aldbbi alapvetd tulajdonsagai:

0<F(z)<1
3

xl—i>1—noo F(x)=0
.

ST =1

e F'(z) monoton nova.

A tovabbiakban feltessziik, hogy az F'(x) eloszlasfiiggvény nem csak folytonos, de differenci-
alhaté is.
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8.1. Definicio.

Az F(x) eloszlastiiggvény F'(z) = f(x) derivaltjat siiriiségfiiggvénynek nevezziik. A stirtiség-
fliggvény értelmezésébdl kovetkezik az alabbi két alapvetd tulajdonsaga:

8.1. Varhato érték, szoras

8.2. Definicio.

Egy folytonos val6szintiségi valtoz6 varhaté értéke:

s = [ e sy

[e.9]

8.1. Megjegyzés.

A parcidlis integralds mddszere szerint:

Bl = /+Oox () = /m (1— P(z)) da

—00 o0

8.3. Definicio.

Egy folytonos val6szinliségi véltoz6 szordsnégyzete:

400 +o00
wmz/ @—mw”ﬂmma/ 2 f(a)dz — B[]

o0 —00

8.2. Nevezetes folytonos eloszlasok

(i) Az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlasi val6szintiségi viltozo stirliségfiiggvénye:

L ha a<z<b
_ b—a = =
flo) = { 0 egyébként

Az eloszlasfiiggvény:
0 ha z<a
Flx)=14 =5 ha a<z<b
ha b<z

o
— |
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Varhato értéke és szorasa:

dbra
(i1) Az exponencialis eloszlasu valészinliségi valtozo strlségfiiggvénye:
0 ha <0
€Tr) =
f(z) { Ae ™™ ha x>0

ahol A\ > 0 paraméter.
Az eloszlasfiiggvény:

0 ha = <0
f@)_{ l1—e™ ha >0

Varhato értéke és szorasa:

FE = D=

1 !
A N

dbra

(iii) A gamma eloszlasa val6szinilségi valtozé strtiségfiiggvénye:

0 ha <0

fla) = { A pp=le=AT ha >0
I'(p) =

ahol A > 0, p > 0 paraméterek, valamint a gamma fiiggvény:

e.9]
[(p) = / P e " dr.
0
A gamma eloszldsu valoszintiségi valtozo6 varhat6 értéke és szorasa:

p VP
E=2 p=XT
A A

dbra

8.2. Megjegyzés.

A gamma eloszlds specidlis esete az exponencidlis eloszlds. (p = 1 eset.)
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8.3. Megjegyzés.

(iv) A x? eloszlasi val6sziniiségi véltozo is a gamma eloszlds specidlis esete.
(p=35 A= % eset.) Statisztikai alkalmazdsok miatt fontos. Str{iségfiiggvénye tehat:

flz) = — gz lez ha x>0

Varhato értéke és szorasa:

dbra

(v) A normalis eloszlasu vagy mas néven Gauss eloszlasu valdszintiségi valtozo stirtiség-
fliggvénye:
1 (z=m)?

fla) = —o=—e T

ahol m tetszdleges, o > 0 paraméterek.
Vérhat6 értéke €s szordsa:

dbra

Fontos az m = 0, o = 1 specidlis eset, amit standard normadlis eloszlasnak neveznek, ugyanis
tetszOleges normdlis eloszlds eloszldsfiiggvényének kiszamitdsa a standard normalisra vald vissza-
vezetéssel torténik:

Ha ¢ egy m vérhat6 értéki és o szérasu normdlis eloszlasa valészintiségi valtozé , akkor

1 * t—m)?
Flz)=P(¢<x)= / e S dt

270 J_o

Az integrélt az

helyettesitéssel dtalakitva kapjuk, hogy

F(x):\/%/_geu;du:@( . ).

Itt tehat ¢ a standard normalis eloszlasfiiggvénye. Az eljarast szokds sztenderdizdlasnak ne-
vezni.
A normalis eloszlas kiemelkedd jelent6ségli a centrdlis hatdreloszlds tétel miatt.

8.1. Tétel. Centrdlis hatdreloszlds tétel
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Ha&y, &, ..., &, fliggetlen azonos eloszlast valészintiségi valtozok m véarhat6 értékkel és véges
d sz6rassal, akkor az 0sszegiik hatareloszldsa normdlis, mégpedig

<€1+§2+;Z'\'/;£n_nm <3c) :\/%/j e’%du:@(m)

Még két fontos tétel bizonyitds nélkiil:

lim P

n—o0

8.2. Tétel.

Véges sok fiiggetlen normalis eloszldsu valdszinliségi valtozo dsszege is normélis eloszlasu.
Az Osszeg vérhato értéke, a varhato értékek 0sszege. Az Osszeg szOrdsnégyzete a szOrasnégy-
zetek Osszege.

8.3. Tétel.

Véges sok fiiggetlen standard normdlis eloszldst valdszintiségi valtozo négyzetdsszege 2 el-
oszlasu valdszintiségi valtozo .

9. Statisztika

A statisztika a matematikdnak azon része, amely mddszereket szolgéltat adatok gytijtéséhez,
rendszerezéséhez, feldolgozdsiahoz. Feladata, hogy megfigyelésekbdl, mérésekbdl szarmazéd
adathalmazbdl informécidt olvasson ki. Segitsen azok értelmezésében és bemutatdsdban.

9.1. Statisztikai minta

Tipikus esetben vagy egy nagyobb populdciordl vagy méréssel megfigyelt jelenségrol kiva-
nunk informéciot szerezni. Nagyméreti populdcié esetén kivalasztjuk annak egy részét - ez a
minta - és azon végezziik a megfigyeléseket, vagy méréseket. A megfigyelések vagy mérések
eredménye a statisztikai minta.

A statisztikai mintdk két nagy csoportja: Kvantitativ, vagyis nem szdmokkal jellemzett mennyi-
ségek halmaza.

Kvalitativ, vagyis numerikusan jellemzett mennyiségek. Mi a tovdbbiakban erre forditjuk fi-
gyelmiinket.

9.2. Mintavételi modszerek

A mintavételnek két alaptipusa van: véletlen mintavétel és nem véletlen mintavétel. Ez
utobbi sordn a megmintizott populdcié nem minden elemének van esélye bekeriilni a mintdba.
A minta nagymértékben fiigg a dontési helyzetben levs személytdl, amely szubjektivitdsra, tor-
zitasra ad lehetdséget és ezért matematikai mdodszerek nem alkalmazhatok.
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A tovdbbiakban természetesen csak a véletlen mintavétellel foglalkozunk. Ennek harom tipusat
ismertetjiik.

Egyszerii véletlen minta.
Egyszerti véletlen statisztikai mintardl beszéliink, ha egy N elemii sokasdgbdl (populacid) ugy
valasztunk ki egy n elemi mintat, hogy a populédcié barmely eleme ugyanakkora valészintiség-
gel keriilhet bele a mintédba.

Rétegezett mintavétel
Rétegezett mintavétel esetén elGszor a teljes sokasdgot rétegekre bontjuk. A rétegeknek nem
kell azonos méretiinek lenni, de nem fedhetik at egymast €s le kell fedniiik az egész populéciot.
Ezutdn minden rétegbdl egyszeri mintat vesziink. Ezzel a médszerrel elérhetd, hogy a populd-
cio kiilonbozd elemei kiilonb6zd valdszintiséggel keriiljenek bele a mintdba.

Klaszterezett mintavétel
Klaszterezett mintavétel sordn a populaciot klaszterekre bontjuk, majd a klaszterek koziil vé-
letlenszerien vdlasztunk néhanyat. A klasztereknek sem kell azonos méretlinek lenni, de a
kivélasztott klaszter minden elemét feldolgozzuk.

A kivilasztott mintdn azutdn a kérdéses feladattél fiigg8en vdltozdkat értelmezhetiink. Al-
taldban két eset szokott el6fordulni: az egyik, amikor csak azt figyeljiik, hogy a kivélasztott
mintaelem rendelkezik-e a vizsgalat szempontjabol érdekes tulajdonsdggal, vagy sem. Ekkor
azt szeretnénk tudni, hogy a teljes populdcié hanyad része rendelkezik ezzel a tulajdonsiggal.
Az erre iranyul6 becslést szokds aranybecslésnek nevezni.

Mais esetben a mintaelemekhez (vagy a teljes populacié elemeihez) szamszertien jellemezhet6
valtoz6t rendeliink hozza. Mivel ezen értékek megjelenése, mintdba keriilése véletlentdl fiigg,
ezért ezt természetes modon valdszinliségi valtozéval modellezziik. Ilyenkor ennek a valoszi-
niiségi valtozonak a tulajdonsdgaira vagyunk kivancsiak. A val6szintiségi valtozd megfigyelt
(mért) értékei alkotjak a statisztikai mintat.

Jelolje ¢ a megfigyelni kivant valdszinliségi valtozot. Végezziink n-szer egymdstdl fliggetle-
niil, azonos koriilmények kozott megfigyeléseket. Legyen ezek eredménye x¢, x5, ..., 2,. Eza
statisztikai minta, amelybdl kdvetkeztetni kivanunk a & valészindiségi valtozoéra.

9.3. Empirikus eloszlasfiiggvény

Legyen z1, 2o, ..., z, a statisztikai minta. Rendezziik ezen mintaelemeket nagysag szerint:
xy < xy < --- < zf. Definidljuk most az F),(x) 1épcsSsfiiggvényt a kovetkez6 médon:

0 ha r <]
Foz)=4 £ ha 2} <z <ap,
1 ha T, < T

Ez az empirikus eloszlasfiiggvény. Azért nevezik 1épcsdsfiiggvénynek, mert a rendezett minta-
elemeknél % ugrésa van.
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dbra
Jelolje F'(z) a £ valészindiségi vdltozo eloszlasfiiggvényét, azaz F'(x) = P(§ < z). Az aldbbi
Glivenkotdl szarmaz6 tételt nagy jelentGsége miatt a statisztika alaptételének is nevezik:

9.1. Tétel.

Legyen D,, az empirikus F,,(x) eloszlasfiggvény és az F'(x) elméleti eloszlasfiiggvény kozotti
legnagyobb eltérés:
D, = sup |F,(z)— F(x)|.

—oo<xr<+00

Ez az eltérés 1 valdszinliséggel zérushoz tart, ha n tart végtelenhez:

P(lim D, =0) = 1.

n—oo

Kolmogorov vizsgélta azt a kérdést, hogy D,, milyen gyorsan tart zérushoz. Meghatarozta
V/nD,, eloszlasét. T6le szarmazik a kovetkezd tétel:

9.2. Tétel.

+o0
lim P(vnD, <z)= Y _ (-1)'e " = K(2).
n—00 .

9.1. Megjegyzés.

A K (z) fiiggvény értékeit nem konnyd meghatdrozni, ezért vagy mar el6re elkészitett tablazat-
bél vessziik az értékeit, vagy szamitogépet hasznalunk.

Mivel K (z) hatéreloszlas-fiiggvény, ezért nagy mintaclemszam esetén alkalmazhat6. Kis min-
tdkra médositott értékekbdl készitenek tdblazatot.

Az elméleti és empirikus eloszlasfiiggvények kozotti egyoldald eltéréseket Szmirnov vizs-

27 2

galta. Tole szarmazik a kovetkezd tétel:
9.3. Tétel.

Ha
D;Lr = Sup—oo<x<+oo(Fn<x) - F(J]))

D; = Supfoo<x<+oo(F($> - FTL(x))
akkor
lim P(vnD} < z) = lim P(v/nD; <z)=1—¢2",
n—oo

n—o0
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10. Paraméterbecslés

10.1. Pontbecslés

A statisztika alaptétele, valamint Kolmogorov és Szmirnov tételei mutatjak, hogy az em-
pirikus eloszlasfiiggvény kozel van az elméleti eloszlasfiiggvényhez. Kovetkezés képpen az
empirikus eloszldsbol szamolt paramétereknek is kozel lenni a modellben szerepld & valészini-

ségi valtoz6 paramétereihez.
Az empirikus eloszlds vérhat6 értéke:

Az empirikus eloszlds szordsnégyzete:

1 < o 1 _
s2 = E;(mz—x)z == <;x3> — 7%

Altaldban, ha () a ¢ val6szintiségi valtozé valamely paramétere, akkor remélhetSleg a statisz-
tikai mintabdl szamitott 6,, = 0(z1, xo, ..., x,) a 6(§) becslése.

10.1. Definicio.

Azt mondjuk, hogy a (21,25, ..., x,) a O(E) paraméter torzitatlan becslése, ha 6, vrhat6
értéke éppen 0, azaz

E é(xbm% cee 7xﬂ)] = 9(5)
10.1. Tétel.

Az empirikus eloszlds varhato értéke torzitatlan becslése az elméleti varhat6 értéknek:

Elzr] = E[¢]

Az empirikus eloszlds szérdsnégyzete nem torzitatlan becslése az elméleti szordsnégyzet-

27 2z

nek. Igaz ugyanis a kovetkezd allitas:

10.2. Tétel.

Kovetkezés képpen az




torzitatlan becslése a szordsnégyzetnek és igy

n

1
* - 2
sr = — E (x; — )

=1

ugynevezett korrigalt szoras torzitatlan becslése az elméleti szérasnak.

10.1. Megjegyzés.

Ha 0,, torzitatlan becslése a 0 paraméternek, vagyis E[f,] = 6, akkor E[f, — 6] = 0.
10.2. Definicio.

Ha 6, torzitatlan becslése a 6 paraméternek és még az is teljesiil, hogy

lim E[(6, —0)?] =0,

n—o0

akkor azt mondjuk, hogy 0,, konzisztens becslése a 0 paraméternek.
10.3. Tétel.

Az T konzisztens becslése a F[{] varhat6 értéknek, mert

D*[z] = —D?[¢].

1
n
10.2. Konfidencia intervallum

Az a kijelentés, hogy a statisztikai mintdbol szamitott 0,, torzitatlan becslése a 0 paraméter-
nek nem elég informdacid. Azt is szeretnénk tudni, hogy mennyire j6 becslése a f paraméternek.
Rendszerint ugy jarunk el, hogy egy intervallumot adunk meg, amelybe nagy valdszintiséggel
benne van a becsiilendd paraméter igazi értéke. Ennek neve konfidencia intervallum, vagy
megbizhatdsdgi intervallum. Természetesen a konfidencia intervallum hossza fligg a valasz-
tott valészintiség értéktdl, azaz a becslés megbizhatésagi szintjétol. Nagyobb megbizhatdsagi
szinthez szélesebb konfidencia intervallum tartozik. A miiszaki gyakorlatban leggyakrabban a
95%-0s vagy 99%-0s megbizhatdsdgi szintet hasznéljdk. A 95%-os megbizhatdsdgi szint azt
jelenti, hogy a tévedés valdszinlisége, vagyis hogy a paraméter tényleges értéke a konfidencia
intervallumon kiviil esik, legfeljebb 0,05.

A becslések minden esetben arra épiilnek, hogy az egyszerli mintavétel feltételei teljesiilnek,
azaz a mintaelemek egymadstol fiiggetlenek, azonos eloszldsidak és azonos valdszintiséggel van-
nak kivéalasztva. Ezért igaz rajuk a (8.1) centrdlis hatareloszlas tétel, illetve az aldbbi tétel:

10.4. Tétel. Nagy szdmok torvényének Bernoulli féle alakja
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Ha valamely p val6szintiségli esemény n szamu fliggetlen kisérlet sordn k-szor kovetkezik be,
akkor a % relativ gyakorisdg jol kozeliti a p valészintiséget olyan értelemben, hogy tetszbleges

€ > 0 szam esetén
1
P ( > e) < P4 -

nez ~ 4ne?’
vagy ugyan ez az ellentett eseményre fogalmazva:

k 1
(P .

n ne2 dne?’
Lassuk most részletesen a 9.2 pontban emlitett mintavételi eljarasokat.

k

——D
n

Egyszerii mintavétel, atlag becslése

Tegyiik fel, hogy van egy N elem( populécid, ahol az elemekhez valamilyen médon szdmok
vannak hozzarendelve. Ezen szdmok atlagat szeretnénk becsiilni. (Pl. a populdcié a BME
hallgatoi és azt szeretnénk tudni, hogy havonta mennyi pénzt koltenek sportoldsra. Mindenkit
kikérdezni hosszadalmas volna, ezért egy mintabdl akarjuk becsiilni az 4tlagot.) Valasszunk ki
véletlenszerlien egy n elemii mintit. Ekkor az atlag becsiilt értéke:

A konfidencia intervallum meghatarozdsahoz sziikség van a mintaelemek korrigalt szordsara:

Zzlxl
n—1

Ennek segitségével a konfidencia intervallum:

S*
T+ t—2
Vn

7 oz

ahol a ¢t a Student-féle t-eloszlds megfeleld értéke. Pl. 95 %-os megbizhatdsagi szint esetén, ha
a minta nagysaga kb. 20 és 50 koz¢€ esik akkor ¢ ~ 2, ha pedig n > 50, akkor ¢t = 1, 96.

10.2. Megjegyzés.

Ha N sokkal nagyobb, mint n, akkor a /& ~ ~ 1, ezért ez a korrekcios faktor elhagyhato.

10.1. Példa.
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Bizonyos fajta térburkol6 kovet raklapokon arulnak. Az épitésvezetd az elsé 10 raklap felhasz-
nalasardl a kovetkezdket jegyezte fel:

| 479 m? | 5,08 m* | 5,17 m? | 4,83 m? | 4,95 m? |

| 5,13 m? | 5,05m? | 488 m? | 507 m? | 5,06 m? |

Adjunk becslést arra, hogy atlagosan hdny m? lefedésére alkalmas egy raklap!

Adjunk 95%-o0s konfidencia intervallumot az 4tlagos teriiletre! Ha az épitésvezetének 500m?
teriiletet kell burkoltatni, hany raklapot rendeljen?

Megoldas:

A tébldzatban levs adatok szamtani kdzepe: T = 5,001m>.

A tabldzatban levs adatok szérésa: s; = 0, 130422m?.

Ilyen kis minta esetén a ¢ értékét a Student-féle eloszlds tdblazatabdl vessziik, ami jelen esetben
t=2,228.

Igy a konfidencia intervallum 5,001 & 0, 087174, azaz (4,9138; 5, 0881).

Mivel egy raklap kb. 5m? lefedésére elég, ezért 500m? lefedéséhez kb. 100 raklap kell.

Az épitésvezetd nem akarja megkockdztatni, hogy a munka végén egy kevés burkoléanyag
hidnyozzon - tigy gondolja, hogy kisebb veszteség, ha marad egy kevés burkoléanyag, mint ha
nem végeznek hataridére, ezért tobbet rendel. Elegend6-e mondjuk 102 raklapot rendelni?

Erre el6szor dltalanossdgban keressiik a valaszt:

Ha egy N elemi populaciobdl valasztottunk n elemii mintéat és abban a varhato érték

. 2
—Z i és a szoras st = —Z (i — )
n n—1

Tr = n

akkor ezt az egész populdciora kivetitve azt kapjuk, hogy

=Nz
amelyhez a konfidencia intervallum:
* N _
f4t.N. i

N

Visszatérve a példankra, ha
N=102, n=10, t=1,96 Z=25001m* é s*=0,130422m?

akkor a konfidencia intervallum (95%-os szinten) 510, 102 47,8694, azaz (502,23; 517,97).
Tehat nagy valdszintiséggel elég a 102 raklap.

Egyszerii mintavétel, aranybecslés
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Most is tegyiik fel, hogy van egy N elemi populdcid, amelyben bizonyos elemek rendel-
keznek valamely tulajdonsdggal. Ezen elemek ardnyat szeretnénk becsiilni. (Pl. a populdcié
bizonyos épitdanyag fajta. Azt szeretnénk tudni, mennyi selejtes van benne, de az egész té-
telt atvizsgdlni nem gazdasdgos. Ezért mintdt vesziink belSle és abbdl fogjuk becsiilni a se-
lejtaranyt.)

Vilasszunk ki véletlenszeriien egy n elem{ mintat. Ha a mintdban £ elem rendelkezik a kérdé-
ses tulajdonsaggal, akkor a populdcidbeli ardnyra a becslés:
k

p=—
n

A megfelel6 konfidencia intervallum:

ey M A

Ha most arra is szeretnénk becslést, hogy a populdciéban hidnyan rendelkeznek a kérdéses tu-
lajdonsaggal, akkor a mintdbdl kapott becslést kivetitjiik a populdcidra, igy a becslés:

p=N-p.

Ehhez a konfidencia intervallum:

5(1—p) [N—
N-ﬁit-N\/p( p)\/ n
n N

Tegyiik fel, hogy az épitésvezetd rendelt 5000 db. masodosztalyd csempét. 100 db. atvizsgala-
sakor 4 db. hibasat taldltak. Szeretné tudni, hogy varhatéan hdny hibds van az egész tételben és
95% val6szintiséggel legfeljebb hany darabot kell kidobni.

Megoldas: Most az adatok:

N =5000, n=100, t=196 és k=4

10.2. Példa.

ezért p = 0,04 a sz6rds=0,01959 a korrekcids faktor=0,9899 é€s igy a selejtarany konfidencia
intervallumanak fele=0,03802. Kivetitve az egész populdciora kapjuk, hogy a selejtek varhato
szama = 200 az erre vonatkoz6 konfidencia intervallum fele ~ 190 a konfidencia intervallum:
(10;  390). Vagyis legfeljebb 5% a valdszintisége, hogy tobb mint 390 hibds darabot taldlnak.

Rétegezett mintavétel

Jelolések:
r = arétegek szdma
N; = azelemek szama az i-dik rétegben
N = Nj+ Ny+---+ N, az elemek szdma a teljes populdciéban
n; = azi-dik rétegbdl kivalasztott mintaelemek szdma
n = n;+nyg+---+ n, az 6sszes mintaclemek szama
r; = azi-dik rétegbdl kivalasztott mintaelemek atlaga
s; = az-dik rétegbdl kivélasztott mintaelemek szordsa
p; = azi-dik rétegbdl kivélasztott mintaelemeken szdmitott ardny,

92



azaz ha n; mintaelem koziil k; darab rendelkezik a megfigyelt tulajdonsdggal, akkor p; = %
A vérhato érték becslése:

1
T = N(Nljzl + NoZy + -+ -+ N,Z,.)

Az ehhez tartozé konfidencia intervallum:

_ 1 28? Nz—nl

A paraméter értékét a teljes populdciora vetitve a

T =Nz = NZ; + NoZy + --- + N, Z,

becslés adddik, amelynek konfidencia intervalluma
s2 (N, —n;
F4¢ N2 It
e/ ()

1
p= N(N1p1+N2p2+"'+Nrpr)

kifejezést haszndljuk, amelynek konfidencia intervalluma:

_ 1 2]%’(1 —pi) (Ni—n;

Arénybecslésre a

Klaszterezett mintavétel

Jelolések:

= aklaszterek szdma

a mintdba bevalasztott klaszterek szdma

az i-ik klaszterben az elemek szdma

a populdcio elemszama, azaz M = Zf\il m;

% = aklaszterek atlagos mérete a populdciéban
a klaszterek atlagos mérete a mintdban

x; = azi-ik klaszterbeli megfigyelések Osszege

SRRET =
I

A varhato érték becslése:
DT
> m;

T =

és a konfidencia intervallum:

o) () 2




A teljes érték becslése:

2%
Mzmi.

al
I
<
Kl
I

A konfidencia intervallum:

Az ardny becslése:

ahol k; az i-ik klaszterben azon elemek szdma, amelyek a megfigyelt tulajdonsdggal rendelkez-
nek. Az ehhez tartozé konfidencia intervallum:

Mekkora legyen a minta?

Jelolje d a kivant konfidencia intervallum felének a hosszt, valamint legyen w; = ™ az i-ik
rétegben levé mintaelemek ardnya az egész mintdhoz.

A sziikséges mintaelemszam
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Egyszer( véletlen minta

Atlag becslése
Egész populacidra

Arany

Ns?

nN=-——m—7

(Nfl)%+52

Ns?
d2
(N=1) 55z +5°

S\ ! —
(N-1)% +pg

Rétegezett minta

11.

Atlag becslése

2.2
» Nisi
w;

- 2
N245 437 Nis?

Egész populacidra n 7
gESZ pop S Nis?
Z ( N?pi 3 )
Ardny S —— N
N2 %2 +>° Nipigi
Klaszterezett mintavétel
, ., N 2
Atlag becslése n=—ms—
NZHF=+s2
£ Py Ns2
Egész populdcidra n=—c—
d 2
N 2Nz Tse
p: Ns?
Aran n=—s5—
y N]Wt22d2 +52

A hipotézis egy, a populdciora vonatkozo allitds. Két tipikus eset van; az egyik, amikor
a hipotézis arra vonatkozik, hogy a populdcié paramétere bizonyos értéket (vagy értékeket)
vesz fel. A madsik eset, amikor a populdcidval kapcsolatos valdszintiségi valtozok eloszlasara
vonatkozik az allitds. A hipotézisvizsgélat sordn a populdciobdl vett minta alapjdn dontiink
arrdl, hogy elfogadhat6-e az allitds, vagy elvetendd. Az eljarast statisztikai probdnak nevezik.
Mi itt csak az els esettel, a paraméteres probdval foglalkozunk.

11.1. Példa.

Hipotézisvizsgalat

Egy szélas hoszigeteld anyagot gyart6 cég uj termékkel jelentkezik a piacon. Azt allitja, hogy
a termékének a hdvezetési tényezje k = 0,03666[1W/mK]. A fogyasztévédelmi hatésdg 81
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eleml mintdn elvégezve a méréseket ellendrizni akarja a gyartd allitdsat. Az ellen6rzé mé-
rések szerint a mintadarabok dtlagos hdvezetési tényezje k = 0,03670[W/mK] és szérdsa
s = 0,002. Mi legyen az éallaspontjuk?

Megoldas:

A hipotézis vizsgalat 5 1épésbdl all:

1) El6szor megfogalmazzuk a hipotézist és az ellenhipotézist. A (11.1) példa szerint a null-
hipotézis, azaz amit vizsgélni szeretnénk:

Hyj : a populécié hévezetési tényezdjének varhaté értéke < 0,03666[W/mK]
Az ellenhipotézis:
H, : a populdci6 hovezetési tényezdjének varhaté értéke > 0, 036661V /m K|

Megjegyzés: A feladattdl fiiggden lehet egyoldali ellenhipotézist vizsgalni, mint az itteni pél-
déban, vagy lehet kétoldald H; # 0, 03666 ellenhipotézist, ha arra van sziikség.

2) A szignifikancia szint megvalasztdsa. Mivel a dontés egy véletlentdl fliggd statiszti-
kai mintara épiil, ezért ki van téve a véletlen ingadozdsnak. Arra toreksziink, hogy a hi-
bas dontés valdszinlisége kicsi legyen. Vilasztunk egy kis € szdmot (gyakorlatban sokszor
e = 0,05, vagye = 0,01) és tgy konstrudljuk meg a dontést, hogy ha igaz a H, null-hipotézis,
akkor nagy 1 — € valdszintiséggel el is fogadjuk igaznak. Valdjdban kétféle hiba torténhet:
Elsofaju hiba: Igaz a H( null-hipotézis, mégis elutasitjuk. Ennek valdszinlisége legyen kisebb
mint €.

Maisodfajd hiba: Nem igaz a H null-hipotézis, mégis elfogadjuk.

elfogadjuk a H hipotézist | elutasitjuk a H hipotézist

Hyigaz helyes dontés els6faju hiba
Hjy hamis madsodfaji hiba helyes dontés

3) Megvalasztjuk a probastatisztikat. A (11.1) példa esetén értelemszertien a varhat6 érték
becslése a mintadtlag alapjan, a szérds becslése a minta korrigdlt szordsa alapjan torténhet.
(Lasd t-préba lejjebb.)

Egyszer(ibb a helyzet, ha a szérds ismert. Ekkor a centrélis hatdreloszlas tételbdl (8.1) tudjuk,
hogy

(83)

standard normalis eloszlasu.

4) A dontési szabdly megalkotdsa. Ez az elfogadasi, illetve elutasitdsi tartomanyok kijelo-
1ését jelenti. Ha a 3) pontban megvalasztott probastatisztika értéke az elfogadasi tartomdnyba
esik, akkor elfogadjuk a Hj hipotézist, ha az elutasitasi tartomanyba esik, akkor elutasitjuk.
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Azt a pontot, amelyik elvélasztja az elfogadasi és elutasitdsi tartomanyt kritikus értéknek nevez-
zik.
Nézziik most a (11.1) példan keresztiil, hogy ez hogyan torténhet.

Hy : a populdci6 hévezetési tényezdjének varhaté értéke < 0, 03666[W/m K]
Az ellenhipotézis:
H; : a populéci6 hdvezetési tényezGjének varhaté értéke > 0, 03666[W/m K]

Ha a minta 4tlaga kisebb volna minta 0, 03661/ /m K, akkor persze semmi okunk nem volna a
Hy hipotézis elutasitdsara, hiszen annak megfelel6 esemény kovetkezett be. Példankban azon-
ban z = 0,037 > 0, 0366. Most az a kérdés, hogy olyan nagy-e a mintabdl szdmolt atlag, hogy
az val6szintitlen (kisebb a valdszintisége mint ¢ = 0, 05), ha igaz a Hj hipotézis. Nagy minta
esetén - 81 eleml minta nagynak szamit - az elméleti szords helyettesithetd a tapasztalati sz6-
rassal, tehat hasznélhatjuk a (83) Osszefiiggést. Ha mar megvalasztottuk az e = 0,05 értéket,
akkor a standard normélis eloszlasfiiggvény értékeibdl tudjuk, hogy ®(1,65) =~ 0,95. Ezért az
5%-os szignifikancia szinten (95%-0s megbizhat6sagi szinten) a statisztika értékének kisebb-
nek kell lenni, mint  + 1, 65 - \/iﬁ =0,0366 + 1,65 - % = 0,03696. Ez a 0,03696 a kritikus
érték. Ha a mért eredmény ennél kisebb, nincs okunk elutasitani a H hipotézist, ha nagyobb,
akkor elutasitjuk. Jelen esetben nagyobb, tehat elutasitjuk a H hipotézist.

dbra

Ha a (11.1) példdban azt szeretnénk ellendrizni statisztikai vizsgélattal, hogy a

H, : a populdci6 hovezetési tényezGjének varhaté értéke = 0, 03666[W/m K|
hipotézis elfogadhat6-e, a
H; : a populéci6 hdvezetési tényezGjének varhaté értéke # 0, 03666[W/m K]

ellenhipotézissel szemben, akkor a dontési tartomanyt az elméleti értékre szimmetrikusan va-
lasztjuk meg, azaz ha T az F[X| + z - - intervallumba esik elfogadjuk a Hy hipotézist, ha
pedig kiviil esik, elutasitjuk. Ebben az esetben 95%-0s megbizhat6sagi szinthez a z = 1,96
érték tartozik. Ez a két oldald préba, szemben az eldbbi egy oldald prébaval. gy a példabeli
elfogadasi tartomdny

0,0366 + 0,00043 = (0,03616;0,03703)

intervallum, amelybe a statisztika értéke bele esik, tehét nincs elegendd ok a null-hipotézis el-
utasitdsara.
dbra

5) A dontés. Utolsé 1épésként a mintdbdl szamitott statisztika, a szignifikancia szint és a
mar kijelolt elfogadési tartomany alapjan meghozzuk a dontést.
11.1. Megjegyzés.

Sok statisztikai programcsomag ugy miikodik, hogy meg kell adni a kovetkez6 informaciokat:

97



A Hy hipotézis

Az ellenhipotézis egy- vagy kétoldalu

A hasznalni kivant statisztika

A statisztikai minta, amelybdl a program kiszdmitja a statisztika aktudlis értékét.

A program egy p-értékkel tér vissza. Ez annak valdszinlisége, hogy ha igaz a H, hipotézis,
akkor milyen val6észinliséggel kovetkezhet be a statisztika értéke. Ha a p-érték kicsi, kisebb
mint az e szignifikancia szint, akkor nagyon kis valészinliségli esemény kovetkezett be, tehat
elvetjiik a null-hipotézist.

Példaul a (83) példa esetén az egyoldalu ellenhipotézissel a program kiszdmitand a

EIX] =& _ ez 0,037 0,0366 _

z=vn 0,002

1,8

értékhez tartozé p = 1 — ®(1,8) valdszintiséget, amely 0,0359. Ez kisebb, mint 0,05 ezért a
null-hipotézist elutasitjuk. Kétoldalu ellenhipotézis megadasa esetén a program a

p=1—(9(1,8) — ®(—1,8)) =2 —29(1,8) = 0,0718
értéket adja, amely nagyobb, mint a vdlasztott szignifikancia szint, tehit nem utasitjuk el a H
hipotézist.
11.1. u-préba, t-préba
11.1.1. Egymintas proba varhaté értékre

Tegyiik fel, hogy a populédcion vizsgélt £ valoszinliségi valtozé normélis eloszldsd. Legyen
a Hy hipotézis az, hogy a véarhat6 értéke F[{] = p és n a minta nagysdga. Tekintsiik a

V-2 (84)

S

statisztikat.

e Ha az s szords ismert, vagy a minta nagysdga elég nagy (praktikusan n > 30), akkor a
(84) statisztika normalis eloszlasu.

e Ha az s sz6rds nem ismert és ezért a mintabdl becsiiljiik, tovdbba a minta nem elég nagy
(praktikusan n < 30), akkor a (84) statisztika Student-féle t-eloszldsii n — 1 szabadsagi
fokkal.

11.2. Példa.

11.3. Példa.
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11.1.2. Kétmintas proba varhaté értékre

Tegyiik fel, hogy a populdcion vizsgdlt £ és 1) valoszinliségi valtozok fiiggetlenek €s nor-
mdlis eloszldsiak. Legyen a H, hipotézis az, hogy a varhaté értéke F[{] = Fl[n|. Tekintsiik
a

T1— T
z:% (85)
wr T

statisztikat, ahol
e 7, és Ty a mintakozepek
e 1, és ny a mintdk nagysaga
® 51 €s s, a mintdk szorasa.

A (85) statisztika standard normdlis eloszldsu, ha ny és ny elég nagy.

Ha n; és ny nem elég nagy, akkor

T1— X9

= (86)

2 (L 4 1
SP <n1 + ng)

2 (- 1)st + (n2 — 1)s3
p

statisztika, ahol

ny + ng — 2
Student-féle ¢ eloszldsd n, + ny — 2 szabadsagi fokkal.

11.4. Példa.

11.1.3. Parositott t-proba

Most a populdcion vizsgélt £ és n valdszinlségi véltozok nem fiiggetlenek, de normalis
eloszlasuak. Azt a null-hipotézist kivanjuk tesztelni, hogy a két valdszintiségi véltoz6 kiillonb-
ségének varhato értéke zérus-e. (Lsd. pl. (11.5) példa). Ekkor a

t:ﬁ's% (87)

statisztika Student-féle ¢ eloszlasi n — 1 szabadségi fokkal, ahol

g2 — 42
N
n—1

Amennyiben n elég nagy, akkor itt is a ¢ eloszlas helyett a normélis eloszlds hasznalhatd.

11.5. Példa.
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11.1.4. Arany tesztelése

Legyen valamely tulajdonsag ardnya a teljes populdcion 7 €s az n elem( mintaban p. Legyen
a Hy hipotézis az, hogy m = p. Ekkor a

_ b7
t=vn p(1—p)

statisztika n — 1 szabadsdgi foku ¢ eloszlasu.

11.6. Példa.

11.1.5. Aranyok egyezése

Azt vizsgéljuk, hogy két populdciébdl vett fiiggetlen mintdkban a kérdéses ardny megegyezik-

e.
e p; és po az egyes populaciokbodl vett mintdban az ardny
e 1, és no a mintdk nagysiga
e ky és ky az egyes mintdkban a kérdéses tulajdonsaggal rendelkez6k szdma
o . kozds ardny: p, = Bk
Ekkor a
P1— D2
SN
Pcll—=Pc Pc(l—Pc
\/ ni + n2

statisztika standard normalis eloszlasu.

11.7. Példa.

12. Illeszkedésvizsgalat

A miszaki gyakorlatban sokszor vagyunk olyan helyzetben, hogy nem ismerjiik a széban
forgd valdszinliségi valtozd eloszldsiat. Az el6z6 pontban a paraméteres probdk ismertetése
sordn feltettiik, hogy a kérdéses valoszinliségi valtozd normdlis eloszldsi. Most azt szeretnénk
ellendrizni, hogy ez a feltevés elfogadhaté-e.

El6szor egy egyszeriibb esetet nézziink.
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12.1. ? préba

Tegyiik fel, hogy & egy diszkrét valészintiségi valtozd x, xo, ... x, lehetséges értékekkel
és a hozza tartoz6 valdszintségeloszlas: py, po,... p,, azaz P({ = z;) = p;. Végezzink N

fiiggetlen kisérletet. Azt tapasztaljuk, hogy a {{ = z1} esemény v4-szer, a {{ = x5} esemény
Vo-SZ0L, ... a {{ = w, } esemény v,,-szer kivetkezett be. (> v; = N.)
Vizsgéljuk a Hy : P(§ = x;) = p; hipotézist. Ha a H, hipotézis igaz, akkor a

n

5 (v; — Np;)?

statisztika n — 1-ed foki 2 eloszldsu valdszintiségi valtozo .
12.1. Példa.
folytonos eset

12.2. Példa.

12.2. Kolmogorov proba

szdveg

13. Fiiggoség jellemzése

szoveg

13.1. Korrelacio

szoveg

13.2. Regresszio

szoveg
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