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1. Extremalis eloszlasok torténete

[7] Fisher és Tipet, (1928) Limiting forms of the frequency distributions of the largest or
smallest member of a sample.
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Az elsd és legfontosabb eredmény 1928-bol. Egy statisztikai minta legnagyobb vagy legkisebb
értékének hatdreloszldsa haromféle lehet.

[8] Gnedenko B.V. (1943) Sur la distribution limite du terme maximum d’une serie aleatoire.
Ebben olvashat6 az extremdlis hatareloszlasok szigorti matematikai bizonyitasa.

[15] Jenkinson A.F. (1955) The frequency distribution of the annual maximum (or mini-
mum) values of meteorological elements.

Az extrémérték eloszldsok hdrom tipusa egy formuldba irhaté. Altaldnositott extrémérték
eloszlas (GEV).

[22] Pickand, J. (1971) The two-dimensional Poisson process and extremal processes. Itt
jelenik meg az a gondolat, hogy a maximum helyett egy kiiszobérték tullépéseit vizsgéljuk.

[18] Leadbetter M.R. (1974) On extreme values in stationary sequences. A legtobb kordbbi
munka fiiggetlen megfigyelésekre vonatkozott. Ebben a cikkben Leadbetter megmutatja, hogy
a hatdreloszl4s tételek akkor is igazak, ha a hosszitavu fiiggés nem til erés.

[23] Pickands, J. (1975) Statistical inference using extreme order statistics. A kiiszobérték
tullépések hatdrértékben altaldnositott Pareto eloszlasuak, ha a kiiszobértéket noveljiik.

[11] de Haan, L. és Resnick, S.I. (1977) Limit theory for multivariate sample extremes.
Az elmélet kiterjesztése egy valtozordl tobb valtozora. Bizonyos feltételek mellett a tobbval-
tozos extrémérték eloszlas komponensenként GEV, de nem teljesen karakterizdlhat6 véges sok
paraméterrel.

[19] Leadbetter, M.R. (1983) Extremes and local dependence in stationary sequences. Az
extremalis index bevezetése.

[10] de Haan, L. (1985) Extremes in higher dimensions. Egy tobbvdaltozds eloszlds, amely
legaldbb az egyik komponensében extrém eloszlasu, hatarértékben tobbvéltozos Poisson folya-
mat.

[14] Hsing T., Husler J. and Leadbetter M.R. (1988) On the exceedance point process for a
stationary sequence. Staciondrius folyamat esetén egy magas kiiszob tullépéseinek idStartama
klaszterekben jelentkezik €s hatarértékben Poisson folyamat.

[28] Tawn, J.A. (1988) Bivariate extreme value theory - models and estimation. Mivel a
kétvaltozos extrémérték eloszlasok nem jellemezheték véges sok paraméterrel, ezért néhany
alosztélyt vizsgal és azok becslését.

[3] Davison, A.C. és Smith, R.L. (1990) Models for exceedances over high thresholds.
Statisztikai modszerek, kiiszob tallépés dltalanositott Pareto eloszlds, beleértve a kovariancia
bevezetését. Kiiszob feletti cstucsok ( "peaks-over-threshold" POT) megkozelités.

[20] Leadbetter, M.R. (1991) On a basis for ‘Peaks over Threshold’ modeling. Val6szin(i-
ségszamitdsi igazolésa a kiiszob feletti csicsok modellnek.
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[2] Coles, S.G. and Tawn, J.A. (1991) Modelling extreme multivariate events. Paraméteres
modellkonstrukcié tobbvaltozds extrémérték eloszlasra a hatdr Poisson folyamat becslésével.
Léasd még:

[16] Joe, H., Smith R.L. és Weissman, 1. (1992) Bivariate threshold methods for extremes.

[27] Smith R.L., Tawn J.A. és Coles S.G. (1997) Markov chain models for threshold ex-
ceedances. Markov lancokkal modellezi az extrém értékek klaszterében az id6 fejlodését.

[6] Ferro C.A.T. és Segers J. (2003) Inference for clusters of extreme values. Az extremélis
értékek klaszterekbe csoportositdsa onkényes eljaras, de ez a cikk ad egy asszimptotikusan j6
eljarast az extremdlis index becslésére.

[13] Heffernan J. és Tawn J.A. (2004) A conditional approach for multivariate extreme val-
ues. A tobbvaltozds folyamat extrém értékeinek modellezésére egy természetesebb megkozelités,
mint a klasszikus komponensenkénti.

2. A nagy klasszikusok

Ronald. A. Fisher: 1890-1962
Angol statisztikus, aki komolyan foglalkozott evolicié biolégidval, genetikdval. Gyermekko-
ratol kezdve latdsa nagyon gyenge, ezért a matematikat is papir, ceruza nélkiil tanulta. Ennek
kovetkeztében vizudlis képessége rendkiviil kifejlett. Legendds volt arrdl, hogy matematikai
eredményeket a levezetések, kozbiils6 1épések nélkiil adja kozzé. Biologiai, agrar alkalmazasok
vezették a kisérlettervezési modszerek, a variancia analizis megalkotdsdhoz.

Maurice Frechet: 1878-1973
Francia matematikus. Jelentds eredményeket ért el a valdszinliségszamitds és matematikai statisztika
terén. A vastag farku eloszlasok gyakorlati alkalmazdsait is tanulmédnyozta. A réla elnevezett
extrémérték eloszlasoknak vastag farka van.



Boris Vladimirovich Gnedenko:1912-1995
Orosz matematikus. Kolmogorov tanitvanya és munkatdrsa. 1949-t61 az Ukran Tudomanyos
Akadémia Fizika, Kémia és Matematika szakosztdlydnak vezetGje.
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Emil Gumbel: 1891-1966
Németorszagban sziiletett és tanult statisztikus. Pacifista és szocialista nézetei miatt el kel-
lett hagynia Németorszdgot. El8szor Franciaorszagba emigrélt, majd az Egyesiilt Allamokba.
Az extrémérték-elmélet alkalmazdsanak uttorgje volt, elsGsorban a klimakutatds és hidroldgia
terén.




Vilfredo Pareto: 1848-1923
Franciaorszagban sziiletett. Olaszorszagban mérnoki diplomat szerzett, majd érdekl6dése a tar-
sadalomtudomadnyok felé fordult. Svdjcban szocioldgidval, biztositdssal foglalkozott. A réla el-
nevezett hatvanyrendii eloszldst jovedelmek €s a tdrsadalom javainak modellezésére hasznalta.

Leonard Henry Caleb Tippett: 1902-1985
Angol matematikus, fizikus. Pearson és Fisher tanitvanya. Legjelent6sebb eredményeit az ex-
trém érték elmélet és a statisztikai mindségellendrzés teriiletén érte el. 1985-ben egy teherautd
eliitotte.

Waloddi Weibull: 1887-1979
Svéd mérnok. A megbizhatdsdgelmélet terén kifejtett ittoré munkassaga tette hiressé. Szerkezetek
kifaradasanak, €lettartamanak modellezésére els6ként hasznalt statisztikai mdodszereket. Ma is
aréla elnevezett eloszlast haszndljuk leggyakrabban élettartam modellezésre.



3. Bevezetés

Legyen X, Xs,...X, fiiggetlen, azonos eloszlasu, nem elfajult valdszinliségi véltozok
sorozata kozos I eloszlasfiiggvénnyel, és

M, = max (X1, Xo,... X,).

Nyilvanvaléan M, — zp, ha n — o0, egy valdszinliséggel, ahol zp (véges vagy végtelen)
az F eloszlasfiiggvény értelmezési tartomédnyédnak jobb oldali végpontja. Természetes gondolat
azt kérdezni, hogy van-e nem elfajult hatareloszldsa az alkalmasan transzformaélt (standardizalt)
M,, maximumnak, azaz van-e olyan Z valdszintiségi véltozé és alkalmas a,, > 0, b,, sorozatok,
hogy eloszlasban
M, — b,
_

Qn

Z.

Mivel a feltett kérdés els6 ranézésre is hasonld a centralis hatareloszlas-tételekhez, azaz ha

akkor van-e olyan Z valdszintiségi véltozé és alkalmas a,, > 0, b,, sorozatok, hogy

Sp — by,
N

an

A

eloszlasban, ezért el6szor is felidézziik az arra vonatkozo alapvetd eredményeket.

3.1. Centralis hatareloszlas-tételek

3.1. Tétel.



(Moivre-Laplace tétel) Ha X1, X5, ... X, fiiggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok

0 ha z <0
F(x)=% ¢q=1—p ha 0<z<1
1 ha 1<z

eloszlasfiiggvénnyel, akkor

lim P <Sn L a:) = P(z)
s\ g

ahol ®(z) a standard normalis valdszintiségi véltozo eloszlasfiiggvénye.
3.2. Tétel.

Ha X, X, ... X, fliggetlen, azonos eloszldsu valészintiségi valtozok m varhatéértékkel és d

szorassal, akkor

S, — nm
lim P| ———— = ®(x).
im ( = < 93) (x)

n—oo

3.3. Tétel.

Tegyiik fel, hogy X5, Xs, ... X, fliggetlen valészintiségi véltozok, amelyeknek 1étezik az els6
hdrom momentuma. Jeldlje X, vérhat6 értékét E[Xy] = my, , szérdsat D[X;] = dj , és har-
madik centrélis momentumat hy, ahol i = E[| X}, — my|®]. Legyen

L =M1+ -+ My, Sp=Afd+-+d> 5 Xp=Jh}+ - +h3

. Xn
lim =—— =0
Jim 2=

Haa

Ljapunov feltétel teljesiil, akkor

lim P (Snd_ﬂn < :1:) = d(z).

n—oo

4. A normalis eloszlas vonzasi tartomanya

4.1. Definicio.

A normalis eloszlds vonzasi tartomdnydnak nevezziik azoknak az F'(x) eloszlasfiggvényeknek
a halmazét, amelyek az aldbbi tulajdonsaguiak.

Legyen X1, Xs, ... X, fiiggetlen, azonos eloszlasu, nem elfajult valdszintiségi valtozok sorozata
kozos F(z) eloszlasfiiggvénnyel. Az F'(x) eloszldsfiiggvény a normdlis eloszlds vonzasi tar-
tomanydba tartozik, ha taldlhatok alkalmasan vélasztott a,, > 0, b,, sorozatok gy, hogy

lim P(S”_b" <:c> = ®(z). (1)

n—oo an

Jelolés: F(z) € DA(®P) (Domain of attraction of the normal distribution.)
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4.1. Megjegyzés.

A (3.2) tétel alapjan minden olyan valdszintiségi valtozd, amelynek van szérdsa, a normélis el-
oszlds vonzasi tartomanydba tartozik. Azonban a normélis eloszlds vonzasi tartomanya bdvebb.

27 2

Igaz ugyanis a kovetkezd tétel:
4.1. Tétel. (P.Lévy, W.Feller, A.Hincsin)

Egy F'(z) eloszlasfiiggvény akkor és csak akkor tartozik a normalis eloszlds vonzasi tartomanyéba,

ha
2IF(— 1-F
PP (- F)) o
y—too JY, 2 dF(z)
vagy ugyan ez mds formaban:
e AF
fi e ) 3)

y—too [i_, 22 dF(z)

Bizonyitas: Rényi ( [24] ) VII1.3.§.383.0ld.

Normaélis eloszlds vonzdsi tartomédnya

Eloszlasok, amelyeknek van szordsa

1. dbra. Normdlis eloszlds vonzési tartomédnya

4.1. Stabilis eloszlasok
Felvetodik a kérdés, hogy a normadlis eloszldson kiviil vannak-e olyan eloszldsok, ame-

lyeknek van vonzasi tartomdnya. A vdlasz az, hogy igen. Az ugynevezett stabilis eloszldsoknak
van vonzdsi tartomdnya.
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4.2. Definicio.

Az F(z) eloszlasfiiggvényl X valdszintiségi valtozot stabilisnak nevezziik, ha az ugyancsak
F(z) eloszlasfiiggvényi fiiggetlen X és X, valdszintiségi véltozékhoz barmely ¢, ¢y € Ry
esetén taldlhatok a és b konstansok ugy, hogy

Cle + C2X2 dzls aX +b

(eloszlasban megegyeznek)

Kovetkezés képpen, ha X, X5, ... X,, fliggetlen, azonos stabilis eloszlast valészintiségi
valtozok sorozata, akkor van olyan a,, €s b,, konstans, hogy
Sp=X14+Xo4 -+ X, Za, X +b,

Tehat % eloszlasfiiggvénye megegyezik X eloszlasfiiggvényével.

Kovetkezmény: A stabilis eloszldsok halmaza egybe esik a fiiggetlen, azonos eloszldsu valo-
szinliségi valtozok 6sszegének alkalmasan centrélt és skalazott nem-elfajult hatdreloszlasaval.

4.2. Megjegyzés.

A normalis eloszls stabilis, mert két fiiggetlen normalis eloszlds konvoldcidja normadlis. S6t:
4.2. Tétel.

Ha ¢ és n) fliggetlen, azonos eloszldsu valdszintiségi valtozok 0 varhatdértékkel és véges szords-

sal, valamint % eloszlasfiiggvénye megegyezik & €s 1 kozos eloszlasfiiggvényével, akkor & és
1 normélis eloszlasu.

Bizonyitas: Rényi ( [24] ) V.5.8.2.Tétel.277.0ld.
4.3. Megjegyzés.
Ebbdl a tételbdl kovetkezik, hogy a normadlis eloszlds az egyetlen véges szordsu stabilis eloszlés.
4.3. Tétel.

A stabilis eloszldsok karakterisztikus fiiggvénye:
ox(t) = Elexp(iXt)] = exp{ivt — c|t|*(1 + ifsign(t)z(t, )} 4)

aholy € R,c> 0, € (0;2], 8 € [-1;1] és

2
—2Injt] ha a=1

z(t;a):{ tan(m) ha o #1

Bizonyitas: Gnyegyenko ( [9]) 7.fejezet 34.§. 171.0ld.
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4.3. Definicio.

A fenti kifejezésben az o paramétert karakterisztikus kitevonek hivjak. A megfeleld eloszlas «
-stabil. Az « -stabil eloszlas eloszlasfiiggvényét ezentil G, jeloli.

Specidlisan: Ha o = 2, akkor ¢x(t) = exp{iyt — ct?}, ami a v vérhat6értékd és v/2c
szorasu normélis eloszlas karakterisztikus fliggvénye.

Kérdés: Ha adott o € (0;2] és az a,, > 0, b, sorozatok gy, hogy

lim P (Sn — bn < x) = Gu(x),

n—o0 anp,

akkor el6fordulhat-e, hogy alkalmas a,, > 0, és b~n sorozatokkal

S, — by,
lim P ( — < x) = Ga(x),
n—00 an,
ahol a # a?

A valasz: nem. Nevezetesen, igaz a kovetkez6 Gnedenkotdl ( [8]) szarmazo tétel, amelynek
kicsit dltalanosabb formdja megtaldlhat6 Feller ( [S] 2.kotet 253.0ld) konyvében:

4.4. Tétel.

Tegyiik fel, hogy F'(z) és G(x) nem elfajult eloszlasfiiggvények és az F,,(x) eloszlasfiiggvény
sorozat olyan, hogy tetszbleges © € R esetén alkalmas a,, > 0 és b,, valamint o, > 0 és (3,
sorozatokkal

nh_}r]go F.(apx +b,) = F(x), (5)
tovabba
lim F,(onz + B,) = G(x), (6)
akkor ;
Wy Pnzbe %)
Qp, Gp,
és
F(z) = G(ax +b). (8)

Az 4allitds megforditdsa is igaz. Ha (7) hatarérték relacié fenndll, akkor (5) és (6) hatarértékek
1s, valamint
F(z) = G(ax +b) )
minden valés x esetén.
Bizonyitas:
Eloszor tegyiik fel, hogy (5) és (6) teljesiil. Az egyszerliség kedvéért vezessiik be a kovetkez6
jeloléseket:
ﬂn - bn
Op = .

an Qn

A

H,(x) = F,(anz + by), Pn =

12



Ha most p, — a o, — bvalamint H,(x) — F(z), akkor
H,(pnx + 0,) — F(ax +b).
Masrészt
H,(pnx + 0) = Fulan(pnx + o) + by) = Fy(anx + 6,) — G(z).

Tehdt F'(x) = G(ax +b).

A forditott irdny bizonyitdsidra megmutatjuk, hogy H,(p,x + 0,) — G(z) csak akkor tel-

jesiilhet, ha & — a > 0 @ b

Mivel G(x) nem egy pontra koncentralddé valdszintiségi valtozo eloszldsfiiggvénye, ezért
1étezik legaldbb két kiilonbozb x’ és x” tgy , hogy a p,x’ + o, és a p,z” + o,, sorozatok kor-
latosak maradnak. Ebbdl kovetkezik, hogy maguk a p,, és o, sorozatok is korlatosak. Talal-
hat6 ezért az egész szdmoknak olyan n;, sorozata, hogy p,, — a o, — b. Mivel G(x) =
F(ax+Db), ezért a > 0 egyébként G () nem lehetne eloszlasfiiggvény, és minden részsorozatra
ugyan azt az a és b hatarértéket kapjuk, tehat (7) teljesiil.

4.4. Megjegyzés.

Az a feltétel, hogy F'(z) és G(z) nem elfajult eloszlasfiiggvények lényeges, mert ha pl. G(x)
egy pontra koncentrdl6dé valészintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye, akkor p, — oo és 0, =
(—1)™ esetén a (7) feltétel nem teljesiil, de H,(p,x + 0,) — G(z) ahol G(z) egy origéra
koncentralt valdszintiségi véltozo eloszlasfiiggvénye.

4.5. Megjegyzés.

Nyilvédnvald, hogy a (9) egyenldség szimmetrikus, reflexiv €s tranzitiv, tehdt ekvivalencia reld-
ci6. Az egymadssal ekvivalens eloszlasfiiggvényeket azonos tipusiiaknak nevezziik.

4.2. « -stabil eloszlasok vonzasi tartomanya

4.4. Definicio.

Az a-stabil eloszlasok vonzdsi tartomdnydnak nevezziik azoknak az F'(x) eloszlasfiiggvényeknek
a halmazét, amelyek az aldbbi tulajdonsagiak:

Legyen X1, Xs, ... X, fiiggetlen, azonos eloszldsu, nem elfajult valdszintiségi valtozok sorozata
kozos F'(x) eloszldsfiggvénnyel. Az F'(x) eloszlasfiiggvény az « -stabil eloszldsok vonzdsi tar-
tomanydba tartozik, ha taldlhatok alkalmasan vélasztott a,, > 0 és b,, sorozatok gy, hogy

lim P(S"_b" <x> = G (2) (10)

n—oo an
Az o = 2 esetet mar lattuk.
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4.5. Tétel.

Az F(z) eloszlasfiiggvény az « -stabil eloszlds vonzési tartomédnyéba tartozik valamely
0 < a < 2 esetén akkor és csak akkor, ha x — 400 esetén

ot o(1)
=

L) 1— P =2 oWy (11)

wa

F(—z)
ahol ¢; > 0, co > 08s ¢y + ¢ > 0, valamint L(z) lassd valtozasu fiiggvény.
4.5. Definicio.

Az L(x) lasst valtozasu fiiggvény, ha minden = > 0 esetén

L(tx)
li =1 12
Jm T (12)
Valamint a kisordé jelentése: f(x) = o(x®), ha
A

r—too %

Ezzel a fiiggvényosztéllyal a kdvetkezd szakaszban részletesen foglalkozunk.
A (4.5) tétel bizonyitasa: ....

4.6. Tétel.

Ha F'(z) eloszlasfiiggvény az « -stabil eloszldsok vonzasi tartomdnydba tartozik, akkor 0 < «
esetén E[| X |°] véges, § > « esetén végtelen.

Bizonyitas Gnyegyenko ( [9]) 7.fejezet 35.8. 3. tétel, 185.0ld.

4.3. Regularis valtozasu fiiggvények

4.6. Definicio.
Egy U : R" — RT fiiggvényt végtelenben reguldris vdltozdsinak neveziink, ha barmely
x > 0 esetén létezik o € R valds szdm, tgy hogy
Ultx)
= x“. 13
lim Ty =@ (13)
4.7. Definicio.
Az o = 0 specidlis esetben, azaz, ha
. Ultx)
1 =1
i U(t)

az U figgvényt lassu vdltozdsiinak nevezzik.

14



4.8. Definicio.

Ha Ul(t Ul(t
Jim U((ZC)) =0 vagy lim (t)

akkor a fliggvény a végtelenben gyorsan valtozik.

= o0, (14)

4.1. Példa.
Az alébbi fiiggvények reguléris valtozasiak a végtelenben « kitevovel:
% x%-log(l+x), z%-log*(1+4+z), z%-loglog(e+ x),...
4.2. Példa.
Az arctan x fiiggvény lasst valtozasu a végtelenben.
4.3. Példa.
Az e®, e " fiiggvények gyorsan valtoznak a végtelenben.
4.4. Példa.
Az aldbbi fiiggvények nem reguldris véaltozdsaak:
2 +sinz, elosT
ahol [z] az egészrész fuggvény.
4.7. Tétel.
Ha az U fliggvény reguldris valtozasd « kitevével, akkor az
L(z)=2"-U(x)
fliggvény lassu valtozasu.
Kovetkezmény:
Minden regularis valtozasa U (x) fiiggvény elddllithatd
U(z) =z%- L(x)

alakban, ahol az L(x) fiiggvény lassd véltozasu.

4.6. Megjegyzés.
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Erdekesek az aldbbi eredmények a lassi valtozasu fiiggvények integraljardl:

1. Ha g > —1 akkor

[ = (1 o) o#*iaie)

2. Ha g < —1, akkor

[T p = (5 o) 1)

7z

3. Minden lassu véltozasu fliiggvény eldall az aldbbi alakban:

L(@) = a(z) exp { [ ff(y)dy} ,

Y

ahol a(z) — c € R, g(z) — 0O haz — oc.

4.7. Megjegyzés. Meg kell nézni, hogy a survival func., hazard rate, éregedd eloszldsok, reg-
uldris farok, stb. dolgok hogyan fiiggnek ossze!

Farokbecslés: Szabo Baldzs beszdamoloja

5. A normalizalt maximum hatareloszlasa

5.1. Megjegyzés.

Ebben a szakaszban az 1 — F'(x) = F'(x) jelolést fogjuk hasznalni.

Kulcskérdés: Alkalmas b,, lokdcios és a,, > 0 skdlaparaméterrel van-e nem elfajult hatarel-
oszlasa egy n-elemii minta maximumanak? Tehét a

M, -0
p(””<x>
Qn

valdszintiség hatarértékét tanulmanyozzuk. Bevezetve az u,, = a,x + b, jelolést, az (15)
kifejezés igy is frhato:

(15)

P (M, < uy,) (16)

5.1. Lemma. Poisson approximdcio
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Adott 7 € [0; +00] és u,, valds sorozat esetén az alabbi két llitas ekvivalens:

nF(u,) — 1 (17)

P (M, <u,) —e* (18)
5.2. Megjegyzés.

7 fiigghet z-t61. Valjaban késobb latni fogjuk, hogy 27 vagy e~ lehet.
Bizonyitas. . . .

A kovetkezd lemma arrdl szdl, hogy ha alkalmas sorozatokkal a maximumnak van hatdrel-
oszlésa, akkor az 1ényegében egyértelmd.

5.1. Definicio.

Ha X, X5, ... X, fliggetlen, az X val6szinliségi véltozoval azonos eloszlast valdszintiségi val-
tozok, valamint a,, > 0 és b,, alkalmas konstansok ugy, hogy

M, = maz (X1, X, ... Xn) & a, X + by (19)

akkor az X val6szinliségi valtozot max-stabilisnak nevezziik.

A (19) kifejezés
M, — b, dis 5
a‘TL
alakba is irhat6, ami azt mutatja, hogy a max-stabilis eloszlasok beletartoznak a maximumok
lehetséges hatdreloszldsainak halmazdba. Val6jaban a max-stabilis eloszldsok halmaza egybe
esik az alkalmasan normalt maximumok hatareloszlasaval, ami a kovetkez6 klasszikus ered-

ménybdl adodik.
5.1. Tétel.

Fisher-Tippett tétel

Legyenek X, X, ... X, fliggetlen, azonos eloszldsu valoszintiségi valtozok, valamint a,, >
0 és b,, alkalmas konstansok tigy, hogy

lim P (M"_b” < x) = H(z) (20)

n——+00 an,

ahol H(z) nem elfajult eloszlasfiiggvény, akkor H (z) csak az alabbi hdrom eloszlasfiiggvény
valamelyike lehet.

Fréchet eloszlas:
0 ha z <0

exp{—27*} ha >0 a>0 b

(1) = {

17



Weibull eloszlas:

| exp{—(—2)"*} ha x <0
Va(z) = { 1 ha >0 a>0 (22)
Gumbel eloszlas:
A(x) =exp{—e*} z€R (23)

18
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5.2. Definicio.

A @, () Frechet, ¥, (x) Weibull és A(x) Gumbel eloszlasfiiggvényeket standard extrémérték
eloszlasfiiggvényeknek nevezziik.

Fisher-Tippett tétel bizonyitasa:

Tegyiik fel, hogy alkalmasan valasztott a,, > 0 és b,, valds konstansokkal:

F"(ay,x +b,) — G(x) han — oo (24)
Ezért trividlisan:

lim [F™(anpz + bpe)]" = G(2) minden k > 0 egészre (25)

n—oo

Illetve A. Khintchine tétele miatt ( [?] 43. tétel hivatkozds!) 1éteznek olyan oy, > 0 és (5 kon-
stansok, hogy:
lim F"(aprx + bug) = G(agz + Bk) (26)

A kettdt 6sszerakva kapjuk:
G*(apz + By) = G(z) (27)

Most o, lehetséges értékei szerint harom részben végezziik el a bizonyitast.
(D 0 < ay < 1 legaldbb egy k > 1 konstansra:
Erre a 1étezd k-ra vizsgéljuk meg az olyan z-eket, amikre:

B

x> . vagyis agx + O < x (28)

Az ilyen x-ekre az eloszlasfiiggvény monotonsiga miatt:
G(agx + Or) < G(x) (29)
Igy hasznilva (27) -t, illetve azt, hogy 0 < G(x) < 1 kapjuk:
G(z) = G*(apr + Br) < G*(x), (30)
amibdl vagy G(r) = 0, vagy 1 < G¥~1(z) adédik, de akkor G(x) = 1. Tehat
B

G(r)=1hax > : (31)
Ezt kovetéen megmutatjuk, hogy az ennél kisebb x-ekre G(x) < 1. Ehhez tegyiik fel ennek az
ellenkezGjét, vagyis, hogy létezik zy < —2—, hogy G () = 1.

l1—ay’

Legyen x < xy. Vélasszunk olyan n-t, amire:

vo < ofw+ B (T+ o +...+ap™) (32)

Ez xy-16l feltettek, illetve a k-rol feltettek értelmében megtehetd, mert

n
1_Oék

1_0%

a2x+ﬁk-<1+ak+...+0¢2_l):aZ:U—l—ﬁk- (33)
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Itt az 0 < oy < 1 feltétel miatt tetszOleges = esetén o — 0, ha x — oo és ezért a jobb oldal
éppen a fels6 hatdrhoz konvergdl. Igy mivel G(zy) = 1:

Glafr+ B (1+ax+...+ap ') =1 (34)

7 7z

Igy az el6z6 kifejezés tetszSleges hatvanya is 1, ezt illetve (27)-t haszndlva:

1 = Gk"(a’,;x—i—ﬁk-(1+ak+~~-+a271)) =
= [Gk (Qk{a2_1x+6k' (1 +ap+--- _|_az—2)} +5k>}kn_ _ (35)
= GF ol a4 By - (1 +ag+-+ 04272” = = G(x)

gy G(z) = 1 minden x -re, ami ellentmondas.

Eljutottunk oddig, hogy G(x) = 1 haz > ﬁk és G(x) < 1 egyébként. Ebbdl az is latszik,
hogy a hatarfiiggvény nem lehet egy pontra koncentralt eloszlés eloszlasfiiggvénye.

Most megmutatjuk, hogy ha egy k-ra teljesiil, hogy a, < 1, akkor minden k-ra teljesiil. Valoban,
tegyiik elGszor fel, hogy 1étezik r, hogy «,. = 1, ekkor (27) miatt G"(z + (3,) = G(x), emiatt

igazak:
r _ B —
St aﬁﬁr; = G(l—[}k) =1 (36)
Glak_ﬁr —GT(I’Z%) =1
Igy ha 3, # 0, akkor az el6jelétd] fiiggden az egyik llitds ellentmond =5 levezetett elvélaszto

szerepének. Ha pedig (3, = 0, akkor G"(z) = G(z), amibdl az kovetkemk hogy G(z) = 0 ha
r <y ﬂk . Ez pedig ellentmondis.
Most megmutatjuk hogy «,. > 1 sem fordulhat el6. Mert ha lenne ilyen 7, akkor minden z <

%-re atrendezéssel o,z + 3, < z, igy:

G(ayz + 3,) < G(x) (37)

gy (27) miatt:
Br

— Qy

G(z)=0hazx < 1 (38)

A fentibdl, illetve abbdl, hogy régebbrdl tudjuk, hogy G(z) = 1 ha x > f—’;k szeretnénk

ellentmondast kihozni. A két dolog rogton ellentmonddsban van, ha nem teljesiil, hogy % <

: feltehetd, hogy teljesiil. Megmutatjuk, hogy » = 5 o -hoz tetsz6legesen kozel is 0
G értéke. Ha ez sikeriil, akkor kész vagyunk, a tétel kimonddsa utdn tett megjegyzés alapjan.
A fennmarad6 részhez minden e-hoz, és tetszOleges rogzitett v < %—hez tekintsiik azt az n-t

amire:
Br

1—C¥k

—e<agx+gk.(1+ak+...+o/,;—1) (39)
Most (35) mintdjara elvégezve az atalakitast:
G (afx + By, - (1—1—0%4—...—1—@2_1)) =G(x)=0 (40)

ﬁr

Az utolsé 1épésben kihasznaltuk, hogy = < Igy
G(agx + B - (1+ak+...+a2_1)) =0
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(39) miatt pedig G (1 f’; - — 5) = 0. Ezzel megkaptuk az ellentmondést. Vagyis beléttuk, hogy
ha egy k -raigaz, hogy a;, < 0, akkor az dsszesre igaz.
Innen gyorsan be tudjuk fejezni a bizonyitdst, legalabbis az elsé esetben. 25— korabban lev-

1—ayg
ezetett elvélaszto tulajdonsaga miatt:

516 ﬁn

1—@k:1—04n

minden k-ra és n-re 41

A fenti miatt a kdvetkezSképpen definidlhatunk egy k-tdl fiiggetlen fiiggvényt:

Gx) =G <z b O ) 42)

Erre trividlisan igaz:

Glapz) =G <Ozk2 + : O > (43)

Ha a fels6 képlet belsejét hatvanysoros alakban irjuk ki, ezt kovetéen pedig kiemeliink ov-t, és
hasznaljuk (27)-t, akkor kapjuk az aldbbi fiiggvényegyenletet:
G*(apz) = G(2) minden k -ra (44)
Ezzel kész vagyunk az elsd esettel, hiszen tudjuk, hogy (44)-t azzal a feltétellel, hogy G(z) = 1
ha z > 0 csak U, elégiti ki. ( [?], 95. oldal ide mds hivatkozds kell!).
(II) a > 1 legaldbb egy £ > 1 konstansra:

A bizonyités teljesen analdg az el6z6 esettel. Ugyanazzal a technikdval belatja, hogy minden
egész szamra teljesiil a (I1) feltétel. Természetesen itt a haszndlt kulcs szimmetrikusan eltér:

O

G(z)=0hax < : (45)

Emiatt megint latszik, hogy a kapott elvélaszt6 konstansok megegyeznek, igy megint definial-
hatja a feliilvondsos fiiggvényt, amire ugyancsak kap egy fiiggvényegyenletet, aminek ezuttal a
megoldasa (45) miatt ¢,.

(IIT) o, = 1 legalabb egy k > 1 konstansra:
Ekkor az (I) és a (II) esetben levezetett dolgok miatt minden k-ra teljesiil (III). Ekkor be kell
vezetni egy Uj jelolést: 3, = e . Az 4j fiiggvényt kicsit mashogy definidlja:

- G(logz) haz >0

GE= "0 har<o
Ezzel (27) az aldbbi egyenlethez vezet:
G*(cyz) = G(2) minden k -ra (46)

Ennek pedig tudjuk az egyediili megoldasat. Ebbdl pedig G épp megegyezik A -val.

itt van a biz. vége

Megmutatjuk, hogy a ®, () Frechet, a ¥, (z) Weibull és a A(x) Gumbel eloszlasfiiggvények
max-stabilis eloszlasfiiggvények.
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e (i) Ha X3, X5, ... X, fiiggetlen, azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok &, (x) Frechet
eloszlastiiggvénnyel, akkor

P (Mn <zx- né> = on (aj . ni> = exp{—n(z - ni)_o‘} =d,(2) (47)

dis 1

Tehat M,, = na X.

dis =1

e (ii) Hasonl6an, ha X a W, (x) Weibull eloszldsbdl szarmazik, akkor M,, = n= X.

e (iii) Ha pedig X eloszldsa A(z) Gumbel , akkor M,, £ X + Inn.

(Gumbel eloszlasnal mean 0,577215 median=-Inln2 0,3665129 modus=0)
5.2. Tétel.

Ha X >0,akkor X ~ ¢, <= X~ A = X '=V7,.
Bizonyitas.

6. Kitekintés a tobbvaltozos esetre

Ndndori Péter beszdmoldja alapjdn
Felhasznalt irodalom: ( [12]) és ( [26]).
madsik tex verziobol van, formuldkat ellendrizni!

6.1. Definiciok, alaptulajdonsagok

Legyen X, = (Xi(l), e Xi(m)) f.a.e. véletlen vektorok. Tegyiik fel, hogy 1éteznek ("), (") (1 <
r < m) sorozatok, hogy

, 1) _ (1) ‘ m) _ p(m)
max; <, (X, by, max; <, (X; by,

an an

gyengén tart egy olyan eloszldsu vektor védltozohoz, melynek nemdegeneréltak a marginéli-
sai. Legyen a hatdreloszld s eloszlasfiiggvénye G(x1, ...x,,).

Egyszertsits feltevés: G(xy,...z,,) egy dimenzié s peremeloszldsai 1 paraméterdi Fréchet
eloszlasuak. Ebbdl adddik, hogy a,, = n feltehetd. A tovabbiakban ilyen eloszlasokrél mondunk
ki néhédny tételt bizonyita s nélkiil.

6.1. Definicio. A G(x1,...x,,) eloszldsfiiggvény standard formdjii max-stabilis, ha
G"(nxy,...,nxp) = G(x1, ...T0m) (49)

mindenn € N, xq,...x,, € R esetén.
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6.1. Tétel. Egy eloszldsfiiggvény max-stabilis pontosan akkor, ha az eldzd értelemben hatdrértékként

eloall.

6.1. Példa. Legyenek Vi, V5, ..
tozok. Legyen G, az (X1, ...,

ahol a,s > 0 konstansok.

. fiiggetlen, 1 paraméterii Fréchet eloszldsu valosziniiségi vdl-
X}.) vektor eloszldsfiiggvénye, ahol 1 <r < k -ra

X, = m<ax aT‘S‘/S7 (50)

Ekkor nyilvdn, ha van olyan i index, hogy x; < 0, akkor G,,,( X1, ..., Xi) = 0, egyébként

Con(X1, ...

Xk)

P(maxs<m a,sVs <z |7 =1,...,k)
Pla,sVs <z, |r=1,...,k, s=1,..,m)
P(Vy <min,<x 7= | s=1,...,m)

[T:L, exp(— max, <y, %)

exp(— XL, max, <y )

(1)

Ez az eloszlds nyilvdan max-stabilis. A margindlisok exp(— ) alakiiak, ha -7 a,s =1 (1 <
r < k). A kovetkezd tétel értelmé ben minden max-stabilis eloszlds ezen eljdrds dltaldnos

itasaként kaphato meg:

6.2. Tétel. G standard formdjii max-stabilis pontosan akkor, ha létezik egy U véges mérték az

halmazon, hogy

Q:{aeRm] a, >0, 1<k<m Zale} (52)
/ a,U(da) =1 (53)
Q
= exp/ 1’Tn<z}7)1<x—r (da)) (54)

G([El,...

6.2. Példa. Ham = 2, és U a Lebesgue mériék, akkor G(x1, 5) = exp(—(z72 + 25 2)2).

6.3. Tétel. Legyenek X, X, ...

lim P( £

n—oo

fa.e. valosziniiségi valtozok F eloszldsfiiggvénnyel, ahol F
margindlisai 1 — % alakiiak. F a G standard formdju max-stabilis eloszlds vonzdsi tartomdnydba
tartozik pontosan akkor, ha

14|

U
1X3ll > 1) = 7==3 (55)

minden C C ) Borel halmazra, melyre U(0C) = 0.
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6.2. Pontfolyamatokkal val6 kapcsolat:

Tegyiik fel, hogy F a G standard formdji max-stabilis eloszlds vonzdasi tartomanydba tar-
tozik. Ekkor az {%} folyamat eloszldsban tart egy R% \ {0}-n értelmezett Poisson pontfolya-
mathoz, melynek v intenzitdsmértékére

U
el Nell= e ech =29 (56)
]| r
minden C C ) Borel halmazra, és minden » > 0 -ra.
Ezen Poisson pontfolyamat {IWW,}.°, pontjaira (itt W, = (WZ-(I), o Wl-(m)) ):
sup W, . sup W) ~ G (57)

6.3. A fiiggoség mértéke

Legyen az X max-stabilis vektor valdszinliségi véltoz6 eloszlasu fiiggvénye G,,.
Bizonyos gyenge feltételek esetén minden, az M,,, = {1, 2, ..., m} nemiires A részhalmazdra
1étezik O 4, hogy 1 < ©,4 < |A|, hogy

P(max X; < z) = exp(—(?;) (58)

i€A
Ezeket a O 4-kat extremadlis egyiitthatoknak nevezziik. Nyilvan G, meghatarozza {© 4| A € C,,}-
et, ahol Cp, = 2Mm \ {0}, 65O, =1 i=1,...m
Az egyszerlibb jelolés kedvéért legyen ©; = Oy €s Oy j) = Oy, 4.
Legyen:
V(z1, .y m) = —InGp (21, ..., ) = | max %U(dg) (59)

(9] ieMm Zlfl

Konny latni, hogy ekkor:
Oy = /QI?&X a;U(da) (60)

Nézziink két konkrét példat!

6.3. Példa. Aszimmetrikus logisztikus eloszlds (Tawn, 1990).

V(zy, oy m) = > {Z(&”)TC}TC (61)

ceCm \i€c Li

ahol . > 1 minden ¢ € Cy-re, ési=1,...m-reé.; =0, hat ¢ ¢, §; >0, hai € ¢, és

Zcecm £C,i = 1.
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Ekkor minden A € C,,-re:

oy (ze)

ceCp, \iecnA
Specidlisan, ha m=2, {1 = &2 =0, és 121 = 122 = 1, akkor

V(g,2) = (ya+29) (O<a=ry<1) (63)
O, = 2 (64)

Ami o = %—re épp a korabbi példank.

6.4. Példa. Legyen Z\) = (Zl(j ), ., ZUWY)  j € N fiiggetlen Gauss eloszldsii vektor vdltozok,
0 vdrhatd érték vektorral, és (&) korreldciés mdtrixszal. Legyen V)| 73 .. fa.e. viosziniiségi
vdltozok, melyek I, eloszldsfiiggvényére: 1 — F, ~ £ Ha c = \/2m, és XV = 7@ z0) akkor
az X komponensenkénti maximum képzésébdl adodo eloszldsra ©;, = 1 + % adodik.

Tehdt egy adott {O;.| i,k = 1,...,m} halmazhoz létezik olyan max-stabilis eloszlds, melyeknek
épp ezek a megfeleld extremdlis egyiitthatdi, ha a mdtrix, melynek (i, k)-adik eleme 1 — 2(0;, —
1)2, pozitiv definit.

Felmeriil a kérdés, hogy extremalis egyiitthatok adott halmazdhoz mikor 1étezik max-stabilis
eloszlas, amelynek épp az adottak a megfeleld extremadlis egyiitthatdi, illetve van-e unicitas.
Ezek megvélaszoldsdban segitenek az aldbbi tételek.

6.4. Tétel. LegyenY = (Y1, ...,Y,,) max-stabilis eloszldsi {© 4] A € C,,} extremdlis egyiit-
thatokkal. Ekkorlétezik 2™ — 1 db fiiggetlen 1 paraméterii Fréchet eloszldsiu valosziniiségi
vdltozo T, (c € Cp,), és 0 < 7, konstansok, ahol .. .c;7. = 1 i = 1,....,m; hogy az
U = (U, .., Up) vektor valdsziniiségi vdltozonak, ahol

U; = max 7.1, (65)

c: 1EC

ugyanazok az extremdlis egyiitthatoi, mint Y-nak. Tovabba:

Ous= > 17 (A€Cy) (66)
cNA#D
CECm
valamint
.= Y. (=1)Andtigy, (AeCy) (67)
AD M \{c}
AeCh,

A tétel segitségével elvileg adott {© 4| A € C,,} halmazrdl eldonthets, hogy 1étezik-e
hozza max-stabilis eloszlds (vagy mds szdéval, hogy a halmaz konzisztens-e), u.i. az kell, hogy
0 <7 (c€ Cp) teljesiiljon, csakhogy ez 2™ — 1 db szdm, és mindegyiknél 2™ — 2 db
halmazt kell figyelembe venni, ez O(2*™) 1épés, ami a gyakorlati alkalmazhatésagot kis m-
ekre korlatozza. A kovetkezd tétel egy sziikséges, €s egy elegendd feltételt fogalmaz meg
{©ix] i,k =1,...,m} konzisztencidjarol:
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6.5. Tétel.

1—-2(0; —1)%}, . pozitiv definit —>
J i,7=1,....m
=1

{Ow| i,k ,,m} konzisztens -

{2 -0y}, ;-1 poZitiv szemidefinit
(68)

Bizonyitas: A tétel elsd részét egy kordbbi példa bizonyitja, igy elegendd a masodik rész
beldtnunk.

Az el6z06 tétel értelmében 1éteznek .-k, hogy

2-@1]2914-@]—'—@”: Z Te i,jzl,...,m (69)

c2{i,j}
ceCy,

Legyen J. = {(i,7) € M,, X Mp,| i#7, {i,7} Cc}
Ekkor tetsz6leges a; € C szdmokra:

” 1az(@ +0; —0,;)a;
= ( |az| ZceC TC) (Z(zj YeJur,, a;a; Zcé[éa] TC)
= S Ty lal® + Z| > e Yiee lai” + Z\ 22 Te > (ij)et. @iy (70)

= Zz 1’7'{}|CL1| +Z|\>2 TC|ZzEcaZ| >0

Nandori rész vége

7. A maximum vonzasi tartomanya

7.1. Definicio.

Maximum vonzdsi tartomdnya

Az X valdszintiségi viltozo (avagy az F(x) eloszlasfiiggvény) a H(x) extremadlis eloszlas
vonzdsi tartomdnyaba esik, ha vannak alkalmas a,, > 0 és b,, konstansok ugy, hogy

lim P (M”a_b” < x> — H(z). (71)

n—-+o00

Jelolés: X € MDA(H) vagy F(xz) € MDA(H) (Maximum domain of attraction)
7.1. Tétel.

Az X val6szinliségi valtozé (avagy az F'(x) eloszlasfiiggvény) a H(z) extremalis eloszlds
vonzdsi tartomdnyaba esik az alkalmas a,, > 0 és b,, konstansokkal akkor €s csak akkor, ha

lim nF(a,r+b,) =—InH(z) z€R (72)

n—-+o0o
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7.1. Megjegyzés.

H(z) = 0 esetén a hatdrérték végtelen.

Bizonyitas.
Vannak olyan eloszlasok, amelyekre (72) nem teljesiil, akar hogy is vélasztjuk az a,, és b,

konstansokat.

7.1. Lemma.
Legyen az F' eloszlasfiiggvényl valoszinliségi valtozo jobb oldali végpontja zp < +o00 €s

7 € (0;+00). Akkor és csak akkor van olyan u, sorozat, amelyre nF'(u,) — 7 , ha
F
@) 4 Py =1

li —

Bizonyitas.

7.1. Példa.
A Poisson eloszlas maximumanak nincs hatareloszlasa

Ha X Poisson eloszlasu, akkor
F(k) B F(k:—l)—P(X:k) 1 F(k)—F(k—-1)
Fk—1) F(k—1) B F(k—1)
DA < k!
=1-= —] =1-{1 — R

Ha k elég nagy k > )\, akkor
o k,! o0 )\S o
7)\7”—’6 — <
Z ! Z (k.|.1)( = Z

r=k+1 r s=1

ha k — oo.
Tehdt a (5.1) és (7.1) lemma alapjdn nincs olyan w,, sorozat, amelyre P(M,, < u,) — e 7

7.2. Példa.
Exponencidlis eloszldsbdl szarmazé minta maximumanak eloszldsa Gumbel tipust eloszlashoz

tart.
P(M, —Inn<z)=F(z+1Inn)" = (1 —exp{—z —Inn})" =
rER

=1 —n"le")" = exp{—e "} = Ala),
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7.3. Példa.

Cauchy eloszldsbdl szdrmaz6 minta maximumanak eloszlasa Fréchet tipust eloszlashoz tart.
Ha X Cauchy eloszldsd, akkor f(z) = (w(1+ 22)) .

F 2
i 2@ oy, S@ o
e—too ()™l a—too rTlx=2  a—doo (1 4 22)

Tehdt F(z) ~ (mz)~!, hax — 400 és ezért F(nx/n) ~ (nz)~!,, han — +oo. Kovetkezés
képpen

P (Mn < n:) = <1 - F(m))n = (1 - l(1 + 0(1)))n — exp{—27'} = ®y(x), x>0.

Ha z < 0, akkor P (Mn < %) =< F(0)™ — 0 Tehat F' beletartozik a Fréchet eloszlds

vonzasi tartomédnydba €s a konstansok alkalmas valasztdsa: a, = 2, b, = 0.

(Max vonzasi tartomanyaba esé farok becslése: szbszig.pdf)

8. Altaldnos extrémérték-eloszlasok (GEV)

8.1. Definicio.

Az éltalanos extrémérték-eloszlasfiiggvény:

o= | ep{=(492) 3} ha 4 #£0
() { exp{—exp(—z)} ha =0 (73)

ahol 1 + vz > 0. Tehat az eloszlasfiiggvény tartdja

r>-y"1 ha v>0
r<-~v1 ha v<O0. (74)
re€R ha v=0

8.1. Lemma.

GEV vonzasi tartomdanydnak karakterizacidja.

(i) FF € MDA(H,) v > 0 esetén akkor és csak akkor, ha F' € M DA(P,), o= % >0
(ii) F € MDA(H,) akkor és csak akkor, ha F' € M DA(A)

(iii) ' € MDA(H,) v < 0 esetén akkor és csak akkor, ha F' € MDA(¥,), o= ’71 >0
Bizonyitas
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8.1. Fréchet és Weibull eloszlasok maximum vonzasi tartomanyanak karak-
terizacidja

Ehhez el6szor kell a reguldris valtozasu fiiggvény fogalma. (vesd dssze (4.5) tétellel)

8.2. Definicio.

A h: (0;00) — (0; 00) mérhetd fiiggvény reguldris véltozésd a végtelenben p € R indexszel,

ha z > 0 esetén
h(tx)

R h(?)

z”.

8.3. Definicio.
Ha p = 0, akkor a h fiiggvényt lassa valtozastnak nevezziik.
8.1. Megjegyzés.
Ha a h(x) fiiggvény reguldris vdltozdsi p indexszel, akkor a ( ) lassi véltozas, ezért egy reg-
uldris véltozasu fiiggvény mindig h(z) = L(x)x” alakba 1rhat0 ahol L(x) egy lassu véltozasd
figgvény.
8.2. Lemma.
Az L(x) fiiggvény lassi valtozasu akkor és csak akkor, ha
L(z) = e(z) exp / WO, 20 (75)
ahol ¢(x) és () : (0;00) — (0; 00) valamint lim, ., ¢(z) = ¢ és lim;_, €(t) = 0.
8.3. Lemma. Egy reguldris vdltozdsu fiiggvény reprezentdcioja.

Mivel h(z) reguléris véltozésd, ha h(x) = L(x)x?, ezért

h(z) = aPc(x exp{/ dt} = c(z)exp{plnz} exp{/ dt} = (76)

exp{/ —dt} exp{/ dt} =c(z Xp{/ pre )dt}

Kovetkezés képpen: A h(x) fiiggvény reguldris véltozasa akkor és csak akkor, ha
z p(t
h(z) = c(x) exp{/ p(t)dt}, x>0 (77)
1
ahol ¢(z) és p(x) : (0;00) — (0; 00) valamint lim, . c(z) = ¢ és lim;_, p(t) = p.
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8.4. Definicio.

Egy nem negativ valdszintiségi valtozo6 reguldris valtozdsu, ha az eloszlés fliggvényének a farka
F(z) = 1 — F(x) reguléris viltozasa.

8.1. Példa.

A Fréchet eloszlés farka reguléris valtozasu, mert

PO a1 - expl=a)) = o (1 - ;i (_”Z,a)lj =

Y [eS) (_x—a)k—Z)
=1—-z ;;T — 1

Tehat _
F(tz)  (tor)™

F(t) — t

8.2. Megjegyzés.

Ha X nem negativ valészintiségi vdltozé és reguldris vdltozdsi —a indexszel, akkor E[X "] <
o0, ha 8 < aés E[X?] = 0o, ha 3 > a.

8.1. Tétel.

Az F(x) eloszlasfiiggvény a ®,, Fréchet eloszlds maximum vonzési tartoménydba esik akkor és
csak akkor, ha reguléris valtozasu —« indexszel. Ebben az esetben

My o

Qn

eloszlasban, ahol

a,=F~(1-— % .

Itt F'— az altalanositott inverz, azaz
F(z) =inf{u € R: F(u) > z}.

8.2. Tétel.

Az F(z) eloszlasfiiggvény a W, Weilbull eloszlas maximum vonzasi tartomanyaba esik akkor
és csak akkor, ha xp < 0o és F(xp — 27 1) regularis valtozdsi —a indexszel. Ebben az esetben

Mn —ITF
Qn,

— v,

eloszlasban, ahol
an:xF—F“(l—%).
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8.2. Példa.

Ha X egyenletes eloszlasi a (0, 1) intervallumon, akkor beletartozik a W; maximum vonzési

tartoménydba, ahol xp =1, a, = %, és ezért
Pin(M, —1) < z] = Uy(x)
8.3. Példa.

Ha X Cauchy eloszldsu, akkor

8.4. Példa.

Ha X exponencidlis eloszlasu, akkor

P(M, —Inn < z) = A(z)

Néhany dolog a Gumbel eloszlasrol:
A(z) = exp{—exp(—z)} Ax) = exp(—z) exp{—exp(—z)}
Karakterisztikus fiiggvénye:

éa(t) = T(L — ift) exp(iat)

Ha az eloszlasfiiggvény: A (zT_b) , akkor az els6 momentum:
m = b+ a7y, ahol v az Euler-Mascheroni integrél, azaz

oo g T+0b T+0b
= - — — — d
m . aexp{ " } exp{— exp{ " }dx
d
r=—b—alnu, dx:—a—u
U

helyettesitéssel

0 0o
m:/ (b—l—alnu)exp(—u)duzb—l—a/ —e “Inudu = b+ ay

00 0

8.3. Megjegyzés.

v~ 0,5772

A sz0rés explicite meghatarozhato:
b

o=z

T
Median =b —alnln2 =~ b + 0, 3665 - a, €& a médusz = a.
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9. Az altalanositott Pareto eloszlas

Lattuk (82), hogy a standard extrémérték-eloszlasokat dssze lehet foglalni egy formulaba:

H,(z) = { exp{—(1 +7$)7%} ha ~v#0 (82)

exp{—exp(=z)} ha 7 =0,

ahol 1 + yx > 0. Tehat az eloszlasfiiggvény tartdja

r>—y1t ha v>0
r<—y1t ha v<0 (83)
r€R ha v=0.

Hasonl6an definidljuk az altaldnositott Pareto eloszlast.

9.1. Definicio.

Altalanositott Pareto eloszlés:
1
1—(14~x) 7} ha v#0
G,(z) = 84
(@) { 1 —{—exp(—2)} ha =0 84)

és x € D(), ahol

0<z<oco ha v>0
D(V):{ngg—i ha ~ <0 (85)

Ennek a varhato értéke ﬁ ha —oo <z < 1 és végtelen, hay > 1.

9.1. Tétel. Az dltaldnositott Pareto eloszlds maximum vonzdsi tartomdnydnak karakterizdcioja.

Minden val6s vy esetén az aldbbi két 4llitas ekvivalens:

o (i) F' € MDA(H,) azaz az F eloszlds az dltalanositott Pareto eloszlds maximum vonzasi
tartoményaba tartozik.

e (ii) Létezik pozitiv mérhets a(.) fiiggvény tgy, hogy x € D(~) esetén

. Flu+xa(u))
=y - @@

9.1. Megjegyzés.
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Ha v > 0, akkor lehet a(u) = yu.

Bizonyitas

A (9.1) tételbdl kovetkezik, hogy F' € M DA(H,) akkor és csak akkor, ha van pozitiv mérhetd
a(.) fuggvény dgy, hogy

. X —u -
UI}I?FP< e > x| X > u) =G, ().

Ez azt jelenti, hogy elég magas kiiszob tdllépése jOl kozelithetd az altalanositott Pareto elosz-
lassal. Pontosabban:

9.2. Tétel.
Ha .
AN
Graote) =1~ (149757
B
és
Fu(z)=P(X —u < z|X > u),
akkor
lim sup |Fu(z)— G op(z)|=0
U/TF pe(05w p—u)
Bizonyitas

Tillépés: Ban Andrea beszdamoldja

10. Rekordok

Mora Peti beszdmoldja haszndlhaté lesz, azutdn paraméter becslés: Elids Gergely, Ruppert
Ldszlo és Kovdcs Tamds
Legyen X5, Xs, ... X, fliggetlen, azonos eloszlasu, nem elfajult valoszintiségi valtozok sorozata
kozos F'(x) eloszlastiiggvénnyel. (Statisztikai minta.)

10.1. Definicio (Rekord).

Az X; mintaelem rekord, ha nagyobb minden el6z6 mintaclemnél.

10.2. Definicio (Rekordido).

T}, az k-edik rekord ideje, ha
Ty =min{j: X; > Xp,_,}

és Ty = 1 egy val6észintiséggel. ( azaz X, a 0-ik rekord.)
A k-edik rekord tehit R, = X, .

34



10.3. Definici6é (Rekord novekedése).

Jr = R, — Ri—1.

10.4. Definicio (Rekordok kozotti idotartam).

ATy, =Ty, — T

Az els6 n kisérletben (X1, X5, ... X, kozott) bekovetkez6 rekordok szamat jeldlje N,,.
Ha X standard exponencidlis eloszldsu valészintiségi valtozé , azaz eloszlasfiiggvénye:

0 ha =<0

1 —exp(—x) ha x>0, (86)

F(z) = {

akkor az ebbdl szdrmaz6 mintdban a rekordokat jelolje Ry .
10.1. Tétel.

Az R;, valoszintiségi valtoz6 Gamma eloszlasu (k + 1, 1) paraméterekkel.

Bizonyitas ide jon
Ha X eloszlasfiiggvénye F'(z), akkor F'(X) egyenletes eloszlasu a [0;1] intervallumon. Ebbdl
kovetkezik, hogy H(X) = —In(1 — F(X)) standard exponencidlis eloszlasu.

Az F(x) eloszlasfuggvényd X valdszintiségi véltozé megfigyelésébdl szarmazé mintdban
az Ry, k-ik rekord eloszldsban megegyezik F'~1(1 — exp(—R;)) valészintiségi valtozéval.

Definiciok és jelolések.

Ha F(x) eloszlasfiiggvény, akkor az F'(z) = 1 — F(x) fiiggvényt tilélés fiiggvénynek
nevezziik (survival function, szokdsos az S(x) jelolésis.). A H(z) = —In(1 — F'(z)) fuggvény
a kockazat fiiggvény (hazard function).

10.5. Definicio.

Legyen U (u) = H Y (u), azaz Up(u) = F~1(1 —e™¥).

10.2. Tétel.

Ha V¥ (u) olyan, hogy
lim ‘I/F(S + l’\/g) - \I/F(S> —
§—00 ‘IJF<8 + \/g) — \I/F(S)
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minden x € R esetén, akkor

im Ry = i (n) r| =®(z
i (s ) <)

ahol @ () a standard normalis eloszlasfiiggvény.

Bizonyitas
10.1. Példa.
Legyen X Weibull eloszldsd valdszintiségi véltozé , azaz V,(x) = 1 — exp(—z®), akkor

1, 2, ,1°
Up(u) = ua és arekordok eloszlasa normalis.

10.2. Példa.

e®

14e® 2

Legyen X logisztikus eloszlasu val6szintiségi véltozé , azaz F'(z) =
és a rekordok eloszldsa normdlis.

akkor Up(u) =77

10.3. Példa.

Legyen X Gumbel eloszldsu valoszintiségi valtoz6 , azaz A(z) = exp(—e™7) , akkor Vp(u) =
77 és a rekordok eloszldsa normalis.

10.3. Tétel (Tata 1969).

Haa H(r) = ¥,'(x) hazard fiiggvény konvex, kétszer differencidlhat6 és z — oo esetén

H
soo o T

H(z)

akkor léteznek a,, és b,, > 0 konstansok tgy, hogy

Rn — ap _)d ]\/v<07 1)

Bizonyitas: ...
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10.1. Rekordok vonzasi tartomanya

Ebben a paragrafusban az F'(z) eloszlasfiggvényhez hozzarendeljiik (asszocidljuk) az

Fa(x) =1 —exp{—\/H(z)}

fliggvényt.
10.6. Definicio.

Az F(z) eloszlasfiiggvény beletartozik a G(x) eloszlasfiiggvény valészintiségi valtozo rekor-
dok vonzdsi tartomdnydba, ha léteznek megfeleld a,, és b, > 0 konstansok tgy, hogy

lim P (Rnb_ In x) = G(x)

n—oo
n

mindeniitt, ahol G(x) folytonos. Jelolése: I'(x) € RDA[G(x)] (Record domain of attraction).
10.4. Tétel (Dualitas Tétel). (Resnick 1973)

Ha F'(x) egy folytonos eloszlasfiiggvény, amelyhez F,(z) van asszocidlva, akkor igazak a
kovetkezd allitdsok:

e (i) F'(z) € RDA[®,(x)] akkor és csak akkor, ha Fi,(z) € MDA [Gl%(x)] és ebben az
esetben a, = 0, b, = Vp(n) alkalmazédsaval kapjuk, hogy

nhlgloP (\ij&) < x) = o, (x) (87)

Itt &, (x) a lognormalis eloszldsfiiggvény, azaz

0 ha =<0
(@) = { ®(logz®) ha x>0,

és G () Frechet eloszlasu, azaz

0 ha =<0
Gra(r) = { exp(—z~%) ha x> 0.

o (ii) F(z) € RDA[®,(x)] akkor és csak akkor, ha F(z) € MDA |Gy g (x)] és ebben az
esetben F~1(1) sziikségszertien véges,a, = F~ (1), b, = F (1) — ¥p(n) alkalma-
zasédval kapjuk, hogy

, R, — F71(1) s
lim P (Fl(l) By < :L') = (). (88)
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Itt &, (2) a negativ-lognormalis eloszlasfiiggvény, azaz

= | ®(log(—z%) ha x<0
o (7) = { 1 ha x>0,

és Go o (x) Weibull eloszlasu, azaz

| exp(—(—2%)) ha <0
Gralr) = { 1 ha x>0,

tovabba o > 0.

e (iii) F(z) € RDA|®(x)] akkor és csak akkor, ha F,,(z) € M DA[G5(x)] és ebben az
esetben a, = ¥p(n), b, =VYr(n+/n)— Vp(n)alkalmazasival kapjuk, hogy

lim P(Q/F(n+\/ﬁ)—\llp(n)<x>_q>( ). (89)

Itt ¢ () a standard normalis eloszlasfiiggvény, és G3(x) a Gumbel eloszlasfiiggvény, azaz
Gs(z) = exp(—e™).
Bizonyitas: ...

10.5. Tétel (ez is Resnick).

e (i) F(z) € RDA[®,(x)] akkor és csak akkor, ha minden valds z-re

oy Y (s7) — Wl (@)

e

=alogx

o (ii) F(z) € RDA[®,(z)] akkor és csak akkor, ha minden z > 0 esetén

lim Ul (g — ex) — Uil (mg — €)

e—0+ \I];vl (I,O _ 6)

= —aloguz,

ahol xp = F'~1(1) véges.
e (iii) F(x) € RDA[®(x)] akkor és csak akkor, ha minden valés z-re

lim Up(s+x/s) — Up(s) .
5200 Wp(s +4/5) — Up(s)

Bizonyitas: ...
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