Gaspard Monge (1746-1818)

Gorbék a 3D térben
Képzeljiik a gorbét egy mozg6 pont palydjanak. Minden t iddpillanatban megadjuk a pont helyét.
Gorbe megadasa: r(t)=X(t)i + y(t) j+ z(t)k Matematikailag I : R—> R® leképezés.

Az r(t) fliggvény analitikus tulajdonsagait a szokasos modon lehet definidlni, amibdl kovetkezik,
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Az 1d6 szerinti derivalast ponttal jeloljik.
A tovébbiakban feltessziik, hogy a gorbe mindharom koordinataja kétszer differencialhatd, a
masodik derivalt is folytonos és (1) # 0 egyetlen t id6pillanatban sem.

Ha tgy tekintjiik, hogy r(t) = X()i + Y(t) j + Z(t)K egy mozgé pont palyjt irja le, akkor
F(t)=XOi+ y(t) j + 2(HK a sebesség vektor és
F(t) =X®i+ §(t) J + Z(H)K a gyorsulas vektor.

Térgorbe ivhossza
A [ty, tp] id6intervallum alatt ‘[('[)‘ sebességgel mozgd pont altal megtett ut:
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Nyilvanvaldan ugyanazt a palyat kiilonbozd sebességekkel be lehet jarni, azaz ugyan az a gorbe
végtelen sok féle képpen paraméterezhetd. Ha gy van paraméterezve, hogy minden iddpillanatban

[(t)‘ =1, akkor a [0, T] id6 alatt megtett ut s = T. Ekkor

a sebesség abszolut értéke egységnyi,

ivhossz paraméterezésrol beszéliink és jellésben is kihangsulyozzuk: ¥(S). Az ivhossz szerinti

r'(s)=1.

derivalt jelolésére a vesszot hasznaljuk. Tehat

Térgorbe érintdje

A sebességvektor mindig a palya érintdjének iranyaba mutat, ezért egy gorbe érintévektora:
I'(t) (ivhossz paraméter esetén: I'(S).

Az érint6 iranya egységvektort szokas { -vel jellni.

=0 ey t=r(s).
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Gyorsulas

Az elmozdulas idd szerinti masodik derivaltja a gyorsulas: [I(t). A gyorsulas vektort felbonthatjuk
egy érintd iranyu és egy ra merdleges komponensre. Az érintd iranyi komponens a tangencialis
gyorsulas, a ra meréleges komponens a centripetalis gyorsulas.

Ha a pont gy mozog, hogy a sebességének abszolut értéke allando, akkor a palyamenti
(tangencialis) gyorsulas zérus. Ekkor csak centripetalis gyorsulas van, amely merdleges a



sebességvektorra. Ez a helyzet pl. ivhossz paraméterezés esetén, mert ‘I’_’(S)‘ =1.Ekkor r"(s) a

centripetalis gyorsulas és I’ L r", ami egyszeriien lathato abbdl is, ha derivaljuk az (I’_'(S))2 =1

egyenlet mindkét oldalat. Kapjuk, hogy 2r'-r" =0, azaz ' és " skaléris szorzata zérus.

Simulosik
A sebesség és a gyorsulas vektor, azaz I és I altal meghatarozott sikot simuldsiknak nevezziik.
Mivel feltettiik, hogy F(t) # 0 ez a sik csak akkor nincs meghatarozva, ha a centripetalis gyorsulas

zérus, azaz ha I'(t) egy egyenest ir le.

Binormalis vektor
A simulésik egységnyi hossza normalisat binormalisnak nevezziik. Eldallitadsa az elébbiekbdl
kovetkezden:
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Fénormalis vektor
A centripetalis gyorsulds irdnyu egységvektort fonormalis vektornak nevezziik. A fénormalis vektor
tehat a simulosikban van. Eldallitasa:
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Megjegyzés: A t, T, b vektorok ilyen sorrendben jobbrendszert alkotnak és mint lattuk paronként

meréleges egységvektorok. A t, T, b vektorrendszert szokas a gorbe kiséré triéderének, vagy

Kiséro haromélnek nevezni.

Osszefoglalva:

t és f sikja a simul6sik, ennek normalisa a b binormalis vektor.

f és b sikja a normélsik, ennek normalisa a t érintGvektor.

t és b sikja a rektifikalo sik, ennek normalisa az f fénormalis vektor.

Gorbiilet

Valamely gorbe I (S) és I(S + AS) pontjahoz tartozo érint6k A@ szogét osszuk el a AS
ivhosszal. Ha e hanyadosnak AS — 0 hataratmenet soran van hatarértéke, akkor az a gorbe I (S)
pontjaban a gorbiilet. Ez a mennyiség fliggetlen a koordinatarendszertdl és a paraméterezéstol, csak
a gorbére jellemzd. Kiszamitésa:
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Torzio

Valamely gorbe I(S) és I (S + AS) pontjahoz tartoz6 simulosikok A szogét (vagy ami ugyan
az, a binormalisok szogét) osszuk el a AS ivhosszal. Ha e hanyadosnak AS — 0 hataratmenet
soran van hatarértéke, akkor az a gérbe I'(S) pontjaban a torzio. Ez a mennyiség fiiggetlen a

koordinatarendszertdl és a paraméterezéstdl, csak a gorbére jellemzd. Kiszamitasa:
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