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Görbék a 3D térben 
Képzeljük a görbét egy mozgó pont pályájának. Minden t időpillanatban megadjuk a pont helyét.  
Görbe megadása:  ktzjtyitxtr )()()()( ++=     Matematikailag :r R→R3 leképezés. 

Az )(tr  függvény analitikus tulajdonságait a szokásos módon lehet definiálni, amiből következik, 
hogy 
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Az idő szerinti deriválást ponttal jelöljük. 
A továbbiakban feltesszük, hogy a görbe mindhárom koordinátája kétszer differenciálható, a 
második derivált is folytonos és 0)( ≠tr&  egyetlen t időpillanatban sem. 
 
Ha úgy tekintjük, hogy ktzjtyitxtr )()()()( ++=  egy mozgó pont pályáját írja le, akkor 

ktzjtyitxtr )()()()( &&&& ++=   a sebesség vektor és  

ktzjtyitxtr )()()()( &&&&&&&& ++=  a gyorsulás vektor.  
 
Térgörbe ívhossza   
A [t1, t2] időintervallum alatt )(tr&  sebességgel  mozgó pont által megtett út: 
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Nyilvánvalóan ugyanazt a pályát különböző sebességekkel be lehet járni, azaz ugyan az a görbe 
végtelen sok féle képpen paraméterezhető.  Ha úgy van paraméterezve, hogy minden időpillanatban 
a sebesség abszolút értéke egységnyi, 1)( =tr& , akkor a [0, T] idő alatt megtett út s = T. Ekkor 

ívhossz paraméterezésről beszélünk és jelölésben is kihangsúlyozzuk: )(sr . Az ívhossz szerinti 

derivált jelölésére a vesszőt használjuk. Tehát  1)( =′ sr . 
 
Térgörbe érintője   
A sebességvektor mindig a pálya érintőjének irányába mutat, ezért egy görbe érintővektora: 

)(tr&  (ívhossz paraméter esetén: )(sr′ . 
Az érintő irányú egységvektort szokás t -vel jelölni. 
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Gyorsulás 
Az elmozdulás idő szerinti második deriváltja a gyorsulás:  )(tr&& . A gyorsulás vektort felbonthatjuk 
egy érintő irányú és egy rá merőleges komponensre. Az érintő irányú komponens a tangenciális 
gyorsulás, a rá merőleges komponens a centripetális gyorsulás.  
Ha a pont úgy mozog, hogy a sebességének abszolút értéke állandó, akkor a pályamenti 
(tangenciális) gyorsulás zérus. Ekkor csak centripetális gyorsulás van, amely merőleges a 



sebességvektorra. Ez a helyzet pl. ívhossz paraméterezés esetén, mert 1)( =′ sr . Ekkor )(sr ′′  a 

centripetális gyorsulás és rr ′′⊥′ , ami egyszerűen látható abból is, ha deriváljuk az ( ) 1)( 2 =′ sr  
egyenlet mindkét oldalát. Kapjuk, hogy  02 =′′⋅′ rr , azaz r′  és r ′′  skaláris szorzata zérus. 
 
Simulósík 
A sebesség és a gyorsulás vektor, azaz  r&  és r&&  által meghatározott síkot simulósíknak nevezzük. 
Mivel feltettük, hogy 0)( ≠tr&  ez a sík csak akkor nincs meghatározva, ha a centripetális gyorsulás 
zérus, azaz ha )(tr  egy egyenest ír le.  
 
Binormális vektor 
A simulósík egységnyi hosszú normálisát binormálisnak nevezzük. Előállítása az előbbiekből 
következően: 
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Főnormális vektor 
A centripetális gyorsulás irányú egységvektort főnormális vektornak nevezzük. A főnormális vektor 
tehát a simulósíkban van. Előállítása: 
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Megjegyzés: A bft ,,  vektorok ilyen sorrendben jobbrendszert alkotnak és mint láttuk páronként 

merőleges egységvektorok. A bft ,,  vektorrendszert szokás a görbe kísérő triéderének, vagy 
kísérő háromélnek nevezni.  
 
Összefoglalva:  
t  és  f  síkja a simulósík, ennek normálisa a b binormális vektor.  
f  és  b  síkja a normélsík, ennek normálisa a t érintővektor. 
t  és  b  síkja a rektifikáló sík, ennek normálisa az f  főnormális vektor.  
 
Görbület   
Valamely görbe )(sr  és )( ssr ∆+  pontjához tartozó érintők ϕ∆  szögét osszuk el a s∆  
ívhosszal. Ha e hányadosnak 0→∆s  határátmenet során van határértéke, akkor az a görbe )(sr  
pontjában a görbület. Ez a mennyiség független a koordinátarendszertől és a paraméterezéstől, csak 
a görbére jellemző. Kiszámítása: 
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Torzió 
Valamely görbe )(sr  és )( ssr ∆+  pontjához tartozó simulósíkok β∆  szögét (vagy ami ugyan 
az, a binormálisok szögét) osszuk el a s∆  ívhosszal. Ha e hányadosnak 0→∆s  határátmenet 
során van határértéke, akkor az a görbe )(sr  pontjában a torzió. Ez a mennyiség független a 
koordinátarendszertől és a paraméterezéstől, csak a görbére jellemző. Kiszámítása: 
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