ZH megoldésok (2008/2009 tavasz)

I. ZH/1. Bizonyitsd be, hogy a 2 x 2-es invertalhatd valos felsGharomszog
méatrixok GL(2,R)-ben részcsoportot, de nem normalosztot alkotnak.

/ / / / U
Megoldas: Szorzasra zartsag: (a b) (a b) = (aa ab +bd>.

0 d)\o0 d 0 dd’
a b\ ! 1 =b
Inverzre zartsag: Ha ad # 0, akkor =[(a ad
0 d 0 3

Nem normaélosztd, mert nem zart a tetszéleges elemmel valé konjugalasra:
0 1\ /1 1)\ /0 1\ ' (0 1) (1 1) (0 1)} (1 O
1 0/\0 1/\1 O ~\1 0/\0 1)\1 0o/  \1 1)

I. ZH/2. Legyen H,K < G, |G| = 80, |H| = 20 és |K| = 8. Bizonyitsd be,
hogy (H,K) < G.

Megoldas: |H|, |K| | |[(H, K)|| |G| miatt |(H, K)| = 40 vagy 80, vagyis (H, K)
2 indexii részcsoportja G-nek, igy norméaloszto, vagy (H, K) = G < G.

I. ZH/3. Legyen Zj; a 33-hoz relativ prim maradékosztalyok multiplikativ
csoportja modulo 33. Hatarozd meg a Z3;/(4) faltorcsoport rendjét és a 8-at
tartalmazoé mellékosztaly rendjét ebben a csoportban. Ciklikus-e a faktorcso-
port?
Megoldas: |Z;| = ¢(33) =20 és (4) = {1,4,16,25,31}, igy |Z35/(4)| = 4.
(8(4))% = 64(4) = 31(4) = (4) tehat o(8(4)) = 2 (nem 1, mert 8 ¢ (4)).
A faktorcsoport nem ciklikus, mert a 7-et tartalmazd mellékosztaly rendje
o(7(4)) = 2 és 7(4) # 8(4), vagyis a csoportban van minimum kett6 masodrendi
elem (de Z4-ben csak egy van).

I. ZH/4. Legyen H = {a,b,c} és S = {f € HY : f(a) = a} félcsoport a
kompoziciéval. Bizonyitsd be, hogy S-nek van nulleleme, azaz olyan z, ame-
lyre fz = zf = z minden f € S-re. Hany olyan elem van S-ben, amelynek
valahényadik hatvanya z7

Megoldas: z(z) = a minden & € H-ra nyilvan jo, és konnyen lathato, hogy
csak 6 jo. Egy f € S elemnek pontosan akkor hatvany z, ha f(b) # b, f(c) # ¢
és nem cseréli fel b-t és c-t. 3 ilyen elem van.

I. ZH/5. Legyen S = {a,a?, a®, a*} négyelemii félcsoport és tegyiik fel, hogy
a® = a?. Hatéarozd meg izomorfia erejéig S Osszes olyan homomorf képét, ami
csoport.

Megoldas: Legyen ¢ : S — G egy sziirjektiv homomorfizmus a G csoportra.
Ekkor G = {(¢(a)) ciklikus csoport, tovabba p(a)? = p(a?) = ¢(a’®) = ¢(a),
amibdl p(a)® = 1, tehat G a trividlis csoport vagy G ~ Zs. (Ezek a csopor-
tok tényleg lehetnek is homomorf képei S-nek, mert p(a) = 1 € Zs kiterjed
homomorfizmussa).

I. ZH /6. Bizonyitsd be, hogy a komplex haromhatvanyadik egységgytkok cso-
portot alkotnak a szorzasra nézve. Mutasd meg, hogy ez a csoport nem ciklikus,
de minden valédi részcsoportja véges ciklikus csoport.

Megoldas: Legyen G ={z € C:3ne N 2*" =1}



Szorzasra zértsag: 23 = w3 = 1 esetén, ha n > k, akkor (zw)?" =
A (w3 =1,

Inverzre zartsag: Ha 23" = 1, akkor (%)3n =1.

G nyilvan nem ciklikus, mert ha %" = 1, akkor |(2)| < 3" < |G| = 0.

Minden n € N-re csak véges sok olyan eleme van G-nek, melynek rangja
3" (a primitiv 3". egységgyokok). Ha H < G végtelen részcsoport, akkor H-
nak tartalmaznia kell tetsz6legesen nagy rendi elemeket, de egy elem hatvanyai
kiadjak az Gsszes nala kisebb rendii elemet, vagyis csak H = G lehetséges.

IT. ZH/1. Legyen R egy tetszoleges gytrd és e € R egy idempotens elem,
vagyis e? = e. Bizonyitsd be, hogy eRe = {ere : r € R} egységelemes gytiriit
alkot R mitveleteivel.
Megoldas: Osszeadasra zartsag: ere + er’e = e(r 4+ 1/)e € eRe.

Az Osszeadas kommutativ és asszociativ, mert R-ben az.

Null elem: 0 = eOe € eRe.

Ellentett: ere +e(—r)e =e(r —r)e =0.

Szorzasra zartsag: ereer’e = e(ereer’)e € eRe.

A szorzés asszociativ, mert R-ben az.

Egységelem: e = eee € eRe és e(ere) = eere = ere (jobbrol hasonloan).

A disztributivitas is 6roklédik R-bdol.

II. ZH /2. Bizonyitsd be, hogy ha N <G, N ~ Zy és G/N ciklikus, akkor G
kommutativ. Plusz 3 pontért: Mutass példat arra, hogy N ~ Zs esetén méar
nem igaz a feladat allitasa.

Megoldas:

Els§ megoldéas: Legyen N = {1,a}. Minden g € G-re ¢N = {g,ga} =
{g,a9} = Ng, amib6l ga = ag. Ha G/N = (gN), akkor G minden eleme g"
illetve g™a alakit, amik nyilvan felcserélhetdk.

Masodik megoldas: A gyakorlatrdl tudjuk, hogy ha N < G és |[N| = 2,
akkor N C Z(G). Az Izomorfizmus Tétel szerint G/Z(G) ~ G/N/Z(G)/N.
Mivel G/N ciklikus, ezért a faktorcsoportjaval izomorf G/Z(QG) is ciklikus. A
gyakorlatrol tudjuk, hogy ekkor G kommutativ.

Peldaul Zs ~ {e, f, f?} < D3, D3/{e, f, f?} ~ Zs ciklikus, de természetesen
D3 nem kommutativ (f2t = tf # tf?).

II. ZH /3. Hany homomorfizmus megy Zg-bol S3 x Ds-be?

Megoldas: Zg homomorf képei izomorfak Zg faktoraival, vagyis a trividlis cso-
porttal vagy Zs, Zs, illtve Zg valamelyikével attol fliggen, hogy 1 € Zg képe 1,
2, 3 vagy 6-odrenddi.

Vagyis az a kérdés, hogy hany darab olyan eleme van S3 x Ds-nek, aminek
rendje 1,2, 3 vagy 67

A legegyszertiebb megszamolni a nem ilyen rendi elemeket. o((a,b))
[o(a),0(b)] és o(a) | |S3| = 6 vagyis csak az lehet a baj, ha o(b) { 6. o(e)
o(t) = oftf) = o(tf2) = o(tf%) = o(tf*) = 2, 65 o(f) = o(2) = o(f*) = o(f*) =
5. Tehét a megfelels elek szama: 6 - 10 — 6 - 4 = 36.

II. ZH/4. Add meg Dg és Zjgo egy komporziciolancat és a hozza tartozo fak-
torokat.

Megoldas: Dg>{e, f, f2, f3, f4, 2y {e, 2, f*} 1> {e} és a faktorok Zy, Zs, Z3.



Zioo > Gso > Gas > G5 > {0}, ahol G5 = {2]6 :k=0,1,... ,49} ~ 750,
Gos = {4k : k =0,1,...,49} =~ Zos, G5 = {20k : kK = 0,1,...,49} ~ Z5. A
faktorok ciklikusak, igy Zo, Zo, Zs5 és Zs.

II. ZH/5. Add meg definiélo reldciokkal Z3-t (és természetesen bizonyitsd is
be, hogy amit megadsz, az tényleg izomorf Z3-vel:-)
Megoldas: Legyen G = (a,b,c : ab = ba,bc = cb,ca = ac,a®? = b? = ¢ = 1).
Ekkor G kommutativ, mert egyméssal felcserélhets elemek generaljak. Mivel
minden generator masodrendd, ezért G elemi a®1b°2¢%® alakuak, ahol ; = 0
vagy 1. Tehat G-nek legfeljebb 8 eleme van.

73 kielégiti az egyenleteket a = (1,0,0), b = (0,1,0) és ¢(0,0, 1) generatorok
véalasztasaval, ezért Z3 homomorf képe G-nek, tehat csak izomorfak lehetnek.

II. ZH/6. Bizonyitsd be, hogy egy 5 -7 - 17 elemi csoportnak legalabb két
Sylow-részcsoportja normaloszto.

Megoldas: Jeldlje G a csoportot.

[Syls(G)| = bn+ 1 | 7-17, tehat |Syl;(G)| = 1, az 5-Sylow normaéloszto.
Indirekt tegyiik fel, hogy |Syl;(G)| > 1 és |Syl;7(G)| > 1.

Tudjuk, hogy |Syl,(G)| = 7k + 1| 5- 17, vagyis , ha nem 1, akkor 85 darab
7-Sylow van G-ben. Hasonléan, ha nem 1, akkor 35 darab 17-Sylow van G-ban.

Mivel egy 7-Sylow metszete egy t6le kiilonb6zs 7-Sylowval csak {e} lehet és
hasonléan kiilénb6zé 7- és 17-Sylowok metszete, tovabba kiilonb6zé 17- és 17-
Sylowok metszete is csak az egység lehet, ezért a nem 7 vagy 17 rendd elemek
szama G-ben: 5-7-17—-85-(7—1) —35- (17— 1) < 0, ellentmondéas, mert
biztosan van 5-6drendi elem a csoportban.

I. P6t-ZH/1. Hany eleme van a 3 elemii test feletti 3 x 3-as invertalhato
métrixok csoportjanak? Add meg ennek a csoportnak egy nemtrivialis nor-
malosztojat.
Megoldas: Egy ilyen matrix els6 oszlopaban a nullvektort kivéve minden lehet,
vagyis 33 —1 = 26 vektor. A méasodik oszlopban csak az elso oszlop 3 (kiilénboz6)
szamszorosa nem lehet, vagyis 3% — 3 = 24 vektor. Az utolsé oszlopban az elss
két oszlop linearis kombinaciéi nem allhatnak. Mivel az els6 két oszlop fiiggetlen,
ezért 32 darab kiilonbdz linearis kombinédciojuk van. Tehat az utolsé oszlopban
lehet 3% — 32 = 18 darab vektor. Osszesen 26 - 24 - 18 matrix.

Nemtrivialis normalosztot alkotnak példaul azok a diagondlis méatrixok, ame-
lyek f6atlojaban végig ugyanaz az elem van. (Egy ilyen matrix minden métrixxal
felcserélhets. S6t pontosan ezek a métrixok alkotjak a centrumot.)

I. P6t-ZH /2. Hany hatodrendd elem van S5 x Z4-ben?

Megoldas: (a,b) € S5 x Z4 pontosan akkor hatodrendtd, ha [o(a),o(b)] = 6,
vagyis a megfelel§ rend-parok: (1,6), (6,1), (2,6), (6,2), (3,6), (6,3) (6,6),
(2,3), (3,2).

S5 1-rendd elem az egység. Hasonléan Z4-ben.

S5 masodrendi elemei a tranzpoziciok és a két diszjunkt transzpozicié szor-
zataként el6allo elemek, vagyis (5) + (3) (3) = 40 darab elem. Z,-ban egyetlen
mésodrendd elem van, a 2.

S5 harmadrendd elemei a haromciklusok, vagyis (g) = 10 darab elem. Z4-
ben nincsen harmadrendi elem.



S5 hatodrendi elemei az egy tranzpozici6 és egy téle diszjunkt haromcik-
lus szorzataként el6allo elemek, vagyis (3) = 10 darab elem. Zs-ben nincsen
hatoderndd elem.

Oszzesen 1-0+10-14+40-04+10-1+10-04+10-0410-0+40-0+10-1 = 30
masodrendi elem van S5 x Z4-ben.

I. P6t-ZH /3. Hatarozd meg Zoo Osszes faktorcsoportjat.

Megoldas: 20 minden n osztdjara van egyetlen n elemd részcsoportja Zsg-nak,
ami normaéloszto, mert Zoy kommutativ. A faktorcsoportok ciklikusak, mert
ciklikus csoport faktorai. Tehét a lehetséges faktorok: Zsg, Z1o, Zs, Z4, Zo €s a
trivialis csoport.

I. P6t-ZH /4. Legyenek S és T félcsoportok, tovabba ¢ : S — T egy sziirjektiv
homomorfizmus. Bizonyitsd be, hogy ha S csoport, akkor T is az.

Megoldas: Egységelem: Ha e az S egységeleme, akkor ¢(e) lesz T' egységeleme,
mert (e)p(s) = p(es) = @(s) és hasonloan forditva is. (7" minden eleme ¢(s)
alaku.)

Inverz: ¢(s) inverze nyilvan p(s~1) lesz, mert p(s)p(s71) = ¢(ss71) = ¢(e)
és forditva is.

I. Po6t-ZH/5. Legyen K, H < G, |G| =72, |K| = 36 és |H| = 24. Bizonyitsd
be, hogy K-nak van 3 indext részcsoportja.

Megoldas: K normaloszté, mert 2 indexd részcsoport. Az Izomorfizmus Tétel
szerinet ekkor (K, H)/K ~ H/(K N H). Tudjuk, hogy (K, H) nem lehet K,
mert, 24 § 36, ezért csak G lehet. Tehat (K, H)/K|=2,igy |H/(KNH)| =2,
vagyis |K N H| =12, vagyis K N H egy 3 indexd részcsoport K-ban.

I. P6t-ZH/6. Legyen G egy csoport és x1,...,x, € G kiilonboz6 elemek.
Tegyiik fel, hogy {z1,...,z,} barmely két kiilonb6z6 részhalmaza kiilonb6z6
részcsoportot general, vagyis ha I, J C {1,...,n} és I # J, akkor (z;:i € I) #
(x; : j € J). Bizonyitsd be, hogy |G| > 2".

Megoldas: Els6 Megoldas: Belatjuk, hogy az z;, x;, . .. x;, alakd elemek min-
den 1 <y < -+ < i < n esetén kiilonbozsk. (Igy kapunk 2" elemet G-ben.)

Legyen 1 < i3 < -+ < ip <més 1l < j; < - < jp < n killonb6z6
részhalmazok. Indirekt tegyiik fel, hogy x5, x4, ... i, = xj,x;, ... x;,. Feltehetd,
hogy a két sorozatban az elsé eltérés az els6 tagban van, tovdbba, hogy i1 < j;.
Ekkor azonban x;, € (z;,41,...,%n), ami ellentmondas.

Azt kell még meggondolni, hogy az iires szorzatot e-nek kell definidlnunk
és hogy ha k > 1és1 <143 < -+ < iy <mn, akkor e # z;, ...z;, . Ez azért
latszik, mert ha egyenléség lenne, akkor (x;, ...x;,_,)~' = z,, vagyis x;, €
(@iyy -, x4y, ) lenne, ami ellentmondés.

Masodik megoldas (Nikhazy Laszl6): Tekintsiik a kévetkez6 részcsoportokat:
{e} = (0) C (x1) C (z1,22) C -+ C (x1,29,...,2,). A feltevés szerint ezek
mind kiilonb6z6k, vagyis minden részcsoport legalabb kettd indexi a kovetkezs
részcsoportban. Ezek szerint |(0)| = 1 miatt |(z1)| > 2, miatt [{x1,z2)| > 4, és
igy tovabb, végil |G| > [(x1,...,Tn)| > 2™

II. P6t-ZH /1. Minden g € Q-ra legyen ¢, : Q — Q, ¢4(z) = grg~'. Igazold,
hogy a {¢, : g € Q} csoportot alkot a kompozicidval és izomorf Z3-vel.

Megoldas: Legyen Inn(Q) = {¢4 : g € Q}. Ez valéban csoport a kompozicié-
val:



Miiveletre valo zartsidg: ¢4 0 @n = Qgh.

Az asszociativitas trividlisa, mert fiiggvények kompoziciojarol van szo.

Egységelem: ¢ nyilvan megfelel. (Konnyen lathato tovabba, hogy 1 =
©1.)

Inverz: (pg) ™" = g1, mert g-1(py(x)) = g-1(grg™") = g 'gzg~lg =
x = p1(x), vagyis @4-1p4 = 1 minden g-re (és ezért forditva is teljesiil).

Az izomorfidhoz azt vegyiik észre, hogy —1-el @) minden eleme felcserélhetd,
amibdl ¢, = ¢_, minden g-re. Kénnyen ellendrizhetd, hogy ¢1, ¢, @5, @i kiilon-
boz6 fiiggvények. Példaul ¢;(i) = it = (=1)(—i) = i, de (i) = ki(—k) =
j(—k) = —i. Tehat Inn(Q) egy négyelemt csoport. Mivel minden (nem egység)
elem masodrendii (pl: p;p; = @iz = ©_1 = 1) ezért csak Z3-vel lehet izomorf.

II. P6t-ZH /2. Izomorfia erejéig hany 96-odrendii Abel-csoport van?

Megoldas: A Véges Abel-csoportok Alaptétele szerint az a kérdés, hogy hanyfeé-
leképpen bonthaté primhatvanyok szorzatara 96 = 2°3. Vagyis hanyféleképpen
all el6 5 pozitiv egészek Osszegeként? 14+1+1+141,1+14+14+2,14+242,
14+1+3, 144, 243, és 5, tehat izomorfia erejéig 6 darab 96 elemii Abel-csoport
van.

II. P6t-ZH /3. Legyen R véges, egységelemes (1) gytrd. Bizonyitsd be, hogy
egy 7 € R elemnek pontosan akkor van (multilikativ) inverze, ha létezik olyan
n > 0 természetes szadm, melyre r" = 1.
Megoldas: Tegyiik fel, hogy ™ = 1. Ekkor rr"~! = r"~lr = 1, vagyis
r=t=pn7l

Forditva, most tegyiik fel, hogy létezik »—!. Mivel R véges, ezért biztosan
vannak k& > m > 0, hogy r* = r™. Felhasznalva az inverzet kapjuk, hogy
k—m
T =1.

I1. P6t-ZH /4. Legyen P egy p-Sylow G-ben és N < G. Bizonyitsd be, hogy
PN N egy p-Sylow N-ben és hogy NP/N egy p-Sylow G/N-ben.
Megoldas: Legyen |G| = p®n, |[N| = p®m, és [N N P| =p” ahol p{n és p{m.

Az Izomorfizmus Tétel szerint (P,N)/N ~ P/(P N N). |(P,N)| = p°k,
|(P,N)/N|=p* Pk és |P/(PNN)| =p>7, ahol p{k és pt k. Tehat k' =1
és a — v = a — [, igy 8 = v, amib6l mar kovetkezik, hogy P N N p-Sylow
részcsoportja N-nek.

Mivel NP = (P,N), ezért INP/N| =p*~F és |G/N| =p* P2 ahol pt 2,
ezért NP/N p-Sylow részcsoportja G /N-nek.

II. P6t-ZH /5. Izomorfia erejéig add meg az Gsszes 143 elemi csoportot.
Megoldas: Legyen |G| = 143 = 11 - 13. Ekkor |Syly;(G)| = 11n + 1| 13 tehat
egyetlen 11-Sylow van, igy az normadalosztd, jeldlje ezt N. Hasonldéan egyetlen
13-Sylow van G-ben, ez is normaloszto, jeldlje M.

Ekkor N N M = {e}, mert a metszet mindkettének részcsoportja, és ter-
mészetesen (N, M) = G, mert legaldbb [11,13] = 143 eleme van a generéalt
részesoportnak. Ez azt jelenti, hogy G ~ N x M.

Tudjuk, hogy 11 rendd (primrendii) csoport izomorfia erejéig csak Zi; van,
hasonléan 13 elemd is csak egy van. Tehat G ~ Z;; X Zi3 ~ Zi43 (mert
(11,13) = 1), vagyis izomorfia erejéig egyetlen 143 elemt csoport van.

II. P6t-ZH /6. Bizonyitsd be, hogy minden diédercsoport (D,,) homomorf képe
a
Doo = (z,y | 2* = (xy)* = 1)



csoportnak.

Megoldas: Csak azt kell észrevenni, hogy minden n-re x =t és y = f (gene-
ratorendszer!) valasztassal az adott egyenlSségek igazak D,,-ben. Dyck Tétele
szerint ekkor D,, homomorf képe Do.-nek. (Egyszertien y™ = 1l-et hozza kell
venni a definial6 relaciokhoz.)



