11. Algebra gyakorlat (2008 /2009 tavasz)

1. Bizonyitsd be az aldbbiakat:
(a) Q ~{a,b|a*=1,a>=0b%bab~! = a™1).
(b) Dy =~ {a,b| a® = b* abab = baba).
(c) {e} =~ {a,b| b tab= a? a 'ba = b?).
2. Melyik ismert csoporttal izomorf Sy 2-Sylow részcsoportja?

Azt mondjuk, hogy a G csoport hat X -en, ha régzitett egy G x X — X,
(g, ) — g*x fliggvény, melyre teljesiil (gh) *x = g+ (h*x) minden g, h € G
és v € X esetén, tovabba e * x = x minden x € X-re.

3. Hasson a G csoport X-en. Bizonyitsd be az aldbbiakat:
(a) Minden g € Gésx € X esetén gxx =y < g ly=g.

(b) Ha ¢, : X — X, x> gz, akkor ¢ : G — Sy, g — ¢, egy csoportho-
momorfizmus.

(¢) Minden =z € X-re x stabilizdtora: H, = {g € G : g *xx = x} részcso-
portja G-nek.

(d) Ha g xx =y, akkor H, és H, egymas konjugaltjai.

(e) Egy © € X elem orbitja: C(z) = {y € X : 3 g€ Gy = gxua}.
Bizonyitsd be, hogy |C(z)| = |G : Hy|.

4. Az el6z6 feladat segitségével mutad meg, hogy ha p prim, n = p“m,
ptm, és |G| = n egy csoport, akkor a G-beli p-Sylowok szama osztja m-et.
(Otlet: Legyen X a p-Sylowok halmaza. Ezen hasson G a konjugalassal.
Gondoljuk meg mit jelent ebben az esetben (e). Plussz kérdés: Mik most a
stabilizatorok?)

5. Bizonyitsd be, hogy ha egy G egyszerii csoportban van egy n-indext H
részesoport, akkor G beagyazhato S,-be. (Otlet: Legyen X = {gH : g € G}
és g1xgoH = g1goH. Ez egy csoporthatas. Vizsgaljuk meg ennek a hatasnak
a magjit: {g€ G : Vo e X g+ =ux}t.)

6. Bizonyitsd be, hogy minden 15 rend csoport ciklikus.



7. Tgazold, hogy nincsen 200, 204, és 56 rendi egyszerti csoport.
8. Igazold, hogy nincsen 120 és 616 rend( egyszeri csoport.
Beadhato 1. Bizonyitsd be, hogy Zg ~ {a,b | a® = b* = ¢, ba = ab?).
Beadhaté 2. Bizonyitsd be, hogy

{e} ~ (a,b,c|b~tab = a® ¢ 'bc = b* a 'ca = ).
Beadhaté 3. Bizoynitsd be, hogy nincsen 180 rendt egyszerd csoport.

Beadhaté 4. Legyenek p, ¢, r kiiliinb6z6 primek. Bizonyitsd be, hogy nin-
csen pqr rendi egyszerd csoport.

Beadhaté 5. Legyenek p és ¢ kiilonboz6 primek. Bizonyitsd be, hogy nin-
csen p?q rendd egyszerd csoport.



