2. Algebra gyakorlat (2008/2009 tavasz)

1. Van-e olyan (S, ) félcsoport, melyben talalhato a,b, ¢ € S kiilonb6z6 ele-
mek, hogy ab = ¢, be = a, és ca = b teljesiil? Lehet-e |S| = 37

2. Legyen | X| =n € N.
(a) Hany invertdlhato elem van (X%, o0)-ben?

(b) Hany olyan f eleme van X*X-nek, amire f2 = 1?7 (1 a félcsoport
egységeleme, vagyis idx)

(c) Hany idempotens elem van (X o)-ben?

3. Legyen H egy rogzitett halmaz. Ekkor a H-n értelmezett kétvaltozos
relaciok halmaza P(H?). Adott R, S € P(H?) relaciok esetén legyen

RoS={(a,b) e H*: 32 € H ((a,z) € RA(z,b) € 5)}.
(a) Bizonyitsd be, hogy (P(H?),0) egységelemes félcsoport.

(b) Hatarozd megaz R = {(1,2),(2,3),(4,5),(1,6),(1,1)} ésaz S = {(1,3),
(2,5),(4,6)} relaciok "szorzatat", R o S-et.

(c) Hatérozd meg a legyszitkebb R-et illetve S-et tartalmazo ekvivalencia-
relaciokat, R-et és S-et, ha H = {1,...,6}

(d) Ekvivalenciarelacié-e Ro S a {1,...,6} halmazon?

4. Legyen (S,-) egy félcsoport és H = {a € S : a®* = a} az idempotens
elemek halmaza.

(a) Bizonyitsd be, hogy ha S kommutativ, akkor H részfélcsoportja S-nek.
Mutass példat olyan S-re, aminek H nem részfélcsoportja.

(b) a,b € H-esetén legyen a < b <= 4f ab = ba = a. Bizonyitsd be, hogy
(H, <) egy parcialisan rendezett halmaz.

(c) Mutasd meg, hogy ha H-n a szorzas kommutativ, akkor minden a,b €
H-ra létezik inf{a, b} = ab.

(d) ((c) megforditasa) Legyen (P, <) egy parcialisan rendezett halmaz,
melyben barmely két elemnek létezik infimuma. p,q € P esetén legyen
p*q = inf{p, ¢}. Mutasd meg, hogy (P, *) egy kommutativ félcsoport.



5. Legyen (S, ) egy félcsoport és e, f € S idempotens elemek.

(a) Mutasd meg, hogy eSe = {exe : x € S} a leghbGvebb olyan részfélcso-
portja S-nek, melyben e egységelem.

(b) Legyen G, = {a € eSe: 3z € S ax = xa = e} az eSe-ben invertalhato
elemek halmaza. Mutasd meg, hogy G. a legbGvebb olyan részcsoportja
S-nek, melyben e egységelem.

(c) Bizonyitsd be, hogy ha e # f, akkor G. N Gy = 0. (Kovetkezésképpen
ha S-et lefedik a részcsoportjai, akkor lefedhetd diszjunkt részcsoport-
jaival is.)

Beadhat6 1. Bizonyitsd be, hogy egy (.5, -) félcsoport pontosan akkor unidja
részcsoportjainak, haVa € S 3z € S (axa = a A ax = xa).

Beadhato 2. Egy (5,-) félcsoportban egy A C S idedl, ha A # () és
AS, SA C A. Bizonyitsd be, hogy két idedl metszete nem iires.



