8. Algebra gyakorlat (2008/2009 tavasz)

1. Legyen N < G és N < H < (G. Bizonyitsd be, hogy H < G pontosan
akkor, ha H/N < G/N.

2. Mutass példat olyan N << H <G lancra, melyre N nem normaloszt6 G-ben.
3. Legyen (G egy csoport. Igazold az alabbi allitasokat:

(a) Minden g € G-re a ¢, : G — G, o(x) = grg™' leképezés G-nek
automorfizmusa (p, € Aut(G))

(b) Inn(G) = {y, : g € G} < Aut(G).
(¢) Inn(G) ~ G/Z(G).

4. Egy G csoport H < G részcsoportja karakterisztikus részesoport, ha
a[H] C H minden o € Aut(G) esetén. Bizonyitsd be, hogy karakterisztikus
részcsoport norméaloszto.

5. "Itt hianyzik egy feladat."

6. Az kovetkezd csoportok koziil melyek bonthatok fel két valodi részeso-
portjuk direkt szorzatara: Zg, Zs, Z, Qt, C*, Z:5, Zis, D3, Dy, Dg, Q, Ay,
S57?

7. Bizonyitsd be, hogy Z(G x H) = Z(G) x Z(H).
Beadhat6 1. Bizonyitsd be, hogy Aut(Z}) ~ GL(n, p).

Beadhaté 2. Bizonyitsd be, hogy ha egy csoportban egyetlen k-adrendi
részcsoport van, akkor az normalosztoé.

Adott A Abel-csoport és X C A esetén azt mondjuk, hogy X szabadon
generdlja A-t / A szabad Abel-csoport (X felett), ha minden B Abel-csoportra
és f: X — B (tetszGleges) fiiggvényre létezik egyértelmiien egy ¢ : A — B
homomorfizmus, hogy ¢ [ X = f.

Beadhato 3. Bizonyitsd be, hogy Z-t szabadon generalja {1}.

Beadhat6 4. Bizonyitsd be, hogy ha X szabadon generalja A-t és Y sz-
abadon generalja B-t, tovabba | X| = |Y|, akkor A ~ B. Masszoval izomorfia
erejéig egy szabad Abel-csoport csak szabad generatoranak szaméassagatol

fiigg.



Beadhaté 5. Adott / nemiires indexhalmaz esetén legyen
ZW ={v: 1 —-Z:|{iel:v()#0} <oc}

a koordinantankénti Gsszeadéssal szabad {v; : i € I} felett, ahol v;(j) = 1
ha ¢ = j kiilénben 0. Vagyis minden szadmossaghoz van olyan szamassagi
halmaz felett szabad Abel-csoport (és persze izomorfia erejéig egyértelemdi is
az el6z6 feladat szerint).

Beadhaté 6. Bizonyitsd be, hogy a racionalis szamok additiv csoportja
elsall a kovetkezd alakban: Q% = (J, oy G, ahol Gp < Gy < -+ < QF

és minden n-re G,, >~ Z.



