Linearis Algebra fizikusoknak (2010-11 &sz 1. gyakorlat

1. Félcsoport, csoport, vagy egyik sem? Ha félcsoport, akkor van-e benne baloldali/jobboldali
egységelem? Kommutativ-e a miivelet?

(a)
(b

+) ahol a + b a szokasos vektor Gsszeadas;
R™, (-,-)) ahol (a,b) a szokasos skalaris szorzas;

c¢) (R3, x) ahol a x b a szokasos vektorialis szorzas;
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g) (P(A), ) ahol A a szimmetrikus differencia: X AY = (X\Y) U (Y\X);

(
(h) (X2,0) ahol X # 0 és (z,y) ® (v, 2) = (x, 2);

(i) (X,m)ahol X #Des @y =y;
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2. Legyen (S, -) egységelemes félcsoport.

XX o) ahol XX az X — X fiiggvények halmaza, o pedig a kompozicié;
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®) ahol n ©m =n+m — nm.

(a) Bizonyitsd be, hogy ha a,b € S invertalhato, akkor ab és ba is invertalhato.
(b) Bizonyitsd be, hogy ha ab és ba invertalhato, akkor a és b is invertalhato.
3. Legyen (R, +,-) egy gytrd, 0 a nullelem. Bizonyitsd be a kévetkezdket:

(a) Mindena € Rrea-0=0-a=0.

(b) Minden a,b € R-re (—a)-b=a-(—b) = —(a-b).

(¢) Ha R (ferde)test, akkor nullosztomentes, vagyis

Va,be R (a-b=0= (a=0vagyb=0)).

(d*) Ha R rendezett gytri (vagyis adott R-en egy < lineéris rendezés (irreflexiv, tranzitiv,
és trichotom relacié), melyre minden a,b,c € R esetén a < b = a+c¢ < b+ ¢, és ha
¢ >0, akkor a < b= a-c<b-c), akkor R nullosztémentes.

4. Bizonyitsd be, hogy ha T' C R és T test R miveleteivel, akkor Q C T

5. Bizonyitsd be, hogy az {a + bv/2 : a,b € Q} halmaz testet alkot a vals szamok szokasos
miiveleteivel. Mutasd meg, hogy v/3 nem eleme ennek a halmaznak.

6. Bizonyitsd be, hogy ha p prim, akkor a {0,1,...,p—1} halmaz egy test a modulo p végzett
Osszeadéassal és szorzassal.

HF 1. Legyen k < n € N. Mutass példat olyan n elemit félcsoportra, amiben pontosan k
darab baloldali egységelem van.

HF 2. Bizonyitsd be, hogy az {a + b¥/2 : a,b € Q} halmaz nem test a valés szamok
muveleteivel.



