Linearis Algebra fizikusoknak (2010-11 &sz

Vektorok és linearis leképezések koordinatazasa

Legyen V egy végesdimenzios T-vektortér (T tetszoleges test), dimV = n € NT és legyen
B = (by,...,b,) egy bazis V-ben. A (...) jelolés hasznélata a szokasos {...} helyett azt
jelenti, hogy rogzitettiik a vektorok egy sorrendjét (tehat nem 6sszekeverendd a vektorrendszer
altal generalt altér fogalmaval). Tudjuk, hogy minden v € V' egyértelmten felirhato

n
v=aib; + -+ ao,b, = Zakbk (Oék S T)
k=1
alakban (ez valojaban ekvivalens azzal hogy B bazis). Ekkor a v wvektor B bdzisbeli ko-
ordindtdzdsa:
a1
Vlp=|: | e 7™
On
Tehat egy vektor koordinatizasa egy adott bazisban egy n x l-es matrix. Eziltal teljesen
megkiilonbdztetjiik a vektorokat a koordinatas alakjuktol.
Vegyiik észre, hogy a koordinatézas val6jaban egy

[B: V — T™! linearis izomorfizmus.

Pont ezzel bizonyithat6, hogy minden n dimenziés T-vektrotér izomorf T*!-gyel, ami nyilvan
izomorf T"-nel.
Mostant6l T™ elemeire az

I
(z1 ... zp)=|: | €T
Tp
jeloléseket fogjuk hasznélni, mely nem 6sszetévesztends az 1 X n-es illetve n x 1-es métrixokkal,
f6leg, hogy T™ elemei esetében nem kiilénboztetjiik meg a “fekvd” illetve az “allo” irdasmédot.

Természetesen elég lenne “csak” a T™ alaku vektorterekkel foglalkoznunk hiszen minden
n dimenzios T-vektortér izomorf T"-nel. Ezt az izomorf “4ttérést” egy késébbi feladatban

bemutatjuk.
T™-ben standrad bdzisnak nevezziik a kovetkezd vektorrendszert:
1 0 0
0 1 0
ST = N .
0 0 1
Ennek elemeit sorban eq, eo, ..., e,-nel fogjuk jelolni. Az ST jel6léshdl nem deril ki sem a
test sem a dimenzié, de ez konkrét példidinkban nem fog zavart okozni.
Természetesen egy v = (1, T2, ..., x,) € T" vektor standard béazisban val6 koordinatazéasa

trividlisan kaphat6: v = x1e; + xzoe9 + - - - + x,€,, amibsl

T I
€2 €2
Vst = [(®1, 22, ..., 2p)]sT = : =|.|:



Példa. Legyen T =R, V = R3 ¢s B = ((1,0,-1),(1,2,0), (1,1,1)) (kéonnyen meggondolhato,
hogy B bézis R3-ben). Irjuk fel a v = (0,1, 3) vektort a B bézisban, vagyis adjuk meg v-nek
a B bazisbeli [v]p koordinatas alakjat.

Megoldas B elemeire sorban a bj, by és bs jeldléseket hasznalva meg kell hataroznunk a
v = a1b] + asbs + asbs elgallidtsban az egyiitthatokat. Kz vektorokkal felirva:

0 1 1 1
1] =y 0 +az 2] +ag|1],
3 —1 0 1

vagyis koordinatanként felirva az egynlGséget a kivetkezs linearis egyenletrendszerhez jutunk:

0=o1+as+ a3

1 =209+ a3
3= —a1 + as.
Ezt Gauss-elliminacioval vagy ad hoc modszerekkel megoldva kapjuk, hogy a1 = —2/3, ag =
—2/3
—5/3, az = 7/3. Tehat [v]g = |—5/3|.

7/3

;;;;;

Ratériink linearis leképezések koordindtazasira. Legyenek V és W végesdimenzios T-
vektorterek, B = (by,...,by,) bazis V-ben (dim(V) = n) és C = (c1,...,ck) bazis W-ben
(dim(W) = k). Ekkor minden ¢ : V — W lineéris leképezés koordinatazhaté a (B, C)
bazisparban: van egy olyan [¢]c/p € Tk*" matrix, melyre tetszéleges v € V esetén

[o(V)le = MO/B v]B.

Tudjuk, hogy egyetlen ilyen méatrix létezik és ennek oszlopai [¢(b1)]c, ..., [¢(bn)]c.
Vegyiik észre, hogy ez a koordinatazés valdjdban egy

[']O/B : Hom(V, W) — TF*™ linedris izomorfizmus,

ahol Hom(V, W) a V' — W lineéris leképezések T-vektorterét jeldli.

Ha V. =W és B = C, akkor [¢|g,/p az egyszertibb [¢]p jeldlést hasznéljuk (Hom(V,V')
helyett pedig End(V)-t).

A tovabbiakban példékon is bemutatjuk ezt a koordinatazasai eljarast.

9./4. Add meg az aldbbi linearis leképezések matrixat az adott bazis(par)ban.

(a) R? tiikrozése az x = y egyenesre, B = standard;

Megoldas. Jeldlje ¢ ezt a linearis leképezést. Lathato, hogy e; = (1,0) képe p(e1) = ex =
(0,1) és forditva is p(e2) = e1. Ezek koordinatazasa p(e1) = Oej + leg és p(ez) = lej + Oey
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(b) ¢ : R® - R% ¢(x,9,2) = (v +y,y + 2), B = standard, C' = standard.

Megoldas. Hasonloan okoskodhatunk: ¢(e;) = ¢(1,0,0) = (1,0), ¢(e2) = (1,1) és p(e3) =
(0,1). Ezeket a vektorokat a szokdsos médon koordinatédzhatjuk R? standard bézisdban:

enlsr = |, lotealsr = 1] s lotenlsr = [{], maivet lsrysr = | 1 Y] &



nehézkes [¢]gr/sr jelolés helyett mostantol [p]sp-t hasznalunk akkor is, ha mindkét vek-
tortéren standard bazisukat rogzitettiik. Ez becsapés, mert eddigi jeloléseink szerint ez azt
is jelenthetné, hogy ¢ : R” — R", de nem fog félreértést okozni.
1 1 .
Miésképpen: o(z,y, 2) = (v+y,y+2) = (; I Z) = <0§ i 1Z j: ?i) , amibél [p(2,y, 2)]s7 =
[195 + 1y + 0z

Oz + 1y + 12

x
1 10 1 10 ) . . .y
] = [O 1 1] Z = [0 1 J [(z,y, z)]s7. Tehat a [p]sr métrix egyértelmiisége

. 1 10
miatt [p]gr = [0 1 J.
(c) ¢ : R? = R, ¢(z,y) = 3z — 4y, B = standard, C' = standard.
Megoldas. Az eddigiekbd] kénnyen lathato, hogy [¢lsr = [3 —4] € RY*2.
(d) Adott a + bi komplex szammal val6 szorzés C-n mint valés / komplex vektortéren, B =
standard;

Megoldas. Valés folott: A komplex szamokat azonosithatjuk R? elemeivel: x + yi ~ (z,y).
Természetesen = + yi és (x,y) valojaban egyenls, ha a komlex szamokat a sikon bevezett
szorzassal definialjuk. Leképezésiink hatésa R2-en:

(z,y) ~ x4+ yi— (a+bi)(x + yi) = (ax — by) + (ay + bx)i ~ (ax — by, bz + ay).

Vagyis a ¢ : R? = R2 ¢(z,y) = (az — by,bz + ay) linedrsi leképezésrsl van szo. En-
C . N : —b
nek standard bazisbeli méatrixat konnyen meghatarozhatjuk: [¢(x,y)]sr = [am y]

ay + bx
b ] s asis e = 3 y

Komplex f6l6tt még sokkal egyszeriibb a dolog, hiszen egy C — C C-lineéris leképezés
métrixa 1 x 1-es komplex matrix, vagyis egy komplex szammal szorzéas. Esetiinkben [a+ bi] €
(CIXI.

a] alaki matrixok azonosfthatok a komplex szémokkal,

{["’ _b] :a,beR}gRM
b a

halmaz a szokasos métrixosszeadassal és matrixszorzassal egy a komplex szdmokkal izomorf
test (ezt érdemes meggondolni). Ennek még fontos szerepe lesz a komplex (C — C) fiig-
gvények differencidlhatosdganak megértésében.

Megjegyezziik, hogy az [Z

ugyanis a

(e) A sik « szog elforgatasa az origo koriil, B = standard.

Megoldas. Egyszeri trigonometriai okoskodds mutatja, hogy (1,0) képe (cos(a
cos(a

sz;)l}( @)) és

o iy . Jeos(a)
(0,1) képe (—sin(«), cos()), amibdl a forgatas matrixa ST-ben: sin(a)  cos(a)

(f) @ : R? — R2, ahol o matrixa a standard bazisban [a]sr = B _13} (vagyis a(z,y) =

(x +vy,2x — 3y))7 B = <(1)2)7 (17 1)>;

Megoldas. Jelolje by és by a B bazis elemeit. Meg kell hataroznunk [a(b1)]5-t és [a(b2)]p-t
Ez a kovetkez§ lineéris egyenletrendszerekhez vezet: a(by) = a(1,2) = (1+2,2-1-3-2) =



(3, —4) = A1b1 + Aoby = )\1(1, 2) + )\2(1, 1) illetve Oé(bg) = (2, —1) = ,ul(l, 2) + ,ug(l, 1), ahol
A1, A9, t1, 2 € R az ismeretlenek. Koordindtankénti alakban: 3 = A1 + Ao, —4 = 2)1 + Ao,

amib6l A\; = —7 és Ay = 10. Hasonléan pu; = —3 és puo = 5. Tehat [a(by)]|p = [Ig] és

[a(b2)] = [ 5 ], vagyis [a]p = [107 _53}



