Linearis Algebra fizikusoknak (2010-11 &8sz
1. ZH mintafeldatok

1 Félcsoportok, csoportok és gytrik

1.1. Add meg R? egy olyan részhalmazat, mely a vektordsszeadésra nézve (Abel-)csoportot
alkot, de nem fedhetd le egy (origon atmend) egyenessel és nem is az egész sik.

Megoldas. Legyen H = {(n,k) : n,k € Z} az egész koordinataju pontok halmaz a sikon.
Konnyen ellenérizhetd, hogy (H,+) csoport.

1.2. Bizonyitsd be, hogy nincs olyan haromelemd (S,-) félcsoport (S = {a,b,c}), amelyre
ab = ¢, bc = a és ca = b. Van-e olyan félcsoport, amelynek ez részhalmaza (ugyanezzel a
miiveleti tablaval)?

Megoldas. Ha lenne ilyen félcsoport, akkor ebben a? = a(be) = (ab)c = c? és b = (ca)b =
c(ab) = c? vagyis a? = b? = ¢ = z. Ekkor 2 = a vagy = = b vagy = = c. Tegyiik fel, hogy
r = a. Ekkor a = a® = aa = a(b®) = (ab)b = cb ¢és ebbdl b = ca = c(b?) = (cb)b = ab = c,
ellentmondéas. (Az ilyen feladatok megoldasara nincsen kész recept, kicsit szorakozni kell a
mér ismert egyenlségekkel. Példaul ennél a feladatnél, els6 otletként az eredetileg nem ismert
ba, cb és ac kitalalasa jo kiindulépont.)

S részhalmaza a Klein-csoportnak. Precizen: reprezentaljuk a Klein-csoportot most a
kovetkezSképpen: G = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} a modulo 2 Gsszeadassal, vagyis példaul
(0,1) + (1,1) = (1,0) mert az 1 + 1 = 2 szam 0 maradékot ad 2-vel osztva. Ekkor az
a=(0,1), b= (1,0) é&s ¢ = (1,1) valasztassal pont az el6irt mivleti azonossagokat kapjuk
(most Gsszeadassal jeloljiik a miveletet). Pontosan azt lattuk be az el6bb, hogy a+a = (0,0)
nem lehet {a,b, c}-ben.

1.3. Milyen strukturat alkot az 1 hosszi komplex szédmok S = {z € C : |z| = 1} halmaza a
szokdasos

(a) Osszeadéassal?
(b) szorzéssal?

Megoldas. (a) nem algebrai struktira, mert példaul 1 € S, de14+1=2¢ S.

(b) Abel-csoport, mert két darab 1 hosszt komplex szam szorzata nyilvan 1 hosszt. Az
asszociativitast, kommutativitast és az egységelemet nem kell ellenérizni, kovetkezik az 6sszes
komplex szdmra vonatkozé megfelel6jébsl. Inverz: ha z = cos(p) + isin(p) € S, akkor
27! = cos(—¢) +isin(—p) € S.

1.4* Tegyiik fel, hogy egy (R, +,-) gytrtiben minden r € R-re r> = r. Mutasd meg, hogy
ekkor R (vagyis a szorzésa) kommutativ.

Megoldas. Legyen a,b € R tetszélegesek. Ekkor a +b = (a + b)? = a® + ab+ ba + b* =
a + ab + ba + b, amibdl kivonva a-t és b-t kapjuk, hogy 0 = ab + ba. Ezt alkalmazva a = r,
b=rre0 =1r2+72 =r+r, tehat minden rre r = —r, amibsl 0 = ab + ba miatt
ab = —ba = ba.



2 Komplex szamok

2.1. Mi a geometriai jelentése a z +— i|z| leképezésnek a komplex sikon?

Megoldas. A z pontot elforgatjuk a 0 koriil a képzetes tengely “fels¢” szardig. Fz persze
igy nem tul preciz, csak adott z képét adtuk meg. Masképpen: felhajtjuk az sik also felét
a felsére (a fels6 pontjait fixen hagyva) és ezutan “legyezdszertien becsukjuk” a (zart) felsd
félsikot az pozitiv képzetes tengelyre.

2.2. Adj meg olyan C — C leképezeést a képletével (z véltozoval!), mely a 45°-0s egyenesre
tikkrozésnek felel meg.

Megoldas. z — iZ.

2.3. Old meg a 2% = % egyenlete a komplex szdmok halmazan.
Megoldas.
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2.4. Abrézold a komplex sikon az Im(2Z)Re(2) = 1 egyenlettel definiélt halmazt.

Megoldas. z = x + yi(# 0) jelolessel
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amibél 0 = 22 + 2xy + 2, vagyis 0 = (2 + y)2. Ez csak akkor lehetséges, ha y = —x, vagyis
a —1 meredekségii origbn dtmend egyenesrdl van sz6 az origd nélkiil.

3 Vektorok

3.1. Legyen A = (1,0,2),B = (0,3,1),C = (1,1,1) € R3. Hatdrozd meg azon D pontokat
a térben, melyekre az @ parhuzamos az (1,2, 3) vektorral és az ABCD tetraéder térfogata
20 egység.



Megoldas. D = t(1,2,3) alaktnak kell lennie. Ekkor az ABCD tertraéder térfogata

= v = ABACAD_ Ly g 6 3,
amibdl
120 = |((-1,3,-1)x(0,1,-1)) (¢t—1,2¢,3t—2)| = |(—3—(—1), —(1-0), —1-0)(t—1,2t,3t—2)| =
| —2(t—1) =2t — (3t —2)| = | — 7t + 4.

Tehat vagy —7t + 4 = 120 vagy —7t +4 = —120, amibé6l t; = —# és ty = %. Ebbél a D

: 116 232 348\ , 124 248 372
pont pedig Dy = (=77, =%=, =57%) és Dy = (557, 5%, 57).

3.2. Adott a,b € R3. Hogyan jellemezhet6k azon v vektorok, melyekre
(a) axv=bxv?
(b) av ="bv?

Megoldas. (a) ax v —b xv =0 ésigy (a—b)x v =0, ami pontosan akkor teljesiil, ha
a—b|wv.
(b) hasonléan kapjuk, hogy a—b L v.

4 Polinomok

4.1. Mutasd meg, hogy az z* + 823 — 22 + 22 — 11 polinomnak van olyan zg komplex gydke
melyre |zg| > 2. Add meg tovabba a gyokok négyzetosszegét.

Megoldas. A gyokok és egyiitthatok kozotti Gsszefliggéseket most az

(x —a)(x—=b)(x—c)(x —d) =
a* — (a+b+c+d)x + (ab + be + cd + da + ac + bd)z* — (abe + abd + bed + acd)x + abed

egyenlgséghdl kapjuk. Példaul a+b+c+d = —8, amibél |a+b+c+d| = 8 < |a|+|b| +|c|+|d|
tehat valamelyikiik abszolit értékének nagyobbnak kell lennie 2-nél.
A gyokok négyzetisszege:

>+ + A+ d* = (a+b+c+d)?—2(ab+be+ cd+ da+ ac+ bd) = (—8)? — 2(—1) = 66.
4.2. Bontsd fel Q felett irreducubilisek szorzatara a 12z* + 362% — 2122 + 8z + 4 polinomot.

Megoldas. A raciondlis gytkteszt szerint racionélis gyok csak +1, £2, +4, j:%, :l:%, i%, j:%,
:i:i, :l:%, :l:l—l2 lehet. Némi probalgatas utan kideriil, hogy % j6, tehat x — % (és akkor inkabb
27 — 1) kiemelhetd a polinombol: 12x% + 3623 — 2122 + 8z +4 = (22 — 1)(62% + 2122 +4). A
harmadfoku tényezd pedig irreducibilis a forditott Schénemann-Eisenstein kritérium szerint
(p=3).

4.3 Hatérozd meg az n. egységgyokok négyzetdsszegét.

Megoldas. n = 1-re 1, n = 2-re 2. Legyen n > 2. Altaldban az 2" —1 polinom gydkeirdl lévén
526, a gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggések szerint (—1)"(e1 + - -+ +¢&,) ="az 2" l-es
tag egyiitthatojaval"= 0 és hasonléan ), _,  crem ="az 2" 2-es tag egyiitthatojaval"= 0.
Ebbsl mar adédik, hogy

n n 2
Zsi:(Zq) —226k5m:0.
k=1
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