Linearis Algebra fizikusoknak (2010-11 &8sz
2. ZH mintafeldatok

1 Vektortér-e, linearis-e?

1.1. Az alabbi strukturak koziil melyik vektortér? A végesdimenzios vektortereknek add meg
egy-egy bézisat.

R felett.
(f) {(z1,29,23,24) € C*: 21| = |22 + 23 + 24|} a szokdsos vektormiiveletekkel, C felett.
(g) {(z,y,2) € R3: (1,-2,3)(z,y,32) = 0} a szokisos vektormiiveletekkel, R felett.

) B € R?*2 rogzitett, {A € R?*2: AB = BA} a szokasos matrixmitiveletekkel, R felett.

)

(i) {f :(0,1) = R : f’ korlatos és lim, o f'(x) = 0} a szokasos fliggvénymiiveletekkel,
R-felett.

1.2. Az alabbi leképezések koziil melyek linearisak? A linedrisaknak add meg a magterét,
képterét és azok egy-egy bézisat.

‘R = R?) p(21, 79,73, 24) = (21 + 22 — 23,0), R felett.

: R3 — Ry[z], p(a,b,c) = a —bx + cz*, R felett.

1 C? = C?, ¢(21, 20) = (—i29, 21), C felett.

) ¢
) ¢
(c) ¢:C =R, p(z) =|z+1|, R felett.
) ¢
) ¢ Rafz] = R2, o(f) = (fy f(z)dz, f(1)), R felett.
) ©:C%2 = C, (21, 22) = 21 — 22, R és C felett is.
1.3. Adj meg olyan ¢ : R? — R3 lineéris leképezést, melynek képtere az x — y 4+ 2z = 0 sik.

1.4. Legyen ¢ : R™ — R" egy tetsz6leges linedris leképezés és tegyiik fel, hogy Ker(p) N
Im(p) = {0}. Mutasd meg, hogy ekkor V' = Ker(yp) @ Im(y), vagyis hogy minden v € R"
egyértelmtien elall v = vi + vg alakban, ahol v; € Ker(yp) és vo € Im(p).



2 Koordinatazas

2.1. Add meg az alabbi linearis leképezések matrixat az adott bazis(péar)ban.

(a) p:R?2 = R3 o(x,y) = (z+y,y,3y —x), B=C = ST.
(b) ¢ :R3 = R?, o(z,y,2) = (z,x +y+2), B={(1,1,1),(1,0,1),(0,-1,2)), C = ST.
(c) p:R3 =R o(x,y,2) = (v,2+y,z —2), B=C={(1,1,1),(1,0,1), (0, —1,2)).
(@) ¢ Rofa] = Rofal, 9(f) = f'+ f, B=C = (z%,0 — 1,2% —x —2).
2.2. Legyen a ¢ : R? — R3 lineéris leképezés matrixa B = C = ((1,1,1),(1,0,1), (0, —1,2))-
ben —11 (1) (1) . Hatarozd meg ¢ matrixat ST-ben.
2 00

2.3. Hatéarozd meg az (1,2,—4) &ltal kifesztett egyenesre merdleges vetités métrixat egy
altalad valasztott bazisban.

3 Rang és Gauss-elliminacié

3.1. Hatéarozd meg az {(1,0,-1,3),(2,-3,0,2),(-1,3,—-1,1), (1,1, 1, 1)} vektorrendszer rangjat
és adj meg maximalis szamu fliggetlen vektort a rendszerbdl.

3.2. Oldd meg az Ax = b linearis egyenletrendszert, ha

0 28 P R R

a)A=|0 -1 1|,b=1[0]; (b)A= b=
34 0 -1 0 -1 -5 -
0 2 2 0 2

3.3. Az a és b valos paraméterek fiiggvényében hany megoldésa van az Ax = b lineéris
egyenletrendszert, ha
0 -1 a 0
A=12 a 1|,b=]1
1 -1 0 b

4 Determinans és inverz

4.1. Hatarozd meg az alabbi méatrixok determinansat.

0 2 3 1 1 2 ..on
10 -1 1 n n+1 .. 2n
ON I F | T
2 1.0 1 (n—1n+1 (n—1)n+2 ... n?
0 2 -1
4.2. Hatdrozd megaz | 1 0 —1| matrix inverzét.
-1 1 -1



4.3. Legyen n > 1 természetes szam és fi, ..., f, legfeljebb (n — 2)-edfokn valosegyiitthatos
polinomok, tovdbba aq,...,a, € R. Hatdrozd meg az

fila)  fia2) ... fi(an)
folar)  fala2) ... fa(an)
Falar) Fala) - Fulan)
méatrix determinansat.
4.4. Legyen Q € R**3 egy ortogondlis métrix, vagyis Q! = Q7.
e Mi lehet Q determinansa?
e Mutasd meg, hogy Q oszlopai paronként meréleges, 1 hosszu vektorok.

e Mutasd meg, hogy minden olyan 3 x 3-as valés métrix ortogonalis, melynek oszlopai
péaronként mergleges, 1 hosszu vektorok.

5 Sajatérték, sajatvektor

5.1. Hatarozd meg az alabbi matrixok és linearis leképezések valés sajatértékeit és hozzajuk
tartozo6 sajatvektorait.

2 0
(a‘) _3 1?

(-1 -2 -2
) o o 1];
1 2 2
2 -6 -3
(¢) [0 0 -—1];
0 —2 1

(d) R3 180°-o0s forgatasa az (1,0, —2) altal kifeszitett egyenes koriil;

(d) R3 (1,1,1) iranyt vetitése az x — y + 2z = 0 sikra.

6 Vegyes

6.1. Melyek azok a 3 x 3-as val6s méatrixok, melyek minden 3 x 3-as méatrixszal felcserélhetk?
6.2. Legalabb hany 0 elem esetén biztosan 0 egy n X n-es matrix determindnsa?

6.3. Minden V valos vektortérre legyen V! = Hom(V,R) a V — R linearis leképezések
vektortere. Mutasd meg, hogy minden v € V esetén v : V! = R, v(¢) = ¢(v) egy linearis
leképezés, vagyis v € V”. Mutasd meg, hogy ha V' véges dimenzios, akkor a v — v leképezés
linearis izomorfia V és V" kozott.



