Linearis Algebra fizikusoknak (2010-11 &sz

Néhany megoldas

1./2./(b) Legyen (S, ) egységelemes félcsoport és a,b € S. Bizonyitsd be, hogy ha ab és ba
invertalhat6, akkor a és b is invertalhato.

Megoldas. Legyen = = b(ab)~!. Ekkor ax = a(b(ab)™!) = (ab)(ab)™! = e vagyis = az a egy
jobbinverze. Hasonléan y = (ba)~'b az a egy balinverze, tehat a invertalhaté és a=! = z = y.

2./4./(e) Abrézold a komplex stkon a Re(Z7

1) = 0 halmazt.

Megoldas. Felhasznalva a trigonometrikus alakban osztasra vonatkozé ismereteinket, egy
komplex hanyados valés része pontosan akkor 0, ha a szamlalé és nevez§ argumentuménak
eltérése £75 + 2km. Ez pont azt jelenti, hogy 2 — 1 és z + 1 mint vektorok merglegesek: ha
z = a+ bi, akkor (a — 1,b) L (a+ 1,b), vagyis a® — 1 + b? = 0. Masképpen a? + b = 1, ami
pont az origd kozept 1 sugart korvonal pontjaira igaz.

2./5./(c) Oldd meg a 22 + 2iz — 1 +i = 0 egyenletet a komplex szdmok halmazan.
Megoldas. Megoldoképlettel:

__ "2+ V(20)2 — 4(—1 +1) _ —2i ++/—4i

2 2

és —4i = 4(cos —5 + isin—7), amibsl /—4i = £2(cos —F +isin—F) = :|:2(§ — ?z) =
(f—fz). Tehat

:—2ii(\f—ﬂi)_\/§+—2—ﬁ., f+72+f
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3./2. Oldd meg a 2z* + 1 — v/3i = 0 egyenletet a komplex szdmok halmazan.

Megoldas. 2 = —1 + \[ = 1(cos & + isin 2F). Tehat

I 2kn . 4 2kr
z:cos?—i-zsmf

ahol k£ =0,1,2, 3, vagyis
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Zp = €COS — +1sIn —,
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2z1 = COS — + isin —,
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Z9 = COS — + isin —,
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107r+‘, 107
23 = €0S —— + isin —.
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Tehét zg = f+2z,z——§+fz 29 = @—%iész;;z%—?i.

3./7. Hatérozd meg az (1,0, —2) és (1,1, 3) vektorok szogét.



Megoldas. Tudjuk, hogy ab = |a||b|cos~y, ahol v az a és b vektorok altal bezart szog.

Tehat
(1,0,-2)(1,1,3) =5
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amibdl szamolégéppel meghatirozhaté .

cosy =

4./3./(a) lgaz-e, hogy ha f(z), g(x) € Qz] és f(2) |r) 9(x), akkor f(z) |g) 9(=)?

Megoldas. (Otlet.) Igen. Legyen f(z) = apa™+---+ai1z+ag és g(z) = cxa® +---+e1z+co
ahol an # 0 ¢és ¢ # 0. f(z) |rpy g(x) szerint létezik egy h(z) = bpa™ + -+ bix + by €
R[z] polinom (b, # 0), melyre f(x)h(z) = g(z). Fejezziik ki sorban g egyiitthatoit f és g
egyiitthatoival:

Cr = apbm,
Ch—1 = p—1bym + anbm—1

Ck—2 = Ap—2bm + an—1bm—1 + apbpm—_2

co = apbo

Az elsS egyenletbol by, = 2= € Q. A mésodik egyenletbdl by, = w € Q. Es igy
tovabb... (ez precizen egy teljes indukciot jelent, amit itt most nem reszletezunk)

4./6./(f) Bontsd fel gydktényezk szorzatira az x* + 223 + 322 + 22 + 1 polinomot.

Megoldas. Konnyen ellenérizhetd, hogy a racionélis gyokteszt most nem segit, mert sem 1
sem —1 nem gydke a polinomnak. i (és igy —i) sem j6, més otlet kell. 2% 42234322 +2x+1 =
(z2 4+ x + 1)2. Hogyan lehet ezt észrevenni?

Els6 lehetSség: Egyszertien "remenykediink", hogy szorzatt4 tudjuk bontani (22 + ax +
b)(x? + cx + d) alakban. Ekkor az a +c¢ = 2, b+d+ac = 3, bc+ad = 2, bd = 1
egyenletrendszerhez jutunk, melynek az a = b = ¢ = d = 1 nyilvan megoldasa.

Masodik lehetdség: Triikkdzés! 2t +223 + 322+ 22+ 1 = (24 + 23 +22) + (2® + 22 +2) +
(2 +r+1)=2?@2+z+ 1) +z@+2+ D)+ @2 +a+1) =@ +2x+ D)@ +2+1).

Most mar csak egy mésdfoknt kell megoldanunk.
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Tehét a gyoktényezds alak:

(B (8

4./9. Bizonyitsd be, hogy nincsen olyan nem konstans f(x) € Z[z] polinom, mely valami-
kortél kezdve mindig primszamot vesz fel, vagyis valamely N € N-t6l kezdve minden n > N
esetén f(n) prim.

Megoldas. Indirekt tegyiik fel, hogy van egy a feltételeknek eleget tevé nem konstans f(z) €
Z|z] polinom. Ekkor ha g(z) = f(z + N), akkor g is egész egyiitthatos, nem konstans és g
méar 0-t6l kezdve primet vesz fel.

Legyen g(x) = apz™ + - -+ + a1z + ag. Ekkor g(0) = ap = p prim. Tegyiik fel, hogy p > 0
(a p < 0 eset teljesen analdg). Ekkor minden k € N-re p | g(kp) = an,k™p" + - -+ + askp + p.
Mivel g(kp) prim, ezért g(kp) = £p. Kétféleképpen is befejezhetjiik a bizonyitast



Els6 befejezés: Vilagos, hogy lim, ., g nem lehet sem 400 sem —oo, mert akkor valami-
kortol kezdve |g(x)| > p teljesiilne. Vagyis g csak konstans lehet, ellentmondas.

Masodik befejezés: g végtelen sokszor felveszi vagy p-t vagy —p-t. Tegyiik fel, hogy —p-t.
Ekkor a h(x) = g(x)+p polinomnak végtelen sok gydke van, vagyis h és igy g is csak konstans
lehet, ellentmondas.

5./5. Legyenek a, b, ¢ az 3 — 2% + 32+ 6 polinom komplex gydkei. Hatdrozd meg az é + % —1—%
kifejezés értékét.
Megoldas. A gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggéseket most az 2% — 22 + 32 + 6 =
(x —a)(z — b)(xz — ¢) egyenléségbdl kapjuk:
—1=—(a+b+c¢)
3 =ab+bc+ ca
6 = —abc

Felhasznalva, hogy % + % + % = %, kapjuk, hogy % + % + % = _%5 =—

D=



