Linearis Algebra fizikusoknak (2010-11 &sz 1. ZzH

1. Legyen (S, -) egységelemes félcsoport e egységelemmel és tegyiik fel, hogy minden s € S-re
52 = e. Mutasd meg, hogy ekkor (5,-) Abel-csoport.

Mutass példat ilyen nyolc elemii Abel-csoportra, vagyis amiben minden elem négyzete az
egységelem (+3 pont).

Megoldas. Az asszociativitas és az egységelem létezése adott.

Inverz: Minden s € S-re s~ = s megfelels, mert s - s = e.

Kommutativitds: Legyen a,b € S, ekkor e = (ab)? = abab. Szorozzuk meg ezt az egyen-
letet balrél a-val, jobbrol b-vel. Kapjuk, hogy ab = aababb = ebae = ba.

Ilyen tulajdonsagi nyolc elemid csoport a Zs feletti haromdimenzios vektortér az dsszead-
assal, vagyis a harom hosszu 0-1 vektorok halmaza a koordindtankénti modulo 2 sszeadéssal.

2. Oldd meg az iz + (—1+48i)2® — 8 = 0 egyenletet a komplex szdmok halmazén és add meg
a megoldasokat algebrai alakban.

Megoldas. Osszunk le i-vel (1/i = —i): 2%+ (8 + )23 + 8i = 0. Ez az egyenlet mésodfoku
z3-re. Ha nem vessziik észre (a Viéte-formulakbol), hogy —8 és —i a gyokok, akkor sincsen
baj. Megoldéképlettel kapjuk, hogy

—8 —1=£+63 — 16¢
5 .

B —(8+1i)E+/(8+1i)2—4-8i
2

Mivel 63 — 16¢ argumentuma nem “szép” szog, ezért egyenlettel vonunk belsle gyokét: (a +
bi)? = (a? — b?) + 2abi = 63 — 167, amib6l a® — b? = 63 és 2ab = —16. Tehat a = —8/b és igy
64/b% —b% = 63, vagyis 0 = b* +63b> — 64. Itt mar éredemes észrevenni a gyokoket (b? = —64
és b2 = 1), koliinben kicsit kellemetlenebb fejszamolas var rank:

o  —63+16324+4-64 —63+£65
- 2 - 2

b =1és — 64.

b2 > 0 egért b> = 1 igy b = 41 és a = F8, tehat /63 — 16i = (8 — i), amibsl 23 =
w = —i és —8. Ezekbdl harmadik gyokdt vonva kapjuk a megoldasokat:

3n 3n
=i = {/cos 3T + isin 3T = cos 2 tisin 225 ahol k = 0, 1,2, és hasonloan
2 2 3 ) 5 Ly 4y
/=8 = {/8(cosm +isinm) = 2 (cos T 4 jsin TEET) ahol k =0, 1,2.
Végiil a megoldasok: zg = i, 21 = —§ — %z’, Zo = @ — %z’, 23 =1+ V30, 24 = =2,

25 =1—/3i.

3. Adj meg olyan v € R? vektort, mely az (1, —1,0) és (1,0,1) vektorral is 120°-os szoget zar
be.

Megoldas. Legyen v = (z,y,z). v pontosan akkor zar be 120°-os szdget a megadott
vektorokkat, ha teljesiilnek a kdvetkezdk:

v(1,-1,0) =2z —y = /a2 + 42 + 22v/2 cos 120°

v(1,0,1) =z 4+ z = /22 + y2 + 22v/2 cos 120°
Ha van ilyen v, akkor végtelen sok van, ezért nem meglepd, ha példaul z-et el6re rogzitjiik és
reménykediink, hogy lesz megoldas. Legyen x = 0. Ekkor a jobb oldalak egyenlsége miatt

z = —y, amit a masodik egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy z = v 222\/5_71 = —|z|. Tehat
barmilyen negativ z esetén (0, —z, z) megoldas, legyen példaul v = (0,1, —1).

4. Bontsd fel a 205 — 824 + 723 — 1622 4 7z — 6 polinomot Q[z]-ben irreducibilisek szorzatéra.



Megoldas. A racionalis gytkteszt felhasznalaséval és probalgatassal kapjuk, hogy x = 2 gyok,
tehat (z — 2) kiemelhetd:

225 — 824 4+ 723 — 1622 + Tz — 6 = (2 — 2)(22° + 42t + 2% — 22 + 3).

Miel6stt tortekkel probalkoznank érdemes behelyettesiteni az i-t, és kapjuk, hogy gydk, amibél
—i is gyok, vagyis 22 + 1 is kiemelhet6:

225 + dat + 72% — 22+ 3 = (2 + 1)(22° + 42 — 22 + 3).

A forditott Schonemann-Eisenstein-féle kritérium (p = 2) miatt 223 +42? — 22+ 3 irreducibilis
Q[z]-ben, igy a keresett felbontés (z — 2)(x? + 1)(223 + 422 — 22 + 3).

5. Tekintsiik az f(z) = 1/Z fiiggvényt C\{0}-n (inverzid).
(a) Mi a képe ennél a leképezésnél egy 0-n atmend egyenesnek (a 0 nélkiil)? (2 pont)
(b) Hova képezi f az egység sugaru korlap belsejét (a 0 nélkiil), vagyis mi lesz
f{zeC:0<|z| <1})? (2 pont)
(¢) Mutasd meg, hogy minden 0-n atmend korvonal képe (0 nélkiil természetesen) egy 0-n
at nem meng egyenes (6 pont).

Megoldas. Trigonometrikus alakban, ha r > 0, akkor

f (r(cos i+ isinp)) - : ~ (cos o+ isin p)
r(cos isiny)) = = — = ~(cos isin o).
v 14 r(cosp +ising) 7(cos(—¢) +isin(—¢)) 7 v v

(a): Egy 0-n atmend egyenes pontjait meghatarozza az egyenes szoge, igy ennek képe sajat
maga (a 0 nélkiil) mert % tetsz6leges pozitiv szam lehet, ha r végigfut a pozitiv szamokon.

(b): A zart korlap kiilsejére, mert % >1 <= 0<r<L

(c): A triikk az, hogy nem érdemes a képlettel kell szamolni, hanem egy egyszerd rajzban
két haromszog hasonlosaga adja a feladat ezen részét.

6. A gyokok és egyiitthatok kozotti Gsszefiiggések segitségével mutasd meg, hogy az z° — xt +
4z3 — 622 + 2 — 7 € R[z] C C[z] polinomnak nem lehet minden gydke valos szam.

Megoldas. Legyenek a gyokdk a,b,c,d, e € C. Ekkor —a—b—c—d—e = —1 és a gyokokhdl
képzett kéttényezds szorzatok dsszege pedig 4, amibél a® +b2 + 2+ d?> +e? =12 —-2-4 = 7.
Innen mar latszik, hogy nem lehet minden gydk valés szam mert akkor a négyzetosszegiik
nemnegativ valés szdm lenne.



