1. Lineéris Algebra gyakorlat (2009 /2010 &sz)
Néhany megoldas

4. (a) Mindenekel6tt vegyiik észre, hogy 0+0 = 0, igy a-0 = a-(0+0) =42 (¢-0) + (a-0)
¢s adjunk mindkét oldalhoz —(a - 0)-t: 0 =a - 0.

(b) Azt kell belatnunk, hogy (—a)-b az a-b ellentetje: ((—a)-b)+(a-b) =44 ((—a)+a)-b =
0-b=® 0.

(c) Tegyiik fel, hogy a-b = 0. Ha a # 0, akkor szorozzuk mindkét oldalt a~!-gyel balrol:
at-(a-b)=a"1-0, vagyis (™' a)-b=0,amib6l 1-b=0, b = 0.

5. Azt kell csak észrevenni, hogy mivel koordinantanként végezziik a mitiveleteket, ezért az
azonossagokat is elég koordinantanként ellendérizni, vagyis a valés szamokra, amikrsl tudjuk,
hogy igazak. Példaul az Osszeadis asszociativitasa: ((al,ag) + (bl,bg)) + (c1,¢0) = (a1 +
bl,ag + bg) + (Cl,Cz) = ((a1 + bl) + ¢y, (CLQ + bz) + CQ) = ((11 + (bl + Cl),&z -+ (bg + CQ)) =
((Il, CLQ) + (bl + ¢y, bQ + Cg) = (al, ag) + ((bl, bg) + (Cl, Cg)).

A nullelem nyilvan (0,0), az egységelem (1, 1).

6. Legyen T" C R egy test. T-nek van null- és egységeleme: Op és 1p. A nullelem
tulajdonsaga szerint 07 + 17 = 17, ezért O = 0. Mivel 17 - 17 = 17, ezért 1 = 1.

Ekkor —1 € T'is teljesiil, hiszen ugyanarra a nullelemre és 6sszeadasra nézve kell ellentettnek
lennie mint R-ben, amibél mar konnyen latszik, hogy Z C T, hiszen 1l-eseket és —1-eseket
osszeadhatunk tetsz6legesen sokszor.

Ha n € Z\{0}, akkor 1 € T is teljesiil, hiszen ugyanarra az egységelemre ¢s szorzasra nézve
kell inverznek lennie mint R-ben, amibél minden n, k € Z\{0}-ra % €T, vagyis Q CT.

9. Mindenekel6tt vegyilik észre, hogy mindig elég maradékokkal szamolni, vagyis ha a
maradéka p-vel osztva a’, a = kp+ a’, hasonléan b = p + V', akkor ab maradéka ugyanaz, mint
a't! maradéka p-vel osztva hiszen = (kp + a')(lp + V') = klp* + a'kp + V'lp + a'b.

Ebb6l mar szinte minden azonossag kovetkezik: a miveletek asszociativitasa és kommuta-
tivitasa, illetve a disztributivitas. Példaul (a 4, b) -, ¢ nyilvan az (a + b) - ¢ szam p-vel vett
maradéka, hiszen ha csak a maradékra vagyunk kivancsiak, akkor nyugodtan kiszamolhatjuk
el6bb a 4+ b maradékat és elég azt szorozni c-vel, s6t ¢ maradékaval, mert a tobbi tag ami
keletkezne ugyis oszthato p-vel. Hasonléan (a -, ¢) 4+, (b, ¢) az (a-¢) + (b - ¢) szam p-vel vett
maradéka. (4, és -, a modulo p miveleteket jeloli.)

A nullelem nyilvan 0, az egységelem 1, tovabba egy a elem ellentetje p — a (0-nak 0).

Mar csak az inverz létezését kell ellendrizniink. Legyen a € Z,\{0}. Vizsgaljuk meg a
kovetkezd szamokat: 0-a, 1-a, 2a, 3a, ..., (p—1)a. Elég belatnunk, hogy paronként kiilénb6z
maradékot adnak p-vel osztva, mert akkor mivel p darab van bel6liik, ezért valamelyikiik
maradéka 1. Es persze ha ka maradéka 1, akkor k p@=1.

Tegyiik fel, hogy ia és ja ugyanazt a maradékot adja p-vel osztva. Ekkor p osztja ia — ja =
(1—j)a-t. Mivel p nem osztja a-t ezért osztja i — j-t (p prim), de —p <i—j < p, ezért i—j =0,
igy i = j.



