2. Linearis Algebra gyakorlat (2009/2010 Gsz)
Néhany megoldas

1. (a) (R3, (-,-)) nem is algebrai struktira, hiszen a skalaris szorzas nem
miivelet R3-n, kivezet beldle.

(b) (P(A),N) kommutativ egységelemes félcsoport, mert N nyilvan kommutativ

és asszociativ, az egységelem A (ha X C A, akkor X N A = X). Ez a
félcsoport altalaban nem csoport, mert ha A # () és X C A, akkor X-nek
nincsen inverze, hiszen minden Y-ra X NY C A.

(c) (P(A), A) kommutativ csoport: az asszociativitds Venn-diagrammal
konnyen ellendrizhets, a kommutativitas trivialis, az egységelem (), egy X C
A inverze pedig sajat maga X, mert X A X = 0.

(d) (X%, 0) egységelem félcsoport, ami |X| > 1 esetén nem kommutativ
és nem csoport: ((fog)oh)(x) = (fog)(h(x)) = f(g(h(x))) = f((goh)(x)) =
(fo(goh))(x), az egységelem idx(x) = z. Ha a,b € X kiilonboz6 elemek,
akkor f(a) = f(b) = a és g(a) = b, g(b) = a fiiggvények esetén (f og)(b) = a,
de (go f)(b) =b, gy fog#gof.

Tovébba ekkor f-nek nincsen inverze, hiszen ha g € X* akkor (gof)(a) =
(go f)(b) = g(a), de g(a) nem lehet egyszerre egyenld a-val és b-vel is, vagyis
go f #idx.

(e) (S(X),0) csoport, ami | X| > 2 esetén nem kommutativ.

2. Legyen a,b € G tetsz6leges. Ekkor e = (ab)? = abab, amit jobbrol
b = b~ l-gyel, balrél a = a~!-gyel szorozva ab = ba-t kapunk.

3. Legyen (B, A, V) egy Boole-algebra (A a "szorzas", V az "Osszeadas").
a+b=(aAb)V(bAa)ésa-b=aAb.

A szorzas (-) nyilvan asszociativ és kommutativ. Az Osszeadas (+) is
kommutativ.

Az 6sszeadas asszociativ (mint a szimmetrikus differencia az 1. (c¢)-ben):

(a+b)+c=((aAb)V(bAQ))+c=

[((anb) v (bA@) ATV [eA ((aAD)V (bAa))] =dist e DeMorgan
[(anbAe) Vv (bAaanc)] Vv eA ((anb)AbAa))] =PeMoren
(@AbASV(DAGAE)V [eA ((@Vb)ADVa))l.

—~



Mielstt tovabb alakitjuk vegyiik észre, hogy (aV b) A (bV a) = ((aV b) A
b)V (((avb)Aa) =1 ((anb)Vv (bAb))V ((ana)V (bAa)) = (@nb)V (bAa),
mivel bAb =0 és aAa=0. Tehat (a + b) + ¢ tovabb egyenlds:

(anbre)V(bAane)V[en ((@anb) Vv (bVa))] =

(aNbAC)V (DAGAE)V [(cAanb)V (cAbAa)] =
(anbAE)V (bAGAE)V (cAanb)V (cAbAa),

ami nem filigg az a, b, ¢ sorrendjétdl.
A disztributivitas is hasonléan ellendérizhetd.
A null elem 0, a ellentetje a, és az egységelem 1.
Ha |B| > 2, akkor ez a gytird nem nullosztomentes, mert a-a = 0 minden

a € B\{0,1}-re



