1. Szamelmélet gyakorlat (2009/2010)
Néhany megoldas

Ha Osszeadas vagy szorzas utan egy adott n szammal vett maradékra vagyunk kivan-
csiak, akkor mindig elég a maradékokkal dolgozni. Prcizen: Ha ki maradéka m; és ko
maradéke my az n-nel osztva, akkor ki + ko (hasonléan kjks) maradéka n-nel osztva
ugyanaz, mint m; + my (hasonléan m;ms) maradéka n-nel osztva.

1. (a): Vizsgaljuk meg 23""! maradékat 7-tel osztva: n = O-ra 2 és n = l-re is 2.
Val6jaban minden n-re 2, mert teljes indukciéval, ha 23"+ maradéka 2, akkor 23(+D+1 —
8 - 23"+ maradéka 1-2 = 2.

(b): 360 = 23325 és nb + 85nt + 994n? = n2(n* + 85n2 + 994) = n?(n? + 14)(n? + 71).
Vizsgaljuk meg példaul a kifejezés 32-tel valo oszthatosadgat: Ha 3 | n, akkor készen
vagyunk az n? miatt. Ha n maradéka 3-mal osztva 1 vagy 2, akkor n? maradéka 1, igy
n? 4+ 14 és n? + 71 is oszthatd 3-mal, tehat a kifejezés oszthato 32%-tel. A 23-nal illetve
5-tel valo oszthatosag teljesen hasonldan lathato be.

2. Eszrevétel: ha d | a és d | b, akkor minden x,y € Z-re d | ax + by.

(b): Ha d = (5" — 1,5"2 — 20), akkor d | 25(5" — 1) — (5"*2 — 20) = —5, amibdl
d =1 vagy d = 5. Azonban d = 5 nem lehet, mert 5 5" — 1 kivéve n = 0 esetén, de azt
kizartuk.

(c): Had = (n®+2n,n* +3n?+1), akkor d | —n(n®+2n) + 1(n* +3n®> +1) = n*> + 1,
amib6l d | 1(n® + 2n) — n(n? + 1) = n, amibél d | 1(n? + 1) — n(n) = 1, vagyis d = 1.

3. 1.(a)-hoz hasonl6 teljes indukcioval kapjuk a kovetkezs felhasznalasaval: 147"+ +
73D = 147(147" 4 7301 4196 - 7L
4. (a): n-re teljes indukcidval bizonyitunk. n = 0-ra igaz az allitas. Tegyiik fel hogy igaz
n-re (és a nala kisebb természetes szamokra). n + 1-re felirva a bal oldalt: ZZ:) F, =
ZZ:O Fy + F,y1, ami az indukcités feltevés szerint tovabb egyenls F,,.o — 1 + F,,.1 =
Foyz—1=Fuinge — L.

(d): Foyr = FpFri1 + Fr_1F,-t fix n mellett 1 < k-ra teljes indukcidval bizonyitjuk.

k=1esetén F,, 1 = F1F, .1 + FyoF,, igaz, hiszen F} =1 és F = 0.

k =2 esetén F, o = FyF, 1 + F1F, igaz, hiszen I, = F; = 1.

Tegyiik fel, hogy k-ig (k-ra is) igaz az allitast. (k + 1)-re:

Fot @kt =det Foyk-1) + Fagr =it o+ FyoFy + FyFy + Byt By

Az els6 tagnal k helyére k — 1-et helyettesitettiink a képletbe. Ezt azért tehettiik meg,
mert k+ 1 > 2, igy k-ra és k — 1-re is alkalmazhat6 az indukcios feltevés.
F, 1-et és F,-et kiemelve:

Fryory = (Frm1 + Fi) Fpgr + (Fr—g + Fio)Fy = Fr Froy + FLF,

ami pont a vart képlet (k + 1)-re.

(e): Fix n esetén k-ra teljes indukcioval bizonyitunk. k = 1-re trivialis. Tegytiik fel,
hogy k-ra igaz az allitds. Ekkor Fy11) = Fpkin, ami a (d) rész felhasznalasaval tovabb
egyenls F, Fp 1+ F,_1F,, melyben mindkét tényezs oszthato F,-nel (az els6 trivialisan,
a masodik az indukcios feltevés miatt).



5 Az Fopyw = D, {( ) C>k>0é/0+k = n} képletet teljes indukcidval kapjuk
n > l-re. n=1-re I}, = (0):1ésn—2reF3 (g)+(1):2igazak.

Tegyiik fel, hogy n-ig (n-re is) igaz a képlet. (n + 1)-re: Fipng1 = Fop + Fy =
Z{(f;ll) : El Z k’l Z 0 és fl—{—kl = n}+2{(£§) : fo Z ]{?0 Z 0 és go—i—k?o = n—l} (Ismét
kettGvel korabbi értékre is felhasznéltuk az indukcios feltevést.)

I. eset: n = 2d paros. Ekkor Fygyo = <(20d) + (2d;1) + <2d;2) 4t (Z)) + <(2d0*1) +
()44 (1)) = CH+(CT)+C5N) + () +C0)) ++ () + (%)

CoN+C+CN ++ () =X{(2) s ez he = 0es o+ ky = 2d + 1}
II. eset: n=2d + 1 paratlan Teljesen hasonléan.

—_

6. (a): Tegyiik fel, hogy a* —1 = (a—1)(a* "' +a*~2+---+a+1) prim. A méasodik tényezs
biztosan nagyobb mint 1, igy az els6 1, amibdl @ = 2. Ha k Osszetett lenne, k = nm, ahol
n,m > 1, akkor a” — 1 = (a")™ — 1™ = (a" — 1)((a™)™" ' + (a")™ 2 +--- +a" + 1), ahol
mindkét tényezd nagyobb mint 1, ellentmondas.

(b): Tegyiik fel, hogy a* + 1 prim. Indirekt, ha p | k és p > 1 paratlan, akkor k = np,
amib6l a™ +1 = (a")? + 17 = (a™ + 1)((a")P~! — (a")P™2 + -+ — a" + 1), ahol mindkét
tényezd nagyobb mint 1, ellentmondés. Tehét k-nak nem lehet paratlan osztoja, igy k
kettShatvany.



