10. Szamelmélet gyakorlat (2009,/2010)
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1. Bizonyitsd be, hogy n > 1 pontosan akkor prim, ha <=

2. Melyek konvergensek az alabbi sorok koziil?
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3. Bizonyitsd be, hogy n! nem teljes hatvany, ha n > 1.

4. Igazold, hogy két szomszédos pozitiv egész szam koziil legalabb az egyik felirhaté kiilonbo6zé
primek Osszegeként.

5. Hany darab l-essel kezd3ds prim van? Héany ezer darab 4-essel kezd3dd prim van? Al-
taldnositsd az eredményt.

Kitérd:
Sejtés. (Erdss Pal) Ha 0 < a; < ag < ... egy szigortian novs természetes szamokbol allo sorozat
és > 0 i = o0, akkor az {a, : n € N} halmaz tartalmaz tetsz6legesen hosszi véges szamtani
sorozatot.

A kérdést nemrég oldottak meg abban a specialis esetben, amikor a, az n. prim:
Tétel. (B. Green, T. Tao) A primek tartalmaznak tetszdlegesen hossziu véges szamtani sorozatot.

Legyen W a természetes szdmok azon részhalmazainak csalddja melyek nem tartalmaznak
tetszdleges hossza véges szamtani sorozatot.

Tétel. (B.L. van der Waerden) W zdrt a véges unidra, vagyis ha A, B € W, akkor AUB € W.
Masképpen, ha AU B tartalmaz tetszdleges hosszu szdmtani sorozatot, akkor A vagy B is ilyen.

Legyen
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Erddss sejtése tehat ugy is megfogalmazhato, hogy W C 7.
Adott X C N halmaz alsd és felsd sidrisége:
Xn{0,...,n—1 - XNn{0,...,n—1
gl(X)zliminf| {0, osn =1} d(X)zlimsup| {0...sm }|
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, vagyis d(X) = d(X), akkor azt mondjuk, hogy ez a szam az X
1XN{0,...n—1}|
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Ha létezik lim,,— o

strisége, d(X) = limy, o0 . Jelolje Z a nulla (felss) stirtiségii halmazok csaladjat:

Z={ACN:d(A) =0}
Ko6nnyen meggondolhato, hogy Z1 és Z is leszdllo (vagyis ha A benne van, akkor A minden
részhalmaza is), tovabba hogy zartak a véges uniéra. Ennél tobb is igaz, lasd a hazit.

6. Bizonyitsd be, hogy 71 C Z.
Ezek utan mar jobban érthetd a kovetkezd tétel fontossaga (ugyanis tekinthets az Erdds-sejtés
egy specialis esetének):

Tétel. (E. Szemerédi) Ha d(X) > 0, akkor X tartalmaz tetszéleges hosszi véges szdmtani soroza-
tot, vagyis W C Z.

1. HF. Bizonyitsd be, hogy Z1-re (mj. és Z-re is) igaz a kovetkezs:
V{A,:neN}CTZ: F3Ae€Z:1VneN|A\4| < .
2. HF. Bizonyitsd be, hogy ha n > 2, akkor 2" — 1 és 2" 4+ 1 nem lehetnek mindketten primek.



