2. Szamelmélet gyakorlat (2009/2010)

Néhany megoldas

1. Euklideszi Algoritmussal: 1521 =4-372+433,372=11-33+9, 33 =3-9+6,

=1-6+ , 6=2-3+0. Az 1521x 4 372y = (1521, 372) diofantikus egyenlet
egy megoldasat leolvashatjuk az EA 1épéseibdl a maradékok kifejezésével: Legyen
a = 1521 és b = 372. Ekkor 33 = a —4b, 9 =b—11-33 = b — 11(a — 4b) =
—1la +45b, 6 = 33 —3-9 = (a — 4b) — 3(—11a + 45b) = 34a — 139b, és végiil
3=9—-1:6=(—11la+45b)— (34a—139b) = —45a+ 184b = 1521(—45) 4+ 372184,
vagyis x = —45, y = 184.

2. Szerepelt elGadéson.

3. Legyen (a,b) = 5ésd = (a+b,a—0b). Ekkor nyilvan 5 | d és d | (a+b)+(a—b) =
2a, d | (a +b) — (a — b) = 2b, amibdl d | (2a,20) = 2(a,b) = 10. Tehat d = 5 vagy
d = 10. Mindketts lehet, mert példaul a = 5, b = 10 esetén d = 5, és a = 15,
b = 25 esetén d = 10.

(a + 2b,4a — b) vizsgélata teljesen hasonlo.

4. (a): n* —n+3 = (n—1)n(n+1)+ 3 {gy oszthaté 3-mal, tehat, ha prim, akkor
csak +3 lehet, amib6l n = —2,—1,0, 1.

(b): Ha n® — 27 = (n — 3)(n? 4+ 3n + 9) prim, akkor valamelyik tényez +1.
A mésodik tényezd nem lehet +1 egész n esetén. Ha az els6 1, akkor n = 4 és
a masodik tényez6 37, prim. Ha az els6 tényez6 —1, akkor n = 2 és a masodik
tényez6 19, prim.

():nf+n"+ - +n+l=nm*+n+1)+n*n*+n+1)+n*+n+1)=
(n® 4+ n3 +1)(n® + n + 1) nem lehet prim, mert egyik tényezé sem lehet —1, ha
pedig valamelyik 1, akkor a masik is 1.

5. Vilagos, hogy a™*) —1|d = (a" — 1,a* — 1). Legyenek x,y € Z egész szamok,
melyekre nx + ky = (n, k). Mivel n, k > 0, ezért = és y el6jele kiilonbozs. Attérve
¥ = x és y = —y-ra azonos elGjeld megoldasat kapjuk az na’ — ky' = (n, k)
egyenletnek. Feltehets, hogy 2/, 4 > 0, mert minden m-re 2’ + mk és y' + mn is
megoldés. Ekkor

! / /

(@™ —1) = (a" —1) = a™ — aty = aky/(am/_kyl —-1) = av (a™F) — 1),

Mivel d | a™ — 1(= (a" — 1)((a")* ' 4+ --- +a" + 1)), d | a* — 1, és nyilvan
(d,a®') =1, ezért d | a™®) — 1, vagyis d = a™*) — 1.



