3. Szamelmélet gyakorlat (2009/2010)

Néhany megoldas

1. Adott n = p{'p3?-- - p& kanonikus alakd természetes szam az olyan ¢ =
pf ! p’gQ e pr"pffll e pf * kanonikus alaki szamoknak osztdja, amikre a; < [3;
minden ¢ = 1,...,r-re.

Ha ¢ = k?, akkor f3; = 2v; alakuak a kitevok, vagyis a; < 2v;. Az a
kérdes, hogy ebbdl mikor kovetkezik, hogy n osztja k-t, vagyis hogy «; < ;.
Vilagos, hogy ez csak akkor biztos, ha a; = 1 minden ¢ = 1,... r-re. Az
ilyen szamokat nevezziik négyzetmentesnek.

2. A felbonthatatlanok a paratlan szamok kétszeresei, mert pontosan ezek a
szamok nem bonthatok fel két paros szam szorzatara.

Primek nincsenek, mert minden n paros szam esetén n |oz 2n, de n o7 2
még n = £2 esetén sem, mert % = +1 ¢ 2Z ¢s n{n, mert 2 =1 ¢ 27.

3. A Legendre Tétel szerint a keresett kitevs: Y oo [%] = [%} + [210%] +
[22] +0+0+4---=182+16+1 = 199.
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4. 93 =28 = 2" =11 =1 (7).

527 = (—2)B7 = (—1)B72%” = 9% (7) & tudjuk, hogy 2° = 1
(7), vagyis azt kéne kitalalni, hogy 23'? milyen maradékot ad 3-mal osztva.
2312 = (—1)'2 =1 (3), amibsl —22" = —2%+1 = —2 =5 (7)

5. Tegytik fel, hogy p(z) € Z[z] és p(n) prim minden n > N € Z esetén.
Belatjuk, hogy ekkor p egy konstans polinom. A ¢(z) = p(x+N) polinom mar
0-t6] kezdve primet vesz fel. Legyen q(z) = apa™ + an_ 12"+ -+ a1z +ayp.
q(0) = ag prim. Ha ag > 0, akkor minden k& > O-ra q(kag) = an(kag)™ +
an—1(kag)" 14 - +ay(kag)+ag egy ag-lal oszthato prim, vagyis q(kag) = *ay.
Tehat a ¢ polinom végtelen sok helyen veszi fel ugyanazt az értéket (ao-t vagy
—ap-t), ezért konstans, vagyis p is konstans.
Ha ag < 0, akkor a —kag helyettesitéssel hasonléan okoskodhatunk.

6. a” — 0" = (a—b)(a™ '+ a2+ -+ ab™ 2 + ™) és tudjuk, hogy
m | a —b. Azt kell belatnunk, hogy a masik tényez6t is oszthatd m-mel.
Mivel a = b (m), ezért a™ ' +a™ 2o+ +ab™ 2 +b" ! = a™ 1 +a™ 2a+
et ad™ 4+ a™ T = ma™ =0 (m).



