4. Szamelmélet gyakorlat (2009/2010)
Néhany megoldas

1. Ha 3, 36, és 64 ugyanannak mod m maradékosztalynak az elemei, akkor barmely kett6
kiilonbsége oszthato m-mel: m | 36 —3 = 33, m | 64 —3 = 61 és m | 64 — 36 = 28. Mivel
(33,61) = 1, ezért csak m = 1 lehetséges, vagyis amikor minden egész szam egy mod m
maradékosztéilyba tartozik.

2. (a) Hamis, példaul 1,2, 3,4, 5,6 redukalt maradékrendszer mod 7, de mod 14 nem az,
mert példaul (2,14) =2 # 1.

(b) Igaz. Legyen 71, ..., 7 redukalt maradékrendszer mod 14. Ahhoz, hogy megmu-
tassuk ez egy mod 7 redukalt maradékrendszer is, a kovetkezSket kell meggondolnunk:

(1) k= (7),
(i) i # 75 (7), ha i # j,
(iii) (74, 7) = 1 minden i-re.

(1) ¢(14) = (7). (iii) Ha (r;,14) = 1, akkor nyilvan (r;,7) = 1 is teljesiil. (ii) Indirekt
tegyiik fel, hogy r; = r; (7), vagyis hogy 7 | r; — r;. Ekkor azonban r; vagy r; paros, ami
nem lehet, mert nem lenne reletiv prim 14-hez, ellentmondés.

3. 9(82) = P(2)p(d1) = (2 — DAL — 1), $(1000) = p(Z)p(5%) = (2 — 2)(5° — 5) =
4-100 = 400, p(2009) = p(T?)p(41) = (72 — 7)(41 — 1) = 1680.

4. p(n)az A ={k:1 <k <nés(k,n) =1} halmaz elemszama, d(n) a B={¢:1 <
¢ < nésl|n} halmaz elemszama. AUB C {1,...,n} és AN B = {1}. p(n)+d(n) =
|A|+|B| =]AUB|+ |ANB| <n+1.

Egyenldség csak a primekre és a 4-re all fenn. Ha p prim, akkor ¢(p) = p — 1 és
d(p) = 2, p(4) = 2 és d(4) = 3. Ha m = mom; egy Oszetett szam, 1 < mg,m; < m
és 2 < my, akkor 2my se nem oszt6ja m-nek, se nem relativ prim m-hez, vagyis egyik
halmaznak sem eleme, igy p(m) + d(m) < m.

5. Vizsgaljuk meg az %, %, ..., torteket. Mindet egyszertsitsiik le amennyire csak lehet.

A kapott g alakt tortekrsl a kovetkezoket tudjuk: 1) Paronként kiilonbozdk, mert az
eredeti tortek is ilyenek voltak. 2) d | n és (k,d) = 1, mert nem tudtunk tovabb egysze-
risiteni. 3) Ha d' | nés (K,d) =1,1 <k < d, akkor S—: megjelenik a tortjeink kozott,
mert a ny tort egyszertsitettje.

Kaptuk tehat, hogy n darab olyan (k,d) parunk van, melyre 1 < k < d, d | n és

(k,d) = 1. A szummaéval pontosan ezeket a parokat szamoltuk meg.

6. Ha 11 | a, akkor a® = 0 (11), ha 11 { a, akkor az Euler-Fermat Tétel szerint o' =
(11), amib6l a® =1 (11). Tehat a®°, 5%, 3 koziil mindegyik 0 vagy 1 maradékot ad 11-
gyel osztva. Ha az Osszegiik oszthato 11-gyel, akkor csak 11 | a, 11 | b és 11 | ¢ lehetséges,
amibdl nyilvan kovetkezik, hogy 1139 | a0 + 530 + 3.

7. Tegyiik fel, hogy 23 f a® — 0®. Ha 23 | a, akkor 23 | a®, igy 23 { b%, amibél 23 1 b
és hasonloan forditva. Még azt kell megmutatnunk, hogy az egyikiik biztosan oszthato
23-mal. Ha 23 t a és 23 1 b, akkor az Euler-Fermat Tétel szerint a*? = b* = 1 (23),
amibdl a® = b% =1 (23), vagyis 23 | a® — b ellentmondés.

A forditott implikacio teljesen hasonléan bizonyithato.




