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Fesune

Dans ce memoire, nous etudions deux sysemes dynamiques, que nous visualisons
par ordinateur, en commentant les images en cktail.

Le premier syseme est appet l'attracteur de Plykin. On cem ontre rigoureusement
gue ses bassins d'attraction forment des lacs de Wada. lls sont visualigs par ordinateur
et I'in uence des paranetres du syseme estetudee sur le s images.

Le deuxeme syseme est le pendule de Hubbard. On calcule son equation et onetudie
les applications de Poincae assocees. Il s'agit d'un syseme com plexe non-lireaire, on
se contentera detudier ce syseme par le biais de methode nu nerique. Les images de
l'article de Hubbard sont recalcukes, et d'autres images sont pe sentes an de mieux
comprendre le comportement du syseme.

On etudie la dynamique dans l'espace des paranetres. Pour certain es valeurs des
paranetres, on montre |'existance d'un epulseur en inversant | e temps dans lequation
du pendule.

La partie du code qui serta esoudre 'EDO nuneriguement es t donree en annexe.

Abstract

In this Master thesis, two dynamical systems are studied, they are visualized by the
means of computer generated images, which are commented on in detail.

The rst system is known as the Plykin attractor. We give a rigorous pro of of the fact
that its attraction basins form lakes of Wada. Computer-generated images are shown
and the e ect of tuning the parameters of the system is investigated.

The second system is Hubbard's pendulum. Its governing equation is derived and the
associated Poincae mappings are studied. This is a complicated non-linear system, we
restrict our studies to numerical analysis. Images from Hubbard's art icle are reproduced,
and other images are generated to better understand the behavior of the system.

The dynamics of the parameter space in investigated. For certain values of the pa-
rameters, the existence of a repellor is shown by reversing timein the equation of the
pendulum.

The portion of the source code responsible for solving the ODE is presented.
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O Introduction

Dans ce memoire, jetudie deux sysemes dynamiques, et je les visualise par ordingur,
en expliqguant ce qu'on voit sur les images et ce que cela implique.

L'inerét de premier syseme, ce qu'on appelle l'attracteur de Plykin, est motiwe par
l'article [3] par Yves Coucene. Dans la section 1, je pars des raisonnements derseours an
delaborer une cemonstration rigoureuse de la propree de Wada de ce syseme.

J'utilise un ordinateur pour visualiser ces bassins d'attraction dans section 2Je recalcule
les images de [3] avec un code que jaiecrit. J'en pro te aussi pour modi er les paraetres
du syseme et pouretudier leur in uence.

Le deuxeme syseme est le pendule de John Hubbard, qu'il pesente dans l'article [$.
Il s'agit d'un pendule fore amorti. Dans la section 3, je calcule sonequaion, et jetudie
les applications de Poincae du syseme que je vais utiliser. Je recalcule lesriages qui se
trouvent dans l'articlea l'aide d'un code que jaiecrit moi-méme. La partie du code qui sert
a mockliser le pendule est dans l'annexe A.

Je continue d'explorer ce syseme dans la section 4 a1 d'autres images avec des ocdtions
dierentes sont pesentes. Je les exploite pouretudier les valeurs propres, la limite de la
lirearisation et les feuilles instables des points hyperboliques qui se tnavent sur la frontere
accessible des bassins d'attraction.

Finalement, dans la section 5, je joue avec les paranetres du pendule et je decouvreutil
existe d'autres comportements. Il est possible que le syseme ne soit pashaotique pour
certains paranetres, ou méme qu'il ne possede aucun point xe attractif. Dans ce cas, je
montre qu'il existe un epulseur, que je visualise.
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1 Propree de Wada d'attracteur de Plykin

Les lacs de Wada sont trois ensembles ouverts connexes disjoints du plan qui posedent
tous les trois la méme frontere : tout point qui appartienta la fron tere d'un des ouverts
se trouve aussi sur la frontere des deux autres ouverts. Le premier exemple fut puldi par
Brouwer en 1910 [1]. Un autre exemple fut pesene par Kunio Yoneyama en 1917 2], qui
cedita sa cecouvertea son professeur Takeo Wada, ce qui explique I'appellatio.

Plus gereralement, nous dirons qu'une famille d'ouverts dans un espace topologige pos-
$de la propret de Wada si leurs fronteres coencident. De plus, s'ils sont tous connexes par
arc, on les appelle des lacs de Wada.

Le fait que les bassins d'attraction introduits dans [3] sont des lacs de Wadatait cep
connu. Tout de méme, cette assertion nerite d'étre cemontee rigoureusementa n que nous
comprenions mieux leur structure.

On s'inspire du raisonnement dans [4] qui traite le cas d'un seul point xe attractf.
Onetudie le cas de quatre points xes attractifs en examinant la relation entre les quatre
bassins d'attraction, pour cemontrer la proprete de Wada. Ensuite, on prouv e que les bassins
d'attraction sont connexes par arc, pour justi er qu'ils forment des lacs de Wada.

1.1 Le chat d'Arnold

Introduisons l'anneau quotient T = R=Z. Consicerons l'application donree par la multi-
plication par la matrice
2 1
11

sur le tore T 2, aussi connue comme l'application du chat d'Arnold. Elle a un seul point xe,
c'est l'origine. Introduisons la notation :

A =

1+p§
2

pour le nombre d'or. La matrice A admet deux valeurs propres 2 et 2. Les vecteurs propres
assoces sont :

_ 1 _ 1 1
=P 1 o ST P
et on peut diagonaliser la matriceA comme sulit :
A= 1 1 2.0 1 1
- 1+ 2 1 0 2 1+ 2 1

Dans la suite, nous utiliserons la notation

X
y

ou (x;y) pour le méme point du tore. Egalement, le produit

X
y

seraeventuellement noe par A(X;y). De plus, x denotera parfois uneement de T, parfois
un nombre eel, le repesentant dans [0, 1] de la classe dequivalence qui appartientaT, ou
encore un point du tore T2. Nous n'emploierons cet abus de notation que lorsque aucune
ambigeite n'est possible.

A
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1.2 Ses points riodiques
Notons la suite de Fibonacci parF; :
F 1=1;Fg=0;F1=1; 8k2 N;Fyir = F+ Frs1:
Proposition 1.1 Pour tout n entier naturel on a :

Fons1 Fon
n_ n .
A= F2n F2n 1 ' (1)

Cemonstration ~ Nous raisonnons par ecurrence.
L'initialisation de la ecurrence : pour n =0 on a

Fi Fo _ 1 O

0—
A_FoFl_Ol

Heedie : pour k entier naturel, on suppose que lequation (1) est vrai pourn = k. Alors

AKHL = Foke1  Fox 2 1 _ 2Fys t Fa Faen + Fae _
Fox  Fak 1 11 2Fo + Fox 1 Fox + Fax 1
Foker + Fasz Foksz _ Fakenyn Fagk+1)
Fok + Foks1  Foks1 Fok+y  Foik+y) 1

qui est, en fait, lequation (1) pour n= Kk + 1.

Etudions maintenant les points geriodiques de l'application donree par A, i.e. les points
xes des puissances dé\. Soit (x;y) dans le tore un point eriodique de A de erioden 2 N

A" Y = X (mod T?)
y y
Fonv1  Fon X X 2
= mod T
F2n I:2n 1 y y ( )
Fonsr 1 Fan X 0 2
= mod T 2
Fan Fon 1 1y 0 ( ) @
Notons
1 F2n

Fon+1
D, :=det
" F2n F2n 1 1

SiD, 6 0, alors lequation (2) admet jD,j solutions sur le tore T 2.
iDnj=i(Fanss  1(Fan 1 1) Fij=Fon 1+ Fona 2

utilisant Fr Fe 1 sz =( 1)k.

Pour n =0, A" =1d, D, = 0 et chaque point du tore T2 est xe. Pour n2 N , D, 6 0
etonakFy, 1+ Foner 2 points eriodiques de periode n.

Pour ceterminer les points geriodiques, nous esolvons le syseme en ajouant un multiple
entier d'une lignea une autre. Par exemple, pourn = 3, on a la matrice des coe cients

Fr 1 Fe _ 12 8 4 4 4 4 0 4
Fe Fs 1 =~ 8 4 8 4 4 0 4 0

qui nous dit que (x;y) est un point xe de A® si et seulement si 4 = 0;4y =0 (mod T).

Donc ces points xes sont 0; ;313 0;1; 1.3 qui forment un eseau orthogonal. Ce

41214
n'est pas le cas en cererale.
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1.3 Les bassins d'attraction

Introduisons maintenant une perturbation qui fera de l'origine un point xe at tractif et
qui rendra les trois points eriodiques suivants attractifs :

0

1
Pr= 1 =AP3 P2= % =AP;; P3= = AP, (mod T?):
2

(@IS

2

Notons l'origine par O. Nous utiliserons un changement de variables qui envoie tous les
points O;P;;P, et P3 surO :

X2 = X
Y2 =Y

al b cnote la partie entere par defaut. Observons que les valeurs eellesx; et y, seront les

mémes pour tous les repesentantsx;y 2 R d'un point du tore T?2. Il s'agit d'une transfor-
mation T2 ! 33 2

Pour tous points (xa;ya) et (Xg;ys) de R?, la distance entre leurs projees sur le tore
est ¢ ni par :

d((xa;ya); (xg:ys)) =min fdg2((Xa + Ki;ya + K2);(Xg;Y8)) j K13 k2 2 Zg

al dg2 cenote la distance euclidienne.
Introduisons aussi

r = d(;0)

ro. = d(;P1)
rz = d(;P2)
rs = d(;Ps):

Notonsk :R! R;r 7! (1 r2)21[ 1;13(r) qui est une bosse dierentiable avec une cerivee
continue.
Maintenant nous pouvons ck nir l'application f : T2! T2 par

f(y) = Alxy)+

pP1 r 2 X
+ T+ 2k 3 1y +
P2 r r rs 2 X2
+ k — +k = +k —=
1+ 2 b b b 1 vy
avec les paranetresa;b > 0, p1;p2 2 R. Pour que cette application soit bien e nie sur le

tore T2, nous prendrons des repesentants et y dans l'intervalle %; % .

Les paranetres a et b contrlent les rayons des perturbations, tandis quep; et p, -
terminent leurs amplitudes. Nous verrons que ces quatre termes peuvent rendre les points
O; P1; P> et P53 attractifs.

En choisissant les paranetres tels quea+ b 6 % eth6 %, nous pouvons garantir qu'au
maximum un des quatre exemplaires dé prend un valeur non nulle, parce que leurs supports,
les quatre boulesB (O; a); B (P1;b); B(P2; b) et B(P3; b) seront disjoints. De plus, b6 % nous
garantit la continuie de x» et y, sur le support dek -, et par congquent, celle def .

Choisissonspy;p, 2 ] %1 ?[ =] 1, [
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Proposition 1.2 Le point O est un point xe attractif de I'application f .

Cemonstration Dans un disque de rayona autour de O, on a

N = Afe P1 ro 2 X _
Fay) = Ay)+ o=k 5 1y -
! 1 2+pk L 0 1 1
=P 1 0 2 PFg5—= 1

Commek(0) = 1 et k%0) =0, les valeurs propres deDof sont 2+ p; 2]0;1[ et 2 2]0;1].
Par consquent, O est un point xe attractif.

Proposition 1.3  Les points P;, P, et P; sont des points xes attractifs de I'application f 3.

2monstration Dans un disque de rayonb autour du point Py, on a :

2

) = . P2 ri X2
FOGy)= Ay + =K 4 1y,
On a aussi : q g
X2 . dy2 _
ax L dy 1

alors les valeurs propres ddDp,f sont 2+ p, 2]0;1[ et 2 2]0;1[. Il en va de méme pour
Dp,f et Dp,f. Nous concluons quePs; P, et P; sont des points xes attractifs de f 3,

I nition Soit Uy le bassin d'attraction du point O pour l'application f. Soient respec-
tivement Ui, U, et Uz les bassins d'attraction des pointsP;, P, et P3 pour I'application
f3.

Proposition 1.4  Pour tout point (x;y) du tore, nous avons :

f((xy)+ Rey) f(xiy)+ Rey:

Cemonstration Pour chaque point (u;Vv) du tore, on a :

2 u 2u+ v p
1 v T u+y SCUFV g S(urv) 1 te,

etf(x;y) A(x;y) admet une telle forme, alors
f(xy) A(Xy) 2 Rey:
De plus, pour tout t eel :
F(OGy) + tey)  A((Xy) + tey) 2 Rey

donc
f((xy)+ tey) f(xy)2 Rey:

Proposition 1.5 f admet un point xe p = tge, avectg 2]0; a[ tel que[0;toley,  Up.
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Bemonstration De nissons la fonction hy : [0;a] ! R*;t 7! 2t + pitk é > 0. Alors on
a pour tout t eel dans l'intervalle [0;a] :

f (tey) = h(t)ey

donc les points xes dehy correspondenta ceux def le long deey. ho(0) = 0, h(0) =
2+ p; 2]0;1[, ho(@) = 2a>a et hy est continue, alors il existe un point xe minimal to de
la fonction hg dans ]Q a[. Soit p = teey.
Pour chaque valeurt dans l'intervalle [0; to[, ho(t) 6 t. Alors la suite hj(t) est decroissante,
donc converge vert un pointe xe dehg dans [Q to[, qui doit étre 0. Par consgquent, te, 2 Ug
pour t dans [Qto[ quelconque.

Proposition 1.6  f 2 admet un point xe q= Py + t;e, avect; 2]0; o tel queP;+[0;t1[e,
U;. De plus,
f(g)= P+ tiey;  Pa+[0;tiley Uz
fz(q): Ps + tiey; P; +[0;ti[ey,  Us:

emonstration  Soit hy : [0;b] ! R*;t7! 2t+ ptk § > 0. Alors on a

8t 2 [O;h;f(P1+tey) = Pa+ hy(t)ey
f(P2+tey,) = Ps+ hy(t)e,
f(Ps+tey) = P+ hi(t)ey:

De plus, h1(0) =0, h(0)= 2+ p, 2]0;1[, h1(b) = 2b > b et h; est continue, alors il existe
un point xe minimal t; de h; dans ]G b[. Soit q= P; + tye, qui est alors un point xe.
En ce qui concerneP; + [0;t1]ey U, observons d'abord que lI'ensemble image db;
restreintea [0;t1] est [0 t;]. Nous avons donc :
8t 2 [0;t1]; f (P + tey) P2 + hy(t)ey
f2(Py + tey) P3 + h3(t)e,
f3(PL+ tey) = Pi+ hi(t)ey:

Maintenant nous pouvons utiliser le méme argument que dans la cemonstratiorde la propo-
sition 1.5.

Proposition 1.7 B(O;tg) Uo.
Cemonstration ~ On se place dans la base ortonorneed(; e;) :
B(O;tg) = fuey + ves ju;v2 Rju?+ v2 <t3g:
Pour toutes valeurs eellesu;v avecu? + v2 <t3,ona:
f(ue, + ves) = 2+ pik % ue, +  °ves
if (Uey + veo)? = 2+ pik % W+ A2

Rappelons quer <t o, alors

k

L= =

2+ prk 2 2+ pp; 2+ prk Py 10; 1
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ce qui montre que pour tout point (u;v) 6 (0;0), nous avonsjf (ue, + ves)j < jue, + vesj.
Choisissons un pointa 2 B(O;tg) nfOg et un eel " 2]0; jaj[ quelconques. Consicerons la
couronne fermee
C=f(xy)2T2j"6r 6 jajg:

La fonction

if (x;y)i

jxyi
est continue surC et borree sugerieurement strictement par 1. Posons :

Ty _ g
(x;y)2C ](ny)J

De plus,

| jxy)i<” =) j figy)j<™
Prenonsn = log J?J . Alors nous avons

8m > n;jf ™(a)j 6 ":

Cet argument marche pour" quelconque, si bien que "(a) tend vers O pour tout a 2
B(O;tg) nfOg. Donc on aB(O;ty) Up.

Proposition 1.8 B(Pl;tl) Uq, B(Pz;tl) Us, B(Pg;tl) Us.

2monstration Méme raisonnement que pour la cemonstration de la proposition 1.7, avec
f3 au lieu def .

1.4 L'attracteur de Plykin

& nition Introduisons la notation :
K:=T2n(Uo[ U [ Up[ Ug):

Le compactK est compos des points qui ne sont pas atties parO; P1; P, et P3. L'ensemble
K est appet l'attracteur de Plykin. Il est bien un attracteur par rapporta I'appl ication f 1.

La gure 1 montre 'ensemble K en gris, avec les quatre points xes attractifs, les directions
ey et eg, les pointsp, g et ses iees, et la boule B (P,;t1).

Proposition 1.9 Dans I'ensembleK , la dierentielle de I'application f dans la direction e,
est uniformrement sugerieurea 1.

Bemonstration Au point x = ue, + ves dansK, on a:

2
r u r
dye, = %+ k — + —k> — +
X PL a ra a

2 2 2
r u r r u r r u r
Kk Moy Yo T2 W02 T3 U580 I3

+ P2

b rib b b rob b b rsb b

al ug, Uy et ug sont les premeres coordonrees dans la basee(; es) des vecteurs les plus
courts qui joignent les points Py, P,, P3 respectivementa x.
Six2B(0;a)[ B(P1;b[ B(P2;b)[ B(P3;b),onadfie, = 2> 1.
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Uo Us Uo

U;
P]_'

UO c U3 €y Uo
Ps/ﬁg °

Fig. 1{pr=p2= 22a=0;3;b=0;2: K en gris, U; en blanc.

Six 2 B(0O;a), alors

doen= 2+p; k£+u72k0£ > 2+pk = =1
a ra a a
parce quer > to dans K. Legalie est ealize si et seulement si r = tg et u = 0. Il s'agit
des points tpes, qui n‘appartiennent pasa K, car leurs iees sont de la forme Ntoes
et donc convergent versO.
Six 2 B(Pj;b) pouri =1, 2 ou 3, alors

_ 2
doen= 2+p k r—t') +rui—'bk0 T 2+ pok % =1
parce quer; > t; dansK. Legalie est ealiee si et seulement si r; = t; et u; = 0. Il s'agit
des pointsP;  tjes, qui n'appartiennent pasa K, car leurs iees par f 3 sont de la forme
P; 6nt,es et donc convergent versP; .
Nous avons l'iregalie stricte sur tout K. df: e, est continue surK qui est ferme. On en

ceduit :

inf dyfi1:e, = c> 1:

x2K
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Proposition 1.10 p+ R*e, WSY(p). Par conequent, I'ensembleW ! (p) est dense dans
le tore T 2.

emonstration Ce nissons hg : R* ! R* tel que
8t 2 R";f (tey) = ho(t)ey:

C'est bien possible d'apes la proposition 1.4 et unique parce que est irrationnel. De plus,
ho est continue et dierentiable parce que f est continue et dierentiable. Remarquons que
cette hg prolonge la fonction qui intervient dans la cemonstration de la proposition 1.5.
Rappelons quehg(to) = to et hJ(tp) > 1. Le point to est un point xe epulsif de ho. Il
existe alors" > Otel quep+[tg "jto+ "les  W3Y(p).
Nous raisonnons par l'absurde. Soit

tg=infft>tojte, 2W(p)g< 1:

Onatz>tg+ ">tg.
L'ensembleW3s!(p) est invariante par f, si bien que :

8t>to;te, 2W™(p) 0 ho(t)e, 2 W*(p)

ce qui implique ho(tg) = t3 et donc hd(ts) < 1.
Aussi, tze, est un point xe qui ne peut pas étre O;P;;P, ou P3 car est irrationnel.
Alors tze, appartienta K. La proposition 1.9 implique queh§(tz) > 1. C'est absurde.

Proposition 1.11

q+ R" ey V\/fSéj (o
f(g+ R'e, W (f ()
f2(0) + R e, W (F 2(q)):

Par congquent,

W (Q);  WRE(F () W (f2(a)
sont dense dansT 2.
B2monstration Nous ck nissons h; : R* I R* tel que

8t 2 R*;f (Py+ tey) = Py + hi(t)ey,

qui prolonge h; dans la cemonstration de la proposition 1.6 la méme facon quehg etait
prolongee dans la cemonstration peedente. Alors nous pouvons utiliser le méme argument
gue dans la cemonstration pe@dente.

1.5 Propree de Wada

Proposition 1.12 Pour i =0;1;2;3, et % >0 quelconque, il existe dans l'intervalle ]0; %
tel quep+ e, 2 U;. Pareil pour q;f(qg);f?(q) au lieu dep.

Emonstration Comme p + R* e, est dense, il rencontrel;, i.e. il existet > 0 tel que
p+te, 2 Up. Onap+te, 2 WSU(p), alors il existe un entier naturel n tel quef "(p+tey) 2
p+]0;%e,. Soit tel quef "(p+ tey) = p+ ey. Uj estinvariant par f alorsp+ e, y
appartient.

Pour g, f (q) ou f 2(q), il faut utiliser un des points Py;P,; P3 respectivement au lieu de
O et consickrer les iees regatifs de f 2 au lieu def .
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Proposition 1.13  Soit x 2 K, "> 0 quelconques. Alorsx +[ ";"]ey rencontre Up; Uy; Uz
et Us.

Eemonstration Consicerons d'abord les iees du segment x +[0;"]e,. R* e, est dense,
alors on peut trouver M > 0 tel que [0 M ]e, rencontre tous les disques de rayoty. Prenons
N = log. ™ avec la constantec > 1 donree par la proposition 1.9. Sif "(x +[0;"]ey) est
contenu dansK pour tout n=0;1;2;:::;N, alors

8n2f0;1;2:::;N;N +1g;f"(x+[0;"]ey) = f"(x)+[0;cqley

avec des constantes,, > c"". Par contre, cy+1 > M, alors fN*1 (x +[0;"]e,) rencontre
B(O;tp) et donc sort deK . En tout cas, x +[0;"]e, a un iee qui sort de K. CommeK est
invariante par f, x +[0;"]e, n'est pas tout entere contenu dansK .

Alors x +[0;"]e, rencontre U; aveci = 0;1;2 ou 3. Par le méme argumentx [0;"]ey
rencontre Ug; U1; U, ou Us. Etudions d'abord le cas au il rencontre Ug.

Soit ;  2]0;"] tel que x ey 2 Ug, x+ ey 2 U. Soit

min(to; d(p; P1); d(p; P2); d(p;Ps)).

0/_
o 2

Alors p %, +[ %;%es est contenu dansB (O;tp), donc dansUp. Voyons la gure 2.

X+ ey

p %u+[ %;%6s

Fig. 2{Lesieesde x+[ ; Jey.
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Nous avons
nI!i{”n f"(x ey) =
lim (f"(x e) O) e =
n'l
nlli{n (fn(x) (O+ter)) € =

nI!ilm f"(x) p) e =

OOOO

Notons , :=(f"(x) p) es. Alors il existe N; tel que pourtout n>N, , <%

f"(x) n'appartient pasa Ug, alorsf"(x+[ ; Jey)sortdeUy. f"(x e,)tend versO
gui n'est pas contenu dans la carep+[ %;%s+[ %;%6,. Par conequent, il existe N, > N
tel que pourtout n>N,, f"(X+[ ; Jew)etp %, +[ %;% s se croisent.

fN(x + ey) tend vers P;, qui n'est pas contenu dans la carep+[ %;%s +[ %;%6,,
alors il existe N3 >N, tel que pourtout n>N g3, f"(x+[ ; Jey) etp+ %, +[ %;%6s se
croisent. Par conequent,p+ nes+[ %; %, est enterement contenu dansf "(x+[ ; Jeu).

Par la proposition 1.12, il existe quatre points ap;a;;a, et ag dans p+]0; %e, qui ap-
partiennent aux bassins d‘attraction Uy, U;, U, et Uz respectivement. Ces ensembles sont
ouverts, alors il existe des boules autour ces quatre points qui sont contenues mkales bassins
d'attraction respectifs :

B (a0; Ro) Uo
B (al; Rl) U1
B(az;R2) Uz
B(as; R3) Us:
Comme , tend vers 0, il existen > N 3 tel que ,, < min(Rg;R1;R2;R3). Alors f"(x +
[ ; Jeu) contient p+ nes+[ %;%, qui rencontre les quatre boules, et donc les quatre
bassins d'attraction. Ils sont invariantes par f, alorsx+[ ; e, les rencontre aussi, ce qui

termine la preuve.
Dans le cas aux [0;"]ey rencontre Ug; U, ou Uz, on utilise le méme argument avec les
iees par f3, avec les pointsg, f (q) ou f ?(g) au lieu de p, et avec %choisi convenablement.

Pour chaquei =0; 1; 2; 3, @West contenu dansK parce quelUg, Uy, U, et Uz sont disjoints
et ouverts. AussiK est contenu dans@ J par la proposition 1.13.

Corollaire 1.14 On a la propree de Wada :
K=0@J= QY= QY= @y

1.6 Connexie des bassins d'attraction

Soit M un varee dierentiable. Soit ' : M ! M une application C' et inversible.
Rappelons la c nition de point xe attractif :

I nition Un point xe P 2 M est dit attractif s'il existe une boule B (P;r) autour de P
telle que

(a) elle contient sa propre image par'

"(B(P;r)) B(P;r);
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(b) et chaque point dans cette boule tend versP :
8x 2 B(P;r): ||I{’n '"(x)= P:
nt

L'ensembleU des points dansM qui tendent vers P est appek son bassin d'attraction :
U=fx2M|j Ililm ""(x)= Pg:
n!

Remarquons que l'orbite de chaque poink dans le bassin d'attraction entre dans la boule
B (P;r) nalement. Alors le bassin d'attraction est I'union cenombrable des peimag es de cette
boule. La partie (a) de la ¢ nition implique que cette suite des peimages est crassante :

B(P;ir) ' (B(P;r) " AB(Pir)  *(B(P;r)

Proposition 1.15 Le bassin d'attraction U d'un point xe attractif P par rapporta I'appli-
cation ' est connexe par arc.

Cemonstration  Soient X et y deux points dans le bassin d'attraction U. Soit B(P;r) la
boule qui satisfait les conditions de la ¢ nition du point xe attractif. D ‘apes la & nition
du bassin d'attraction, il existe deux entiers n et m tels que les iees ' "(x) et ' ™ (y) sont
contenus dans cette boule. Tous les iees suivants dex et y y sont aussi contenus par (a).
Soit N = max(n;m). Donc ' N (x) et ' N (y) tombent dans B (P;r).

Cette boule est connexe par arc, consicerons l'arc qui relie N (x)a ' N (y). Cet arc et
ces deux points sont contenus dans le bassin d'attractiorJ, qui est invariant par ' . Par
congquent, leursN -eme peimages y sontegalement contenus. Il s'agit d'un arc qui relie les
points x ety. Or un tel arc existe pour toute paire de points dansU, qui est, par conequent,
connexe par arc.

Corollaire 1.16 Les bassins d'attraction Uy, Uy, U, et U3 forment des lacs de Wada.
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2 Visualisation d'attracteur de Plykin

Les images dans [3]etaient calcukesa l'aide du logicielFractint , qui fournit un moyen
facile et accessible de visualiser des bassins d'attractions et des attracteurs. Neanoins, ce
n'est que lecriture d'un programme qui garantit une compehension profonde. De plus, des
fonctions compiees demandent beaucoup moins de temps d'execution.

Toutes les images pesenees dans ce memoire etaient calcukes par un code ecrit ercC
compike par gcc 4.3.3 . Pour enregistrer des images, la bibliottrequelibpng 1.2.27 etait
utiliee. La manipulation des matrices, et la esolution des equations dieren tielles dans
les sections suivantes etaient possibles grace a la bibliotrequegsl 1.12 (GNU Scienti ¢
Library).

2.1 Les points xes hyperboliques

Rappelons quep = O + tpe, est un point xe hyperbolique, et ty est la largeur du bassin
d'attraction Uy dans le sens suivant : c'est le rayon le plus grand d'une boule autour d®
qui est tout entere contenue dans U :

to =supft 2 R* j B(O;t)  Upg:

La valeur de ty est le seul point xe de la fonction hg dans l'intervalle ]JO; a[. Donc on a :

to
to = to+ pitok —
0 ot Pilo a
1 2 = plk tfo
2
(oot
a' P1
2" 2 2
1
1 b -
a P1
) s
tio = 1 1 ?
a P1
v s
¥ 2
1
to = a%I 1
P1
Pareillement on a : Y
—
1 2
1, = b%l 1
P2

2.2 Les bassins d'attraction

La gure 1 de la section peedente et les images de cette section repesentent le tar
entier T 2. Les quatre sommets du care correspondent au méme point, l'origine.

Pour chaque point du tore, on iere jusqua tomber dans un petit voisinage autour de O,
P1, P2 ou P3, ou atteindre un nombre e d'ierations. Si on n'atteint aucun voisinage, on
consicere le point initial comme un point de K. Si on les atteint, on le colore en fonction du
nombre d'ierations recessaires et du bassin d'attraction.
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Le nombre maximal d'ierations est choisiegala 12 et les voisinages aubur des points
xes attractifs sont des disques de rayonrp = 0;01. Les valeurs ded, et t; sont calcukes an
de \eri er que les boules B(O;rg), B(P1;ro), B(P2;ro), B(P3;rg) sont bien contenues dans
les bassins d'attraction respectifs.

L'ensembleK est coloe en noir et les bassins d'attraction deO, P;, P, et P3 sont coloes
en blanc, vert, bleu et rouge respectivement. Plus le nombre d'ierations partant dun point
pour atteindre le petit disque estelee, plus sa coloration est sombre.

Sur la gure 3, on voit la structure gererale de I'ensemble K. Rappelons qu'il est d'ine-
rieur vide. De plus, comme les quatre bassins d'attraction sont connexes par arcsils'entre-
lacent partout sur le tore. Donc on voit des egions connexes par arc d'une seule couleur qui
correspondent aux dierents bassins d'attraction, et un ensemble ai un nelange de pdnts
de couleurs dierentes apparat. Ces points se situent au voisinage de&< .

Observons maintenant les points xes attractifs. On voit les disques de rayorry autour
de chacun d'eux, ce sont les egions aux nuances les plus claires. lls sont entoues pauks
premeres peimages, un peu plus sombres, en forme d'ellipse. Les proportions des dewmxes
par rapport au rayon des disques correspondent aux inverses des valeurs propres@g aux
points xes. Ces valeurs propres sont :

2 0;382
Z+p= ‘+p 0418

qui sont proche I'un de l'autre, alors les peimages ont des formes proche de cercles
N'oublions pas que ce n'est qu'une approximation, les peimages ne prennent une forme

d'ellipse qua la limite quand le rayon rq tend vers Zro. Pour une application lireaire, les

deuxeme, troiseme peimages sont aussi des ellipses. Le longueur de leurs demi-axesnt

les cares et cubes d'inverses des valeurs propres. Cependant, on voit que plus nous sommes

loin des points xes attractifs, plus les formes des peimages iees deviennent dfornees.

2.3 En variant les paranetres

Consicerons la gure 4. Les paranetres p; et p, ne sont pas changs, par contrea est
augment jusqua 0 ;45 et b est diminte jusqua 0 ;05 a n gu'on puisseetudier leur in uence.
Commetg et t; sont proportionnelsa a eta brespectivement, on voit queU, se dilate tandis
que U;, U, et Uz se etecissent par rapporta la gure 3.

Sur la gure 5, on voit I'e et des amplitudes p; et p, des perturbations. On retourne aux
valeursa=0;3 etb=0;2 de la gure 3, par contre, les amplitudes sont vareesap, = 1,7
etp, = 2;6. Les valeurs propres ddDof et Dp, f assoceesae, sont

2+ 0918 1
2+ 0,018 1:

Celui ne change pas seulement les largeuts et t; des bassins d'attraction, mais leurs formes
egalement. Ce qui est le plus visible, c'est les formes des peimages, particuleament celle des
premeres, qui ressemblent le plusa des ellipses. Autour deP;, ces ellipses sont allongees le
long deey, parce que c'est la direction assoceea la valeur propre dont l'inverse est plugrand.
Par contre, autour de O, cette ellipse est allongee le long dees. Observons que 2 + p; est si
proche de 1 qu'on ne voit pas la dierence des demi-petits axes des peimages successives E
fait, le nombre maximal d'ieration devait étre augmene jusqua 10 0 pour bien dessire tout
Uo. Voyons la gure 7 pouretudier le comportement des iees regatifs de rg par h. Celle-ci
expligue pourquoi les premiers 12, méme 20 iees ne sont pas su sants pour desiner Up.



Fig. 3{pr1=p2=

Fig. 4{p1=p2=

22,a=0;3;b=0;2;tg =0;1132t; =0;07547

2:2,a=0:45b=0:05t;=0;16981t; =0;01887
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Fig. 5{pr= 17,p2=

Fig. 6{p1=p2=

2,6;a=0;3;b=0;2;tg =0,;04687t, =0;09190

2:22a=0:5b=0;251t;=0;18871t; =0;09434
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0.06 T T T

0.05 +
0.04 |
0.03 | |
0.02 . o |

001 | .

0 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Fig. 7{ hy"(ro) avecps = 1;7;a=0;3;to = 0;04687

En ce qui concerne les autres images, on peut s'assurer que les bassins d'attractiamts
repesenes peciement, ou du moins aussi bien que recessit par la esolution d'image. C'est
que si on n'iere pas assez, la egion qui appartient au bassin d'attraction mais qui n'est pas
couverte par l'union du nombre ni de peimages du disque sera coloe en noir, et c'est bien
visible.

Finalement, la gure 6 pesente une situation al a;b ne satisfont pas les conditions im-
poses dans la sous-section 1.3. lls sont egesaa = 0;5, b = 0;25. De cette facon,b 6

A
est toujours vrai pour assurer la continuie, par contre, a+ b > p% et alors la bouleB(O; a)

intersecte toutes les trois boulesB (P;; b).

On aty = 0;1887 ett; = 0;09434. Par contre, commeB (O;a) intersecte B(P1;t1) et
B (P3;t1). De plus, les pointsqg = P+t e, et P3+t1e, eux-mémes sont contenus danB (O; a),
on ne peut pas étre sar gu'ils appartiennenta la méme orbite par rapporta I' application f .
Il est possible egalement que la bouleB (P1;t1) ne soit pas contenu dans le bassit; et la
boule B (P3;t1) ne soit pas contenu dans le bassits.

De la méme fecon, il est possible qudP, + t;e, ne soit pas un point xe de I'application f,
et que la bouleB (P3;t1) ne soit pas contenu dandJ;, bien que les boule® (O; a) et B (P2;t;)
soient disjointes. C'est parce que les iees des points proches du poinP,, méme en dehors
de la boule B (O; a), visitent les voisinages des pointsP3 et P;, al ils peuvent tomber dans
cette boule. Le raisonnement des propositions 1.6 et 1.8 est alors pris en defaut
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3 Le pendule original de Hubbard

Lequation dierentielle d'un pendule fore amorti estetudee par Hubbard dans  [5]. Cet
article fut puble en 1999. Des lors, levolution des ordinateurs permet de calculer les images
repesentant les bassins d'attraction beaucoup plus vite, qui fait possible lavisualisation pour
une varee des paranetres.

Dans cette section, on recalcule I'image des bassins d'attraction publee dans l'éicle
ci-dessus, et on commencea lesetudier en cherchant les points hyperboliques qui sonten-
tionres dans l'article.

3.1 Léquation

On etudie un pendule pesant simple avec une force harmonique et un amortissement
lireaire. Soit m la masse de l'objet,| la longueur du I, u le temps,' (u) I'angle de ckviation
par rapporta la position verticale basse en fonction du temps, A l'amplitude et ! la
fequence angulaire de la force harmonique, et le coe cient du frottement. Alors lequation
dierentielle ordinaire qui dirige le pendule est la suivante :

d® (u) _

ml iz - mgsin' (u)+ A cos! u d' (u):

Introduisons t = up 1,1, le temps en unit de eriode propre de petite ceviation du pendule.
C'est un paranetrage naturel du temps.

s — |

2 o
ml E d (t) = mgsin' (t)+ A cos ;! t d’ (t):

du dt2

En divisant par mg on obtient :

S __ |
A | d
()= sin' (t)+ — cos -1t —' (1):
mg g mg
. . . q I .
Finalement on introduit A = Q—g, I = I§! ,d= :;—g pour se retrouver avec lequation :
()= sin' (t)+ Acos!lt d' (t): 3)

Notons que le syseme est synetrique par rapporta translation de ' par 2 , c'esta dire,
si' (t) est une solution, alors' qt) = ' (t)+2k est aussi une solution pour toutk entier.

Les paranetresetudes dans [5] sont A =1, ! =1 et d = 0;1. Onetudie ce cas dans
cette section, et on varie les parametresA et d dans la section suivante, mais on se restreint
al! =1.

3.2 L'application de Poincae

Une section de Poincae est un espac® R qui repesente lesetats possibles ( (t);' (1))
du pendulea un temps > t. La section de Poincae est aussi appeke espace des phases.
Comme le tempst est sans dimension;, et' ont la méme dimension. Alors on peut se servir
de la nretrique euclidienne :

p
di(" 15'2)C2'2) = (1 "22+ (L1 '2)*
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Remarquons que méme si cette comparaison entre la position et la \elo@tsemble naturelle,
c'est un choix arbitraire de { et on aurait pu choisir d'autres netriques de la forme :

p
d (" 1'a)C2s'2)= (1 "22%+ (1 '2)?

avec > 0. Ceux-ci changerait des valeurs propres et des vecteurs propres B¢ en cereral
sans modi er la topologie.

On ¢k nit l'application de Poincae f,:, :R R! R R pourtp;t; 2 R. A chaque
etat initial ( ' (to);'_(to)) sur la section de Poincae correspondant au tempg = tg, on associe
letat (' (t1);' (t1)) que le syseme atteint au tempst = t; sit; > to, ou bien letat d'as le
syseme devrait partir au temps t = t; sit; <tgo. Alors on a les proprees suivantes :

8t0 2 R, ftOJtD =Id
8to;tit2 2Ry Frory Fro, = oo,
Bto;ts1 2 R;8k 2 Z;  frouakit 42k = frony

Par consquent,
8k2 Z;(foz ) =To2 fa.a i fo 12k = ook

C'esta dire, sila dierence t; tgestun multiple entier de 2 , alors l'ieration de f correspond
a levolution prolongee du syseme. C'est parce que la force est 2 -periodique.
Remarquons que la force n'est pas seulement Zeriodique, mais aussi -antigeriodique :

8t2 R:Acost= Acost+ ):

Alors on peut ¢e nir la fonction f :R R! R R;(" (0);'(0) 7' (" ( ); '( ))quiestla
racine care de la fonctionfo., ausensaif f = fg., . On n'utilise pas cette application,
elle n'est pesenee ici que pour montrer que la 2 -geriodicie n'est pas la synetrie la plus
ekmentaire de ce syseme dynamique.
Pour visualiser le comportement du syseme, on s'occupe dé fo.2 . Remarquons

gu'il est possible de se concentrer sur une autre application, par exemple ., +  avec

t 2 [0;2 [ quelconque. Par contre, lequation (3) est lipschitzienne, f(,, est continue et
inversible pour tout tg;t;, alors les propree qu'on voit sur une section de Poincae apparatra
de la m&me maneére sur une autre. Il s'agit des proprees comme la transitivie, periodicie,
attractivie, hyperbolicie ou propret de Wada.

3.3 Les assertions de Hubbard

Hubbard pesente les dmonstrations dans son article [5], m&me si elle ne sbpas rigou-
reuses, comme d'habitude dans la revudonthly. Ce qui est le plus ineressant, c'est qu'il
cemontre que les bassins d'attraction ont la propree de Wada.

Aussi ilenonce qu'aucun point xe ou orbite geriodique ne peut étre epulsif. C' est parce
gue selon le chapitre 8 de [6]f contracte l'aire dans I'espace des phases par un facteur de
e 92 < la cause de I'amortissement.

Son article, comme ce nemoire, pesent aussi des esultats de calcul nunerique, qui
peuvent suggerer des assertions. Il s'agit de propositions qui semblent evidemts selon les
images, mais qui ne sont pas cemontees :

{ Il existe unetat dequilibre stable, i.e. un point xe attractif P def.P (4,236 0;393).

(Selon la simulation nunerique, ce n'est pas forcement vrai pour certaines valeursles
parametres A et d, c.f. la section 5.)



28

{ Il existe quatre points xes hyperboliques dans la frontere du bassin d'attraction du
point P, dont les feuilles stables constituent sa frontere accessible. Leurs feuilles in-
stables s'allongent jusqua P. (On verra que selon les paranetres, il est possible que le
syseme ne soit pas chaotique. Dans ce cas &, on n'a pas de propree de Wadail n'y
a que deux points hyperboliques dans la frontere du bassin d'attraction deP, et toute
cette frontere est accessible.)

Les bassins d'attraction sont ouverts et disjoints, si bien que le compemerdire de leur
eunion n'est pas vide. Par contre, on ne sait pas s'il existe des points qui n'appdiennenta
aucun bassin d'attraction, nia leur frontere commune.

Remarquons qu'il est bien possible de pesenter des cemonstrations rigoureuses eas
sur un approche nunerique. L'article [7] s'ineresse au pendule de Hubbard de cettedon.

3.4 Visualisation

On utilise toujours le GNU Scienti ¢ Library pour des calculs scienti ques. Comme la
plupart des logiciels de esolution d'EDOs, celui de cette bibliotreque ne peut traiter que les
sysemes d'ordre un. Alors on introduit une variable auxiliaire = ' pour transformer (3)
en deuxequations d'ordre un.

Une nethode de Runge{Kutta{Fehlberg d'ordre (4 ;5) est employe avec une tokrance
absolue de 10°. C'est une nethode de pas adoptif, le pas initial est choisiegala 10 ® mais
crot vite jusquaa peu pes 0 ;2 dans la plupart des cas.

Pour engendrer une image, tout d'abord on iere depuis un point initial arbitraire jusqua
ce que la distance entre un iee et le suivant soit inerieurea 0 ;01 pour dix iees subse-
quents. Il est toujours possible qu'on ne tombe pas sur letat dequilibre qu'on veut, que ce
qu'on trouve ne soit pas déetat dequilibre, ou méme qu'on ne trouve jamais un tel iee. De
tout facon, on peut \eri er sur l'image si on a trouve un point avec un bassi n d'attraction
assez grand, ce qu'on cherchait. Donc le point trouwe est consicee comme'approximation
nurrerique de P +(2k ; 0) pour un k entier.

Pour visualiser les bassins d'attraction, on prend pour chaque pixel d'image état initial
correspondant et on iere jusqua ce qu'on arrive dans une boule de rayonr autour de letat
dequilibre cetermire ci-dessus, ou dans une boule autour du point avec l'angle’ dierant
par un multiple entier de 2 de cetetat dequilibre, ou jusqua ce qu'on atteigne la limite sur
le nombre d'ierations. La syretrie discete de translation implique g u'on va voir d'autres
bassins d'attraction qui sont les cecaés de celui deP.

D'abord on pesente l'image 8 avec des pixels coloes selon leur bassin d'ction : trois
bassins sont repesenes en rouge, blanc et vert, touts les autres sont noir. Obseons qu'on
voit des pixels vert m&éme touta gauche d'image, ainsi que des pixels rouge toutaroit. An
que la propree de Wada se ealise, il est recessaire pour les bassins de s'émelacer et de
s'allonger arbitrairement loin.

Regardons maintenant la gure 9 qui nous montre ces trois bassins sur une egion pk
grande de la section de Poincae. Observons que les bassins sont allonges vers leshayauche
et vers le hauta droit. On l'explique par ce que si on a une \elocie initiale im portante (en
bas), il est plus probable qu'on tourne plusieurs fois avant d'arrivera unetat dequilibre. Donc
sa position' sera plus grande. Par conequent, parmi les points initiaux avec une \elocie
plus grande, ceux avec une position plus petite vont appartenir au méme bassin d'ataction.
Pareillement, si la \elocit initiale est regative avec une valeur absolue grande, on arrive plus
probablementa unetat dequilibre avec une position ' plus petite.
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Fig. 8 { Bassins d'attraction du pendule de Hubbard. Horizontale : ' (0) de Oa gauche
jusqua 6 2 a droit. Verticale : ' (0) de 4 en haut jusqua 5 en bas.

Fig. 9 { Bassins d'attraction du pendule de Hubbard. Horizontale : ' (0) de 0 a gauche
jusqua 24 2 a droit. Verticale : ' (0) de 15 en haut jusqua 15 en bas.
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Fig. 10 { Bassins d'attraction du pendule de Hubbard avecP et les quatre points hyperbo-
liques de reriode 2. Horizontale :* (0) de 4,23  a gauche jusqua 4;23+ a droit. Verticale :
' (0) de 2 en haut jusqua 3 en bas.
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3.5 Les points xes hyperboliques

Hubbard indique dans son article [5] qu'il existe quatre points hyperboliqgies sur la fron-
tere du bassin d'attraction, comme les points hyperboliquep, p, d, q, f (g) etc. de l'at-
tracteur de Plykin dans la premere partie de ce nemoire. Par contre, dans le cas dyendule,
il sont tous de periode deux, c'esta dire il sont des points xes par rapporta l'application
f 2. Pour les visualiser, on colore d'abord un bassin d'attraction en rouge etdus les autres
en blanc. Ensuite, on calcule la distance entre chaque point et son deuxeme ite. Sicette
distance d(x;f 2(x)) est inkrieurea 0 ;1, on colore le point plus sombre, avec une brillance
proportionellea la distance jusqua 0;005. Si elle est inkrieurea 0,005, on colore le pixel en
blanc. Regardons la gure 10.

On voit cing egions sombres, chacune avec une petite tache blanche au milieu. Ces taes
correspondent aux points xes def 2. Celui au milieu est letat dequilibre P, qui est un point
xe attractif. La forme de la egion autour de P corresponda celle de la peimage d'un disque,
gu'on verra plus tard.

Les quatre autres points xes sont des points hyperboliques, leurs feuilles ables consti-
tuent la frontere accessible du bassin d'attraction de P. En recalculant I'image avec une
coloration selond(x; f (x)), on \eri e qu'ils ne sont pas des points xes de f mais seulement
def 2, ils sont donc de periode 2.
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4 Etude plus ctailke du pendule d'Hubbard

Dans cette section, on continue detudier le méme syseme dynamique en utilisah des
autres colorations pour mieux comprendre sa structure.

4.1 Le signe des valeurs propres

Examinons le comportement des peimages d'une boule autour d®. On choisit le rayon
detre r = 0;1 qui est assez grand, a n que la boule soit bien visible. Pour étre capable de
dire si la boule est alterree par l'application f 1, on la colore avec des teintes cycliques en
fonction de 'angle. Les pixels en dehors sont coloes selon l'angle du premierde qui tombe
dans la boule. Voyons la gure 11.

On voit la boule et ses peimages. Plus peciement, ce sont les ensembles

fx 2R Rjinffk2 N:f¥(x) 2 B(P;r)g= ng=

B(P;r) sin=0
f "(B(P;r))nf "1 (B(P;r))sin2N

qu'on voit avec une coloration continue. Il est important de noter que l'imagef (B (P;r)) est
incluse B (P;r), ce qui n'est pas forement vrai pour tout choix de rayon r ou des paranetres
A, d.

On voit tout de suite que les peimages sont alterrees par environ , avec leurs orientations
pesenees. Ceci implique que les valeurs propres d®pf sont regatives. Aussi, ceci explique
pourquoi les points hyperboliques sur la frontere accessible du bassin dtiaction ne peuvent
pas étre des points xes mais doivent étre periodique de periode 2.

La forme triangulaire de la preméere peimage montre qu'une approximation lireaire de
f autour de P n'est plus valable pour une distance aux environs de.

La gure 12 nous montre une egion plus petite avec des peimages de la boule du rayn
r =0;01. Icif ! ne diere pas beaucoup de son approximation lireaire, les premeres pe-
images ont la forme d'une ellipse.

4.2 Evolution vers le pas®
Rappelons lequation (3) :
()= sin' (t)+ Acos!lt d' (t):

La plupart des logiciels de esolution ne sont pas capable d'ierer vers le pass.Pour

chercher les solutions dans le pass, on introduit la variable du temps en sens inv&v == .
Donc on a
v = (Y
d(v) _ d d(t)_,
& oo @ o AV
2 2 21
d (V) = ﬂ di( t):h( t):
dv2 dv dt2

Par conequent, lequation dierentielle par rapporta v devient :

d?' (v) _
dv2

sin' (v)+ Acoslv + d' (v):
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Fig. 11 { Peimage de la boule B(P;0;1) coloe selon I'angle. Horizontale :' (0) de 30a
gauche jusqua 5;5a droit. Verticale : ' (0) de 1;0 en haut jusqua 1;5 en bas.
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Fig. 12 { Peimage de la boule B(P;0;01) coloe selon I'angle. Horizontale :' (0) de 39a
gauche jusqua 4;6a droit. Verticale : ' (0) de 0,0 en haut jusqua 0;7 en bas.
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On peut donc facilement utiliser le m&me code pour calculer levolution du sysemevers
le pas=. Il faut partir du point ( ' (0); '_(0)) et utiliser d au lieu ded. Ce qu'on va obtenir
nuneriqguement pour (' (2 );' (2 )) sera en fait ( ( 2 ); '( 2 )) pour les paranetres
originaux, c'esta dire la valeur de l'application f 1.

4.3 Les feuilles instables des points hyperboliques

La plupart des points convergent versP + 2k si on les iere vers |'avenir. Par contre,
vers le pas, il n'existe pas de points xes attractifsa cause de I'amorissement. De plus, la
plupart des points divergent vers I'in ni positif ou regatif par rapporta | ‘angle ainsi qua la
\elocit parce que le frottement regatif transmet lenergie au pendule. Le but de cette sous-
section est de visualiser la vitesse de cette divergence. A cette n on s'ineresseuanombre
dieration de la fonction f ! recessaire pour sortir d'une certaine egion, par exemple un
intervalle de ' ou '_. On a choisi de ceterminer le nombre d'ierations jusqua ce que la
elocie d'iee _' (2n ) sorte de l'intervalle [ R;R] avecR =50. Plus le nombre d'ierations

estelew, plus le point est sombre sur la gure 13. De plus, un bassin d'attracion est coloe
en rouge a n qu'on puisse comparer sa positiona celle des feuilles instables.

Fig. 13 { Nombre d'ierations de f ! recessaires pour sortir du cylindreR [ R;R] avec
R = 50, de 5 (blanc) jusqua 26 (noir). Horizontale : ' (0) de 424 2 a gauche jusqua
4:24 + 2 a droit. Verticale : ' (0) de 3;0 en haut jusqua 3;0 en bas. De plus, un bassin
d'attraction est coloe en rouge.

Etudions d'abord la structure des points sombresP est un point xe attractif de f, alors
les points dans son voisinage recessite beaucoup d'ierations de ! avant de seloigner. C'est
le care noir qu'on voit autour de P. De plus, les points dans une feuille instable d'un point
hyperbolique converge vers ce point paf * par c nition, c'est pourquoi on les voit en noir
eux aussi.
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En ce qui concerne la relation entre la forme du bassin d'attraction et celle du cae
autour de P, rappelons que selon l'image 11, les points qui se trouvent dans le voisiga de
P, dans les directions a peu pes horizontale et verticale, sont envoyes paf * dans les bras
allonges du bassin. lls sont donc empores plus loin par le m&me nombre d'iérations que ceux
plus proche des directions des feuilles instables des points hyperboliques, ils sott@onc de
l'intervalle [ R;+R] plus vite.

Regardons maintenant la gure 14 ai la brillance des points depend toujours de nanbre
d'ieration de f ! jusqua sortir du méme intervalle. lls sont teines en rouge s'ils d epassent
R et en vert s'ils cepassent R. R =50 est assez grand, donc on peut supposer que les points
en rouge converge verd pour le temps regatif, et ceux en vert converge versl . Ces deux
bassins d'attractions sont ouverts, leur frontere contient les feuilles ingables.

Fig. 14 { Nombre d'ierations de f ! recessaires pour sortir du cylindreR [ R;R] avec
R =50, de 5 (le plus clair) jusqua 26 (noir). Horizontale : ' (0) de 4,24 2 a gauche jusqua
4;24+2 adroit. Verticale : ' (0) de 3;0 en haut jusqua 3;0 en bas. De plus, les points sont
coloes en vert ou en rouge selon le signe d'in ni ai ils convergent pour le tempsegatif.
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5 \Variation des paranetres

Dans cette section, onetudie I'in uence des paranetres sur les proprees du syseme.
On distingue trois comportements dierents : le syseme peut &tre chaotiue comme celui
dont on s'est occupe dans les deux sections pe@dentes, ou chaotique avec ou sans itoixe
attractif gtat dequilibre de pendule).

5.1 Espace des paranetres

Fig. 15 { Carte dans l'espace des paranetres. Rouge { pas de point xe attractif, blaxc {
bassins d'attraction chaotique, vert { non chaotique. Horizontale : d de Oa gauche jusqua 1
a droit. Verticale : A de 0 en bas jusqua 7 en haut.

Les paranetres que nous modi ons dans lequation (3) sont A et d. Une valeur regative
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de A corresponda une autre section de Poincae avec des propreesequivalentes selo la
remarque de la sous-section 3.2. Une valeur regative d& corresponda levolution du syseme
vers le pas® selon la sous-section 4.2. Donc on se restreinta des valeurgsitives pour A et
d.

D'abord on examine s'il existe unetat dequilibre pour les valeurs donrees desparanetres.
On part de chacun des pointsf 1;0;1g f 0;1;2;3;4;59 et on iere pendant au plus 255
eriodes. On cherche dix iees successifs avec des dierences de moins de;@01. Si on les
trouve, on les consicere comme unetat dequilibre. Sinon, on pesume qu'il n'existe pas de
teletat, et on colore le pixel correspondant de I'espace des paranetres en rouge.

Apes, on commencea augmenter la position initiale ' (0) par des pas de (D05 jusqua
ce qu'on tombe dans un bassin d'attraction d'un autre point xe. Ceci correspond a se
teplacer vers la droite sur la section Poincae. Ensuite on fait encore 1000 paschacun de
0;0001, et on compte combien de fois on change de bassin d'attraction. Si ce nombre est
strictement inkrieura 5, on consicere que le syseme n'est pas chaotique eton colore le point
correspondant en vert dans I'espace des paranetres. Sinon, c'est dit chaotique et on leloce
en blanc. Regardons la gure 15.

Evidemment ce n'est pas une nethode pecise, mais elle peut e donner une icce des
egions al on observe des comportements dierents. Neanmoins, on peut pas &te sar que
la frontere entre la egion blanche et la egion verte soit vraiment lisse, ni que la frontere
entre la egion rouge et la egion blanche ait vraiment cette structure ne qui apparat sur
la gure.

Observons d'abord que la frontere a gauche est toute rouge. Selon [6], I'apptation f
conserve l'aire dans l'espace des phases ai= 0, si bien qu'aucun point xe ne peut étre
attractif. Les deux bras en rouge correspondenta une esonance al la plupart des tragctoires
sont probablement transitives.

La frontere basse est toute verte. C'est parce que si le frottement est trp grand par
rapporta I'amplitude de la force, le pendule ne peut pas faire un tour entier pour la plupart
des conditions initiales.

En esune :

{ blanc : syseme chaotique avec un point xe attractif, comme dans I'exemple original

de Hubbard. On a la propree de Wada.

{ vert : syseme non chaotique, mais toujours avec un point xe attractif. Les bassins

d'attraction semblent n‘avoir pas de structure complexe.

{ rouge : aucun point xe attractif trouwe. Les trajectoires sont periodiq ues, transitives

ou divergentes.

5.2 Le cas non chaotique

Etudions un syseme dans la egion verte de la gure 15 : soit A = 4;0,d = 0;4. La
gure 16 montre la structure des bassins d'attraction dans ce cas. On voit nettementque
bien qu'ils s'entrelacent d'une facon qui ressemblea celle de I'exemple de Wada, ce n'epas
le cas. En fait, la frontere de chaque bassin est accessible en entier, et sengpose de deux
parties, chacune est partagee avec le bassin d'attraction voisin. La feuillestable de chaque
point hyperbolique sur la frontere spare I'espace des phases en deux, donc on neept pas
avoir la propree de Wada.

5.3 Attracteurs

Dans le cas sans point xe attractif (dans la egion rouge de la gure 15), an peut trouver
des epulseurs par rapporta l'application f, qui sont bien des attracteurs par rapporta f 1.
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Fig. 16 { Bassins d'attraction dans le casA = 4,0, d = 0. Horizontale : ' (0) de Oa gauche
jusqua 12 2 a droit. Verticale : ' (0) de 12 en haut jusqua 12 en bas.

On part du point (1 ;3) choisi arbitrairement, et on l'iere par l'application f *. On ne prend
pas en compte les cent premiers iees, et on dessine les mille iees suivantsOn voit que ces
iees s'accumulent sur une courbe. Les experiences avec d'autres points initiaux motrent
gue cette courbe ne cepend pas du choix des conditions initiales.

Trois attracteurs sont pesenes ici, avec d = 0;57 sur la gure 17,d =0;25 sur la gure 18
et d=0;06 sur la gure 19. On aA = 2;9 dans chacun des cas. Observons que la diminution
de I'amortissement les rend de plus en plus compligtes.

Fig. 17 { Attracteur de f ' avecA =2;9,d=0;57. Horizontale :' (0) de Oa gauche jusqua
2 adroit. Verticale : ' (0) de 0,4 en haut jusqua 2;1 en bas.
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Fig. 18 { Attracteur de f ! avecA =2;9,d=0;25. Horizontale :' (0) de Oa gauche jusqua
2 adroit. Verticale : ' (0) de 0;6 en haut jusqua 3;2 en bas.

Fig. 19 { Attracteur de f ! avecA =2;9,d=0;06. Horizontale :' (0) de Oa gauche jusqua
2 adroit. Verticale : ' (0) de 3;0 en haut jusqua 4;0 en bas.
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6 Conclusion

En ce qui concerne l'attracteur de Plykin, son comportement est bien compris. L'attac-
teur possede de nombreuses proprees qui se prétea uneetude cktailee. La signi cation des
paranetres appara clairement sur les images.

Par contre, on comprend mal le pendule de Hubbard. Le syseme est non-lireaire, il esiste
a tous mes essais en vue de trouver une approximation lireaire pour calculer lesaleurs
propres ou pour \eri er I'hyperbolicie uniforme. C'est malg tout comme ceci que I'on doit
commencer son analyse.

Il reste des questions ouvertes : est-ce que le compementaire de la eunion des bassins
d'attraction de P +(2k ; 0) est d'inerieur vide ? Est-ce que les feuilles instables sont denses ?
Est-ce qu'elles sont borrees ? Est-ce qu'il existe d'autres points de periodeleux ou des points
xes sur la frontere accessiblea partir d'un bassin d'attraction ? Est-ce g u'il existe d'autres
points xes attractifs ?

La section 5 soukve encore des questions : est-ce qu'il existe une equation fermeeopr
les egions des paranetres sur l'image 15 ? Est-ce qu'il existe toujours uneapulseur dans la
egion rouge ? Est-ce qu'il existe un tel epulseur dans les autres egions ?

N'oublions pas qu'il y a un troiseme paranetre, !, qu'on peut varier. Ceh peut donner
un syseme avec un comportement dierent.

Les experiences nureriques suggere un certain nombre de eponsesa ces questions. En
meme temps, il est recessaire d'adopter une approche rigoureuse.
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A Annexe : le code

On pesente ici la partie du code qui cherche letat dequilibre. Pour la condition i nitiale
correspondanta chaque pixel, il cetermine aussi le bassin d'attraction, lenombre d'ierations,
I'angle et le rayon du premier iee qui tombe dans le petit disque.

#include <math.h>
#include <gsl/gsl_errno.h>
#include <gsl/gsl_math.h>
#include <gsl/gsl_matrix.h>
#include <gsl/gsl_odeiv.h>
#include <gsl/gsl_sf.h>

#define M_2PI 6.28318530717958647692

struct struct_pendulum_params {
double amplitude;
double friction;
double omega;

k

Il la cerivee
int pendulum (double t, const double y[], double f[], void *p arams) {
struct struct_pendulum_params pendulum_params = \
*(struct struct_pendulum_params *)params;
fl0] = y[1];
f[1] = pendulum_params.amplitude*gsl_sf cos(pendulum_  params.omega*t) \
- pendulum_params.friction*y[1] - gsl_sf sin(y[0]);
return GSL_SUCCESS;

}
/I la matrice jacobienne
int jacobian (double t, const double y[], double *dfdy, doub le dfdt[], \

void *params) {
struct struct_pendulum_params pendulum_params = \
*(struct struct_pendulum_params *)params;
gsl_matrix_view dfdy_mat = gsl_matrix_view_array (dfdy, 2, 2);
gsl_matrix * m = &dfdy_mat.matrix;
gsl_matrix_set (m, 0, 0, 0.0);
gsl_matrix_set (m, 0, 1, 1.0);
gsl_matrix_set (m, 1, 0, -gsl_sf _cos(y[0]));
gsl_matrix_set (m, 1, 1, -pendulum_params.friction);
dfdt[0] = 0.0;
dfdt[1] = - pendulum_params.omega * pendulum_params.ampl itude \
* gsl_sf_sin(pendulum_params.omega*t);
return GSL_SUCCESS;

}

int main (void) {
/I des coefficients dans lequation de Hubbard
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struct struct_pendulum_params pendulum_params;
pendulum_params.amplitude = 1.0;
pendulum_params.friction = 0.1,
pendulum_params.omega = 1.0;

/I parametres du fractal

double Tstep = 1*M_2P];

double Tmax = 255*M_2PI;

double threshold = gsl pow 2 (0.01);
int Ysize = 800;

double Ytop = -4.0;

double Ybottom = 5.0;

double Ypixelstep = (Ybottom-Ytop)/Ysize;
int Xsize = 400;

double Xleft = 0.0;

double Xright = M_2PI;

double Xpixelstep = (Xright-Xleft)/Xsize;

/I tableaux pour des esultats

double *fractalbasin, *fractaliter, *fractalradius, *fr actalangle;
fractalbasin = calloc (Xsize*Ysize, sizeof (double));

fractaliter = calloc (Xsize*Ysize, sizeof (double));

fractalradius = calloc (Xsize*Ysize, sizeof (double));

fractalangle = calloc (Xsize*Ysize, sizeof (double));

/I ODE algorithm

const gsl_odeiv_step_type * T = gsl_odeiv_step_rkf45;
/I fonction d'evolution. parametre: dimension
gsl_odeiv_evolve * e = gsl_odeiv_evolve_alloc (2);

/I adaptive step size control object. parametres: abs_tol, rel_tol
/I adaptive step size control object. parameters: abs_tol, rel_tol
gsl_odeiv_control * ¢ = gsl_odeiv_control_y new (1e-6, 0. 0);

/I fonction du pas. parametres: algorithm, dimension

gsl_odeiv_step * s = gsl_odeiv_step_alloc (T, 2);

/I initialiser le systeme EDO

gsl_odeiv_system sys = {pendulum, jacobian, 2, &pendulum_  params};

/I chercher letat dequilibre
double t = 0.0, t1 = 0.0;
double h = 1le-6;

double y[2] = { 4, 0 };
double Yprev[2];

int within = 0;

while (within < 10 && t1 < Tmax) {
Yprev[0] = y[O];
Yprev[l] = y[1];
t1 =t + Tstep;
while (t < t1) gsl_odeiv_evolve_apply (e, c, s, &sys, &t, t1, &h, vy);
if (gsl_pow_2(y[0]-Yprev[0])+gsl_pow_2(y[1]-Yprev[1] ) < threshold) {
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}

within++;

} else {

}

within = 0;

/I si aucun point fixe trouwe
if (t1 >= Tmax) return 1,

/I sauvegarder letat dequilibre
double Yeq = y[O0];
double Ydoteq = y[1];

/I calculer le fractal

int Xcounter, Ycounter;

for (Ycounter=0; Ycounter<Ysize; Ycounter++) {
for (Xcounter=0; Xcounter<Xsize; Xcounter++) {

}

}

t = 0.0, t1 = 0.0;
h = le-6;
y[0] = Xleft + Xpixelstep*Xcounter;
y[1] = Ytop + Ypixelstep*Ycounter;
while (t<Tmax && gsl_pow_2 (gsl_sf angle_restrict symm (  y[0]-Yeq)) \
+ gsl_pow_2(y[1]-Ydoteq) > threshold) {
t1 = t1 + Tstep;

while (t<tl) gsl_odeiv_evolve apply (e, c, s, &sys, &t, t1, &h, y);
}
/I bassin d'attraction, Z
*(fractalbasin+Ycounter*Xsize+Xcounter) = floor((y[0] -Yeq)/M_2PI+0.5);
/I nombre d'ierations, N
*(fractaliter+Ycounter*Xsize+Xcounter) = floor(t1/M_2 P1+0.5);
/I rayon quand tomber dans le disque la premiere fois, [O,thr eshold]
*(fractalradius+Ycounter*Xsize+Xcounter) = sqrt ((gsl_ pow_2 \
(gsl_sf_angle_restrict_symm(y[0]-Yeq)) + gsl_pow_2(y[ 1]-Ydoteq)) \
/ threshold);
/I angle quand tomber dans le disque la premiere fois, [0,2pi ]
*(fractalangle+Ycounter*Xsize+Xcounter) = \
atan2 (gsl_sf angle_restrict_ symm(y[0]-Yeq),(y[1]-Yd oteq)) + M_PI;

/I nettoyage
gsl_odeiv_evolve free (e);
gsl_odeiv_control_free (c);
gsl_odeiv_step_free (s);

free (fractalbasin); free (fractaliter);
free (fractalradius); free (fractalangle);

return O;
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