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R�esum�e

Dans ce m�emoire, nous �etudions deux syst�emes dynamiques, que nous visualisons
par ordinateur, en commentant les images en d�etail.

Le premier syst�eme est appel�e l'attracteur de Plykin. On d�em ontre rigoureusement
que ses bassins d'attraction forment des lacs de Wada. Ils sont visualis�es par ordinateur
et l'in
uence des param�etres du syst�eme est �etudi�ee sur le s images.

Le deuxi�eme syst�eme est le pendule de Hubbard. On calcule son �equation et on �etudie
les applications de Poincar�e associ�ees. Il s'agit d'un syst�eme com plexe non-lin�eaire, on
se contentera d'�etudier ce syst�eme par le biais de m�ethode nu m�erique. Les images de
l'article de Hubbard sont recalcul�ees, et d'autres images sont pr�e sent�ees a�n de mieux
comprendre le comportement du syst�eme.

On �etudie la dynamique dans l'espace des param�etres. Pour certain es valeurs des
param�etres, on montre l'existance d'un r�epulseur en inversant l e temps dans l'�equation
du pendule.

La partie du code qui sert �a r�esoudre l'EDO num�eriquement es t donn�ee en annexe.

Abstract

In this Master thesis, two dynamical systems are studied, they are visualized by the
means of computer generated images, which are commented on in detail.

The �rst system is known as the Plykin attractor. We give a rigorous pro of of the fact
that its attraction basins form lakes of Wada. Computer-generated images are shown
and the e�ect of tuning the parameters of the system is investigated.

The second system is Hubbard's pendulum. Its governing equation is derived and the
associated Poincar�e mappings are studied. This is a complicated non-linear system, we
restrict our studies to numerical analysis. Images from Hubbard's art icle are reproduced,
and other images are generated to better understand the behavior of the system.

The dynamics of the parameter space in investigated. For certain values of the pa-
rameters, the existence of a repellor is shown by reversing time in the equation of the
pendulum.

The portion of the source code responsible for solving the ODE is presented.
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0 Introduction

Dans ce m�emoire, j'�etudie deux syst�emes dynamiques, et je les visualise par ordinateur,
en expliquant ce qu'on voit sur les images et ce que cela implique.

L'int�erêt de premier syst�eme, ce qu'on appelle l'attracteur de Plykin, est mo tiv�e par
l'article [3] par Yves Coud�ene. Dans la section 1, je pars des raisonnements de son cours a�n
d'�elaborer une d�emonstration rigoureuse de la propri�et�e de Wada de ce syst�eme.

J'utilise un ordinateur pour visualiser ces bassins d'attraction dans section 2.Je recalcule
les images de [3] avec un code que j'ai �ecrit. J'en pro�te aussi pour modi�er les param�etres
du syst�eme et pour �etudier leur in
uence.

Le deuxi�eme syst�eme est le pendule de John Hubbard, qu'il pr�esente dans l'article [5].
Il s'agit d'un pendule forc�e amorti. Dans la section 3, je calcule son �equation, et j'�etudie
les applications de Poincar�e du syst�eme que je vais utiliser. Je recalcule les images qui se
trouvent dans l'article �a l'aide d'un code que j'ai �ecrit moi-même. La partie du code qui sert
�a mod�eliser le pendule est dans l'annexe A.

Je continue d'explorer ce syst�eme dans la section 4 o�u d'autres images avec des colorations
di��erentes sont pr�esent�ees. Je les exploite pour �etudier les valeurs propres, la limite de la
lin�earisation et les feuilles instables des points hyperboliques qui se trouvent sur la fronti�ere
accessible des bassins d'attraction.

Finalement, dans la section 5, je joue avec les param�etres du pendule et je d�ecouvre qu'il
existe d'autres comportements. Il est possible que le syst�eme ne soit pas chaotique pour
certains param�etres, ou même qu'il ne poss�ede aucun point �xe attractif. Dans ce cas, je
montre qu'il existe un r�epulseur, que je visualise.
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1 Propri�et�e de Wada d'attracteur de Plykin

Les lacs de Wada sont trois ensembles ouverts connexes disjoints du plan qui poss�edent
tous les trois la même fronti�ere : tout point qui appartient �a la fron ti�ere d'un des ouverts
se trouve aussi sur la fronti�ere des deux autres ouverts. Le premier exemple fut publi�e par
Brouwer en 1910 [1]. Un autre exemple fut pr�esent�e par Kuniz�o Yoneyama en 1917 [2], qui
cr�edita sa d�ecouverte �a son professeur Takeo Wada, ce qui explique l'appellation.

Plus g�en�eralement, nous dirons qu'une famille d'ouverts dans un espace topologique pos-
s�ede la propri�et�e de Wada si leurs fronti�eres co•�ncident. De plus, s'ils sont tous connexes par
arc, on les appelle des lacs de Wada.

Le fait que les bassins d'attraction introduits dans [3] sont des lacs de Wada �etait d�ej�a
connu. Tout de même, cette assertion m�erite d'être d�emontr�ee rigoureusementa�n que nous
comprenions mieux leur structure.

On s'inspire du raisonnement dans [4] qui traite le cas d'un seul point �xe attractif.
On �etudie le cas de quatre points �xes attractifs en examinant la relation entre les quatre
bassins d'attraction, pour d�emontrer la propri�et�e de Wada. Ensuite, on prouv e que les bassins
d'attraction sont connexes par arc, pour justi�er qu'ils forment des lacs de Wada.

1.1 Le chat d'Arnold

Introduisons l'anneau quotient T = R=Z. Consid�erons l'application donn�ee par la multi-
plication par la matrice

A =
�

2 1
1 1

�

sur le tore T 2, aussi connue comme l'application du chat d'Arnold. Elle a un seul point �xe,
c'est l'origine. Introduisons la notation :

� =
1 +

p
5

2

pour le nombre d'or. La matrice A admet deux valeurs propres� 2 et � � 2. Les vecteurs propres
associ�es sont :

eu =
1

p
1 + � 2

�
�
1

�
et es =

1
p

1 + � 2

�
� 1
�

�

et on peut diagonaliser la matriceA comme suit :

A =
1

p
1 + � 2

�
� � 1
1 �

� �
� 2 0
0 � � 2

�
1

p
1 + � 2

�
� 1

� 1 �

�
:

Dans la suite, nous utiliserons la notation
�

x
y

�

ou (x; y) pour le même point du tore. �Egalement, le produit

A �
�

x
y

�

sera �eventuellement not�e par A(x; y). De plus, x d�enotera parfois un �el�ement de T , parfois
un nombre r�eel, le repr�esentant dans [0; 1[ de la classe d'�equivalence qui appartient �a T , ou
encore un point du tore T 2. Nous n'emploierons cet abus de notation que lorsque aucune
ambig•uit�e n'est possible.
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1.2 Ses points p�eriodiques

Notons la suite de Fibonacci parFi :

F� 1 = 1 ; F0 = 0 ; F1 = 1 ; 8k 2 N; Fk+2 := Fk + Fk+1 :

Proposition 1.1 Pour tout n entier naturel on a :

An =
�

F2n +1 F2n

F2n F2n � 1

�
: (1)

D�emonstration Nous raisonnons par r�ecurrence.
L'initialisation de la r�ecurrence : pour n = 0 on a

A0 =
�

F1 F0

F0 F� 1

�
=

�
1 0
0 1

�
:

H�er�edit�e : pour k entier naturel, on suppose que l'�equation (1) est vrai pourn = k. Alors

Ak+1 =
�

F2k+1 F2k

F2k F2k � 1

�
�
�

2 1
1 1

�
=

�
2F2k+1 + F2k F2k+1 + F2k

2F2k + F2k � 1 F2k + F2k � 1

�
=

=
�

F2k+1 + F2k+2 F2k+2

F2k + F2k+1 F2k+1

�
=

�
F2(k+1)+1 F2(k+1)

F2(k+1) F2(k+1) � 1

�

qui est, en fait, l'�equation (1) pour n = k + 1.

�Etudions maintenant les points p�eriodiques de l'application donn�ee par A, i.e. les points
�xes des puissances deA. Soit (x; y) dans le tore un point p�eriodique de A de p�eriode n 2 N� :

An
�

x
y

�
=

�
x
y

�
(mod T 2)

�
F2n +1 F2n

F2n F2n � 1

� �
x
y

�
=

�
x
y

�
(mod T 2)

�
F2n +1 � 1 F2n

F2n F2n � 1 � 1

� �
x
y

�
=

�
0
0

�
(mod T 2) (2)

Notons

Dn := det
�

F2n +1 � 1 F2n

F2n F2n � 1 � 1

�
:

Si Dn 6= 0, alors l'�equation (2) admet jDn j solutions sur le toreT 2.

jDn j = j(F2n +1 � 1)(F2n � 1 � 1) � F 2
2n j = F2n � 1 + F2n +1 � 2

utilisant Fk+1 Fk � 1 � F 2
k = ( � 1)k .

Pour n = 0, An = Id, Dn = 0 et chaque point du tore T 2 est �xe. Pour n 2 N� , Dn 6= 0
et on a F2n � 1 + F2n +1 � 2 points p�eriodiques de p�eriode n.

Pour d�eterminer les points p�eriodiques, nous r�esolvons le syst�eme en ajoutant un multiple
entier d'une ligne �a une autre. Par exemple, pourn = 3, on a la matrice des coe�cients

�
F7 � 1 F6

F6 F5 � 1

�
=

�
12 8
8 4

�
�

�
4 4
8 4

�
�

�
4 4
4 0

�
�

�
0 4
4 0

�

qui nous dit que (x; y) est un point �xe de A3 si et seulement si 4x = 0 ; 4y = 0 (mod T ).
Donc ces points �xes sont

�
0; 1

4 ; 1
2 ; 3

4

	
�

�
0; 1

4 ; 1
2 ; 3

4

	
, qui forment un r�eseau orthogonal. Ce

n'est pas le cas en g�en�erale.
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1.3 Les bassins d'attraction

Introduisons maintenant une perturbation qui fera de l'origine un point �xe at tractif et
qui rendra les trois points p�eriodiques suivants attractifs :

P1 =
�

0
1
2

�
= AP3; P2 =

�
1
2
1
2

�
= AP1; P3 =

�
1
2
0

�
= AP2 (mod T 2):

Notons l'origine par O. Nous utiliserons un changement de variables qui envoie tous les
points O; P1; P2 et P3 sur O :

x2 = x �
1
2

�
2x +

1
2

�

y2 = y �
1
2

�
2y +

1
2

�

o�u b�c note la partie enti�ere par d�efaut. Observons que les valeurs r�eellesx2 et y2 seront les
mêmes pour tous les repr�esentantsx; y 2 R d'un point du tore T 2. Il s'agit d'une transfor-
mation T 2 !

�
� 1

4 ; 1
4

� 2
.

Pour tous points (xA ; yA ) et (xB ; yB ) de R2, la distance entre leurs projet�es sur le tore
est d�e�ni par :

d((xA ; yA ); (xB ; yB )) = min f dR2 ((xA + k1; yA + k2); (xB ; yB )) j k1; k2 2 Zg

o�u dR2 d�enote la distance euclidienne.
Introduisons aussi

r = d(�; O)

r 1 = d(�; P1)

r 2 = d(�; P2)

r 3 = d(�; P3):

Notons k : R ! R; r 7! (1� r 2)21[� 1;1](r ) qui est une bosse di��erentiable avec une d�eriv�ee
continue.

Maintenant nous pouvons d�e�nir l'application f : T 2 ! T 2 par

f (x; y) = A(x; y)+

+
p1

1 + � 2 k
� r

a

� �
� 2 �
� 1

� �
x
y

�
+

+
p2

1 + � 2

�
k

� r 1

b

�
+ k

� r 2

b

�
+ k

� r 3

b

�� �
� 2 �
� 1

� �
x2

y2

�

avec les param�etresa; b > 0, p1; p2 2 R. Pour que cette application soit bien d�e�nie sur le
tore T 2, nous prendrons des repr�esentantsx et y dans l'intervalle

�
� 1

2 ; 1
2

�
.

Les param�etres a et b contrôlent les rayons des perturbations, tandis quep1 et p2 d�e-
terminent leurs amplitudes. Nous verrons que ces quatre termes peuvent rendre les points
O; P1; P2 et P3 attractifs.

En choisissant les param�etres tels quea + b 6 1
2 et b 6 1

4 , nous pouvons garantir qu'au
maximum un des quatre exemplaires dek prend un valeur non nulle, parce que leurs supports,
les quatre boulesB (O; a); B (P1; b); B (P2; b) et B (P3; b) seront disjoints. De plus, b 6 1

4 nous
garantit la continuit�e de x2 et y2 sur le support dek

� r i
b

�
, et par cons�equent, celle def .

Choisissonsp1; p2 2 ] � � 2; 1 � � 2[ = ] � � � 1; � � [.
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Proposition 1.2 Le point O est un point �xe attractif de l'application f .

D�emonstration Dans un disque de rayona autour de O, on a

f (x; y) = A(x; y) +
p1

1 + � 2 k
� r

a

� �
� 2 �
� 1

� �
x
y

�
=

=
1

p
1 + � 2

�
� � 1
1 �

� �
� 2 + p1k

�
r
a

�
0

0 � � 2

�
1

p
1 + � 2

�
� 1

� 1 �

�
:

Comme k(0) = 1 et k0(0) = 0, les valeurs propres deDO f sont � 2 + p1 2]0; 1[ et � � 2 2]0; 1[.
Par cons�equent, O est un point �xe attractif.

Proposition 1.3 Les points P1, P2 et P3 sont des points �xes attractifs de l'application f 3.

D�emonstration Dans un disque de rayonb autour du point P1, on a :

f (x; y) = A(x; y) +
p2

1 + � 2 k
� r 1

b

� �
� 2 �
� 1

� �
x2

y2

�
:

On a aussi :
dx2

dx
= 1 ;

dy2

dy
= 1

alors les valeurs propres deDP1 f sont � 2 + p2 2]0; 1[ et � � 2 2]0; 1[. Il en va de même pour
DP2 f et DP3 f . Nous concluons queP1; P2 et P3 sont des points �xes attractifs de f 3.

D�e�nition Soit U0 le bassin d'attraction du point O pour l'application f . Soient respec-
tivement U1, U2 et U3 les bassins d'attraction des pointsP1, P2 et P3 pour l'application
f 3.

Proposition 1.4 Pour tout point (x; y) du tore, nous avons :

f ((x; y) + Reu ) � f (x; y) + Reu :

D�emonstration Pour chaque point (u; v) du tore, on a :

�
� 2 �
� 1

� �
u
v

�
=

�
� 2u + �v
�u + v

�
= ( �u + v)

�
�
1

�
= ( �u + v)

p
1 + � 2eu

et f (x; y) � A(x; y) admet une telle forme, alors

f (x; y) � A(x; y) 2 Reu :

De plus, pour tout t r�eel :

f ((x; y) + teu ) � A((x; y) + teu ) 2 Reu

donc
f ((x; y) + teu ) � f (x; y) 2 Reu :

Proposition 1.5 f admet un point �xe p = t0eu avec t0 2]0; a[ tel que [0; t0[eu � U0.
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D�emonstration D�e�nissons la fonction h0 : [0; a] ! R+ ; t 7! � 2t + p1tk
�

t
a

�
> 0. Alors on

a pour tout t r�eel dans l'intervalle [0 ; a] :

f (teu ) = h(t)eu

donc les points �xes de h0 correspondent �a ceux def le long de eu . h0(0) = 0, h0
0(0) =

� 2 + p1 2]0; 1[, h0(a) = � 2a > a et h0 est continue, alors il existe un point �xe minimal t0 de
la fonction h0 dans ]0; a[. Soit p = t0eu .

Pour chaque valeurt dans l'intervalle [0; t0[, h0(t) 6 t. Alors la suite hn
0 (t) est d�ecroissante,

donc converge vert un pointe �xe deh0 dans [0; t0[, qui doit être 0. Par cons�equent, teu 2 U0

pour t dans [0; t0[ quelconque.

Proposition 1.6 f 3 admet un point �xe q = P1 + t1eu avect1 2]0; b[ tel queP1 + [0 ; t1[eu �
U1. De plus,

f (q) = P2 + t1eu ; P2 + [0 ; t1[eu � U2

f 2(q) = P3 + t1eu ; P3 + [0 ; t1[eu � U3:

D�emonstration Soit h1 : [0; b] ! R+ ; t 7! � 2t + p2tk
�

t
b

�
> 0. Alors on a

8t 2 [0; b]; f (P1 + teu ) = P2 + h1(t)eu

f (P2 + teu ) = P3 + h1(t)eu

f (P3 + teu ) = P1 + h1(t)eu :

De plus, h1(0) = 0, h0
1(0) = � 2 + p2 2]0; 1[, h1(b) = � 2b > b et h1 est continue, alors il existe

un point �xe minimal t1 de h1 dans ]0; b[. Soit q = P1 + t1eu qui est alors un point �xe.
En ce qui concerneP1 + [0 ; t1[eu � U1, observons d'abord que l'ensemble image deh1

restreinte �a [0; t1] est [0; t1]. Nous avons donc :

8t 2 [0; t1]; f (P1 + teu ) = P2 + h1(t)eu

f 2(P1 + teu ) = P3 + h2
1(t)eu

f 3(P1 + teu ) = P1 + h3
1(t)eu :

Maintenant nous pouvons utiliser le même argument que dans la d�emonstrationde la propo-
sition 1.5.

Proposition 1.7 B (O; t0) � U0.

D�emonstration On se place dans la base ortonorm�ee (eu ; es) :

B (O; t0) = f ueu + ves j u; v 2 R; u2 + v2 < t 2
0g:

Pour toutes valeurs r�eelles u; v avecu2 + v2 < t 2
0, on a :

f (ueu + ves) =
�

� 2 + p1k
� r

a

��
ueu + � � 2ves

jf (ueu + ves)j2 =
�
�
� � 2 + p1k

� r
a

� �
�
�
2

u2 + � � 4v2:

Rappelons quer < t 0, alors

k
� r

a

�
2

�
k

�
t0

a

�
; 1

�

� 2 + p1k
� r

a

�
2

�
� 2 + p1; � 2 + p1k

�
t0

a

��
� ]0; 1[



15

ce qui montre que pour tout point (u; v) 6= (0 ; 0), nous avonsjf (ueu + ves)j < jueu + ves j.
Choisissons un pointa 2 B (O; t0) n f Og et un r�eel " 2 ]0; jaj[ quelconques. Consid�erons la

couronne ferm�ee
C = f (x; y) 2 T 2 j " 6 r 6 jajg:

La fonction
jf (x; y)j
j(x; y)j

est continue surC et born�ee sup�erieurement strictement par 1. Posons :

� := sup
(x;y )2 C

jf (x; y)j
j(x; y)j

< 1:

De plus,
j(x; y)j < " =) j f (x; y)j < ":

Prenonsn =
l
log�

"
jaj

m
. Alors nous avons

8m > n; jf m (a)j 6 ":

Cet argument marche pour " quelconque, si bien quef n (a) tend vers O pour tout a 2
B (O; t0) n f Og. Donc on a B (O; t0) � U0.

Proposition 1.8 B (P1; t1) � U1, B (P2; t1) � U2, B (P3; t1) � U3.

D�emonstration Même raisonnement que pour la d�emonstration de la proposition 1.7, avec
f 3 au lieu de f .

1.4 L'attracteur de Plykin

D�e�nition Introduisons la notation :

K := T 2 n (U0 [ U1 [ U2 [ U3):

Le compact K est compos�e des points qui ne sont pas attir�es parO; P1; P2 et P3. L'ensemble
K est appel�e l'attracteur de Plykin. Il est bien un attracteur par rapport �a l'appl ication f � 1.

La �gure 1 montre l'ensembleK en gris, avec les quatre points �xes attractifs, les directions
eu et es, les points p, q et ses it�er�es, et la boule B (P2; t1).

Proposition 1.9 Dans l'ensembleK , la di��erentielle de l'application f dans la direction eu

est uniform�ement sup�erieure �a 1.

D�emonstration Au point x = ueu + ves dans K , on a :

df x :eu = � 2 + p1

�
k

� r
a

�
+

u2

ra
k0

� r
a

� �
+

+ p2

�
k

� r 1

b

�
+

u2
1

r 1b
k0

� r 1

b

�
+ k

� r 2

b

�
+

u2
2

r 2b
k0

� r 2

b

�
+ k

� r 3

b

�
+

u2
3

r 3b
k0

� r 3

b

� �

o�u u1, u2 et u3 sont les premi�eres coordonn�ees dans la base (eu ; es) des vecteurs les plus
courts qui joignent les points P1, P2, P3 respectivement �a x.

Si x =2 B (O; a) [ B (P1; b) [ B (P2; b) [ B (P3; b), on a dx f 1:eu = � 2 > 1.
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Fig. 1 { p1 = p2 = � 2;2; a = 0 ;3; b = 0 ;2: K en gris, Ui en blanc.

Si x 2 B (O; a), alors

df x :eu = � 2 + p1

�
k

� r
a

�
+

u2

ra
k0

� r
a

� �
> � 2 + p1k

�
t0

a

�
= 1

parce quer > t0 dans K . L'�egalit�e est r�ealis�ee si et seulement si r = t0 et u = 0. Il s'agit
des points � t0es, qui n'appartiennent pas �a K , car leurs it�er�es sont de la forme � � � 2n t0es

et donc convergent versO.
Si x 2 B (Pi ; b) pour i = 1, 2 ou 3, alors

df x :eu = � 2 + p2

�
k

� r i

b

�
+

u2
i

r i b
k0

� r i

b

� �
> � 2 + p2k

�
t1

b

�
= 1

parce quer i > t1 dans K . L'�egalit�e est r�ealis�ee si et seulement si r i = t1 et ui = 0. Il s'agit
des points Pi � t1es, qui n'appartiennent pas �a K , car leurs it�er�es par f 3 sont de la forme
Pi � � � 6n t1es et donc convergent versPi .

Nous avons l'in�egalit�e stricte sur tout K . df: eu est continue sur K qui est ferm�e. On en
d�eduit :

inf
x 2 K

dx f 1:eu = c > 1:
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Proposition 1.10 p + R+ eu � W su (p). Par cons�equent, l'ensembleW su (p) est dense dans
le tore T 2.

D�emonstration D�e�nissons h0 : R+ ! R+ tel que

8t 2 R+ ; f (teu ) = h0(t)eu :

C'est bien possible d'apr�es la proposition 1.4 et unique parce que� est irrationnel. De plus,
h0 est continue et di��erentiable parce que f est continue et di��erentiable. Remarquons que
cette h0 prolonge la fonction qui intervient dans la d�emonstration de la proposition 1.5.

Rappelons queh0(t0) = t0 et h0
0(t0) > 1. Le point t0 est un point �xe r�epulsif de h0. Il

existe alors" > 0 tel que p + [ t0 � "; t 0 + "]eu � W su (p).
Nous raisonnons par l'absurde. Soit

t3 = inf f t > t 0 j teu =2 W su (p)g < 1 :

On a t3 > t0 + " > t 0.
L'ensembleW su (p) est invariante par f , si bien que :

8t > t 0; teu 2 W su (p) () h0(t)eu 2 W su (p)

ce qui implique h0(t3) = t3 et donc h0
0(t3) < 1.

Aussi, t3eu est un point �xe qui ne peut pas être O; P1; P2 ou P3 car � est irrationnel.
Alors t3eu appartient �a K . La proposition 1.9 implique queh0

0(t3) > 1. C'est absurde.

Proposition 1.11

q + R+ eu � W su
f 3 (q)

f (q) + R+ eu � W su
f 3 (f (q))

f 2(q) + R+ eu � W su
f 3 (f 2(q)) :

Par cons�equent,
W su

f 3 (q); W su
f 3 (f (q)) ; W su

f 3 (f 2(q))

sont dense dansT 2.

D�emonstration Nous d�e�nissons h1 : R+ ! R+ tel que

8t 2 R+ ; f (P1 + teu ) = P1 + h1(t)eu

qui prolonge h1 dans la d�emonstration de la proposition 1.6 la même fa�con queh0 �etait
prolong�ee dans la d�emonstration pr�ec�edente. Alors nous pouvons utiliser le même argument
que dans la d�emonstration pr�ec�edente.

1.5 Propri�et�e de Wada

Proposition 1.12 Pour i = 0 ; 1; 2; 3, et % >0 quelconque, il existe� dans l'intervalle ]0; %[
tel quep + � eu 2 Ui . Pareil pour q; f (q); f 2(q) au lieu de p.

D�emonstration Comme p + R+ eu est dense, il rencontreUi , i.e. il existe t > 0 tel que
p+ teu 2 Ui . On a p+ teu 2 W su (p), alors il existe un entier naturel n tel que f � n (p+ teu ) 2
p+]0 ; %[eu . Soit � tel que f � n (p + teu ) = p + � eu . Ui est invariant par f alors p + � eu y
appartient.

Pour q, f (q) ou f 2(q), il faut utiliser un des points P1; P2; P3 respectivement au lieu de
O et consid�erer les it�er�es n�egatifs de f 3 au lieu de f .
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Proposition 1.13 Soit x 2 K , " > 0 quelconques. Alorsx + [ � "; " ]eu rencontre U0; U1; U2

et U3.

D�emonstration Consid�erons d'abord les it�er�es du segment x + [0 ; " ]eu . R+ eu est dense,
alors on peut trouver M > 0 tel que [0; M ]eu rencontre tous les disques de rayont0. Prenons
N =

�
logc

M
"

�
avec la constantec > 1 donn�ee par la proposition 1.9. Si f n (x + [0 ; " ]eu ) est

contenu dansK pour tout n = 0 ; 1; 2; : : : ; N , alors

8n 2 f 0; 1; 2; : : : ; N; N + 1g; f n (x + [0 ; " ]eu ) = f n (x) + [0 ; cn ]eu

avec des constantescn > cn " . Par contre, cN +1 > M , alors f N +1 (x + [0 ; " ]eu ) rencontre
B (O; t0) et donc sort de K . En tout cas, x + [0 ; " ]eu a un it�er�e qui sort de K . Comme K est
invariante par f , x + [0 ; " ]eu n'est pas tout enti�ere contenu dans K .

Alors x + [0 ; " ]eu rencontre Ui avec i = 0 ; 1; 2 ou 3. Par le même argument,x � [0; " ]eu

rencontre U0; U1; U2 ou U3. �Etudions d'abord le cas o�u il rencontre U0.
Soit �; � 2 ]0; " ] tel que x � � eu 2 U0, x + � eu 2 Ui . Soit

%=
min( t0; d(p; P1); d(p; P2); d(p; P3))

2
:

Alors p � %eu + [ � %; %]es est contenu dansB (O; t0), donc dansU0. Voyons la �gure 2.

x � � eu

x + � eu

O

p


 n

U0
p � %eu + [ � %; %]es

B (O; t0)

B (ai ; Ri )

Fig. 2 { Les it�er�es de x + [ � �; � ]eu .



19

Nous avons

lim
n !1

f n (x � � eu ) = O

lim
n !1

(f n (x � � eu ) � O) � es = 0

lim
n !1

(f n (x) � (O + t0eu )) � es = 0

lim
n !1

(f n (x) � p) � es = 0 :

Notons 
 n := ( f n (x) � p) � es. Alors il existe N1 tel que pour tout n > N 1, 
 n < %.
f n (x) n'appartient pas �a U0, alors f n (x + [ � �; � ]eu ) sort de U0. f n (x � � eu ) tend vers O

qui n'est pas contenu dans la carr�ep+[ � %; %]es +[ � %; %]eu . Par cons�equent, il existe N2 > N 1

tel que pour tout n > N 2, f n (x + [ � �; � ]eu ) et p � %eu + [ � %; %]es se croisent.
f n (x + � eu ) tend vers Pi , qui n'est pas contenu dans la carr�ep + [ � %; %]es + [ � %; %]eu ,

alors il existe N3 > N 2 tel que pour tout n > N 3, f n (x + [ � �; � ]eu ) et p+ %eu + [ � %; %]es se
croisent. Par cons�equent,p+ 
 n es +[ � %; %]eu est enti�erement contenu dansf n (x +[ � �; � ]eu ).

Par la proposition 1.12, il existe quatre points a0; a1; a2 et a3 dans p+]0 ; %[eu qui ap-
partiennent aux bassins d'attraction U0, U1, U2 et U3 respectivement. Ces ensembles sont
ouverts, alors il existe des boules autour ces quatre points qui sont contenues dans les bassins
d'attraction respectifs :

B (a0; R0) � U0

B (a1; R1) � U1

B (a2; R2) � U2

B (a3; R3) � U3:

Comme 
 n tend vers 0, il existen > N 3 tel que 
 n < min(R0; R1; R2; R3). Alors f n (x +
[� �; � ]eu ) contient p + 
 n es + [ � %; %]eu qui rencontre les quatre boules, et donc les quatre
bassins d'attraction. Ils sont invariantes par f , alors x + [ � �; � ]eu les rencontre aussi, ce qui
termine la preuve.

Dans le cas o�u x � [0; " ]eu rencontre U1; U2 ou U3, on utilise le même argument avec les
it�er�es par f 3, avec les pointsq, f (q) ou f 2(q) au lieu de p, et avec%choisi convenablement.

Pour chaquei = 0 ; 1; 2; 3, @Ui est contenu dansK parce queU0, U1, U2 et U3 sont disjoints
et ouverts. Aussi K est contenu dans@Ui par la proposition 1.13.

Corollaire 1.14 On a la propri�et�e de Wada :

K = @U0 = @U1 = @U2 = @U3:

1.6 Connexit�e des bassins d'attraction

Soit M un vari�et�e di��erentiable. Soit ' : M ! M une application C1 et inversible.
Rappelons la d�e�nition de point �xe attractif :

D�e�nition Un point �xe P 2 M est dit attractif s'il existe une boule B (P; r ) autour de P
telle que

(a) elle contient sa propre image par' :

' (B (P; r )) � B (P; r );
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(b) et chaque point dans cette boule tend versP :

8x 2 B (P; r ) : lim
n !1

' n (x) = P:

L'ensembleU des points dansM qui tendent vers P est appel�e son bassin d'attraction :

U = f x 2 M j lim
n !1

' n (x) = Pg:

Remarquons que l'orbite de chaque pointx dans le bassin d'attraction entre dans la boule
B (P; r ) �nalement. Alors le bassin d'attraction est l'union d�enombrable des pr�eimag es de cette
boule. La partie (a) de la d�e�nition implique que cette suite des pr�eimages est croissante :

B (P; r ) � ' � 1(B (P; r )) � ' � 2(B (P; r )) � ' � 3(B (P; r )) � : : :

Proposition 1.15 Le bassin d'attraction U d'un point �xe attractif P par rapport �a l'appli-
cation ' est connexe par arc.

D�emonstration Soient x et y deux points dans le bassin d'attraction U. Soit B (P; r ) la
boule qui satisfait les conditions de la d�e�nition du point �xe attractif. D 'apr�es la d�e�nition
du bassin d'attraction, il existe deux entiers n et m tels que les it�er�es ' n (x) et ' m (y) sont
contenus dans cette boule. Tous les it�er�es suivants dex et y y sont aussi contenus par (a).
Soit N = max(n; m). Donc ' N (x) et ' N (y) tombent dans B (P; r ).

Cette boule est connexe par arc, consid�erons l'arc qui relie' N (x) �a ' N (y). Cet arc et
ces deux points sont contenus dans le bassin d'attractionU, qui est invariant par ' . Par
cons�equent, leursN -i�eme pr�eimages y sont �egalement contenus. Il s'agit d'un arc qui relie les
points x et y. Or un tel arc existe pour toute paire de points dansU, qui est, par cons�equent,
connexe par arc.

Corollaire 1.16 Les bassins d'attraction U0, U1, U2 et U3 forment des lacs de Wada.
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2 Visualisation d'attracteur de Plykin

Les images dans [3] �etaient calcul�ees �a l'aide du logicielFractint , qui fournit un moyen
facile et accessible de visualiser des bassins d'attractions et des attracteurs. N�eanmoins, ce
n'est que l'�ecriture d'un programme qui garantit une compr�ehension profonde. De plus, des
fonctions compil�ees demandent beaucoup moins de temps d'ex�ecution.

Toutes les images pr�esent�ees dans ce m�emoire �etaient calcul�ees par un code �ecrit enC,
compil�ee par gcc 4.3.3 . Pour enregistrer des images, la biblioth�equelibpng 1.2.27 �etait
utilis�ee. La manipulation des matrices, et la r�esolution des �equations di��eren tielles dans
les sections suivantes �etaient possibles grâce �a la biblioth�equegsl 1.12 (GNU Scienti�c
Library).

2.1 Les points �xes hyperboliques

Rappelons quep = O + t0eu est un point �xe hyperbolique, et t0 est la largeur du bassin
d'attraction U0 dans le sens suivant : c'est le rayon le plus grand d'une boule autour deO
qui est tout enti�ere contenue dans U0 :

t0 = supf t 2 R+ j B (O; t) � U0g:

La valeur de t0 est le seul point �xe de la fonction h0 dans l'intervalle ]0; a[. Donc on a :

t0 = � 2t0 + p1t0k
�

t0

a

�

1 � � 2 = p1k
�

t0

a

�

k
�

t0

a

�
=

1 � � 2

p1
 

1 �
�

t0

a

� 2
! 2

=
1 � � 2

p1

�
t0

a

� 2

= 1 �

s
1 � � 2

p1

t0 = a

vu
u
t 1 �

s
1 � � 2

p1
:

Pareillement on a :

t1 = b

vu
u
t 1 �

s
1 � � 2

p2
:

2.2 Les bassins d'attraction

La �gure 1 de la section pr�ec�edente et les images de cette section repr�esentent le tore
entier T 2. Les quatre sommets du carr�e correspondent au même point, l'origine.

Pour chaque point du tore, on it�ere jusqu'�a tomber dans un petit voisinage autour de O,
P1, P2 ou P3, ou atteindre un nombre �x�e d'it�erations. Si on n'atteint aucun voisinage, on
consid�ere le point initial comme un point de K . Si on les atteint, on le colore en fonction du
nombre d'it�erations n�ecessaires et du bassin d'attraction.
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Le nombre maximal d'it�erations est choisi �egal �a 12 et les voisinages autour des points
�xes attractifs sont des disques de rayonr 0 = 0 ;01. Les valeurs dest0 et t1 sont calcul�ees a�n
de v�eri�er que les boules B (O; r0), B (P1; r 0), B (P2; r 0), B (P3; r 0) sont bien contenues dans
les bassins d'attraction respectifs.

L'ensembleK est color�e en noir et les bassins d'attraction deO, P1, P2 et P3 sont color�es
en blanc, vert, bleu et rouge respectivement. Plus le nombre d'it�erations partant d'un point
pour atteindre le petit disque est �elev�e, plus sa coloration est sombre.

Sur la �gure 3, on voit la structure g�en�erale de l'ensemble K . Rappelons qu'il est d'int�e-
rieur vide. De plus, comme les quatre bassins d'attraction sont connexes par arc, ils s'entre-
lacent partout sur le tore. Donc on voit des r�egions connexes par arc d'une seule couleur qui
correspondent aux di��erents bassins d'attraction, et un ensemble o�u un m�elange de points
de couleurs di��erentes apparâ�t. Ces points se situent au voisinage deK .

Observons maintenant les points �xes attractifs. On voit les disques de rayonr 0 autour
de chacun d'eux, ce sont les r�egions aux nuances les plus claires. Ils sont entour�es par leurs
premi�eres pr�eimages, un peu plus sombres, en forme d'ellipse. Les proportions des demi-axes
par rapport au rayon des disques correspondent aux inverses des valeurs propres deDf aux
points �xes. Ces valeurs propres sont :

� � 2 � 0;382

� 2 + p1 = � 2 + p2 � 0;418

qui sont proche l'un de l'autre, alors les pr�eimages ont des formes proche de cercles.
N'oublions pas que ce n'est qu'une approximation, les pr�eimages ne prennent une forme

d'ellipse qu'�a la limite quand le rayon r 0 tend vers z�ero. Pour une application lin�eaire, les
deuxi�eme, troisi�eme pr�eimages sont aussi des ellipses. Le longueur de leurs demi-axessont
les carr�es et cubes d'inverses des valeurs propres. Cependant, on voit que plus nous sommes
loin des points �xes attractifs, plus les formes des pr�eimages it�er�es deviennent d�eform�ees.

2.3 En variant les param�etres

Consid�erons la �gure 4. Les param�etres p1 et p2 ne sont pas chang�es, par contre,a est
augment�e jusqu'�a 0 ;45 et b est diminu�e jusqu'�a 0 ;05 a�n qu'on puisse �etudier leur in
uence.
Commet0 et t1 sont proportionnels �a a et �a b respectivement, on voit queU0 se dilate tandis
que U1, U2 et U3 se r�etr�ecissent par rapport �a la �gure 3.

Sur la �gure 5, on voit l'e�et des amplitudes p1 et p2 des perturbations. On retourne aux
valeurs a = 0 ;3 et b = 0 ;2 de la �gure 3, par contre, les amplitudes sont vari�ees �a p1 = � 1;7
et p2 = � 2;6. Les valeurs propres deDO f et DP i f associ�ees �aeu sont

� 2 + p1 � 0;918� 1

� 2 + p2 � 0;018� 1:

Celui ne change pas seulement les largeurst0 et t1 des bassins d'attraction, mais leurs formes
�egalement. Ce qui est le plus visible, c'est les formes des pr�eimages, particuli�erement celle des
premi�eres, qui ressemblent le plus �a des ellipses. Autour dePi , ces ellipses sont allong�ees le
long deeu , parce que c'est la direction associ�ee �a la valeur propre dont l'inverse est plusgrand.
Par contre, autour de O, cette ellipse est allong�ee le long dees. Observons que� 2 + p1 est si
proche de 1 qu'on ne voit pas la di��erence des demi-petits axes des pr�eimages successives. En
fait, le nombre maximal d'it�eration devait être augment�e jusqu'�a 10 0 pour bien dessin�e tout
U0. Voyons la �gure 7 pour �etudier le comportement des it�er�es n�egatifs de r 0 par h. Celle-ci
explique pourquoi les premiers 12, même 20 it�er�es ne sont pas su�sants pour dessiner U0.
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Fig. 3 { p1 = p2 = � 2;2; a = 0 ;3; b = 0 ;2; t0 = 0 ;1132; t1 = 0 ;07547

Fig. 4 { p1 = p2 = � 2;2; a = 0 ;45; b = 0 ;05; t0 = 0 ;1698; t1 = 0 ;01887
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Fig. 5 { p1 = � 1;7; p2 = � 2;6; a = 0 ;3; b = 0 ;2; t0 = 0 ;04687; t1 = 0 ;09190

Fig. 6 { p1 = p2 = � 2;2; a = 0 ;5; b = 0 ;25; t0 = 0 ;1887; t1 = 0 ;09434
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Fig. 7 { h� n
0 (r 0) avec p1 = � 1;7; a = 0 ;3; t0 = 0 ;04687

En ce qui concerne les autres images, on peut s'assurer que les bassins d'attraction sont
repr�esent�es pr�ecis�ement, ou du moins aussi bien que n�ecessit�e par la r�esolution d'image. C'est
que si on n'it�ere pas assez, la r�egion qui appartient au bassin d'attraction mais qui n'est pas
couverte par l'union du nombre �ni de pr�eimages du disque sera color�e en noir, et c'est bien
visible.

Finalement, la �gure 6 pr�esente une situation o�u a; b ne satisfont pas les conditions im-
pos�ees dans la sous-section 1.3. Ils sont r�egl�es �aa = 0 ;5, b = 0 ;25. De cette fa�con, b 6 1

4
est toujours vrai pour assurer la continuit�e, par contre, a + b > 1p

2
et alors la bouleB (O; a)

intersecte toutes les trois boulesB (Pi ; b).
On a t0 = 0 ;1887 et t1 = 0 ;09434. Par contre, commeB (O; a) intersecte B (P1; t1) et

B (P3; t1). De plus, les pointsq = P1+ t1eu et P3+ t1eu eux-mêmes sont contenus dansB (O; a),
on ne peut pas être sûr qu'ils appartiennent �a la même orbite par rapport �a l' application f .
Il est possible �egalement que la bouleB (P1; t1) ne soit pas contenu dans le bassinU1 et la
boule B (P3; t1) ne soit pas contenu dans le bassinU3.

De la même fa�con, il est possible queP2 + t1eu ne soit pas un point �xe de l'application f ,
et que la bouleB (P2; t1) ne soit pas contenu dansU1, bien que les boulesB (O; a) et B (P2; t1)
soient disjointes. C'est parce que les it�er�es des points proches du pointP2, même en dehors
de la boule B (O; a), visitent les voisinages des pointsP3 et P1, o�u ils peuvent tomber dans
cette boule. Le raisonnement des propositions 1.6 et 1.8 est alors pris en d�efaut.
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3 Le pendule original de Hubbard

L'�equation di��erentielle d'un pendule forc�e amorti est �etudi�ee par Hubbard dans [5]. Cet
article fut publi�e en 1999. D�es lors, l'�evolution des ordinateurs permet de calculer les images
repr�esentant les bassins d'attraction beaucoup plus vite, qui fait possible lavisualisation pour
une vari�et�e des param�etres.

Dans cette section, on recalcule l'image des bassins d'attraction publi�ee dans l'article
ci-dessus, et on commence �a les �etudier en cherchant les points hyperboliques qui sontmen-
tionn�es dans l'article.

3.1 L'�equation

On �etudie un pendule pesant simple avec une force harmonique et un amortissement
lin�eaire. Soit m la masse de l'objet,l la longueur du �l, u le temps, ' (u) l'angle de d�eviation
par rapport �a la position verticale basse en fonction du temps, A � l'amplitude et ! � la
fr�equence angulaire de la force harmonique, etd� le coe�cient du frottement. Alors l'�equation
di��erentielle ordinaire qui dirige le pendule est la suivante :

ml
d2 ' (u)

du2 = � mg sin ' (u) + A � cos! � u � d� ' (u):

Introduisons t = u
p g

l , le temps en unit�e de p�eriode propre de petite d�eviation du pendule.
C'est un param�etrage naturel du temps.

ml
�

dt
du

� 2 d2 ' (t)
dt2 = � mg sin ' (t) + A � cos

 s
l
g

! � t

!

� d� ' (t):

En divisant par mg on obtient :

•' (t) = � sin ' (t) +
A �

mg
cos

 s
l
g

! � t

!

�
d�

mg
' (t):

Finalement on introduit A = A �

mg , ! =
q

l
g ! � , d = d�

mg pour se retrouver avec l'�equation :

•' (t) = � sin ' (t) + A cos!t � d' (t): (3)

Notons que le syst�eme est sym�etrique par rapport �a translation de ' par 2� , c'est �a dire,
si ' (t) est une solution, alors' 0(t) = ' (t) + 2 k� est aussi une solution pour toutk entier.

Les param�etres �etudi�es dans [5] sont A = 1, ! = 1 et d = 0 ;1. On �etudie ce cas dans
cette section, et on varie les param�etresA et d dans la section suivante, mais on se restreint
�a ! = 1.

3.2 L'application de Poincar�e

Une section de Poincar�e est un espaceR � R qui repr�esente les �etats possibles (' (t); _' (t))
du pendule �a un temps �x�e t. La section de Poincar�e est aussi appel�ee espace des phases.
Comme le tempst est sans dimension,' et _' ont la même dimension. Alors on peut se servir
de la m�etrique euclidienne :

d(( ' 1; _' 1); (' 2; _' 2)) =
p

(' 1 � ' 2)2 + ( _' 1 � _' 2)2:
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Remarquons que même si cette comparaison entre la position et la v�elocit�e semble naturelle,
c'est un choix arbitraire de u

t et on aurait pu choisir d'autres m�etriques de la forme :

d� (( ' 1; _' 1); (' 2; _' 2)) =
p

(' 1 � ' 2)2 + � ( _' 1 � _' 2)2

avec � > 0. Ceux-ci changerait des valeurs propres et des vecteurs propres deDf en g�en�eral
sans modi�er la topologie.

On d�e�nit l'application de Poincar�e f t 0 ;t 1 : R � R ! R � R pour t0; t1 2 R. A chaque
�etat initial ( ' (t0); _' (t0)) sur la section de Poincar�e correspondant au tempst = t0, on associe
l'�etat ( ' (t1); _' (t1)) que le syst�eme atteint au temps t = t1 si t1 > t 0, ou bien l'�etat d'o�u le
syst�eme devrait partir au temps t = t1 si t1 < t 0. Alors on a les propri�et�es suivantes :

8t0 2 R; f t 0 ;t 0 = Id

8t0; t1; t2 2 R; f t 0 ;t 1 � f t 1 ;t 2 = f t 0 ;t 2

8t0; t1 2 R; 8k 2 Z; f t 0 +2 k�;t 1 +2 k� = f t 0 ;t 1

Par cons�equent,

8k 2 Z; (f 0;2� )k = f 0;2� � f 2�; 4� � : : : � f 2(k � 1) �; 2k� = f 0;2k� :

C'est �a dire, si la di��erence t1 � t0 est un multiple entier de 2� , alors l'it�eration de f correspond
�a l'�evolution prolong�ee du syst�eme. C'est parce que la force est 2� -p�eriodique.

Remarquons que la force n'est pas seulement 2� -p�eriodique, mais aussi� -antip�eriodique :

8t 2 R : A cost = � A cos(t + � ):

Alors on peut d�e�nir la fonction f � : R � R ! R � R; (' (0); _' (0)) 7! (' (� ); � _' (� )) qui est la
racine carr�e de la fonction f 0;2� au sens o�uf � � f � = f 0;2� . On n'utilise pas cette application,
elle n'est pr�esent�ee ici que pour montrer que la 2� -p�eriodicit�e n'est pas la sym�etrie la plus
�el�ementaire de ce syst�eme dynamique.

Pour visualiser le comportement du syst�eme, on s'occupe def � f 0;2� . Remarquons
qu'il est possible de se concentrer sur une autre application, par exemplef � t; 2� +� t avec
� t 2 [0; 2� [ quelconque. Par contre, l'�equation (3) est lipschitzienne, f t 0 ;t 1 est continue et
inversible pour tout t0; t1, alors les propri�et�e qu'on voit sur une section de Poincar�e apparâ�tra
de la même mani�ere sur une autre. Il s'agit des propri�et�es comme la transitivit�e, p�eriodicit�e,
attractivit�e, hyperbolicit�e ou propri�et�e de Wada.

3.3 Les assertions de Hubbard

Hubbard pr�esente les d�emonstrations dans son article [5], même si elle ne sont pas rigou-
reuses, comme d'habitude dans la revueMonthly. Ce qui est le plus int�eressant, c'est qu'il
d�emontre que les bassins d'attraction ont la propri�et�e de Wada.

Aussi il �enonce qu'aucun point �xe ou orbite p�eriodique ne peut être r�epulsif. C' est parce
que selon le chapitre 8 de [6],f contracte l'aire dans l'espace des phases par un facteur de
e� d�2� < 1 �a cause de l'amortissement.

Son article, comme ce m�emoire, pr�esent aussi des r�esultats de calcul num�erique, qui
peuvent sugg�erer des assertions. Il s'agit de propositions qui semblent �evidentes selon les
images, mais qui ne sont pas d�emontr�ees :

{ Il existe un �etat d'�equilibre stable, i.e. un point �xe attractif P de f . P � (4;236; 0;393).
(Selon la simulation num�erique, ce n'est pas forcement vrai pour certaines valeursdes
param�etres A et d, c.f. la section 5.)
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{ Il existe quatre points �xes hyperboliques dans la fronti�ere du bassin d'attraction du
point P, dont les feuilles stables constituent sa fronti�ere accessible. Leurs feuilles in-
stables s'allongent jusqu'�a P. (On verra que selon les param�etres, il est possible que le
syst�eme ne soit pas chaotique. Dans ce cas l�a, on n'a pas de propri�et�e de Wada,il n'y
a que deux points hyperboliques dans la fronti�ere du bassin d'attraction deP, et toute
cette fronti�ere est accessible.)

Les bassins d'attraction sont ouverts et disjoints, si bien que le compl�ementaire de leur
r�eunion n'est pas vide. Par contre, on ne sait pas s'il existe des points qui n'appartiennent �a
aucun bassin d'attraction, ni �a leur fronti�ere commune.

Remarquons qu'il est bien possible de pr�esenter des d�emonstrations rigoureuses bas�ees
sur un approche num�erique. L'article [7] s'int�eresse au pendule de Hubbard de cette fa�con.

3.4 Visualisation

On utilise toujours le GNU Scienti�c Library pour des calculs scienti�ques. Comme la
plupart des logiciels de r�esolution d'EDOs, celui de cette biblioth�eque ne peut traiter que les
syst�emes d'ordre un. Alors on introduit une variable auxiliaire  = _' pour transformer (3)
en deux �equations d'ordre un.

Une m�ethode de Runge{Kutta{Fehlberg d'ordre (4 ; 5) est employ�ee avec une tol�erance
absolue de 10� 6. C'est une m�ethode de pas adoptif, le pas initial est choisi �egal �a 10� 6 mais
crô�t vite jusqu'�a �a peu pr�es 0 ;2 dans la plupart des cas.

Pour engendrer une image, tout d'abord on it�ere depuis un point initial arbitraire jusqu'�a
ce que la distance entre un it�er�e et le suivant soit inf�erieure �a 0 ;01 pour dix it�er�es subs�e-
quents. Il est toujours possible qu'on ne tombe pas sur l'�etat d'�equilibre qu'on veut, que ce
qu'on trouve ne soit pas d'�etat d'�equilibre, ou même qu'on ne trouve jamais un tel it�er�e. De
tout fa�con, on peut v�eri�er sur l'image si on a trouv�e un point avec un bassi n d'attraction
assez grand, ce qu'on cherchait. Donc le point trouv�e est consid�er�e comme l'approximation
num�erique de P + (2 k�; 0) pour un k entier.

Pour visualiser les bassins d'attraction, on prend pour chaque pixel d'image l'�etat initial
correspondant et on it�ere jusqu'�a ce qu'on arrive dans une boule de rayonr autour de l'�etat
d'�equilibre d�etermin�e ci-dessus, ou dans une boule autour du point avec l'angle ' di��erant
par un multiple entier de 2� de cet �etat d'�equilibre, ou jusqu'�a ce qu'on atteigne la limite sur
le nombre d'it�erations. La sym�etrie discr�ete de translation implique q u'on va voir d'autres
bassins d'attraction qui sont les d�ecal�es de celui deP.

D'abord on pr�esente l'image 8 avec des pixels color�es selon leur bassin d'attraction : trois
bassins sont repr�esent�es en rouge, blanc et vert, touts les autres sont noir. Observons qu'on
voit des pixels vert même tout �a gauche d'image, ainsi que des pixels rouge tout �adroit. A�n
que la propri�et�e de Wada se r�ealise, il est n�ecessaire pour les bassins de s'entrelacer et de
s'allonger arbitrairement loin.

Regardons maintenant la �gure 9 qui nous montre ces trois bassins sur une r�egion plus
grande de la section de Poincar�e. Observons que les bassins sont allong�es vers le bas �a gauche
et vers le haut �a droit. On l'explique par ce que si on a une v�elocit�e initiale im portante (en
bas), il est plus probable qu'on tourne plusieurs fois avant d'arriver �a un �etat d'�equilibre. Donc
sa position ' sera plus grande. Par cons�equent, parmi les points initiaux avec une v�elocit�e
plus grande, ceux avec une position plus petite vont appartenir au même bassin d'attraction.
Pareillement, si la v�elocit�e initiale est n�egative avec une valeur absolue grande, on arrive plus
probablement �a un �etat d'�equilibre avec une position ' plus petite.
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Fig. 8 { Bassins d'attraction du pendule de Hubbard. Horizontale : ' (0) de 0 �a gauche
jusqu'�a 6 � 2� �a droit. Verticale : _' (0) de � 4 en haut jusqu'�a 5 en bas.

Fig. 9 { Bassins d'attraction du pendule de Hubbard. Horizontale : ' (0) de 0 �a gauche
jusqu'�a 24 � 2� �a droit. Verticale : _' (0) de � 15 en haut jusqu'�a 15 en bas.
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Fig. 10 { Bassins d'attraction du pendule de Hubbard avecP et les quatre points hyperbo-
liques de p�eriode 2. Horizontale :' (0) de 4;23� � �a gauche jusqu'�a 4;23+ � �a droit. Verticale :
_' (0) de � 2 en haut jusqu'�a 3 en bas.
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3.5 Les points �xes hyperboliques

Hubbard indique dans son article [5] qu'il existe quatre points hyperboliques sur la fron-
ti�ere du bassin d'attraction, comme les points hyperbolique p, � p, q, � q, f (q) etc. de l'at-
tracteur de Plykin dans la premi�ere partie de ce m�emoire. Par contre, dans le cas dupendule,
il sont tous de p�eriode deux, c'est �a dire il sont des points �xes par rapport �a l'application
f 2. Pour les visualiser, on colore d'abord un bassin d'attraction en rouge et tous les autres
en blanc. Ensuite, on calcule la distance entre chaque point et son deuxi�eme it�er�e. Sicette
distance d(x; f 2(x)) est inf�erieure �a 0 ;1, on colore le point plus sombre, avec une brillance
proportionelle �a la distance jusqu'�a 0 ;005. Si elle est inf�erieure �a 0;005, on colore le pixel en
blanc. Regardons la �gure 10.

On voit cinq r�egions sombres, chacune avec une petite tache blanche au milieu. Ces taches
correspondent aux points �xes def 2. Celui au milieu est l'�etat d'�equilibre P, qui est un point
�xe attractif. La forme de la r�egion autour de P correspond �a celle de la pr�eimage d'un disque,
qu'on verra plus tard.

Les quatre autres points �xes sont des points hyperboliques, leurs feuilles stables consti-
tuent la fronti�ere accessible du bassin d'attraction de P. En recalculant l'image avec une
coloration selond(x; f (x)), on v�eri�e qu'ils ne sont pas des points �xes de f mais seulement
de f 2, ils sont donc de p�eriode 2.
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4 �Etude plus d�etaill�ee du pendule d'Hubbard

Dans cette section, on continue d'�etudier le même syst�eme dynamique en utilisant des
autres colorations pour mieux comprendre sa structure.

4.1 Le signe des valeurs propres

Examinons le comportement des pr�eimages d'une boule autour deP. On choisit le rayon
d'être r = 0 ;1 qui est assez grand, a�n que la boule soit bien visible. Pour être capable de
dire si la boule est altern�ee par l'application f � 1, on la colore avec des teintes cycliques en
fonction de l'angle. Les pixels en dehors sont color�es selon l'angle du premier it�er�e qui tombe
dans la boule. Voyons la �gure 11.

On voit la boule et ses pr�eimages. Plus pr�ecis�ement, ce sont les ensembles

f x 2 R � R j inf f k 2 N : f k (x) 2 B (P; r )g = ng =

=
�

B (P; r ) si n = 0
f � n (B (P; r )) n f � n +1 (B (P; r )) si n 2 N�

qu'on voit avec une coloration continue. Il est important de noter que l'image f (B (P; r )) est
incluseB (P; r ), ce qui n'est pas forc�ement vrai pour tout choix de rayon r ou des param�etres
A, d.

On voit tout de suite que les pr�eimages sont altern�ees par environ� , avec leurs orientations
pr�eserv�ees. Ceci implique que les valeurs propres deDP f sont n�egatives. Aussi, ceci explique
pourquoi les points hyperboliques sur la fronti�ere accessible du bassin d'attraction ne peuvent
pas être des points �xes mais doivent être p�eriodique de p�eriode 2.

La forme triangulaire de la premi�ere pr�eimage montre qu'une approximati on lin�eaire de
f autour de P n'est plus valable pour une distance aux environs der .

La �gure 12 nous montre une r�egion plus petite avec des pr�eimages de la boule du rayon
r = 0 ;01. Ici f � 1 ne di��ere pas beaucoup de son approximation lin�eaire, les premi�eres pr�e-
images ont la forme d'une ellipse.

4.2 �Evolution vers le pass�e

Rappelons l'�equation (3) :

•' (t) = � sin ' (t) + A cos!t � d' (t):

La plupart des logiciels de r�esolution ne sont pas capable d'it�erer vers le pass�e.Pour
chercher les solutions dans le pass�e, on introduit la variable du temps en sens inversev := � t.
Donc on a

' (v) = ' (� t)
d' (v)

dv
=

dt
dv

�
d' (� t)

dt
= � _' (� t)

d2 ' (v)
dv2 =

�
dt
dv

� 2

�
d2 ' (� t)

dt2 = •' (� t):

Par cons�equent, l'�equation di��erentielle par rapport �a v devient :

d2 ' (v)
dv2 = � sin ' (v) + A cos!v + d' (v):
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Fig. 11 { Pr�eimage de la boule B (P; 0;1) color�e selon l'angle. Horizontale : ' (0) de 3;0 �a
gauche jusqu'�a 5;5 �a droit. Verticale : _' (0) de � 1;0 en haut jusqu'�a 1;5 en bas.



34

Fig. 12 { Pr�eimage de la boule B (P; 0;01) color�e selon l'angle. Horizontale : ' (0) de 3;9 �a
gauche jusqu'�a 4;6 �a droit. Verticale : _' (0) de 0;0 en haut jusqu'�a 0;7 en bas.
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On peut donc facilement utiliser le même code pour calculer l'�evolution du syst�emevers
le pass�e. Il faut partir du point ( ' (0); � _' (0)) et utiliser � d au lieu de d. Ce qu'on va obtenir
num�eriquement pour ( ' (2� ); _' (2� )) sera en fait (' (� 2� ); � _' (� 2� )) pour les param�etres
originaux, c'est �a dire la valeur de l'application f � 1.

4.3 Les feuilles instables des points hyperboliques

La plupart des points convergent versP + 2k� si on les it�ere vers l'avenir. Par contre,
vers le pass�e, il n'existe pas de points �xes attractifs �a cause de l'amortissement. De plus, la
plupart des points divergent vers l'in�ni positif ou n�egatif par rapport �a l 'angle ainsi qu'�a la
v�elocit�e parce que le frottement n�egatif transmet l'�energie au pendule. Le but de cette sous-
section est de visualiser la vitesse de cette divergence. A cette �n on s'int�eresse au nombre
d'it�eration de la fonction f � 1 n�ecessaire pour sortir d'une certaine r�egion, par exemple un
intervalle de ' ou _' . On a choisi de d�eterminer le nombre d'it�erations jusqu'�a ce que la
v�elocit�e d'it�er�e _ ' (2n� ) sorte de l'intervalle [� R; R] avecR = 50. Plus le nombre d'it�erations
est �elev�e, plus le point est sombre sur la �gure 13. De plus, un bassin d'attraction est color�e
en rouge a�n qu'on puisse comparer sa position �a celle des feuilles instables.

Fig. 13 { Nombre d'it�erations de f � 1 n�ecessaires pour sortir du cylindreR � [� R; R] avec
R = 50, de 5 (blanc) jusqu'�a 26 (noir). Horizontale : ' (0) de 4;24 � 2� �a gauche jusqu'�a
4;24 + 2� �a droit. Verticale : _' (0) de � 3;0 en haut jusqu'�a 3;0 en bas. De plus, un bassin
d'attraction est color�e en rouge.

�Etudions d'abord la structure des points sombres.P est un point �xe attractif de f , alors
les points dans son voisinage n�ecessite beaucoup d'it�erations def � 1 avant de s'�eloigner. C'est
le carr�e noir qu'on voit autour de P. De plus, les points dans une feuille instable d'un point
hyperbolique converge vers ce point parf � 1 par d�e�nition, c'est pourquoi on les voit en noir
eux aussi.
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En ce qui concerne la relation entre la forme du bassin d'attraction et celle du carr�e
autour de P, rappelons que selon l'image 11, les points qui se trouvent dans le voisinage de
P, dans les directions a peu pr�es horizontale et verticale, sont envoy�es parf � 1 dans les bras
allong�es du bassin. Ils sont donc emport�es plus loin par le même nombre d'it�erations que ceux
plus proche des directions des feuilles instables des points hyperboliques, ils sortent donc de
l'intervalle [ � R; + R] plus vite.

Regardons maintenant la �gure 14 o�u la brillance des points d�epend toujours de nombre
d'it�eration de f � 1 jusqu'�a sortir du même intervalle. Ils sont teint�es en rouge s'ils d�epassent
R et en vert s'ils d�epassent � R. R = 50 est assez grand, donc on peut supposer que les points
en rouge converge vers1 pour le temps n�egatif, et ceux en vert converge vers�1 . Ces deux
bassins d'attractions sont ouverts, leur fronti�ere contient les feuilles instables.

Fig. 14 { Nombre d'it�erations de f � 1 n�ecessaires pour sortir du cylindreR � [� R; R] avec
R = 50, de 5 (le plus clair) jusqu'�a 26 (noir). Horizontale : ' (0) de 4;24� 2� �a gauche jusqu'�a
4;24 + 2� �a droit. Verticale : _' (0) de � 3;0 en haut jusqu'�a 3;0 en bas. De plus, les points sont
color�es en vert ou en rouge selon le signe d'in�ni o�u ils convergent pour le tempsn�egatif.
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5 Variation des param�etres

Dans cette section, on �etudie l'in
uence des param�etres sur les propri�et�es du syst�eme.
On distingue trois comportements di��erents : le syst�eme peut être chaotique comme celui
dont on s'est occup�e dans les deux sections pr�ec�edentes, ou chaotique avec ou sans point �xe
attractif (�etat d'�equilibre de pendule).

5.1 Espace des param�etres

Fig. 15 { Carte dans l'espace des param�etres. Rouge { pas de point �xe attractif, blanc {
bassins d'attraction chaotique, vert { non chaotique. Horizontale : d de 0 �a gauche jusqu'�a 1
�a droit. Verticale : A de 0 en bas jusqu'�a 7 en haut.

Les param�etres que nous modi�ons dans l'�equation (3) sont A et d. Une valeur n�egative
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de A correspond �a une autre section de Poincar�e avec des propri�et�es �equivalentes selon la
remarque de la sous-section 3.2. Une valeur n�egative ded correspond �a l'�evolution du syst�eme
vers le pass�e selon la sous-section 4.2. Donc on se restreint �a des valeurs positives pour A et
d.

D'abord on examine s'il existe un �etat d'�equilibre pour les valeurs donn�ees desparam�etres.
On part de chacun des pointsf� 1; 0; 1g � f 0; 1; 2; 3; 4; 5g et on it�ere pendant au plus 255
p�eriodes. On cherche dix it�er�es successifs avec des di��erences de moins de 0;001. Si on les
trouve, on les consid�ere comme un �etat d'�equilibre. Sinon, on pr�esume qu'il n'existe pas de
tel �etat, et on colore le pixel correspondant de l'espace des param�etres en rouge.

Apr�es, on commence �a augmenter la position initiale ' (0) par des pas de 0;005 jusqu'�a
ce qu'on tombe dans un bassin d'attraction d'un autre point �xe. Ceci correspond �a se
d�eplacer vers la droite sur la section Poincar�e. Ensuite on fait encore 1000 pas, chacun de
0;0001, et on compte combien de fois on change de bassin d'attraction. Si ce nombre est
strictement inf�erieur �a 5, on consid�ere que le syst�eme n'est pas chaotique eton colore le point
correspondant en vert dans l'espace des param�etres. Sinon, c'est dit chaotique et on le colore
en blanc. Regardons la �gure 15.

�Evidemment ce n'est pas une m�ethode pr�ecise, mais elle peut d�ej�a donner une id�ee des
r�egions o�u on observe des comportements di��erents. N�eanmoins, on peut pas être sûr que
la fronti�ere entre la r�egion blanche et la r�egion verte soit vraiment lisse, ni que la fronti�ere
entre la r�egion rouge et la r�egion blanche ait vraiment cette structure �ne qui apparâ�t sur
la �gure.

Observons d'abord que la fronti�ere �a gauche est toute rouge. Selon [6], l'application f
conserve l'aire dans l'espace des phases sid = 0, si bien qu'aucun point �xe ne peut être
attractif. Les deux bras en rouge correspondent �a une r�esonance o�u la plupart des trajectoires
sont probablement transitives.

La fronti�ere basse est toute verte. C'est parce que si le frottement est trop grand par
rapport �a l'amplitude de la force, le pendule ne peut pas faire un tour entier pour la plupart
des conditions initiales.

En r�esum�e :
{ blanc : syst�eme chaotique avec un point �xe attractif, comme dans l'exemple original

de Hubbard. On a la propri�et�e de Wada.
{ vert : syst�eme non chaotique, mais toujours avec un point �xe attractif. Les bassins

d'attraction semblent n'avoir pas de structure complexe.
{ rouge : aucun point �xe attractif trouv�e. Les trajectoires sont p�eriodiq ues, transitives

ou divergentes.

5.2 Le cas non chaotique
�Etudions un syst�eme dans la r�egion verte de la �gure 15 : soit A = 4 ;0, d = 0 ;4. La

�gure 16 montre la structure des bassins d'attraction dans ce cas. On voit nettementque
bien qu'ils s'entrelacent d'une fa�con qui ressemble �a celle de l'exemple de Wada, ce n'est pas
le cas. En fait, la fronti�ere de chaque bassin est accessible en entier, et se compose de deux
parties, chacune est partag�ee avec le bassin d'attraction voisin. La feuillestable de chaque
point hyperbolique sur la fronti�ere s�epare l'espace des phases en deux, donc on ne peut pas
avoir la propri�et�e de Wada.

5.3 Attracteurs

Dans le cas sans point �xe attractif (dans la r�egion rouge de la �gure 15), on peut trouver
des r�epulseurs par rapport �a l'application f , qui sont bien des attracteurs par rapport �a f � 1.
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Fig. 16 { Bassins d'attraction dans le casA = 4 ;0, d = 04. Horizontale : ' (0) de 0 �a gauche
jusqu'�a 12 � 2� �a droit. Verticale : _' (0) de � 12 en haut jusqu'�a 12 en bas.

On part du point (1 ; 3) choisi arbitrairement, et on l'it�ere par l'application f � 1. On ne prend
pas en compte les cent premiers it�er�es, et on dessine les mille it�er�es suivants.On voit que ces
it�er�es s'accumulent sur une courbe. Les exp�eriences avec d'autres points initiaux montrent
que cette courbe ne d�epend pas du choix des conditions initiales.

Trois attracteurs sont pr�esent�es ici, avec d = 0 ;57 sur la �gure 17, d = 0 ;25 sur la �gure 18
et d = 0 ;06 sur la �gure 19. On a A = 2 ;9 dans chacun des cas. Observons que la diminution
de l'amortissement les rend de plus en plus compliqu�es.

Fig. 17 { Attracteur de f � 1 avecA = 2 ;9, d = 0 ;57. Horizontale : ' (0) de 0 �a gauche jusqu'�a
2� �a droit. Verticale : _' (0) de 0;4 en haut jusqu'�a 2;1 en bas.
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Fig. 18 { Attracteur de f � 1 avecA = 2 ;9, d = 0 ;25. Horizontale : ' (0) de 0 �a gauche jusqu'�a
2� �a droit. Verticale : _' (0) de � 0;6 en haut jusqu'�a 3;2 en bas.

Fig. 19 { Attracteur de f � 1 avecA = 2 ;9, d = 0 ;06. Horizontale : ' (0) de 0 �a gauche jusqu'�a
2� �a droit. Verticale : _' (0) de � 3;0 en haut jusqu'�a 4;0 en bas.
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6 Conclusion

En ce qui concerne l'attracteur de Plykin, son comportement est bien compris. L'attrac-
teur poss�ede de nombreuses propri�et�es qui se prête �a une �etude d�etaill�ee. La signi�cation des
param�etres apparâ�t clairement sur les images.

Par contre, on comprend mal le pendule de Hubbard. Le syst�eme est non-lin�eaire, il r�esiste
�a tous mes essais en vue de trouver une approximation lin�eaire pour calculer les valeurs
propres ou pour v�eri�er l'hyperbolicit�e uniforme. C'est malg�e tout comme ceci que l'on doit
commencer son analyse.

Il reste des questions ouvertes : est-ce que le compl�ementaire de la r�eunion des bassins
d'attraction de P +(2 k�; 0) est d'int�erieur vide ? Est-ce que les feuilles instables sont denses ?
Est-ce qu'elles sont born�ees ? Est-ce qu'il existe d'autres points de p�eriodedeux ou des points
�xes sur la fronti�ere accessible �a partir d'un bassin d'attraction ? Est-ce q u'il existe d'autres
points �xes attractifs ?

La section 5 soul�eve encore des questions : est-ce qu'il existe une �equation ferm�ee pour
les r�egions des param�etres sur l'image 15 ? Est-ce qu'il existe toujours un r�epulseur dans la
r�egion rouge ? Est-ce qu'il existe un tel r�epulseur dans les autres r�egions ?

N'oublions pas qu'il y a un troisi�eme param�etre, ! , qu'on peut varier. Cel�a peut donner
un syst�eme avec un comportement di��erent.

Les exp�eriences num�eriques sugg�ere un certain nombre de r�eponses �a ces questions. En
même temps, il est n�ecessaire d'adopter une approche rigoureuse.
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A Annexe : le code

On pr�esente ici la partie du code qui cherche l'�etat d'�equilibre. Pour la condition i nitiale
correspondant �a chaque pixel, il d�etermine aussi le bassin d'attraction, lenombre d'it�erations,
l'angle et le rayon du premier it�er�e qui tombe dans le petit disque.

#include <math.h>
#include <gsl/gsl_errno.h>
#include <gsl/gsl_math.h>
#include <gsl/gsl_matrix.h>
#include <gsl/gsl_odeiv.h>
#include <gsl/gsl_sf.h>

#define M_2PI 6.28318530717958647692

struct struct_pendulum_params {
double amplitude;
double friction;
double omega;

};

// la d�eriv�ee
int pendulum (double t, const double y[], double f[], void *p arams) {

struct struct_pendulum_params pendulum_params = \
*(struct struct_pendulum_params *)params;
f[0] = y[1];
f[1] = pendulum_params.amplitude*gsl_sf_cos(pendulum_ params.omega*t) \

- pendulum_params.friction*y[1] - gsl_sf_sin(y[0]);
return GSL_SUCCESS;

}

// la matrice jacobienne
int jacobian (double t, const double y[], double *dfdy, doub le dfdt[], \

void *params) {
struct struct_pendulum_params pendulum_params = \

*(struct struct_pendulum_params *)params;
gsl_matrix_view dfdy_mat = gsl_matrix_view_array (dfdy, 2, 2);
gsl_matrix * m = &dfdy_mat.matrix;
gsl_matrix_set (m, 0, 0, 0.0);
gsl_matrix_set (m, 0, 1, 1.0);
gsl_matrix_set (m, 1, 0, -gsl_sf_cos(y[0]));
gsl_matrix_set (m, 1, 1, -pendulum_params.friction);
dfdt[0] = 0.0;
dfdt[1] = - pendulum_params.omega * pendulum_params.ampl itude \

* gsl_sf_sin(pendulum_params.omega*t);
return GSL_SUCCESS;

}

int main (void) {
// des coefficients dans l'�equation de Hubbard
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struct struct_pendulum_params pendulum_params;
pendulum_params.amplitude = 1.0;
pendulum_params.friction = 0.1;
pendulum_params.omega = 1.0;

// parametres du fractal
double Tstep = 1*M_2PI;
double Tmax = 255*M_2PI;
double threshold = gsl_pow_2 (0.01);
int Ysize = 800;
double Ytop = -4.0;
double Ybottom = 5.0;
double Ypixelstep = (Ybottom-Ytop)/Ysize;
int Xsize = 400;
double Xleft = 0.0;
double Xright = M_2PI;
double Xpixelstep = (Xright-Xleft)/Xsize;

// tableaux pour des r�esultats
double *fractalbasin, *fractaliter, *fractalradius, *fr actalangle;
fractalbasin = calloc (Xsize*Ysize, sizeof (double));
fractaliter = calloc (Xsize*Ysize, sizeof (double));
fractalradius = calloc (Xsize*Ysize, sizeof (double));
fractalangle = calloc (Xsize*Ysize, sizeof (double));

// ODE algorithm
const gsl_odeiv_step_type * T = gsl_odeiv_step_rkf45;
// fonction d'evolution. parametre: dimension
gsl_odeiv_evolve * e = gsl_odeiv_evolve_alloc (2);
// adaptive step size control object. parametres: abs_tol, rel_tol
// adaptive step size control object. parameters: abs_tol, rel_tol
gsl_odeiv_control * c = gsl_odeiv_control_y_new (1e-6, 0. 0);
// fonction du pas. parametres: algorithm, dimension
gsl_odeiv_step * s = gsl_odeiv_step_alloc (T, 2);
// initialiser le systeme EDO
gsl_odeiv_system sys = {pendulum, jacobian, 2, &pendulum_ params};

// chercher l'�etat d'�equilibre
double t = 0.0, t1 = 0.0;
double h = 1e-6;
double y[2] = { 4, 0 };
double Yprev[2];
int within = 0;

while (within < 10 && t1 < Tmax) {
Yprev[0] = y[0];
Yprev[1] = y[1];
t1 = t + Tstep;
while (t < t1) gsl_odeiv_evolve_apply (e, c, s, &sys, &t, t1, &h, y);
if (gsl_pow_2(y[0]-Yprev[0])+gsl_pow_2(y[1]-Yprev[1] ) < threshold) {
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within++;
} else {

within = 0;
}

}

// si aucun point fixe trouv�e
if (t1 >= Tmax) return 1;

// sauvegarder l'�etat d'�equilibre
double Yeq = y[0];
double Ydoteq = y[1];

// calculer le fractal
int Xcounter, Ycounter;
for (Ycounter=0; Ycounter<Ysize; Ycounter++) {

for (Xcounter=0; Xcounter<Xsize; Xcounter++) {
t = 0.0, t1 = 0.0;
h = 1e-6;
y[0] = Xleft + Xpixelstep*Xcounter;
y[1] = Ytop + Ypixelstep*Ycounter;
while (t<Tmax && gsl_pow_2 (gsl_sf_angle_restrict_symm ( y[0]-Yeq)) \

+ gsl_pow_2(y[1]-Ydoteq) > threshold) {
t1 = t1 + Tstep;
while (t<t1) gsl_odeiv_evolve_apply (e, c, s, &sys, &t, t1, &h, y);

}
// bassin d'attraction, Z
*(fractalbasin+Ycounter*Xsize+Xcounter) = floor((y[0] -Yeq)/M_2PI+0.5);
// nombre d'it�erations, N
*(fractaliter+Ycounter*Xsize+Xcounter) = floor(t1/M_2 PI+0.5);
// rayon quand tomber dans le disque la premiere fois, [0,thr eshold]
*(fractalradius+Ycounter*Xsize+Xcounter) = sqrt ((gsl_ pow_2 \

(gsl_sf_angle_restrict_symm(y[0]-Yeq)) + gsl_pow_2(y[ 1]-Ydoteq)) \
/ threshold);

// angle quand tomber dans le disque la premiere fois, [0,2pi ]
*(fractalangle+Ycounter*Xsize+Xcounter) = \

atan2 (gsl_sf_angle_restrict_symm(y[0]-Yeq),(y[1]-Yd oteq)) + M_PI;
}

}

// nettoyage
gsl_odeiv_evolve_free (e);
gsl_odeiv_control_free (c);
gsl_odeiv_step_free (s);

free (fractalbasin); free (fractaliter);
free (fractalradius); free (fractalangle);

return 0;
}
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