Matematika A2

7. gyakorlat megoldasa

1. Keressiik meg a megadott matrix (i) sorainak egy bazisat, (ii) oszlopainak egy bazisat, (iii) és
hatarozzuk meg a matrix rangjat!

(a)

1 -3

2 —6
megadhato az oszlopoknak, a soroknak egy bézisa és a métrix rangja egyardant. A Gauss-
eliminaci6 soran csak a megengedett sormiiveleteket végezziik.

e~ o

A masodik sor csupa 0-bdl all, igy a sorok és oszlopok bézisa 1 dimenzios lesz, és a méatrix
rangja is 1 lesz. (Rang= linearisan fiiggetlen oszlopok szama— linearisan fiiggetlen sorok
szdma= legnagyobb nem 0 aldeterminans mérete).

A sorok bazisa: (1,—3).

Az oszlopok bazisa: < ; >

A matrix rangja: 1.

A feladat megoldasdhoz Gauss-eliminaciot végziink. Ugynais ennek segitségével

11 2 1
1 01 2
21 3 4

A feladat megoldasdhoz Gauss-eliminaciot végziink. Ugynais ennek segitségével megadhato az
oszlopoknak, a soroknak egy bézisa és a matrix rangja egyarant. A Gauss-eliminéci6é soran
csak a megengedett sormiiveleteket végezziik.

11 2 1 1 1 2 1
101 2|~...~|0 -1 -1 1
21 3 4 0 0 0 1

Mivel nincs a matrixnak csupa 0 sora, igy a sorok és oszlopok bézisa 3 dimenzios lesz, emellett

a matris rangja is 3.

A sorok bazisa: (1,1,2,1),(1,0,1,2),(2,1, 3,4).
1 1 1

Az oszlopok bazisa: 11,1 0], 2
2 1 4

A maétrix rangja: 3.

1 -3 2 2 1

0 3 6 0 -2

2 -3 -2 4 4

3 -3 6 6 3

5 =3 10 10 5
A feladat megoldasahoz Gauss-eliminaciot végziink. Ugynais ennek segitségével megadhato az
oszlopoknak, a soroknak egy bézisa és a matrix rangja egyarant. A Gauss-eliminéci6é sorén
csak a megengedett sormiiveleteket végezziik.

1 -3 2 2 1 1 -3 2 2 1
0 3 6 0 -2 0 3 6 0 -2
2 -3 -2 4 4| ~...~|0 0 —-12 0 4
3 =3 6 6 3 0 0 0 0 0
5 =3 10 10 ) 0 0 0 0 0



A kapott matrixnak van 2 csupa 0 sora, igy a sorok és oszlopok béazisa 3 dimenios lesz, emellett
a matrix rangja is 3.
A sorok bazisa: (1,-3,2,2,1),(0,3,6,0,—2),(2,—3,—-2,4,4).

1 -3 2
0 3 6
Az oszlopok bazisa: 2 1,1 -3 |,| —2
3 -3 6
5 -3 10

A matrix rangja:3.

2. Keressiink egy olyan részhalmazat az alabbi vektoroknak, amely az 6t vektor altal kifeszitett tér
egy bazisat alkotja! Minden vektort irjuk fel a kapott bazis elemienek linearis kombinacidjaként!
vy =(1,2,0,3), vo = (2,-5,-3,6), v3 = (0,1,3,0), v4 = (2,—-1,4,-7), v5s = (5, 8,1, 2).

Ezt a feladatot is az el6z6hoz hasonléan Gauss-eliminéacioval kell megoldanunk. Es az igy kapott
alakboél mér egyszertien meg tudjuk majd adni a bazist.

1 2 0 3 1 2 0 3
2 -5 -3 6 0 -9 -3 0
o 1 3 0f~|0 o & 0
2 -1 4 -7 0 0 0 -13
5 -8 1 2 0 0 0 o0

Lathato tehat, hogy ennek a méatrixnak 4 fliggetlen sora van, azaz az 6t vektor egy négydimenzios
teret feszit ki. Tehat a vy, vo, v3, v4 vektor bazist alkot ebben a térben. De természetesen nem csak
ez a vektornégyes a jo valasztas, hanem a fenti 6t vekktorbol barmely 4 bazist alkot.

A feladat alapjan még ki kell fejezniink a vektorokat a béazis linearis kombinaciéjaként:

v1, V2, V3, Vg bazis esetén vy =

v1, V2, U3, U5 bazis esetén vy =

V1, V2, U5, Uy bazis esetén vg =

v1, Vs, U3, Vs Dazis esetén vy =

Vs, Vg, U3, U4 Dazis esetén vy =

3. Keressiink egy csak sorvektorokbol allo bazisat a sortérnek, és egy csak oszlopvektorkbol allo bazisat
az oszloptérnek.

1 -2 -4 3

(a) | =3 6 12 -9 | Eztafeladatot is az eddigiekhez hasonloan Gauss-eliminacioval oldjuk
10 1 3

meg. Ugyanis ekkor meg tudjuk allapitani a sor illetve oszloptér dimenzidjat, igy meg tudjuk
allapitani a bazist is.

1 -2 —4 3 1 -2 -4 3
-3 6 12 -9 | ~...~ |0 12 0 0
1 0 1 3 0 0 5 0

Lathato, hogy a métrixnak nincs csupa 0 sora vagy oszlopa, igy a sorok és oszlopok terének
dimenzioja 3. Igy 3 elemii bazist kell kijelolni. Egyediil az oszloptérben van valaszatsunk. Itt
arra kell figyelniink, hogy a kivalsztott 3 vektor ne legyen Gsszefliggd. az utols6d oszlop az
els6nek 3-szorosa, igy ez a két vektor nem keriilhet bele egyszerre az oszloptér béazisaba.
Sortér bazisa: (1,-2,—4,3),(-3,6,12,-9),(1,0,1,3).

1 -2 —4
Oszloptér bazisa: -3 1, 6 |, 12
1 0 1
2 -4 6 8
2 -1 3 -5 . .. . N .
(b) 41 -5 9 3 Ezt a feladatot is az eddigiekhez hasonléan Gauss-eliminacioval oldjuk
0 1 1 -2

meg. Ugyanis ekkor meg tudjuk allapitani a sor illetve oszloptér dimenzidjat, igy meg tudjuk



allapitani a bazist is.

2 -4 6 8 2 4 6 8
2 -1 3 -5 0 3 -3 -13
4 59 3|7 "fo o 2 I
0 1 1 -2 0O 0 0 0

Lathato tehat, hogy a maéatrixnak van csupa 0 sora. Tehat a sorok és az oszlopok terének
dimenzi6ja 3. Igy 3 elemti bazist kell kijelolni. Itt barmely olyan 3 harom sor v. oszlopvektor jo
lesz, amelyek fliggetlenek. Az els§ harom sor nem lesz megfelels, ugyanis az elsé és masodik sor
Osszege kiadja a harmadik sort, igy ezek nem lehetnek egyszerre a bazisban. Oszlopok esetében
sem vélaszthatom az els§ harom oszlopot, ugyanis az elsé és masodik oszlop kiilonbsége kiadja
a harmadik oszlopoz, igy ez a harom oszlop nem lehet benne egyszerre a bazisban

Sortér bazisa: (2, —4,6,8),(2,—1,3,-5),(0,1,1 — 2)

2 6 8

T 3 -5
Oszloptér bazisa: 411 9| 3
0 1 -2

4. Az alabb megadott informéciok alapjan hatarozzuk meg, hogy az Ax = b lineéris egyenletrendsz-
ernek hany megoldasa van, és hogy a megoldasoknak hany paramétere van!

A mérete A rangja [A|b] rangja

(a) 3x3 3 3
(b) 3x3 2 3
(c) 3x3 1 1
(d)  5x9 2 2
(e) 5x9 2 3
() 4x4 0 0
(g) 6x2 2 2

Egy tétel alapjan tudjuk meghatarozni a megoldasok és igy a paraméterek szamaét is.

(a) részben az eredeti matrix rangja= kibdvitett matrix rangja= ismeretlenek szama=3. Ebbdl azt
allapithatjuk meg, hogy az egyenletrendszer megoldasa egyértelmi, azaz 1 megoldas 1étezik csupan
és nincs szabad paraméter.

(b) részben az eredeti matrix rangja # kibGvitett matrix rangja. Azaz ennek az egyenletrendszernek
nem lesz megoldasa, mivel a két rang egyenlésége a megoldhatosag sziikséges feltétele.

(c) részben eredeti méatrix rangja— kibGvitett matrix rangja < ismeretlenek szama. Ebbdl azt al-
lapithatjuk meg, hogy ez egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van és a szabad paraméterek
szama 3 — 1 = 2.

(d) részben eredeti méatrix rangja—= kib&vitett matrix rangja < ismeretlenek szama. Ebbgl azt al-
lapithatjuk meg, hogy ez egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van és a szabad paraméterek
szdma 9 —2 =7

(e) részben részben az eredeti méatrix rangja # kibovitett matrix rangja. Azaz ennek az egyenle-
trendszernek nem lesz megoldésa, mivel a két rang egyenlésége a megoldhatosag sziikséges feltétele.
(f) részben

(g) részben az eredeti matrix rangja= kibovitett matrix rangja= ismeretlenek szama=2. Ebbdl azt
allapithatjuk meg, hogy az egyenletrendszer megoldasa egyértelmi, azaz 1 megoldas létezik csupan
és nincs szabad paraméter.

Megjegyzés: az ismeretlenek szama= oszlopok szama.

5. Legyen p = ag + a1z + asx? és q = by + byx + byx? a P, tér két vektora. Igazoljuk, hogy a
(p,q) = apbp + a1b1 + azbs képlettel definialt mivelet tényleg skalaris szorzat (belsd szorzat) a Py
téren !

Ahhoz, hogy ez tényleg skaléris szorzat, ahhoz elendrizniink kell a tulajdonsagait.

(a) linearitas: Legyen py = ag + ai1x + asx?, pa = Ag + A1z + Asx?. Ekkor (p; + p2,q) =
<p17 q> + <p2a q>

(P1+ P2,9) = (ap + Ag)by + (a1 + A1)b1 + (az + A2)by =



(apbo + a1by + azba) + (Agbo + A1by + Asbs) = (p1,q) + (P2, Q)
Tehat ez a tulajdonsag rendben van.

(b) konstansszoros: (Ap,q) = \(p, q)
(AP, ) = Aapbo + Aa1by + Aagba = A(agbo + a1by + azb2) = A(p, q)

Tehat ez a tulajdonsag is rendben van.

(c) szimmetrikussag: (p,q) = (q, p)
(P, q) == agbo + a1by + azxba = boag + brai + baaz = (q,p)

Ez is teljesiil.

(d) pozitivitas: {p,p) > 0, (p,q) = Oakkor és csak akkor, hap = 0
(p.p) =aj +af+a3>0

A fenti egyenlStlenség azért teljesiil, mivel négyzetszamokat adunk 6ssze, amik mindig nem
negativak, és csak akkor egyenl a fenti Osszeg nullaval, ha ag = a1 = a2 = 0. Azaz a
nullpolinomrél van szé, azaz p = 0.

6. Legyen u = (uq,us,us) és v = (v1,v9,v3). Hatarozzuk meg, hogy a kovetkezk koziil melyek skalar
szorzatok az R3-on
A feladat megoldasahoz ellendrizniink kell a skaléris szorzat fenti tulajdonsagainak teljesiilését.

(a) (u,v)=wuiv1 + uzvs
Ez skalaris szorzat lesz, a fentiekhez hasonléan vezethetd le, és minden tulajdonsag teljesiil
majd.

(b) (u,v) = uivf + ujvi + ujv3
Ez sajnos nem lesz skaléris szorzat, mivel a linearitds nem teljesiil ra. Ugyanis:

(uyg + ug,v) = (1 +U1)? 07+ (ua+U2) 203+ (us+Us)*v3) # (ujvi+usvs+uzvs)+(Uivi+UZv3+Usv3)

A fenti egyenl6ség azért nem Aall fent, mivel két tag négyzete harom tagbol all, igy nem egy
kéttagn Osszeget kapnank hanem haromtagiut. Azaz nem teljeseiil méar a skalaris szorzat els6
tulajdonsaga sem, igy a fent deifinialt kifejezés NEM skalaris szorzat.

(¢) (u,v) = 2ujvy + ugvs + 4dusvs
Ez skalaris szorzat lesz, a fentiekhez hasonléan vezethetd le, és minden tulajdonsag teljestil
majd.

(d) (u,v) =ujv; — ugvse + uszvs
lesz skaléris szorzat Ez sajnos nem lesz skalaris szorzat. A 4. tulajdonsag a pozitivitds nem
teljestil r4 minden esetben. Példaul u = (1,2,1) esetén (u,u) =1 -4+ 1= —2 < 0. Tehat ez
emiatt nem lesz skaléris szorzat.

7. Igazoljuk, hogy ha (u,v) euklideszi skalar szorzat R™-en és A pedig egy n x n-es matrix, akkor

<11, AV> - <ATu7 V>

8. A 27 szerint periddikus integralhato fliggvények terén tekintsiik a kévetkezé miiveltet:

2

(f,g) = ; f(x)g(x)dx

, ahol £ = f(z), és g = g(x). Igazoljuk, hogy ez a miivelet valoban skalar szorzas! Szamitsuk ki a
(f,g) érteket!

El6szor is igazolnunk kell, hogy a fent definialt mivelet valoban skalaris szorzas, azaz teljesiil ra az
a bizonyos 4 tulajdonsag.



10.

(i) linearitas: (fy + fa, ) = (f1,8) + (f2,8)
Ez a tulajdonséag teljesiil az integralas linearitasa miatt. Ugyanis:

2m 2m 2m
(f1 +f2,8) :/0 (f1(x) + fa())g(x)dx = ; fi(@)g(z)de + ; fa(@)g(x)de = (f1,8) + (f2,8)

(ii) skalarszorzas: (AMf,g) = M{f,g)
Ez a tulajdonsag is teljesiil a konstans kiemelhet&sége miatt. Ugyanis:

2w

27
<M@:A M@gads =2 [ falglade = At.g)

(iil) szimmetrikussag: (f, g) = (g, f)
Ez is teljesiil, ugyanis:

2

27
(£,g) = mwwm:A o) f()de = (g, £)

0

(iv) pozitivitas: (f,f) >0
Ez is teljesiil, mivel pozitiv fliggvény integraljanak értéke is pozitiv. Es csak akkor egyenls 0-val,
ha a 0 fliggvény integraljuk. De ez csak abban az esetben all fenn, ha f(x) = 0.

27
(f,f) = fA(x)dz >0
0
A feladat kovetkezs részében csak ki kell szamolni a megfelels integralokat.
(a) f =cosz, g=sinz

2

2 o -
(f,g) :/ cosrsinxzdr = 7/ sin2x — — _ cos 2z —0
0 2 Jo 2 2 0

(b) f =coskx, g=sinlx, ahol k és [ egész szamok
2w 1 2w
(f,g) = / cos kxsinlazdr = 3 / sin(l + k)z +sin(l — k)zdz = ... =0
0 0

Az integral meghatéarozasanal hasznaltuk az ismert trigonometrikus azonossagot.

(c) f=tang, g=1

o 27 Gin Z 2
(f.g) :/ tan = da =/ s1ni = [—81ncos E} =4In2
0 8 0 Cosg 8lo

. Az 5. feladatban megadott skalaris szorzattal szamitsuk ki ||p|/-t!

Egy adott kifejezés normajat a skalaris szorzat segitségével a kévetkezs modon szamoljuk ki: ||p|| =
V(p, p). Ezt hasznaljuk a feladat megoldasaban.

(a) p=—1+ 2z + 2>

bl = VI 251 — V6
(b) p=3—4z?

Ipl = V32 +42=Vv25=5

Legyen u = (3,0,1,2), v=(—1,2,7,-3), és w = (2,0, 1,1). Szamitsuk ki az alabbi kifejezéseket!
Itt is az el6bb megismert képletet fogjuk hasznalni, illetve azt amit a vektorokkal kapcsolatos
miiveletekrsl tudunk.



(a) [lu+vl|
ut+v=(2228-1)
lu+v|=vi+4+64+1=V73
(b) [hulf+ v
[ull = VO+0+1+4=V14
vl =v1+4+49+9=163
[l + (vl = V14 + V63
(©) [I = 2ul +2[jv]]
| = 2u] = V36 F 0T 4516 = V56
| = 2ul| +2[v]| = V56 + 2v/63
(d) ||13u—5v+w|
3u—5v+w = (15,-10,-31,22)
13u = 5v + wl| = /152 + (=10)% + (—31)2 + 222

() [|&wl

11. Irjuk fel az u és v vektorok kozotti euklideszi tavolsagot!
A feladat megoldasa soran a kovetkez6t hasznaljuk. Az u és v vektorok kozotti euklideszi tavolsag
a kovetkezG modon szamolhato: ||lu — v||

(a) u=(2,-1); v=(3,2)
u—v=_(-1,-3)

e V= AT

(b) u=(1,1,-1); v=(2,6,0)
u—v=(-1,-5-1)

lu—v|=v1+25+1=+v27
(¢) u=(2,0,1,3); v=(-1,4,6,6)
u-—v=(3-4,-5-3)
lu—v|=v9+16+25+9 = V59
(@) u=(6,0,1,3,0);v=(-1,4,28,3)

u—v=(7,-4,-1,-5,,-3)

lu—v||=v49+16 +1+25+9 = V100 = 10
12. Igazoljuk az
1 1
wov= vl - v
egyenlséget barmely R"-beli u, v vektorokra!

Az egyenl6ség igazolasanal csupan a norma és skalaris szorzat kozotti kapesolatot kell hasznalni.
Emellett a skalaris szorzat linearitasat kell hasznalni.



13. Hatarozzuk meg, hogy a megadott vektorok merdélegesek-e egymasra az euklideszi skaléaris szorzat
szerint!
Két vektor akkor meréGleges egymésra, ha az euklidészi skalaris szorzatuk 0. Ezt kell tehat el-
lendrizniink minden esetben.

(a) u=(-1,2,4), v=(2,3-1)
(u,v)=-246-4=0
Tehat ez a két vektor meréleges egymaésra.
(b) u=(1,1,1), v=(-1,-1,-1)
(u,v)y==-1-1-1=-3
Tehét ez a két vektor nem meréleges egymésra.
(¢) u=(a,b,c), v=(0,0,0)
(u,v)=04+0+0=0
Minden a,b,c paraméter esetén meréleges lesz egymaésra a két vektor.
(d) u= (_2737 _5a1)7 V= (2717_25_9)
(w,v)=-44+3+10-9=0
Tehat a két vektor merdleges egymasra.
() u=1(0,-1,2,5), v=(1,-2,3,0)
(u,v) =0+2+64+0=38
Tehat ez a két vektor nem meréleges egymasra.
(f) u= (a7b)7 V= (*ba a)
(u,v) =—ab+ab=0
Tehat ez a két vektor is merdleges egyméasra barmyel a,b paraméter esetén.

14. Tekintsiik R3-on az euklideszi skalar szozatot. Milyen k értékek mellett mercleges egymésra u és
v?
Ebben a feladatban is a fenti feltételt kell ellendrizni. Azon k paramétereket keressiik, amelyek
esetén a két vektor euklidészi skaléris szorzata 0.

(a) u=(2,1,3), v=(,7,k)
(u,v)=2+7+3k=0, k=-3

Tehat k = —3 esetén a két vektor merdleges egymaésra.
(b) u=(k,k,1), v=(k5,6)

(0, v) =k*+5k+6=0, k =—2ky=—3

Tehét k1 = —2 és ky = —3 esetén lesz merdleges egymasra a két vektor.



