Matematika A2

8. feladatsor megoldésa

1. Tekintsiik az R"-et és rajta az euklideszi skalar szorzatot (n = 2,3,4). Hatarozzuk meg az u és a
v vektorok altal bezart szog koszinuszat!
A bezért sz6g koszinuszat az euklidészi skalarszorzat két lehetséges szamolasi modjanak segitéségével
kapjuk. Képletszertien:
U1V + U2V2 + ...
[[al[[[v]

cosx =

(a) u=(1,-3), v=1(2,4)
lul| = V10

vl = v20
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Ccosox =

(b) u=(-1,0), v=(3,8)
lu| = v1i=1
vl = V73
=3
cosa = 75
(¢c) u=(-1,5,2), v=1(2,4,-9)
[uf = V30
[v]| = V101 = o = 90°
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Cosx =

Azaz ez a két vektor merdleges egymaésra.
(d) u=(4,1,8), v=(1,0,-3)
[uf = v81=9

[v[l = v10
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Ccosx =

(e) u=(1,0,1,0), v=(-3,-3,-3,-3)
Jul| = V2
vl = V36 =6
—-3-0-3-0 1
COSO(Z—:—72>O(=135O
6v2 V2
(f) u=(2,1,7,—1), v = (4,0,0,0)
[ul| = V55
v = V6 =14
8+0+0+0 2
4+/55 V55

Cos&x =



2. Hatarozza meg az a = (1,1,1,1) ésa b =(1,1,1,0), c = (1,1,0,0), d = (1,0, 0,0) vektorok kozott
lévs szogeket a szokaszos, euklideszi skalar szorzattal.
A feladat megoldéasa soran a fenti képletet hasznaljuk majd.

Jall = vVi=2
bl =3
el = v2

Jdj =vi=1
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cos(a, b) = el
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Tehét az a és b vektorok altal bezéart szog: &.
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cos(a,c) = ol
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Tehat az a és ¢ vektorok altal bezéart szog: 7.

1
cos(a,d) = 3

Tehét az a és d vektorok éltal bezért szog: 5.

cos(b,c) =

Sl

Tehat az b és c vektorok altal bezart szog: .

cos(b,d) =

&l

Tehat az b és d vektorok altal bezart szog: .

cos(c,d) =

Sl

Tehat az c és d vektorok altal bezéart szog: 7.

3. Legyen V egy skalarszorzatos tér. Mutassuk meg, hogy ha u és v ortogonalis vektorok V-ben tugy,
hogy [[u]| = [[v]| = 1, akkor [u —v|| = v2!

4. Legyen V egy skalarszorzatos tér. Igazoljuk a
[u+v[? +[lu—v|* = 2[ul* + 2v|?

azonossagot V minden u és v vektoraral
A feladat megoldasa soran a skaléris szorzat és a norma kozotti kapcsolatot, illetve a skalaris szorzat
linearitasat kell hasznélni.

5. Tekintsiik az R>-at az euklideszi skalar szorzassal. Az alabbiak koziil melyek ortonormalt vektorhal-
mazok?
Egy vektorhalmaz akkor ortonormaélt, ha a benne 1év§ vektorok paronként merglegesek egymaésra,
és a hosszuk 1.



(a‘) a = (%507i)7 b= (LvLa_L)7 Cc= (_L7O’L)
2777 V2 V37V3 V3 V27T V2
A fenti vektorhalmaz nem lesz ortonormalt, mert a b és ¢ vektorok nem lesznek merdélegesek
egymasra. Ugyanis

Emiatt tehat nem alkothatnak ortnormélt vektorrendszert.

_ (2 _21 _ (21 _2 _ (122
(b) a=(3-33),0=(53-3)c=(3.33)
A fenti vektorhalmaz ortonormalt. A vektorok paronként merdlegesek , és egységhosszuak.
(¢) a=(1,0,0),b= (0,45, %), ¢ = (0,0,1)
A fenti vektorhalmaz nem ortnormalt, ugyanis a b és ¢ vektorok nem merdlegesek egymasra.
Ugyanis
1
V2

(d) a = (%,%,f%), b = (%,,%70) A fenti vektorhalmaz ortonormalt. Ugyanis a két

<b,C> = 7&0

vektor merdleges egymasra, és a hosszuk 1.

6. Hatarozza meg az a,b,c valos szamokat ugy, hogy a v; = (1,1,1,1), vy, = (1,1,—1,a) és vy =
(1,—-1,b, ¢) vektorok ortogonalisak legyenek!
A vektorok akkor ortogonalisak, ha mer6legesek egymasra. Azaz azt kell ellendrizniink, hogy a
mgefelel§ euklidészi skalaris szorzatok 0-k legyenek.

(vi,ve)=141-1-a=0,— a=-1

(vi,v3) =b+c¢=0
(va,v3)=—-b—c=0

A fenti egyenletekbdl azt latjuk, hogy a b és ¢ paraméterek kozott a kovetkezs kapcsolat all fenn:
b = —c. Azaz a feladat megoldasa: a = —1, mig b = —c¢, ahol b értéke szabadon megvalaszthato.

7. Hatarozza meg az R3-ben 1év6 = + y + z = 0 sik egy ortonormalt bazisat!
A sik egy kétdimenzios altér, igy az ortnormélt bazis két vektorbol all majd. Emellett annak is
teljesiilnie kell, hogy a két vekor mersleges egymasra, benne vannak a sikban illetve hosszuk 1.
.. ,, < 5 P T 6g (L L L
A kovetkezd vektorpar ortonorméalt bazis: (ﬁ’ 75 0) és ( 7575 \/g)
8. Tekintsiik az R3-at az euklideszi skalar szorzéssal. Hasznéljuk a Gram-Schmidt-modszert az {uy, uz, us}
bézis ortonormalt bazissa alakitasara!
A Gram-Schmidt ortogonalizacios eljaras soran a kovetkezd 1épéseket kell végrehajtani:

Vi =up
Vi
<V1, V1>
Vi V2

> - <V27U3> <V2,V2>

V2 =u2 — <V17u2>

vz =ug — (vi,u
3 3 — (v1,u3) Re—
Ezek még nem lesznek ortonomalt vektorok, tehat még le kell majd Sket normélni.
(a) up =(1,1,1), ug = (-1,1,0), ug = (1,2,1)

11 1

=(1,1,1 =(-1,1,0 =(=,=,—2

Vi ( y Ly )7V2 ( y 4y ),V3 (6567 3)
Ezeket a vektorokat még le kell normalnunk. Tehat a végeredmény:

Vi =,V2 =,V3 =



(b) u; = (1’050)7 Uz = (3777 _2)7 uz = (0747 1)

30 105

Vi ( 7070)7V2 (0777 ),V3 (Oa 535 53

)

Ezeket a vektorokat még le kell normalnunk. Tehéat a végeredmény:
Vi =,V =,V3 =

9. Hatarozzuk meg v S = {v1,va, v3} szerinti koordinata vektorat és a koordinata méatrixat !

(a) v=1(2,—-1,3); wv1=(1,0,0),va=1(2,2,0), v3 =(3,3,3)
A koordinatavektor meghatarozasahoz meg kell oldanunk a kévetkezs egyenletrendszert: avy +
bua+cvs = v. Ekkor v koordinatavektora: (a, b, ¢). Az egyenletrendszer egyszertien megoldhato
az eredménye: c=1,b= -2, a = 3.
Tehat v koordinatavektora: (3,—2,1).

(b) v=(5,-12,3); vi=(1,2,3),ve =(-4,5,6),vs = (7,-8,9) A koordinatavektor meghatarozasahoz
meg kell oldanunk a kovetkez6 egyenletrendszert: avy + bvg + cvg = v. Ekkor v koordinatavek-
tora: (a, b, c). Az egyenletrendszer egyszertien megoldhaté az eredménye: ¢ = —0,8, b= —1,2,
a=2>5,8.
Tehat v koordinatavektora: (5,8; —1,2; —0,8).

10. Tekinsiik a B = {uy,uz} és a B’ = {vy,va} R? bazisait, ahol

NS HERH R

(a) Keressiik meg a B’-b6l B-be valo bazisdtmenet méatrixat!

(b) Keressiik meg a B-bdl B’-be valo bazisatmenet matrixat!

3
(¢) Szamitsuk ki a [w]p koordinata matrixot, ahol w = [ ] és a [w]p = P~[w]p képlettel

-5
szamitsuk ki [w]p/-t is!
(d) Szamitasunk ellendrzésekén szamitsuk ki direkt modon is a [w] g/ -t!
11. Hatarozzuk meg, hogy az alabbi méatrixok koziil melyek ortogonalisak! Definici6 alapjan egy mtrix
akkor lesz ortogonalis, ha AAT =T

wasli ]

Tehat ezen A matrix ortogonélis.

RISV
BT_[ 1/v2 wq
T -1V2 12

r_ . |10
BB I{O 1}

Tahat a B matrix ortogonélis.



0 1 0
cT = 1 0 0
1/vV2 0 1/V/2

3 o 1L

2 2

cct=10 10

1 09 1

2 2

Lathato, hogy a C métrix nem lesz ortogonalis, hiszen az el6bbi szorzas eredményeképp nem
az identitas matrixot kaptuk meg.

12. Hatarozza meg az R? természetes bazisaban a kovetkezd transzforméciok matrixat:
A transzforméci6 matrixdnak megadasahoz egyszertien azt kell vizsgalnunk, ohgy a bazisvek-
toroknak mi lesz a képe, azaz a béazisvektorok mibe mennek at.

(a) az y = x egyenesre titkrézés (L))

1 - . (0
Az ( 0 > béziselem képe: ( 1 )
Az ( (1) ) béziselem képe: ( (1) )

Tehat a keresett tarnszformaécios matrix: 77 = [ (1) (1) }

(b) az y = —x egyenesre tiikrozés (I,); Az ( é baziselem képe: ( 7(1) >
Az < (1) ) béziselem képe: ( _(1) )
. . o 0 -1
Tehat a keresett tarnszformaécios matrix: 77 = 1 .

1
T,). Az 0

Az < (1) > béziselem képe: ( _(1) >

. . -1
Tehat a keresett tarnszformacios matrix: 77 = [ 0 ]

0
(¢) az O-ra valo tiikrozes (T baziselem képe: ( 7(1) )

0 -1
(d) Hatéarozza meg a matrixok segitségével a P(3,2) pont képeit!

(e) Irja fel a £2£1 matrixot! Magyarazza meg a kapott eredmény és a zg matrix kézotti kapcso-
latot!

13. Hatarozza meg az R> természetes bazisaban a kovetkezs transzforméciok matrixat:

01 0
(a) az y = x sikra tiikrozés: T= | 1 0 0 |.;
0 0 1
1 0 0
(b) az x,y sikra vetités:T = | 0 1 0
0 0 O
1 V3
2 2
(c) a z tengely koriili 60™-os forgatas: T = § 10
0 0 1
(d) Hatarozza meg a matrixok segitségével a P(1,1,1) pont képeit!



14. (a) Hatarozza meg R?-ben a Z-vel val6 forgatas métrixat a B = {by = (1) , bg = < (1) >}

természetes bazisban és a B’ = {b]] = < i > , b= < (2) >} bazisban!

(b) Hatéarozza meg a bazisdtmenet méatrixot!

¢) Hogyan kaphatjuk meg a B’-ben vett transzformécié méatrixot a B-ben vett transzforma-
g
cibmatrixbol és a béazisatmenet matrixbol?



