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Matematikai alapok az adatbanyéaszati szoftverek els6
megismeréséhez

1.1 A statisztikai sokasag

A statisztika a valosag szamszer(i informéacidinak megfigyelésére, dsszegzésére, elemzésére
és modellezésére iranyuld gyakorlati tevékenység és tudomany. Feladata a tomegesen
eléforduld jelenségek tomor, szdmszerii jellemzése.

A statisztikai vizsgalat targya egy rendszer. Egy rendszernek elemei (objektumai) vannak,
az objektumoknak tulajdonsdgai (objektumok lehetnek példaul egy iroda dolgozéi;
tulajdonsdg pedig a dolgozok fizetése). Az elemeknek mind kozos, mind kiilénbozo
tulajdonsagokkal rendelkezniiik kell, ez teszi lehetévé statisztikai célokra vald
csoportositasukat.

Egy rendszernek altaldban tobb objektuma, azoknak tobb, nem ritkdn végtelen sok értéki
tulajdonsaga van. A rendszert alkotd objektumok, pontosabban azok tulajdonségait leird
(végtelen) sok jellemz6 valtozo adat alkotja az adatok sokasdgat. A statisztikai sokasagnak
két tipusat szoktak megkiilonboztetni aszerint, hogy idépontban (&ll6 sokasadg) vagy
idSintervallumban (mozgd sokasag) vizsgaljuk-e. All6 sokasag példaul egy iroda
dolgozéinak a fizetése 2005. januar 1-jén; mozgd sokasag egy iroda dolgozdinak a fizetése
2005-ben.

A sokasag szabatos meghatarozasa fontos feltétele a statisztikai munkanak, hiszen ez jelenti a
feldolgozasra vard adatok pontos meghatarozasat.

1.2 A val6sag és a statisztikai mérés kapcsolata

Altalaban nincs arra moédunk, hogy a vizsgalt rendszerrél mindent megtudjunk, csak annak
egy bizonyos allapotat figyelhetjik meg, azaz csak mintét vehetlink leiré adataibol, s majd a
minta vizsgalatdnak eredményébdl kovetkeztetiink a rendszerre. A minta vétele tehat az
eredmények értéke szempontjabol elsérendiien fontos.
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1. abra A val6sag és a statisztikai mérés kapcsolata
A j6 minta:

e reprezentativ, dsszetételében helyesen képviseli a sokasagot, amelybdl
vettek,

e Véletlen, a mintaelemek egymastdl  flggetlenil, egyenld
valoszinliséggel keriilnek a mintéba,

o elégséges méretli, elegendden nagy ahhoz, hogy a minta alapjan levont
kovetkeztetések kellden valosziniiek legyenek.

A nagy szamok tdrvénye szerint a mintaclemszam novelésével tetszélegesen csokkenthetd
annak a valosziniisége, hogy a mintaatlag eltérése a sokasag varhato értékétdl meghaladjon
egy rogzitett hibakorlatot. Azaz minél nagyobb a minta, annal pontosabb lehet a becslés.

1.3 A sokaség adattipusai [1,2]

A sokasag (adathalmaz) elemzése az adatok megismerésével kezddédik. Lényeges informacio,
hogy milyen tipuslt, azaz milyen ska&ldn mért alkotjdk az adathalmazt, mert bizonyos
statisztikai jellemzék ¢és matematikai—statisztikai eljardsok csak bizonyos adatskalara
szamithatoak, illetve alkalmazhatdak. Peldaul pusztan statisztikai alapon sem allithat6, hogy az
1. helyen végzett Usz6 10-szer igyesebb a 10. helyen végzettnél.

Az adattipusok bemutatdsdhoz legyen adott két megfigyelési egység, A és B, és ezekre
vonatkozo két mért vagy szambavett jellemz6 ismérv (adat): X, €S Xp,.

e Nomindlis skalan mért adatok

Vannak olyan jellemzdk, amelyek esetében csak az donthetd el, hogy A és B jellemz6 szerint
megegyezik egymassal vagy kilonbozik egymastdl. E skéla esetében két vagy tobb értéke,
kimenete lehet a valtozoknak.

A nominalis skalara példa a nemzetiségi hovatartozas vagy a tiidddaganatok szdvettani
beosztasa (kissejtes rak, nagysejtes rak, mirigyham eredeti rak, laphamrak). Ezekben az



esetekben az egyes kategoriak kozott nincsen mennyiségi Osszefliggés, nem lehet azt
mondani, hogy az egyik kategoridba tartozé elem nagyobb, tébb, stb., mint a masikba tartozo.

A nomindlis skala esetében a skalaértékek eléforduldsanak gyakorisdga és a modusz
vizsgalhato. Azonban sem medidn, sem atlag nem értelmezhetd.

e Ordinalis skalan mért adatok

Ez a nomindlis skala rokonanak tekinthetd, de ebben az esetben az egyes kategoridk sorba
rendezhetdk, meg tudjuk mondani, melyik a ,,jobb” vagy ,,tobb”. Azt azonban a szamértékek
nem tintetik fel, hogy az objektumok kozotti eltérés mértéke mekkora.

Az ordinalis skalara példa a Mohs-féle skala. A Mohs-féle skala azon szempont szerint
rangsorolja az &svanyokat, hogy melyik karcolja a mésikat. A gyémant all a legmagasabb
helyen, mert az Osszes ismert asvanyt karcolja, mig 6t magat semmilyen mas asvany nem
karcolja. A skala azonban arr6l nem ad felvilagositast, hogy a gyémant mennyivel keményebb
mas asvanyoknal. (Mér6 Laszlé: A pszicholdgiai skaldzds matematikai alapjai.
Tankonyvkiado, Budapest, 1992)

E skalatipus esetében median vizsgalhato, atlagrol ellenben itt nincs értelme beszélni.
Medianrol beszélhetlink akkor, ha példaul azt mondjuk, hogy a bazalt az a keménységi fok,
aminél egy adott asvanyminta fele puhabb, masik fele pedig keményebb.

e Intervallumskalan mért adatok

Még finomabb Osszevetésre van mod, amikor a megegyezés — meg nem egyezés, valamint a
sorrendiség megallapitasan tal az is kideritheté az adatokbol, hogy mennyivel nagyobb az
egyik érték a masiknal (értelmezhetd az adatok kiilonbsége is). Az intervallumskala
nullapontjanak és egységpontjanak a meghatarozasa is megallapodas kérdése.

Az intervallumskalara példa a hémérsékletmérés (Celsius- vagy Fahrenheit skala).
Itt méar szdmolhatunk &tlagot, mivel a nullapont eltoldsa nem valtoztatja meg az atlag relativ
helyet az atlagolt szamok kozott.

e Aranyskalan mért adatok

Az arényskala az intervallumskala jellemzdivel rendelkezik, emellett értelmezhetd az is, hogy
egyik adat hanyszorosa a méasiknak. Tartalmaz egy abszolut nullapontot is, mely régzitve van.
Ugyanakkor a skala egysége itt is szabadon megvalaszthatd: példaul mérhetjiik méterben vagy
yardban, ez a két tavolsag aranyat nem befolyasolja.

A darabszammal vagy intenzitdssal rendelkezé mennyiségek tipikus aranyskalat képviselnek.

Az ardnyskalara a szamokra vonatkozo6 6sszes muivelet alkalmazhato.

Meérési skalak Tulajdonsag Ertelmezheté relaciék Sajatossagok Jellemzo példak
Nominalis Megkulonboztetés Xu=Xovagy Xo* Xy Nem szamszer( rl:leel\;/, nemszulete5|




Xa=Xpvagy X# X, €s

Ordinalis Megkilonboztetés Nehezen Sorrendek
: > < o
sorrend XazXo Vagy XKa<Xs mérhetd,  csak | (katonai) rangok
sorrendbe
allithato
o | Xa=Xpvagy Xa# Xy €s e . .
Intervallum Megkilonboztetés, Pozitiv és negativ | H6mérséklet
sorrend, kilonbség | X=X, vagy X.<X, értékek
Ertelmezhetd X;-Xp
. e | X=Xpvagy Xa# Xy és . , o
Arany Megkildnboztetes, Van elméleti | Népességszam,
sorrend, X>Xpvagy Xa<Xp minimum, azonos | jovedelem
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Ertelmezhetd XX
valamint X./X,

eléjeli

1. tablazat A kiilonbozé mérési skalaju adatok tulajdonsagai [1]

1.3 A statisztikai sokasaqg adatszerkezete

Az adathalmaz, azaz a statisztikai sokasag adatszerkezete alapvetéen kétféle, matrixos vagy

grafos

adatszerkezetrdl bévebben a Grafos adatszerkezet cimii fejezetben olvashat.

lehet. Az alfejezet a matrixos adatszerkezet leirdsat tartalmazza, a masik

Matrixos adatszerkezetnél a statisztikai sokasdg N objektummal és az objektumokhoz tartoz6
K mért adatottal irhat6 le. Az adathalmaz megjelenithetd egy tdblazatban, ahol a tdblazat sorai
az egyes objektumokra vonatkozd megfigyeléseket tartalmazzak, az oszlopok pedig a
tulajdonsagokra vonatkoznak (valtozok).

megfigyelt tulajdonsagok

I

1. 2. K.
tulajdonsag | tulajdonsag tulajdonsag

1-es X1 X2 X1k
objektum

2-es Xo1 Xoo Xok
objektum

3-as X31 X32 X3k
objektum

n-es Xn1 Xnz Knk
objektum

2. tablazat Matrixos adatszerkezet




Az 2. tablazat jeldléseit hasznalva az n db objektum k db megfigyelt tulajdonsaga alkotja az
n*k méretli statisztikai sokasagot (Xi1, Xz, ... Xik Xnk). A sorok szerint minden
objektumhoz (i-es objektum) hozzarendelhetd egy vektor (Xi;, Xip, Xik), aminek a
komponensei az egyes megfigyelt tulajdonsdgokra vonatkoznak.

Az n objektumhoz n db k valtozos vektor tartozik. Ha a tulajdonsagok (valtozok) interval-
lum-, illetve aranyskalan mérhetéek, akkor az n db vektor elhelyezheté egy k dimenzios
koordinata rendszerben. A konnyebb attekinthetdség kedvéért érdemes az egymashoz hasonld
objektumokat megkeresni, azaz az adatokat csoportositani a klaszteranalizis mddszerével
(bévebben lasd 4. fejezet). Igy a tovabbiakban elég n-nél kisebb szamu csoporttal foglalkozni.
Ha egyes tulajdonsagok (valtozdk) ordindlis, illetve nominalis skalan mért adatok, akkor mas
a helyzet. Ezen valtozok szerinti hasonlo objektumokat Ugy kereshetiink, hogy megnézziik,
mely objektumok sorolhat6ak azonos kategdriakba.

Nem csak az objektumok szamat csOkkenthetjilk a konnyebb attekinthetéség érdekében.
Tobbvaltozos adatelemzés soran nagyon hasznos egy olyan eljaréast alkalmazni, mely arra
iranyul, hogy a kezelhetdség érdekében a nagyszamu korreldlo valtozokbdl 10j, kisebb szamu,
korrelalatlan valtozdkat képezzink. Egy ilyen eljaras a fokomponens-analizis (b&vebben lasd
3. fejezet).

2 A leiro statisztika

A statisztikdnak alapvetden két nagy teriilete ismeretes; ezek kozott azonban sok talalkozasi
pont, st atfedés figyelhetd meg:

A leiro statisztika célja egy mar rendelkezésre allo, valdsagra vonatkozo adathalmaz
osszefoglaldsa, elemzése, egyszoval az informaciotomorités.

A kovetkezteté (matematikai) statisztika célja a megfelelé — vagyis a sokasag egészének
paramétereit legjobban tiikr6z6, reprezentalé — minta kivalasztasa, a sokasagi paramétereknek
a minta paramétereivel torténd becslése, illetve a sokasdgi paraméterekre vonatkozo
feltételezések, hipotézisek elfogadasa vagy elvetése. Foglalkozik tovabbd a valdsag
Osszefliggéseinek egyszerlsitett megragadasara torekvé modellekkel is, mint az idésor- és
regresszios modellek.

2.1 Statisztikai jellemzék

A statisztikai leirds célja a minta adatainak attekinthetd formaba torténé rendezése,
tomoritése, €és egyes jellemzd értékeinek meghatirozasa. A jellemzdket altalaban 4 {6
csoportba soroljuk:

1. helyzetmutatok (kdzépértékek): modusz, median, atlag, kvantilis értékek

2. szOrddéasi mutatok: terjedelem, széras, relativ szoras

3. koncentrécio: Lorenz-gorbe



A fogalmak bemutatasahoz legyen adott a vizsgalt X jellemzoére vonatkozo Xj, Xp,...,X, N
elemi minta.

Helyzetmutatok (k6zépértékek):
e Modusz:
Az eloszlas legnagyobb gyakorisagu értéke. Ez azonban nem mindig hatarozhatd
meg egyértelmiien.

3.4bra Nem egyértelmii modusza eloszlasok eloszlasfiiggvényei [3]

A 3. abran lathato eloszlasok arra figyelmeztetnek, hogy a mintank nem volt
homogeén.

Ha a minta nem az, akkor valoszinii, hogy a populacié sem volt az; ezek szerint -
ha pl. az orszag lakosainak testmagassagarol van szd — ez azt jelenti, hogy a
férfiaknal és a néknél az atlagos testmagassag ertéke nem ugyanaz. Ilyenkor az
eloszlasgorbe alapjan érdemes "szétszedni" a mintankat (tébbcsucsanal - nyilvan -
tobb részre).

e Median: Véges sok elem (egy véges populacid) medianjan a kovetkezot értjik:

Ha paratlan elemszami a sokasag, akkor a median az eértékek rendezett
sokasagaban a k6zéps6 ((n+1)/2)-dik elem.

Ha paros, akkor a rendezett minta két koz€psé elemének szdmtani kozepe.
Példak [2]:
1. Paratlan elemszam esetén:

1254314334351
A rendezett sokasag:
1112333344455

A medidn a kdzéps6 elem:
1112333344455

2. Paros elemszam esetén:

1424235311
A rendezett sokasag:
1112233445
A median a kdz€épsé elemek szamtani kozepe: 2,5.



n

2%
e Atlag: mintaelemek szamtani atlaga X = =

n

Meg kell azonban jegyezni, hogy atlagolas absztrakcidja folytan nyert atlag-adat
nagyon sok esetben nem is talalhaté meg az eredeti eloszlasban. Erre példa az
"Atlag Janos és csaladja"-jellegii statisztikai/szociologiai adathalmazok és a rajtuk
alapul6 elemzések.

e Kvantilis értékek
A mennyiségi ismérv értékeit nagysag szerint ndvekvé sorrendbe allitva, majd az
értékeket k szdmu egyenld gyakorisagl csoportba osztva az egyes csoportok felsd
hatérai a kvantilis értekek.
A killonbozé szamu részekre vald osztasokhoz a kvantilisek konkrét elnevezései

tartoznak:

k elnevezés
2 median

4 kvartilis
5  kvintilis
10 decilis

100 percentilis

Példa:

alsé kvartilis (ky) — olyan érték, amelyik a rendezett minta als6 25%-at valasztja el
a felsé 75%-atol.

felsd kvartilis (ki) — olyan érték, amelyik a rendezett minta alsé 75%-éat valasztja el
az alsé 25%-4tol.

Szorodasi mutatok:

Sok adatbol allé minta egy adattal — pl. az atlaggal — vald jellemzésekor/helyettesitésekor,
mindenképpen informéacidt veszitink. Ez az éara annak, hogy a konnyebb intellektudlis
feldolgozhatdsag érdekében tobb adat (egy eloszlas) egy adatba lett "belesiiritve". Az atlag,
onmagaban, nem jellemez elégséges pontossaggal egy eloszlast.

Példa [3]:

LegyeE] {(ét tanulonk: X és Y. (X nagyon okos, de lusta es szeszélyesen készll: ami érdekli,
azt megtanulja; de amit nem érez magahoz kozelalldénak, azt semmi pénzért. Ezzel szemben Y
képességeit tekintve atlagos - de szorgalmas.) Egy targybodl szerzett érdemjegyeik egy adott
id6szakban:

X: 1és5  atlaguk: =3

Y: 3és3 atlaguk:¥ =3

Lathatd, hogy ¥ és ¥ megegyeznek egyméssal (mindketté kozepes). Am semmit sem
mondanak arrol, hogy ez a kdzepes atlagérték minek az eredményeként alakult ki: X-nél a két
végletet "zsugoritja 6ssze", mig Y esetében egyforma adatokat helyettesit.

Fentiekbol lathato, hogy ¥ pontosan, mig ¥ rosszul jellemzi a mintat, azaz az eloszlast. Ezért
érdemes a szorodas mérészamait is igénybe venni a minta jellemzéséhez,



Terjedelem
A terjedelem a legnagyobb és a legkisebb mintaelem kilénbsége: d = Xmax = Xmin

Szoras
A szlras azt mutatja, hogy atlagosan milyen mértékben szérédnak a mintaelemek a
minta tlaga korul:

=2 2 1
Z{xi - x) in - ux
o= S _—
n-1 , ami egyszerusités utan: n-1

Relativ széras
=

= W
A minta szérasa (s) viszonyitva a minta atlagahoz (*): b4
A relativ szoras mértékegység nélkili szam, amely megmutatja, hogy a minta értékei
mennyire szérddnak atlagértékiikhtz képest.

Koncentracio:

Osszes (kurmmldlt) jévedelem Yoa

Lorenz-gérbe
A Lorenz gorbe a relativ koncentracio altalanos elemzeési és szemléltetési eszkoze.

Annak bemutatasara, hogy hogyan szerkeszthetd meg a gorbe, €s pontosan mi is
olvashatd le réla, nézzink peldat!

Legyen a statisztikai sokasagunk a magyar haztartasok és a haztartasok netto
jovedelmei! Rendezziik a hdztartdsokat nettd jovedelmeik szerint Ggy, hogy az elsé
haztartas legyen a legkisebb jovedelmii, az utolsé pedig a legnagyobb! Ezutan mar
kiszamithatjuk a Lorenz gorbe pontjait (x,y), ha megnézziik, hogy a héztartasok elsd
x%-a a haztartdsok 06sszes (kumulalt) jovedelmének hany szazalékaval (y%)
rendelkezik. Végul kdssiik 0ssze ezeket a diszkrét pontokat! (4. abra)

Lorenz garbe

100
/.7_/[—"./—’

A koncentracid teljes hidgnya

/ — Lorenz gérbe

——— Teljes egyenlitlenség

o W
[ T =

o o~
a8 o
=
.
\'\\.

on
s
|
Ty
,
y

=%
=
|
h"

30 /
20
/ T
10
D 1 : 1 1 ) ] i 1 1 1 ] 1

0 10 20 30 40 50 60 70 B0 90 100
Haztartasol: %0-a
4.4bra Lorenz gorbe



A Lorenz gorbe tehat azt mutatja meg, hogy a héztartdsok alsé x%-a, az 0sszes
jovedelem hany széazalékdval rendelkezik. A f6atlé olyan elméleti helyzetet jelez,
amelyben nincsenek jovedelemkilonbségek, tehdt minden héztartdsnak pontosan
ugyanannyi a nettdo jovedelme. A jovedelem koncentracié annal nagyobb, minél
jobban eltavolodik a gorbe az atlétol.

A Lorenz-gorbe relativ értékeket tartalmaz, ezért Osszehasonlitdsokra a kiilonb6zo
népcsoportok, teriletek, orszagok jovedelemegyenldtlenségének Osszehasonlitisara,
illetve id6beli 6sszehasonlitasokra jol alkalmazhato.

e A Gini egyutthatd
A Gini egydtthatot a koncentracid tomor jellemzésére hasznaljak. Azt mutatja meg,
hogy a vizsgalt sokasdg koncentracidja mennyire tér el egy egyenletes eloszlasu
sokasag koncentraciojatol.
Ugy szamitjuk ki, hogy a f6atld és a Lorenz gorbe kozotti teriiletet (4. abran L-lel
jelolt teriilet) elosztjuk a féatld alatti teriilettel (4. abran T-vel jel6lt tertlet). Tehat
G=L/T. Mivel azonban a f6atl6 felezi a négyzet teriiletét, T=0,5, igy G=2L.
Ha minden haztartas jovedelme azonos, akkor G=0; mig ha egyetlen haztartasnak van
csak jovedelme, akkor G=1.

2.2 Nevezetes eloszlasok

Ha tekintjik a populdciéban az egyedek adott tulajdonsdganak (X) 0Osszes lehetséges
el6forduld értékét, majd kiszamitjuk ezek relativ gyakorisagat (valosziniiségét), ugy kapjuk a
valoszinliségi valtozo (X) eloszlasat. Ez a megkdzelités azonban csak diszkrét valésziniiségi
valtozo eloszlasanak leirasara alkalmazhatd.

0.5

0,3

v

3 7 11

5.4bra diszkrét valosziniiségi valtozo eloszlasa

Folytonos valészintiségi valtozé esetében annak a valdsziniisége, hogy ez a valtozd pontosan
egy adott értéket vesz fel, végteleniil kicsi szdm, tehat folytonos valosziniiségi valtozo
esetében az eloszlas fenti értelmezése nem hasznalhat6. Ezért egy folytonos valosziniiségi
valtozo eloszlasanak leirasara a siiriségfiiggvényt hasznaljuk. A siirtiségfiiggvény egy olyan
figgveny, melynek a és b kozotti grafikon alatti teriilete megadja annak a valdszinliségét,
hogy a valdsziniiségi valtozo a és b szamok kozotti értéket vesz fel.
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6.4bra folytonos valdsziniiségi valtozo siirliségfliggvénye

A stiriiségfiiggvényre teljesiil az, hogy - o és +oo k0z06tt a grafikon alatti tertilete 1-gyel
egyenld, hiszen ez annak a valosziniiségét adja meg, hogy a valosziniiségi valtozo értéke - o
és + oo kOz0tt van, ami a biztos esemény, tehat valosziniisége 1.

2.2.1 Néhény nevezetes diszkrét eloszlas

Binomialis eloszlas: A diszkrét eloszlasok nagyon sok esetben megallapithatd
valtozok viselkedését irjak le jol. Abban a — legegyszeriibb — esetben, ha a valtozd
csak ket értéket vehet fel, akkor az értékek eloszlasa binomialis eloszlast hataroz meg.
Néhany példa binomidlis eloszlasra: a balkezesség eléfordulasa, dichotom (igen vagy
nem) valaszt kéré tesztekben a hibas valaszok szama, tomeggyartasban a ,,selejt” —
,hem selejt” el6fordulasa, ,,alkalmas” — ,,nem alkalmas”, ,,megfelelt” — ,,;nem felelt
meg” személyek el6fordulésa.

Ha a valtozd az egyik értéket (x;) p, a masikat (x) pedig (1-p) valésziniiséggel veszi
fel, akkor annak a valdszinlisége, hogy egy ebbdl a sokasagbol véletlenszeriien vett n
elemii minta éppen k darab x; elemet tartalmaz, a binomialis eloszlas alapjan:

P=P(X =k)= : pH(L—p) "

Ezen paraméterek segitsegével felirhato a binomidlis eloszlas szorésa és varhato értéke
is, ahol a véges varhato érték:

E(X)=) - p

feltéve, hogy ez az 6sszeg véges. (Megjegyzés: X varhat6 értéke az X altal felvett
értékek stlyozott szamtani kozepe. A valdszinliségi valtozd a vérhatd értéke koriil
mutat véletlen ingadozast.)

A binomialis eloszlasu valoszintiségi valtozo varhato érteke: np

A binomialis eloszlast valosziniiségi valtozo szorasnégyzete: np(1-p)
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7. &bra Kiil6nb6z6 paraméterii binomialis eloszlasok

Poisson eloszlas: A Poisson eloszlas a binomidlis eloszlas hatareloszlésa, abban az
értelemben, hogy ha binomidlis eloszlasok olyan sorozatat vesszilk, melyben az
eloszlasok n paramétere Ugy tart a végtelenbe, hogy kdzben az np szorzat konstans
marad (p igy nyilvan a 0-hoz tart), akkor hatareloszlasként Poisson eloszlast kapunk.
A Poisson eloszlas kifejezi az adott id6 alatt ismert valdsziniiséggel megtorténd
események bekovetkezésének szamat. Példaul: egy telefonkdzpontba adott iddszakban
¢s idOtartamban beérkezett telefonhivasok szama, egy radioaktiv anyag adott id6 alatt
elboml6 atomjainak szama, leszallé porszemek szama a tiszta papirlapon, egy
szamitogépes raktarkészlet-nyilvantartd rendszer napi “lefagyasainak” szama, egy
hénapra jutd biztositdsi események (betorés, tliz, viharkdr, stb.) szama, egy
szamitogépes adatrogzité operator altal egy ora alatt vétett adatbeviteli hibak szama,
egy vasszerkezeten taldlhatdo hibds hegesztési varratok szama, egy ontvényben
talalhat6 zarvanyok szdma.

Az X valosziniiségi valtozo A paraméterii Poisson-eloszlasu ha:

, A
P(X = k) =757,

k=012, ..

ahol 0 < A konstans.

A Poisson eloszlast valdsziniiségi valtozo varhato értéeke: A
A Poisson eloszlasu valosziniiségi valtozo szorasnégyzete: A
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8. dbra Kiil6nb6z6 paraméterii Poisson eloszlasok

2.2.2 Néhény nevezetes folytonos eloszlas

Exponencidlis eloszl&s: a kiilonbozé dolgok élettartamanak vizsgalatara, véletlen
idotartamok (pl. varakozasi id6) modellezésére hasznalt eloszlas.

Az exponencialis eloszlas kapcsolata a Poisson eloszlassal:

. Ha egy jelenség bekdvetkezéseinek szama Poisson eloszlast kovet, akkor a
jelenség barmely két egymas utdni bekdvetkezése kozott eltelt id6 exponencialis
eloszlasu.

. Ha tudjuk, hogy egy esemény a bekdvetkezései kozott eltelt idé exponencialis
eloszlasu, akkor a bekdvetkezések szama Poisson eloszlast kdvet.

Az exponencialis eloszlas slirliségfiiggvénye:
Flan) = Ae A x>0,
-‘ 0, x<0.

Az exponencialis eloszlast valosziniiségi valtozo varhato ertéke: 1/ A
Az exponenciélis eloszlast valoszinliségi valtoz6 szorasnégyzete: 1/ A2
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9. abra Kiilonb6z6 paraméterti exponencialis eloszlasu valtozok stirliségfiiggvényei




Normalis eloszlas: A statisztikaban a legfontosabb és leggyakrabban alkalmazott
eloszlas. Normalis eloszlassal jellemezhet6ek az olyan valosziniiségi valtozok, melyek
mért értékei a varhatd érték koriil csoportosulnak. Ilyen példaul a magyar felndtt
férfiak magassaga, aminek a varhat6 értéke 179,1 cm. A legtobb magyar felnétt férfi
magassaga kozel van ehhez az értékhez. A varhato értékt6l tavolodva egyre kevesebb
olyan férfit taldlunk, akinek a magassaga nagyon eltér ettdl pozitiv vagy negativ
irdnyban.

A természetben, az orvostudomanyban nagyon sok mért paraméter normalis
eloszlassal irhatd le, mint példaul az egyének vérnyomasa, sulya, stb. A normalis
elnevezés is arra utal, hogy a mert adatainktdl ezt varjuk, mert ez a természetes
viselkedésiik. Masik tipikus példa normalis eloszlasu valoszinliségi valtozokra a
méreési hibak.

A gyakorlatban a centralis hatareloszlas tétel azt mondja ki, hogy ha egy mennyiség
(X) ,,valddi értekere” agy probalunk kovetkeztetni, hogy mért adatainkat atlagoljuk
(I/n(Xy+Xa+...+X,)), akkor ez az atlag tekintheté normalis eloszlasu valoszintiségi
valtozonak, akarmilyen is a mért adatok tényleges eloszlésa.

A centrélis hatareloszlas tétel kovetkezménye az is, hogy ha egy valoszinliségi valtozo
értékét nagyszamu, egymastol fliggetleniil hatd véletlen tényezd hatarozza meg ugy,
hogy az egyes tényezok kiilon-kulon csak igen kis mértékben jarulnak hozza az 6sszes
véletlen hatasbol eredd ingadozashoz, és az egyes tényezOk hatdsai 0sszeadodnak,
akkor altalaban normalis eloszlasti valosziniiségi valtozot kapunk. (pl. egy
tomeggyartas soran a termék valamely numerikus jellemzdjét az anyagi jellemzdk, a
megmunkalasi technolégia, a tarolds, a szallitdas, a hoémérséklet, a dolgozd
felkésziiltsége, stb. egyiittesen hatdrozza meg, a numerikus termékjellemzdék gyakran
normalis eloszlasuak.)

A normalis eloszlasu valoszinliségi valtozo strtiségfliggvénye:

a
f(z) = R E—K—TLIEF”_‘ _1
S oV 2w
ahol a két paraméter, m és o valds szdmok, valamint ¢ > 0. M a normalis eloszlasu
valoszinliségi valtozé varhato értéke; o pedig a normalis eloszlast valosziniiségi
valtozo szorasa.

Azt, hogy az X valdszinliségi valtozé normalis eloszlast kovet, a kovetkezé6 modon
szoktuk jeldlni:

X ~ N(m,a?).

Speciélisan, ha X ~ N(0, 1), akkor X-et standard normalis eloszlasunak nevezzik.

Normalis eloszlasu valészintiségi valtozok néhany fontos tulajdonsaga:

Ha X ~ N(m, ¢%), akkor barmilyen nullaté] kiilonbdzé valés a és barmilyen valés b
szam esetén az Y = aX + b valdsziniiségi valtoz6 is normalis eloszlast kovet,
pontosabban Y ~ N(am + b, a’c?).

Az eloszlas eme tulajdonsagén alapul a standardizalas médszere: ha X ~ N(m, ¢°),
akkor (X-m)/c ~ N(0, 1).



Normalis eloszlasu fliggetlen valdszintiségi valtozok dsszege is normalis eloszlasu.
Pontosabban, ha X; ~ N(mj, 612) és Xo ~ N(mg, 022) fliggetlen valosziniiségi valtozok,
akkor Xy + Xz ~ N(my + my, 61% + 659).

Forditva: ha X és X, fliggetlen valosziniiségi valtozo, és X; + X, normalis eloszlasu,
akkor Xj is és X, is normalis eloszlasu.
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10. dbra Kiilonboz6 paraméterli normalis eloszlast valtozok stirliségfiiggvényei

Lognormalis eloszlas: Ha az Y=InX valtozd normaélis eloszlasu, akkor az X
valoszinliségi valtozot lognormalis eloszlastinak nevezziik.

A természetben  bizonyos  torési-apritasi  folyamatoknal az  Orlemény
szemcsedarabjainak nagysag szerinti megoszlasa lognormalis eloszlast mutat.
Ugyancsak jol kozelitheté lognormalis eloszlassal egyes foglalkozasi rétegek
jovedelem-eloszlasa, illetve az olyan "méretet" kifejezé gazdasagi jellemzok, mint az
ugyfelek 0Osszes véasarlasai, a cégek arbevétele, a foglalkoztatottak szama, a
telefonbeszélgetések idétartama stb.

A lognormalis eloszlas stirliségfiiggvenye:

]_ _gln::—f_.t:_l2
————€ 2 x>0

flzp,o) = — ot _.

. /4 /4 r 4 {4 r . 14 r z z z z 2 2
A lognormalis eloszlast valészintiségi valtozo varhato értéke: e/ o/

( R 1) 2pto?
A lognormalis eloszlast valészintiségi valtozo szorasnégyzete: \& — L)€
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11. dbra Kiilonboz6 paraméterli lognormalis eloszlasu valtozok siirtiségfliggvényei

2.3 Tovabbi eloszlasjellemzok [2]

Az elméleti eloszlasjellemzdket becsiilhetjiik pontbecsléssel vagy intervallumbecsléssel.
Pontbecslés (pl. az elméleti atlagot a mintaatlaggal becstilve egy pontot jelélink ki) esetén
egy véges mintabol kdvetkeztetlink egy akér végtelen nagysagu sokasagra, ezeért szinte biztos,
hogy tévedunk.

Intervallumbecslés esetén egy olyan Un. konfidencia (megbizhatosagi) intervallumot
jelolink ki az adott jellemzd lehetséges helyéiil egy alsé (a) és egy felsé (b) hatar
megadasaval, amely megadott (a 12. abran 90%-o0s) biztonsaggal tartalmazza azt. A
konfidencia intervallum csak akkor tartalmazza 100%-os biztonsaggal a jellemz6t, ha annak
teljes értékskalajara kiterjed (ekkor azonban semmitmondd).

T=09
/
T=005 / T=0,05
4 K
a X b

12. &bra Az adott stiriiségfiiggvényli valdsziniiségi valtozoé mért értéke 90%-0s biztonsaggal fog az [a,b]
intervallumba esni, azaz az [a,b] intervallum 90%-os szintii konfidenciaintervallum.

A konfidencia-intervallum szoros 6sszefuggésben all a szignifikanciateszttel. Ha a paraméter
pontbecsléese X, és az [a,b] intervallum P szintli konfidenciaintervallum, akkor az
intervallumon kivili elemek (a-nal kisebb vagy b-nél nagyobb elemek) szignifikdnsan
kilénboznek X-t6l az 1-P szinten ugyanazon feltevések mellett, mint amikkel a konfidencia-
intervallumot eléallitottuk.



3. A valtozok megismerése

A valtozok megismerése a 2. fejezetben, a 2.1 (Statisztikai jellemzok) alfejezetben leirt
szamitasok elvégzésével kezd6dik. Ezek az egyes valtozokat kiilon-kulon vizsgaljék,
megmutatjak azok alap statisztikai jellemzdit.

A valtozdk kozotti kapcsolatok feltérképezéséhez érdemes dsszefiiggés vizsgalatot végezni. A
mennyiségi jellemzok kozotti kapcsolatok szorossaganak jellemzésére a korrelacio, a
kapcsolatok tipusanak jellemzésére a regresszié hasznalhato.

A valtozok kozotti kapcsolat lehet:

. fiiggvényszeri Kkapcsolat: az egyik VvAltoz0 és a fliggvenykapcsolat
egyértelmiien és pontosan meghatarozzak a masodik valtozo értékét.

. valosziniiségi (szochasztikus) kapcsolat: a kapcsolat nem irhatd le egy
fuggvénnyel, mert az a fiiggvényszerii kapcsolat mellett még a véletlentdl is fiigg.

. egymastol nem fiiggo (fiiggetlen) kapcsolat

Az Osszefliggés vizsgalat Iépései:

1. Az Osszetartoz0 értékek abrdzolasa pontdiagramon.

2. A diagram alapjan annak megéllapitasa, hogy a mennyiségi jellemzok kozott van-e
kapcsolat. (Az Osszefuiggés vizsgalat sordn a pontdiagramos abrazoléassal érzékeltetett
tendenciat valamilyen analitikusan ismert flggvénnyel prébaljuk leirni)

3. Ha van kapcsolat a mennyiségi jellemzok kozott, akkor a regresszios fliggvény
tipusanak megallapitasa, majd a regresszios egyutthatok (paraméterek) meghatarozasa.
Ertelmezésiik.

4. A kapcsolat szorossaganak meghatarozasa. (korrelacioszamitas)

5. A regresszios fiiggvény illeszkedésének ellendrzése. Az illeszkedés josaganak
meghatarozasa.

Fontos megjegyezni, hogy a korrelacids és regresszids szamitas a kapcsolatot jellemzi, de
semmit nem mond az oksagi viszonyrol. Tehat két, vagy tobb valtozd kozotti sztochasztikus
kapcsolat megallapitasabdl nem kovetkezik, hogy a valtozok oksagi 6sszefiiggésben vannak,
azaz, hogy egyik tényezd valtozasa oka a masik tényez6 valtozasanak. Az oksagi kapcsolatot
csak alapos szakmai és statisztikai vizsgalattal lehet megallapitani.

3.1 Regresszid

A regresszidszamitas soran hasznalt fobb fliggvénytipusok:

9 =a+bx linearis

9: a-b* exponencialis
y=a-x" hatvany
§/:a+§ hiperbolikus
9 =a+bx +cx? masodfok

ahol a, b, ¢ a regresszios egyutthatok.



A pontdiagram alapjan megbecsiilhetd a regresszios fliggvény tipusa. Kovetkezd 1€pésként a
végtelen sok ilyen tipust (de kiillonbdzo regresszios egyiitthatoji) fiiggvény kozil a legjobban
illeszkedé6 a legkisebb négyzetek elve alapjan valaszthatd Ki.

A legkisebb négyzetek elve: Az a fuggvény lesz legjobban illeszkedé (az adott tipustak
kozal), amelyikre teljesul, hogy a mért és szamitott eredményvaltozo-értékek killonbségeinek
négyzetdsszege minimalis.

n A
(Z(yi —y.)? = min.E;Cyj 9ijeloli a szamitott, y; a mért eredményvaltozo-értékeket)
i=1
A regresszibanalizis soran feltételezzilk, hogy:
- yiaz xi-k minden értékénél normalis eloszlasu, vagyis az y;— §; hogy a mért és
szamitott eredményvaltozé-értékek kilonbségei (azaz a mérési hibak) N(0,s2)
normalis eloszlasuak;

- a kulénbdzd i meérési pontokban elkdvetett mérési hibdk egymastdl
fliggetlenek.

A kiilonbozé fliggvénytipusoknal kiillonbozOképp szamithatjuk ki a legjobban illeszkedd
fliggvény regresszids egylitthatoit. Bizonyitas nélkiil alljon itt a legegyszeriibb, a linearis
fuggvény (3A/ =a + bx) regresszios egyutthatdinak (a,b) kiszdmitasi modja:

S (% %) (¥, - )
b =12 : a=y-b-X

> -’

A regresszios fiiggvény illeszkedésének josaga a relativ hibaval mérhet6. Ha a relativ hiba
10%o alatti, akkor a regresszids fliggvényt a vizsgalt jelenség matematikai modelljének
szokték tekinteni. A relativ hiba:

i(Yi - §Ii)2

i=1

S i
V,, =—-100%, ahol s, a rezidualis szoras:s, =

, , N pedig a minta elemszama.
y

3.1.1 A logisztikus regresszio

Amikor a célvaltozd binaris, azaz 2 lehetséges értéke van (pl. siker: 1, kudarc: 0), akkor a
linedris regresszid alkalmazhatatlan, mert folytonos, — o és + oo kdzott ertelmezett magyarazo
valtozok esetén a célvaltozo becsult ertéke nem feltétlenil fog 0 és 1 kdzé esni.

Az ilyen modellezésekhez hasznalhatd a logisztikus regresszid [14]. A logisztikus regresszio
két, egymast kolcsondsen kizaré kategoria (siker: D = 1, kudarc: D = 0) bekdvetkezési
esélyeinek az egymashoz val6 aranyat, vagyis az 0.n. odds mértékét modellezi a magyarazé
valtozok értékeinek ismeretében. Legyen a siker bekdvetkezésének feltételes valdszinlisége Py
= P(D=1Jx). (A siker bekdvetkezésének feltételes valoszinlisége azt jelenti, amikor a siker
bekovetkezésének a valdszinliségére vagyunk kivancsiak, de ismeretes szamunkra, hogy a
magyarazo valtozok értéke x.) igy a kudarc valésziniisége 1- Py.

Ekkor a sikernek a kudarchoz viszonyitott esélye:



Odde = le(l'Px)

Ez a transzformaci6 a [0, 1] intervallumba es6 Py-et az oddsc-en keresztul a
(= o, + o) intervallumba képezi le. A logisztikus regresszio feltételezése szerint az odds
logaritmusa a magyaraz6 valtozok linearis fliggvénye. Igy mar hasznélhato lesz a lineéris
regresszio.

In(oddsy) = got BaXit...+ BnXn,
ahonnan
OddSX= e gO+ le1+...+ ann —e Bx+ 80

A siker és a kudarc valdszintisége ezutan a kétféle odds aranya:

|:)X = PX/((l'Px)+Px) = OddSX/(1+OddSX)
1-Py = 1/(1+oddsy)

Px egy kvantitativ mérdszama lehet annak, hogy egy tigylet varhatoan mennyire sikeres. Ha Py
nagy, akkor varhatoan sikeres tigylet lesz, ellenkezd esetben pedig kudarc.

A logisztikus regresszios modell elényei [15]:

- A logisztikus regresszié nem kdveteli meg, hogy a fiiggetlen valtozok normalis eloszlasuak
legyenek.

- A Py 0 és 1 kozotti értéket vehet fel, igy gyakorlatilag azonnal valoszinlis€égi mutatova
alakithato.

3.1.2 SzAmitogépes algoritmusokkal tAmogatott tobbvaltozds reqresszid

A tobbvaltozos linearis regresszié hasznalatakor a szamitogépes programok automatikus
segitseget nyujtanak annak megéllapitasara, hogy mely fliggetlen valtozok keriljenek be a
regresszios elemzesbe. A harom legfontosabb ilyen algoritmus a forward, a backward,
illetve a stepwise modszer.

Forward modszer

- Avaltozdk egyesével 1épnek be.

- Elsoként belépd valtozo: az, amelyik a legerdsebben korreldl a fliggd
valtozoval.

- Majd egyesével megvizsgalja a kimaradt valtozokat, €s azt veszi be el0szor a
modellbe, amelyik a legjobban noveli a modell magyarazoéerejét. (Ennek
mérészama a determinaciés egyUtthatd, ami a korrelaciés egyltthatd
négyzetével egyezik meg (képletét lasd a 3.2 (Korrelacio) alfejezetben). A 0 és
1 kozé esO determinacids egyiitthatd értéke megmutatja a fliggd valtozo
fliggetlen valtozok altali bejésolhatosaganak milyenségét. Ha a determinacids
egyltthatd 1-hez kozeli, akkor a modellben levé valtozok jol magyarazzak a
fliggd valtozot.)

- Az algoritmus addig léptet be Ujabb valtozdkat, mig azok szignifikdnsan
ndvelik a modell magyarazo erejét.



Backwards modszer

- Kezdetben minden fiiggetlen valtozé benne van a modellben.

- Egyesével megvizsgalja a bent levo valtozokat, és azt Iépteti ki eldszor a
modellbdl, amelyik a legkevésbé csokkenti a modell magyarazoerejét

- Az algoritmus addig Iéptet ki 0jabb valtozdkat, mig a még bent levd valtozok
kiléptetése mar szignifikansan csdkkentené a modell magyarazo erejét.

Stepwise mabdszer

- Kiindulé allapot: a forward mddszerhez hasonld

- Elsoként belépd valtozo: az, amelyik a legerdsebben korreldl a fliggd
valtozoval.

- Azonban egyetlen véaltozénak sincs bérelt helye: ha egy ujonnan belépett
valtozd miatt egy, a mar modellben levé masik valtozé kiléptetése esetén nem
csokkenne szignifikansan a modell magyaradzoereje, akkor az algoritmus ki is
dobja ezt a valtozét.

A modszerek kritikaja:

Ha a magyardz6 valtozok nem fliggetlenck egymastol, hanem er6sen korrelaltak
(multikollinearitas), akkor az egyes magyarazé valtozok hatasat a fliggd valtozora nem lehet
szétvélasztani, ezek atvehetik egymas szerepét a regresszids egyenletben. A valtozo-szelekcid
itt bemutatott modszereinek az a célja, hogy elkeriljiik a multikollinearitast, azaz a valtozok
szamat csokkentse ugy, hogy a bent maradt magyarazé valtozok kozott ne legyen erds
korrelacio, mert ezek a fiiggetlen valtozok kozolnek 1j, az el6z6ekbdl le nem vezethetd
informaciokat a fuggdé valtozordl. A forward, backward, illetve stepwise modszerek
vegrehajtasa soran azonban fontos, hogy pontosan ismerjik az egyes magyarazd valtozok
hatasat a fliggd valtozora, de épp a multikollinearitds miatt ezzel van a probléma, az egyes
valtozok hatasat nem lehet szétvalasztani.

A masik érv ezen automatikus algoritmusok ellen, hogy csupan a statisztikai paraméterek
alapjan ejti ki, illetve vonja be a valtozdkat, mely a valos tartalom rovasara mehet. Ezért
mindig nagy elévigyazatossaggal kell kezelni az eredmenyeket. Erre egy analdg példat hoz
Jeremy Miles és Mark Shevlin kényve, az Applying regression & correlation: a guide for
students and researchers. Tegylk fel, hogy utazasra készllink. Mi torténne, ha stepwise
algoritmussal pakolnank be a bordndiinkbe a sziikséges ruhadarabokat? Az eljaras elészor
kivalasztja koziilik a legfontosabbat, ami példaul a nadragunk. Kovetkezd [épésként
megvizsgalja, hogy ha mar a nadrag bent van a béréndben, akkor ezt alapul véve, melyik lesz
a kovetkez6 legfontosabb ruhadarabunk. Ekkor a stepwise algoritmus példaul az alsénadragot
mar kevésbé fogja sziikségesnek taldlni, mivel egy fajta nadrag mar ugyis van a bérondben.
Az eljaras az alsonadragot nem veszi be a legfontosabb ruhadarabjaink kdzé, igy az otthon
marad.

3.1.1 A véltozdk informacids értéke (IV-information value)

A valtozoszelekcio alapjaul szolgélhat a valtozd informacios értékének a kiszamitasa is, ahol
az informéacios érték megmutatja, hogy ha csak az adott a valtozd lenne a modellben,
mennyire tudna elérejelezni a célvaltozod értekét.
Ha a célvaltozd binaris, azaz két kimenete (jok — rosszak) van, akkor egy csoportositott
magyarazd valtozo (C) informacios értéke a kovetkezOképp szamithato ki:

IV(C) = (%Joki - %Rosszak;)*WOoE;,



ahol i jeloli a C valtoz6 osztalyait, WOE; pedig az egyes osztalyokra kiszamitott
bizonyitéksulyt (weight of evidence): WoE; = Ln(%Jok / %Rosszak)

Példa:

Gyermekek % JOk (nincs fizetési | % Rosszak (fizetési | WoE v
szama hatraléka) hatraléka van)

nincs adat 5% 6% -0,182 0,002
0 5% 2% 0,916 0,027
1 20% 15% 0,288 0,014
2 30% 25% 0,182 0,009
3 24% 27% -0,118 0,004
4+ 16% 25% -0,446 0,040
Osszesen 100% 100% 0,097

3.tablazat Numerikus példa az 1V kiszamitasara

A példaban az informacids érték 0,097.
Empirikus szabaly, hogy ha az informacios érték kisebb, mint 0,02, akkor a valtoz6 elbrejelz
képessége rossz; 0,02 és 0,1 kozott gyenge; 0,1 és 0,3 kozott kdzepes; 0,3 felett pedig erds.

A WOoE-hez hasonléan egy masik mennyiség, a — szélesebb kdrben hasznalt — lift érték is az
egyes osztalyok elérejelzé képességét méri a célvaltozora vonatkoztatva. A lift megmutatja,
hogy egy adott valtozé egyes osztalyaiban hanyszor nagyobb a célesemény bekovetkezésének
arénya, mint a teljes mintaban.

Vegylnk egy példat: Tegyuk fel, hogy egy bank 1.000.000 lgyfele koziil 100.000 rossz adds
van. Vagyis a rossz addsok aranya a megfigyelt populédciéban 0,1. Csoportositsuk az
ugyfeleket asszerint, hogy ki hol él (1-es Bp., 2-es megyeszékhely, 3-as egyéb varos, 4-es
egyéb telepiilés), és tegyiik fel, hogy a kovetkez6 eloszlast kapjuk:

Rossz adosok szama a JO adosok szama a

Ugyfelek " . .
Hol . csoportban (az 6sszes csoportban (az 6sszes jo .
) szama a Y L o 1 A Lift | WoE
lakik? csoportban | T052 ados hany szazaléka | ados hany szazaléka esik
P esik az adott csoportba) az adott csoportba)
1 500.000 20.000 (20%) 480.000 (53,3%) 0,4 |-0,98
2 250.000 10.000 (10%) 240.000 (26,7%) 0,4 |-0,98
3 125.000 30.000 (30%) 95.000 (10,6%) 2,4 | 1,04
4 125.000 40.000 (40%) 85.000 (9,4%) 3,2 1,448

Az 1. csoportba az ugyfelek fele kertlt. Ha a rossz addsok aranya itt is a populacidban
megfigyelt lenne, akkor ebbe a csoportba 500.000*0,1=50.000 rossz adds keriilt volna. A
valdsagban ennél kevesebb, csak 20.000 rossz adds van a budapestiek kozott. gy ennek a
csoportnak a liftje 20.000/50.000=0,4.

Mivel a rossz addsokra vagyunk kivancsiak (a lift értékeket is erre szamoltuk ki), a célvaltozo
akkor pozitiv, ha egy Ugyfél rossz ados, igy itt a WoE = Ln(%Rossz addsok / %J6 addsok).

A lift és a WoE kozotti kapcsolatot képlettel is megfogalmazhatjuk:

T
WoE = log B

1

Tiee ¥ , (@)




azaz:

1

lift = —
(L-pYePRep (2)

ahol p = (azon objektumok szama, melyekre a célvaltozé értéke pozitiv) / (6sszes objektum

Szdma)

A példanal maradva p a rossz adosok aranya a mintaban. (0 < p<1)

Megjegyzések:
1. Alift és a WoE egymas szigortan monoton fliggvényei, azaz ha egy osztaly lift értéke
nagyobb egy masik osztaly lift értékénél, akkor ugyanez igaz lesz a WoE ertékekre is.
A 13. &brén lathatd gorbe a lift értékeket abrézolja a WoE fliggvenyében. (itt p = 0,1)

1o -

n 1 PR T 1L a.—r'-lu PR AT P | PET n

T R—— -5 3 ETET
13.4bra Lift értékek a WoE értékek fliggvényében

2. A kiilonb6z6 populécidkban mért lift, illetve WoE értékek nem gsszehasonlithatoak,
mert a kiilonb6zd populdcidkban vagy modellekben a p ardny kiilonb6zd lehet!
3. Az (1) matematikai kifejezés csak akkor valos, ha

TiE
2 =0

, €S

lift

lift #0.

Ezek a kikdtések pontosan akkor teljestlnek, ha p # 1, illetve ha lift # 0.

A lift = 0 akkor kovetkezik be, ha valamelyik osztadlyban nincs olyan
objektum, melyre a célvaltozd értéke 1. (Csak jo addsok kerultek az adott
osztalyba!)

A p = 1 esetben a célvaltozd értéke biztosan 1 (mindenki rossz adés). llyenkor
a lift értékek 1-ek, a WoE-k pedig nem értelmezettek. Ekkor (1)-ben nem csak
a szamlalo, hanem a nevezd is 0, igy az osztds nem értelmezhetd.

Minden mas esetben a szamlalo és a nevezd is pozitiv. (A lift felsé korlatja
pontosan az 1/p. Tetsz6legesen kozel keriilhet hozz4, de mindig igaz, hogy

lift < 1/p, azaz p < 1/lift.)

4. Felhasznélva, hogy

) k] n
il X

log(l+x) = X- —+ —+.+[-1] — 4+

23 n " halxi<d,

a WOE eértékre kapjuk:

WoE

= log{l-p)+log{lift)+p+lifts+(

(p+lift)® i(p+lifty? ip+ lifty™
+ +..+ + .

3 n 4

Az el6z6 pontban irtak alapjan p*lift < 1, ha p < 1, igy ekkor



WMoE = logil-p)+log(lift)+p=lift,

3.2 Korrelacio

Két valoszinliségi valtozo korrelacioja annak mértéke, hogy az egyik valtozo megvaltozasa
mennyire mutat 0sszefliggést a masik valtoz6 megvaltozésaval. Fontos hangsulyozni, hogy a
korrelacié lineédris kapcsolatot mér. A korrelacidos egylitthatd (r) a kovetkezd modon
szamithato ki:

n

> (% =% (¥, - V) 3 (%) -n-X-y

—= - méasképp: =~ PP
\/Z(Xi_)_()z'Z(yi_y)z Y
i=1 i=1

A Kkorrelacios egyuitthatd értékére mindig igaz, hogy -1 < r < 1. A kapcsolat szorossdgéra
vonatkoz6 szokasos szobeli értékelés:

r =

Ha: |r| <0,25 nincs, vagy nagyon gyenge a kapcsolat
0,25<|r<05 gyenge,
05<|r|<0,75 kozepes,
0,75<|r|<1 erds,

|r| =1 fliggvényszerii, azaz ax+b a kapcsolat.

Az r el6jele a kapcsolat iranyara utal. Ha az egyik valtoz6 megvéaltozdsa a masik valtozo
azonos irdnyu megvaltozéasaval fugg 0ssze, akkor koztlik pozitiv korrelacidé van, ekkor r
pozitiv, és negativ a korrelacid, ha a megvaltozasok ellentétes iranydak, ekkor r negativ. Ha
a ket valtozé fliggetlen egymastol, azaz az egyik megvaltoztatadsaval a masik valtozo értéke
nem valtozik, akkor r=0.

Az objektumok csoportositasanal (lasd 4. fejezet) a fuggetlen valtozdkat, valtozocsoportokat
keressiik, mert ezek kozolnek uj, az el6zéekbdl le nem vezethetd informacidkat az
objektumokrdl, mig a regresszioszamitasnal épp a célvaltozoval osszefiiggd valtozokra van
sziikség, mert ezek képesek eldrejelezni a célvaltozo értékét.

3.3 Fékomponens analizis

A fékomponens analizis (PCA) a tobbvaltozos statisztikai eljarasok egyik eszkdze. Tébb
valtoz6 esetén érdemes felderiteni, hogy melyek azok a valtozok, amelyek a leginkabb
meghatarozzak a vizsgalt tulajdonsag (a célvaltozd) ertékét. Ezek lesznek a fontos valtozoink.
A nem fontos valtozokat elhagyva csokkenthetd a dimenzioszam, kényelmesebbé ¢és
letisztultabba valhat a tovabbi elemzés, s ezen valtozok elhagyasaval veszitjik a legkevesebb
informaciot.

A cél formalisan: adott k valtoz6 (Xi, Xa, ..., Xk), és keressik ezeknek olyan Z;, Z,, ...,
Zy kombinacioit (fékomponensek), amelyek nem korreldltak. A korreldlatlansag azért jo
tulajdonsag, mert azt jelenti, hogy az 0j valtozok az adatok kiilonb6zé “dimenzioit” mérik.



Amikor fékomponens-analizist végziink, abban bizunk, hogy a legtobb fokomponens szoérdsa
olyan kicsi, hogy elhanyagolhatéak. Ekkor az adatokban meglévd valtozatossdg néhany
fékomponenssel jol leirhato.

A fékomponens-analizissel azonban nem mindig lehetséges a nagyszamu valtozdkat
kisebb szamu valtozokka alakitani. S6t, ha az eredeti valtozok nem korreldlnak egymaéssal,
akkor egyaltalan nem lehet a valtozok szaméat csokkenteni. A legjobb eredmény akkor
kaphato, ha az eredeti valtozok erésen korrelalnak egymassal - akar pozitiv, akar negativ a
korrelacio. Ebben az esetben konnyen elképzelhetd, hogy 20-30 eredeti valtozot adekvatan
reprezentalhat 2-3 fékomponens. Ha pedig ez teljesiil, akkor a fontosabb fékomponensek
(melyek varianciaja elég nagy) lesznek csupan érdekesek, elég ezekkel tovabb dolgozni.

Fontos hangsulyozni, hogy a f6komponensek dimenzidtlan szamok, emiatt fizikai
jelentéstik sem nyilvanvald. Egyes esetekben hipotézis allithato fel arra vonatkozoan, hogy az
elsd (a legnagyobb szérasu) fOkomponens az adatok hatterében meghuzodo, valamilyen
fizikailag is azonosithato k6z0s ok-valtozo. Maskor meg kell elégedni a fékomponens-analizis
elényeivel anélkiil, hogy azonositani tudnank a hattérben hatd okozati 6sszefliggéseket.

Egy tobbvaltozos adathalmaz elemzése sordn a valos adatok legtobbszor kiilonbdzo
klaszterekben, klaszterenként kiilonbozéen helyezkednek el. A ,hagyomanyos” elemzési
modszerek két fazisuak:

1. el6észor az adattér pontjain klaszterezést végeznek,

2. utana fOkomponens analizissel meghatarozzdk az egyes klaszterekhez tartozo

fokomponenseket

4. Az objektumok megismerése

4.1 El6rendezés: osztalyba sorolas

A mérési adatok a vizsgalat sordn nem valamilyen szempont szerinti rendezettségben
kovetik egymast. Az adatok megismerése folyaman azonban ahhoz, hogy a viszonylag
nagyszamu adatot at tudjuk tekinteni, érdemes 6ket csoportositani.

A legegyszerlibb esetben, amikor adataink egy dimenzidsak, azaz a szdmegyenesen
helyezkednek el, adataink értékkészletét résztartomanyokra osztjuk, majd megszamoljuk,
hogy egy ilyen részbe (osztalyba, vagy csoportba) hany adat esik. Ezt a szdmot hivjuk az
osztalyhoz tartozo gyakorisagnak. Az osztalyok, a hozzajuk tartozo gyakorisagokkal egyiitt
alkotjak a minta gyakorisagi eloszlasat.

Nagyon nem mindegy azonban, hogy hogyan jeldljiik ki az osztalyhatdrokat. Kiilonb6z6
csoportositasokkal 1étrehozott grafikonok alapjan egészen kiilonb6zo, extrém esetekben
ellentétes jelentésti allitasokat is igazolni lehet. Erre egy tanulsagos példa taladlhatd Magyar
Zsolt: Valoszinliségszamitas as statisztika cimi konyvében.

Az adatok grafikus megjelenitésekor az adatsor dbrdzolojanak nagy lehetosége van
manipulativ mddszerek kivalasztasara: pusztan a megjelenités soran sugallni tud valamit az
adatsorrol. Szoktak mondani: statisztikai adatokkal minden be lehet bizonyitani, és az

ellenkezojét is. Nézziink erre néhany példat!



1. pelda: A politika és az életkor

Egy vidéki varosban tartott politikai rendezvényre 140 ember ment el. A résztvevék
életkorat nagysag szerint kozzétették (a jobb kovethetoség érdekében dsszesitve kozoljiik, hogy
az egyes életkoru emberekbol hany volt jelen a rendezvényen, a zardjel elotti szam az életkor,
a zarojelben all6 szam a létszam):

15 (2), 16 (3), 17 (4), 18 (5), 19 (6), 20 (6), 21 (5), 22 (4), 23 (3), 24 (2), 25 (3), 26 (3), 27
(2), 28 (1), 29 (0), 30 (1), 31 (0), 32 (1), 33 (1), 34 (0), 35 (1), 36 (0), 37 (1), 38 (2), 39 (4), 40
(4), 41 (5), 42 (10), 43 (5), 44 (6), 45 (5), 46 (6), 47 (3), 48 (4), 49 (4), 50 (3), 51 (0), 52 (4),
53 (2), 54 (3), 55 (0), 56 (2), 57 (1), 58 (2), 59 (1), 60 (2), 61 (1), 62 (0), 63 (0), 64 (1), 65 (1),
66 (0), 67 (2), 68 (2), 69 (1)

Az elsd statisztikus azt az eredményt kapta, hogy a fiatalokat kevésbé érdekli a politika, és
az idoseket a legjobban. Az osztalyokba sorolas alapjan elkészitette az életkor szerinti

részvételi létszdm oszlopdiagramjat:

Oszlopdiagram osztalyokkal

60
50 ~

40 +
30

Darabszam

20 ~

10 ~

15-19 20-29 30-44 45-69
Eletkor

A masodik statisztikus fejét csovalva azt mondta: Nem jo, hiszen az osztalyok nem
egyforma életkori létszamroél szolnak. Tehat figyelembe kell venniink, hogy egy osztaly hany
évet olel fel, és ezzel el kell osztanunk az adatokat. Igy az elsé osztdly létszamat 5-tel, a
masodikét 10-zel, a harmadikét 15-tel, a negyedikét 25-tel osztjuk. A kapott értékeket

abrazoljuk oszlopdiagramon:



Oszlopdiagram osztalyokkal

2,5
2 4
1,5 A
1 4
0,5 -
0 -

15-19 20-29 30-44 45-69
Bletkor

Darabszam/oszt. szél.

Ebbdl éppen az jott ki, hogy a fiatalokat érdekli a legjobban a politika, és az idéseket
legkevéshé.

A harmadik statisztikus azt mondta: Egyiknek sincs igaza, hiszen a grafikonokbol szarmazé
kétféle, egymasnak ellentmondd eredmény azt mutatja, hogy rossz az osztalybasorolas. Olyan
osztalyokat kell keresni, ahol mindkét féle grafikonbd6l ugyanazt az eredményt kapjuk.
Mutatott is egy példat:

Oszlopdiagram osztalyokkal Oszlopdiagram osztalyokkal
. 45 90 -
@ 4 80 1
N
N 35 - 70 A
o i £ |
N3 5 60
2 2,5 A E 50 -
£ , ,
g 2 g 40
2 1,5 A 30 -
[ 1 A 20 A
« 4 i
8 05 10
0 0
15-24 25-39 40-69 15-24 25-39 40-69
Eletkor Eletkor

Azt ugyan nem lehet eldonteni a grafikonok alapjan, hogy melyik korosztalyt érdekli
legjobban a politika, de az biztos, hogy a kdzépkordakat a legkevésbé, hiszen mindkét

grafikon ezt alatdmasztja.



A negyedik statisztikus azt mondta: Ne 6nalléan nézziik az adatokat, hanem probaljuk meg

a varos lakossagahoz viszonyitani. El is kérte a nyilvantartasbol a lakossagi létszamokat, és a

kovetkezoket kapta (az elsé esetben figyelembe vett osztalybasoroldssal dolgozott):

Eletkor 15-19 20-29 30-44 45-69
Lakosok Gsszes szama 359 518 735 894
Rendezvényen részt vett 20 29 41 50
Lakosok szamahoz viszonyitott %-os arany 5,57% 5,6% 5,58% 5,59%

Ebbol viszont latszik, hogy érdeklodésben nincs jelentos kiilonbség a korosztalyok kozott.

Megjegyzéskent hozzafiizziik a feladathoz, hogy az adatok osztalybasorolas nélkiil is

dbrdzolhatoak, érdemes elgondolkodni, hogy ebbdl milyen kivetkeztetés vonhato le:

Oszlopdiagram egyedi adatokkal

12
10

Darabszam

n o w o
- N N o™

n O 1w O W
[So RN A N [ A Te]

Eletkor

60
65

4.2 Klaszterezés [7]

Altalanos esetben is igaz, hogy Ugy szeretnénk az adatok csoportositasat elvégezni, hogy
hasonlé elemek ugyanazon, mig eltérd elemek kiilon csoportba keriiljenek. Klaszterezéskor,
azaz az elemek csoportokba soroldsakor meg kell adni, hogy miként definialjuk az elemek
hasonlosagat, eés mi alapjan csoportositsunk.

A Klaszterezés az adatbanyaszat legrégebbi és leggyakrabban alkalmazott része. Az egyik
legdinamikusabban fejlédé teriilet, amikor vallalati tigyfeleket, vasarlokat csoportositanak
kiilonb6z6 jellemzoéik alapjan. A vaéllalati menedzsment végiil ezen felderitett kozos
tulajdonséagaik szerint fogja kezelni az egyes csoportokat. Gyakran nem is az a kérdés, hogy
az egyes elemeket melyik csoportba soroljuk, hanem az egyes csoportok kozos
tulajdonséagainak a meghatérozasa.

Az elemek automatikus csoportositasara altaldban azért van sziikség, mert az elemek tdl
nagy szama miatt a kézi kategorizalas tal nagy koltséget jelentene. Az eljards soran azonban
egy veszteséges adattomoritést végziink, ez az ara annak, hogy a teljes adatbazist egy
atlathatébb adatcsoport adatbazissa alakitsuk.




Jonéhany klaszterezd algoritmus létezik. Ezen matematikai algoritmusok alapja, hogy az
elemek kiilonbozoségének megallapitasara egy fiiggvényt, egy tavolsag metrikat definial,
majd miutdn értelmezhetévé valik két elem ,tavolsaga”, az algoritmus megkeresi az
egymashoz ,,kdzeli” elemeket.

Erdemes meggondolni, hogy mennyire valosagszerii az elemek kiilonbozéségét pusztan
egy tavolsag szerint meghatarozni. Ekkor az egy csoportba keriil6, azaz a hasonlod elemek
tavolsaga a sajat csoportbeli elemeitdl kisebb lesz, mint a mas csoportban talalhatd elemektdl
vald tavolsaga. Nem biztos azonban, hogy mindig ez a természetes csoportositas. Vegyuk
példaul az alabbi sikban elhelyezkedd pontokat:

Réanézésre két csoport kiillonboztetheté meg, az also, illetve a felsd pontsor. Még akkor is,
ha tudjuk, hogy az alsé pontsor bal oldali sz¢&ls6 pontja messzebb van az alsé pontsor jobb
oldali sz¢éls6 pontjatol, mint a felsd pontsor bal oldali sz¢&lsé pontjatdl, igy valdszinlileg egy
klaszterez6 algoritmus nem a fels6 és az alsoé pontsor szerint osztana ketté a ponthalmazt.

Mivel az eredmények 6sszehasonlitdsara nincs objektiv mérték, nem létezik idedlis
Klaszterez6 algoritmus. Az egyes alkalmazasok jellegétdl fiigg, hogy melyik algoritmust
érdemes valasztani.

4.3 A klaszterezd algoritmusok [7]

A klaszterezd algoritmusoknak 5 {6 tipusa:

Particios mddszerek: A particids mddszerek a pontokat k diszjunkt csoportra osztjak
Ggy, hogy minden csoportba legaldbb egy elem keriiljon. Egy kezdeti felosztds utan
megvizsgaljuk a kapott particidkat, majd ebbdl kiindulva tjra osztjuk dket, igy javitva mindig
a felosztas josagan. A josag megallapitasara az egyes algoritmusok eltéré célfiiggvényeket
hasznalnak. A folyamat akkor ér véget, mikor az algoritmus Ujra futtatva elemek mar nem
»-mozognak” a particiok kdzott.

Hierarchikus modszerek: A hierarchikus modszerek a klaszterekbdl egy hierarchikus
adatszerkezetet (fat) épitenek fel.

Spektral modszerek: A csoportok meghatarozasahoz az adathalmazt reprezentalé matrix
sajatértékeit, illetve sajatvektorait hasznalja fel.

Siiriiség alapu modszerek: a legtobb klaszterezé csak elliptikus alaka klasztereket tud
kialakitani. A stirliség alapu modszerek ennek a hibanak a kikiiszobolésére szilettek meg. az
alapvet6 otlet az, hogy egy klasztert addig novesztenek, amig a slirtiség a ,,szomszédsagban”
meghalad egy bizonyos korlatot. A siiriség alapi modszereket a klaszterezés mellett a
kivilallo elemek felderitésére is alkalmazzak.

Racs alapu modszerek: A racs alapu modszerek az elemeket racspontokba képezik le, és
a késobbiekben mar csak ezekkel a racspontokkal dolgoznak. Ezeknek az algoritmusoknak a
gyorsasag a 6 elonytik.

Ebben a fejezetben a particionalo és a hierarchikus modszereket targyaljuk bévebben.

4.3.1 Particiés modszerek

A particional¢ algoritmusokban k6zds, hogy a csoportok szama (k) elére adott.

Az egyik legegyszeriibb és legrégebbi klaszterez6 algoritmus a k-kdzép (k-means)
algoritmus. Ennek 1ényege, hogy ha adott n kiillonbdz6 megfigyelésiink (X3, Xa,...,Xp), ahol



minden megfigyelés egy d dimenzids valos vektor, akkor ezeket hogyan rakhatjuk k db
csoportba (k<n) ugy, hogy az elemeknek a megfeleld csoportkdzéptdl (sulyponttol) vett
négyzetes hibadsszegei minimalisak legyenek. Ez az algoritmus tehat csak olyan elemek
csoportositasara hasznalhato, amelyek vektortérben vannak megadva, hiszen értelmezni kell a
csoportok kozéppontjat. Nominalis skalan mért valtozoknal ez az algoritmus nem
alkalmazhato.

Az algoritmus Iépései a kovetkezdek (MacQueen, 1967):

o Kivalasztja a klaszterek szamat (k).

e Véletlenszerlien 1étrehoz k szdmu klasztert, és meghatarozza minden klaszter kdzepét,
vagy azonnal 1étrehoz k véletlenszer klaszter kozéppontot.

« Minden egyes pontot abba a klaszterbe sorol, amelynek kézéppontjahoz a legktzelebb
helyezkedik el.

o Kiszamolja az 0] klaszter kbzéppontokat.

e Addig ismétli az el6z6 két 1épést (iteral), amig valamilyen konvergencia kritérium
nem teljesil (altalaban az, hogy a besorolas nem valtozik).
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Iagzter-kézéppornt Klaszterbe keril, amelynek kizzamitasa. ismeétlése, amig az eljiras nem
kézéppontjahoz a legkézelebh konvergal
helyezkedik el

13. abra A k-k0zép algoritmus [2]
Az algoritmus altalaban elég gyors, de nem biztos, hogy a megoldas a globalis
optimumhoz fog konvergalni. A kiindul6 k db klaszter kijelolésétdl fiigg, hogy az algoritmus
a globalis optimumhoz, vagy esetleg lokalis optimumhoz fog vezetni.

4.3.2 Hierarchikus médszerek [2,7]

A hierarchikus klaszterezd eljardsokban az adatokat hierarchikus adatszerkezetbe (faba,
dendogram) rendezziik. Az adatpontok a fa leveleiben helyezkednek el. A fa minden bels6
pontja egy Klaszternek felel meg, és ezek a klaszterek azokat a pontokat tartalmazzak,
amelyek a faban alatta talalhatok.

Két alapvetd hierarchikus eljaras létezik: az egyik a felhalmozd, a mésik a lebonto.

A felhalmozo eljarasban kezdetben minden adatelem egy klaszter, majd a legkozelebbi
klasztereket egyesiti az algoritmus, és a hierarchidban egy szinttel feljebb U] klasztert alakit ki.

A lebontd eljarasban kezdetben egyetlen klaszter létezik, amelybe minden adatpont
beletartozik, majd ezt tovabb osztjuk. Az Ujabb klaszterek az el6z6 finomitasai lesznek.

Az eljardsok akkor 4llnak meg, amikor vagy elérmek egy eldre megallapitott
klaszterszamot, vagy a klaszterek kozotti tavolsag egy elére megallapitott mértéknél kisebbé
valik.



Egy ilyen hierarchikus mddszer a dontési fat felépité rekurziv algoritmus. Ezt a modszert
akkor érdemes hasznalni, ha a megfigyelt objektumok (pl. tgyfelek) tébb dimenzidsak, azaz
tobb kortilmeny (pl. nettd kereset, felvett hitel nagységa,..) is befolysolja a megfigyelt
valosagot. (pl. mely lgyfelek tudjak rendesen fizetni a hiteleik torlesztrészletét; ez lesz a
célvaltozonk).

Ehhez a példahoz tartozhat az alabbi dontési fa:

havi netto atlagkereset

havi < 80.000Ft havi > 80.000Ft
@ Mennyi hitelt vett fel?
< 1.000.000Ft > 1.000.000Ft

= Q=

14. dbra Egy egyszerti dontési fa

A dontési fa egy kifejezetten szamitdgéepes alkalmazasra kifejlesztett osztalyozo eljaras,
amelynek végeredménye egy binaris jellegii osztalyozo fa struktira. A fat a gyokerétdl kezdve
épiti fel. Az egyes dontési pontokon a minta mindig kétfelé valik egy adott valtoz6 alapjan.
(pl. nominalis skalan mért valtozoknal a kategoériak szerint, mig intervallum skalan mért
valtozoknal meghatérozott értéknél valik szét a fa két aga) A fa épitése sordn minden lépésben
azt kell tehat megvalaszolni, melyik valtozénal, és annak mely értékénél torténjen a vagas.
Dontési fak felépitésére tobbféle algoritmus is létezik. Egy ilyen példaul az 1D3, melynek
alapotlete a kovetkezd: valasszuk ki a célvaltozot (alap esetben ez egy nomindlis vagy
ordinalis valtozo, amely meghatarozza, hogy milyen osztalyokba soroljuk az objektumokat).
Kovetkezo 1épés megkeresni azt a valtozot, amely a legjobban ,,meghatarozza” a célfiggvény
kimeneti értékét. Ez lesz a fa gyOkere, és ezen valtozo lehetséges értekei lesznek az agak. A fa
agéan haladva a kovetkezd szinten jra megkeressiik azt a valtozot, ami eldzetes ismereteink
alapjan (hogy hol vagyunk a faban) a legjobban ,, meghatarozza” a célfiggvény kimeneti
értékét, és igy tovabb.

Tehat meg Kell tudnunk hatdrozni egy valtozérdl annak informaciés elényét vagy
leirderejét a célvaltozora nézve. Az ID3 a leirderé alapjan rendezi sorba a valtozokat, és
ennek segitsegevel épiti fel a fat.

Ahhoz, hogy definialni tudjuk egy valtozo leirderejét, még sziikséges az entropia fogalméanak
a bevezetése. Az entropia egy rendszer rendezettségi fokat jellemzi, és a kovetkezdképp
szamolhatjuk ki:



Entrépia (5) = - 2 Pylogalpy,) .
v Rg
ahol S jeloli a példahalmazt, azaz a tanul6 adathalmazunkat, Rs az S halmaz véges
értekkészletét, pyi pedig a v; érték eléfordulasi valoszinliségét.

Az entrépia flggvény minimalis ertéke 0, amit akkor kapunk, ha minden objektum a
célvaltozo alapjan egy adott csoportba kerllt. Ekkor a bizonytalansagunk nulla. Az entrdpia
akkor a legnagyobb ha az 6sszes érték (csoport) eléfordulasi valosziniisége egyenld. Ekkor a
legnagyobb a bizonytalansagunk is, hiszen barmelyik csoportba ugyanakkora valdszinliséggel
kerulhet az objektum.

Az Entrépia(S) tehat az adott S halmaz ,,0sszevisszasagat” adja meg, és kivancsiak vagyunk
arra, hogy egy-egy valtozo szerinti rendezés mennyire csokkenti ezt az ertéket. Ezt mutatja
meg a leirderd:

s i bl
Lefrdard [5, 4] = Entrapia(y] — E — Entrapia(3,),

YERy |51

ahol Ra az A valtozo értékkészletét, S, pedig S azon részhalmazat jel6li, melyre az A valtozé
értéke éppen v.

Az ID3 algoritmusa tehét a leirder6 alapjan fogja eldénteni, hogy egy adott szinten melyik
valtozo hatarozza meg ,,legjobban” a célt, és ez alapjan fogja majd felépiteni a fat.

Ez a faépités azonban csak akkor miikddik, ha valtozoink nem folytonos skalan mértek.
Altalanosabb esetben azonban a magyarazo valtozoink lehetnek folytonos értékiiek, ekkor
ezeket helyettesitjik egy dinamikusan megalkotott binaris valtozoval.

Peldaul az A folytonos értéki valtozot egy Ay binaris valtozoval helyettesithetjik. Vegyik
példaként a kdvetkezo tablazattal leirhato esetet:

Ugyfél kora: 25 30 32 38 41 47
Tudta-e fizetni a hitele | Nem Nem Igen Igen Igen Nem
torlesztorészleteit.

Egy olyan c értéket kerestink, amely a legnagyobb leiréerdvel bir. A példak kimenetei
alapjan megnézzik, hogy hol vannak azok a hatarok, ahol atléplink egy masik csoportba. A
példaban ez a két hatar a 32+38/2=35, valamint a 41+47/2=44 lesz. Ezek utan az Ugyfél kora
helyett két Uj valtozonk lesz: az Ugyfél kora <5 és a Ugyfél kora >4. Ezeket az G binaris
valtozokat hasznaljuk, és megnézziik, melyiknek a legnagyobb a leiréereje.

Méas moddszerek is léteznek, amelyek tdbb binaris valtozot rendelnek egy folytonos
attribGtumhoz.

A dontési fa osztalyozo algoritmus tovabbfejlesztése a véletlen erdé modszer, melynek 6
gondolatmenete: toébb dontési fat keészitink a véletlen mintavételezéssel létrehozott tanuld
adatallomanyokra, majd megvizsgaljuk, hogy melyik dontési fa melyik osztalyba sorolja az
adott objektumot. Végiil abba az osztalyba kertil, amelyiket a legtébb dontési fa javasolt.

5. A statisztikai modellezés és a modellek dsszehasonlitdsa




Minden statisztikai modellezési feladat a statisztikai sokasdg és maga a feladat
megismerésével kezdédik. Ilyen feladat lehet példaul, ha egy banki adatalloméanyra alapozva
kell elérejelezni, hogy az egyes uj lakashitel igényldk varhatoan tudjak-e majd torleszteni a
részleteket. Kiilonbozd, mar bemutatott és egyéb statisztikai modszerekkel lehetdség nyilik a
bankoknal felhalmozodott (gyfél és viselkedési adatokbdl olyan hasznos és rejtett
Osszefiiggések felfedésére, amelyek felhaszndlhatéak a leendd iigyfelek hitelvisszafizetési
kockazatanak megbecslésére, és statisztikai modellek épitesére.

A modellezés soran azonban tobb lehetséges megoldast is kaphatunk az adott feladatra, attol
fliggden, hogy milyen valtozokat vesziink be a modellbe, illetve milyen statisztikai médszert
hasznalunk a modellépitésre. Cél ezek kdzil a leghatékonyabb modell kivalasztasa.

Ahhoz, hogy az eredmények ellendrizhetéek legyenek, a modellezés eldtt véletlenszeriien
particiondlni kell az adathalmazt egy tanuld (training) és egy ellenérzé (validation)
allomanyra. A felosztds nem kell, hogy fele-fele aranya legyen, az ellenérzé allomanyra
elegendo lehet az adatok 10%-a is, mert minél tobb adat keriil az ellen6rz6 allomanyba, annal
kevesebb marad magaban a tanul6 alloményban, amibdl a modellt épitjiik. A felosztas célja,
hogy a tanul6 allomanyon megfigyelt Osszefiiggéseket késébb tesztelni lehessen az ellendrzd
allomanyon. igy lehet a létrehozott modellt kalibralni. Ez azért fontos, mert eléfordulhat,
hogy a modell beallitadsa olyan jol ,,sikertl”, hogy bar a tanulé allomanyra tokéletes modellt
hoztunk létre, de az annak az allomanynak az egyedi sajatossagait tukrdzi, ami eltér a
sokasagétol. Azaz tal specidlis lett a modell, ezt nevezik thlillesztésnek. Az ellenérzé
allomannyal tehat a modell hatékonysagat tesztelhetjlik, hogy hogyan teljesit az Uj adatokon.
Ez alapjan lehet majd kivalasztani a felépitett modellek koziil a legjobbat.

5.1 Tévesztési matrix

Azoknal a feladatoknal, ahol cél az objektumok osztdlyba sorolasa, a modellek
Osszehasonlitdsira elkészithetd a tévesztési matrix, ami a valosdg és a modellezéssel
elorejelzett eredmények kapcsolatat mutatja be.

Aktudlis feltétel
A feltétel teljesul | A feltétel nem teljesil

A feltétel teljestl + | A feltetel nem teljesul
Pozitiv pozitiv teszt = TP + pozitiv teszt = FP
Teszt (True Positives) (False Positives)
eredmény A feltétel teljestl + | A feltétel nem teljesl
Negativ negativ teszt = FN + negativ teszt = TN
(False Negatives) (True Negatives)

15. abra Altalanos tévesztési matrix

Aktudlis helyzet

Példa: banki Ugyfelek hitelei varhat6an be

T Pozitiv (valoban . x
fognak-e délni bedslt) Negativ (nem délt be)
A teszt szerint pozitiv
(varhatoan beddl) ™ FP
Teszteredmény | A teszt szerint negativ
(varhatéan nem dol FN TN
be)

16. &bra Tévesztési matrix banki példan



Akiknél az aktudlis feltétel valdban teljesil: P = TP + FN, és azok szama, akiknel valéban
nem: N =TN + FP.

Tobbféle széles korben hasznalt mérdszam képezhetd ezek alapjan a besorolasi pontossagra:
TPR (True Positive Rate) vagy Sensitivity = TP/(TP+FN) = TP/P: a pozitivak helyesen
felismert aranya

TNR (True Negative Rate) vagy Specificity = TN/(FP+TN) = TN/N: a negativak helyesen
felismert aranya

FPR (False Positive Rate): FP/N

FNR (False Negative Rate): FN/P

YR: (TP+FP)/(P+N)

Accuracy = (TP+TN)/(TP+TN+FP+FN): a helyesen felismert adatok aranya

Precision = TP/(TP+FP): a pozitivként felismertek hanyad része volt val6ban pozitiv

A besorolésnal kétféle hibat kdvethetink el:

FP: els6faju hiba; FN: masodfajd hiba

Az adott feladattol fiigg, hogy mikor melyik hibat szeretnénk minimalizalni. Példaul egy
orvosi tesztnél fontos, hogy minden beteget ki tudjunk sziirni. Nagyobb hiba, ha egy betegrol
nem deriil ki, hogy kéros, mint ha egy egészségesnél is pozitivat jelez a teszt. igy az ilyen
feladatoknal a masodfaju hiba minimalizalasa a cél. Egy birdsagi eljaras soran viszont
sulyosabb véteknek tekinti a tarsadalom, ha egy artatlan ember kerll bortonbe, itt a bir6 az
els6faji hiba minimalizalasara fog térekedni. De el6fordulhatnak olyan esetek is, ahol pl.
min(FP+FN) a cél.

Koltség-elemzes:

Mar lattuk, kiilonboz6 feladatoknal eltéréen itélhetjiik meg az egyes hibak sulyat, illetve az
elsé és masodfaji hibak koltségei igen kiilonbozhetnek egy feladaton beliil is. Ahhoz, hogy az
egyes osztalyoz6 eljarasaink eredményei Osszehasonlithatdak legyenek, a hibas
osztalyozashoz hozzarendelhetjik az egyes hibak koltséget. Ezt tartalmazza a koltségmatrix.
Cél az 0sszes hibakoltség minimalizalasa.

Koltségmatrix Aktudlis helyzet
1-es osztaly 2-es osztaly 3-as osztaly
1-es osztaly 0 2 5
Teszt eredmény 2-es osztaly 4 0 1
3-as osztaly 2 3 0

Az 6sszes hibakoltség:

I n

E E EyCy,

=171 , ahol Ejjazon elemek szdma, amelyek valdjaban a j-edik osztalyba tartoznak, de
hibasan az i-edikbe soroltuk 6ket; Cj; pedig ennek a rossz besorolasnak a kéltsége a
koltségmatrixbol.

5.2 ROC chart

A banki példanal maradva, valoszerii, hogy a banki iigyfelei k6zott idében valtozhat a valoban
jO ¢és valoban rossz addsok szdmanak ardnya. Ha ettd]l az aranytol fiiggetleniil szeretnénk
mérni a modellink teljesitményeét, azaz amikor valakit j0 addsnak josolt, akkor milyen
aranyban volt jo, illetve rossz az eldrejelzés, akkor érdemes a ROC chart grafikont hasznalni.
Modelliink teljesitményét egy gorbe irja le, melynek pontjai megmutatjak, hogy a jé ugyfelek
valahény szé&zalékanak a kizérasaval a rossz ligyfelek hany szazalékat zarjuk ki?



Formélisan: a ROC chart egy olyan gorbe, melyre:
x = FPR(t) = 1-Specifity(t), azaz 1- a negativak helyesen felismert aranya,
y = TPR(t) = Sensitivity(t), azaz a pozitivak helyesen felismert aranya.

100% B

-

¢ véletlen kivalasztas

Elutasitottak aranya a
rosszakon beliil (%o)
~

Elutasitasi arany (®o) 100%
17. &bra ROC chart

Gyakran a modellhez tartozd gérbe alatti teriilettel mérik a modellek teljesitményét. igy a
kiilonb6z6 modellek teljesitménye 6sszemérhetove valik.

Megfeleld Gyenge A rangsorolas
rangsorolas rangsorolas: a nem jobb a
kozeépsod véletlen
tartomanyban rangsorolasnal
a rangsorolas
teljesen
véletlenszert

18. abra Kiilonboz6 modellek teljesitményének értékelése a ROC chart segitségével

Kapcsolat a Lorenz gorbe és a ROC chart kdzott:

Mindkét grafikonon az abcissza (x) tengely mutatja az (1 — a negativ pontok) kumulativ
eloszlasat (a példadkban: Lorenz gorbe — (1 — a legkevesebb jovedelemmel rendelkez6
haztartasok) = a legtobb jovedelemmel rendelkez6 haztartasok x%-a; ROC chart—1-a
negativok helyesen felismert aranya). De mig a Lorenz gdrbe ordinatajan (y tengely) az
0sszes megfigyelés kumulativ eloszlasa latszik, addig a ROC chartnal az ordinata a
pozitiv pontok kumulativ eloszlasat mutatja. Ha kevés a negativ pont, a két gorbe alakja
nagyon hasonl6 lesz, mert ekkor a pozitiv pontok kumulativ eloszlasa kozelit az 6sszes
megfigyelés kumulativ eloszlasahoz.

5.3 Lift chart



A Lift chart grafikont altaldban marketing kampanyok dontés-elékészitésénél
hasznaljak. Vegylink egy példat. Egy aruhazlanc uj termék bevezetését tervezi, és hogy
felhivja erre a haztartasok figyelmét, marketing leveleket kild nekik. Az &ruhézlanc
marketingosztalya ismeri a haztartasok kiilonb6zd adatait. Minden kikiildott levélre ki
kell fizetni a postakdltséget, de ez mégis kifizet6d6 az aruhaznak, ha megveszik az 1j
termékét. Az aruhazlanc ezért minimalizalni szeretné a kikuldott leveleket, de
ugyanakkor maximalizalni is az eladott termékeket.

Ilyenkor a val6ban lehetséges vasarlok szama (P) nem ismert, ezért nem tudjuk
kiszamitani TPR-t, és igy a ROC chart nem &bréazolhat6. llyenkor lehet hasznos a lift
chart, ami segitségével Kkivalaszthatdak azok a legigéretesebb haztartasok, ahova
érdemes marketing levelet kildeni.

Formaélisan: a lift chart egy olyan gorbe, melyre: x = YR(t), y = TP(t).

A ROC charttol gorbéitdl eltéréen a lift chart gorbéi nem fliggetlenek a P/N aranytol.
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19. dbra Lift chart

A ROC charthoz hasonldan a gorbe alatti tertilet itt is hasznalhat6 a kiilonb6zé modellek
teljesitményének az 6sszehasonlitasara.
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