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Czir6k Emese

Teljes frigguényvizsgalat

Fiiggvényvizsgdlat lépései:
1. Ertelmezési tartomany:

a. értelmezési tartomany megadasa
b. szakadéasi helyek meghatarozasa
2. Péaros/péaratlansag illetve periodicitds vizsgalata
3. Fuiggvény hatarértékének vizsgalata:
a. az értelmezési tartomany szélén (vagy + co-ben)
b. aszakadasi helyeken (-> szakadéasi helyek osztalyozasa)
c. nem egyértelmtien folytonos fiiggvény esetén a lehetséges szakadasi helyeknél
(intervallumokon osszeillesztett fliggvény esetében az illesztési ponton)
4. Els6 derivélt alapjan: (valdjdban az elsé a pontban nem nulla péaratlanodik derivalt alapjan)
a. monotonitas (nd, csokken) vizsgalata az els6 derivalt elSjele alapjan
b. lehetséges széls6érték helyek keresése és vizsgélata az els6 derivalt alapjan
5. Masodik derivalt alapjan: (valéjaban az els6 a pontban nem nulla parosadik derivalt alapjan)
a. konvexitas (konvex/konkév) vizsgalata a masodik derivalt el&jele alapjan
b. lehetséges inflexiés pontok keresése és vizsgalata az els6 derivalt alapjan
6. Fuggvényérték kiszdmolasa a , nevezetes pontokban”:
a. tengelymetszetek kiszamolasa (zérushelyek, y tengely metszet)
b. szélséértékek (minimum/maximum kiszdmoldsa)
c. inflexiés pont koordinatdinak kiszamitasa
7. Fuggvény grafikonjdnak vézolasa
8. Ertékkészlet tartoméany megadésa

Egqy teljes fiiggvényvizsgdlat:

Kés6bb, mind az értelmezési tartomany, mind a szakadési helyek, mind pedig a hatarérték
meghatarozasdhoz hasznos lenne szorzatta alakitani a nevezét és a szamlalot.
x? - (x —2)?
flx) = x-(x—2)-(x—3)
5 hax =2

hax #0,x +#2ésx + 3

1. Ertelmezési tartomany:
a. A fuiggvény minden valés szdmra értelmezve van, kivéve x = 0 és x = 3 eseteket. Tehat
Dy = R\{0,3}, mashogy: ET =]-0;0[U]0,3[U]3, o[
b. A fuiggvény alapvetSen egy raciondlis tortfiiggvény, mely mindenhol folytonos, kivéve a
nevezé nullhelyein, vagyis 0, 2, 3 pontokban lehet szakadés. (Mivel a 2 helyen a fliggvény
értelmezve van, itt még lehet folytonos.)
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2. A fuiggvény latatéan nem periodikus (egyik tagja
Fiiggvény paros:
sem az). . ’ 5
A parités vizsgalathoz kell: s B Emes Ceiens ) S 6
Fiiggvény paratlan:
Ha minden x esetén: f(—x) = —f(x)

(—0)*—4-(—x)3+4-(—x)? x*+4x3 + 4x?
f0) =4 (=) —5(—x)2 + 6(—x)  —x3—5x2—6x hax#0x#2éx#3
5 hax =2
Ez sem f(x)-el, sem - f(x) —-el nem egyezik meg. Tehat a fliggvény se nem péros, se nem pératlan.
3. Fuggvény hatarértéke:

a. végtelenben:

gty an? x*  4x3  4x? 14 4 4 L oto
x*—4x° + 4x Py I B Ty T2 -0+
lim f(x) = lim = lim £ 3 X 5 X _ = lim X X - =
x—>00 x—0 x3 —5x2 4+ 6x  x-0 x3  5x%  6X x—>ool_i 6 0-0+0
xt  x*  x* x x2 x3

Megj: onnan tudjuk, hogy plusz végtelenhez tart, hogy az eredeti fliggvény nevezdje és
szdmlaldja is pozitiv, ha x > 3.

x*—4x3 +4x2 (=) *—4(—x)3 +4(—x)? x*+4x3 +4x?
xl—l>moof(x) - l—1>m<>o X3 —5x% +6x  xow (=% —5(—0)2 + 6(—x) _ X0 —x3 — 5x2 — 6x
x4+4xﬁ +4xﬁ _ 1+%+% 140+0
TS 5 e 4 1 5 6 —0-0-0
x* o oxt xt x x? x3
Megj: onnan tudjuk, hogy minusz végtelenhez tart, hogy az eredeti fliggvény negativ, ha
x <0.
b. szakadéasi helyeken:
x* —4x3 +4x* x? - (x —2)? Cx2-(x=2) 0-(0-2)
}cl—r%f(x)_h 0 x3 —5x2 + 6x =}c1£r(1)x-(x—2)-(x—3)=}cl—r>% (x—3) - (0-3) =0

Tehat nullaban nincs értelmezve, viszont a hatarérték balrél és jobbrol megegyezik, tehat
els6faju, megszﬁntethet(’j szakaddsa van.

x* —4x3 4+ 4x% x% . (x—2)? 32.(3-2)? 9
X —5x2+6x  xox-(x—2)-(x—3) 3-3-2)-(3-3) 3-1-0
Mivel a ,,szam/ 0” tipusd hatérérték végtelenhez, illetve minusz végtelenhez tart. Vizsgaljuk
a bal és jobb oldali hatarértéket.

x? - (x=2)° . x? - (x=2)°
lim = 00, lim = —o00,
x-3tx-(x—2)-(x—3) x-3"x-(x—2) - (x—3)
hiszen a szamlaloé és a nevezé is pozitiv, ha x > 3, mig a szamlalé a 3~ esetben pozitiv,
azonban a nevez6 negativ.

hm flx) = 11

Tehat az x = 3 pontban masodfajui (1ényeges) szakadédsa van a fliggvénynek.
c. illesztési pontokon:

x* —4x3 + 4x% x2 - (x —2)? Cx-(x=2) 2-(2-2)
P2 %3 —5x2t6x  xoex-(x—2) (x—3) x0 (x-3)  (2-3)
Tehat x = 2 pontban a fliggvény bal és jobb oldali hatarértéke megegyezik, azonban a
fuggvényértékkel ez nem egyezik meg, hiszen f(2) = 5. Tehat els6faja, megsztintethet6
szakadésa van a fliggvénynek az x = 2 pontban.

llm f(x) = 11
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4. Az els6 derivalt:

A derivalhatésaghoz kell, hogy a fuiggvény folytonos legyen, igy a derivalt fuggvény az x = 0,2,3
pontokban nincs értelmezve.

pon (X (x=2) '_ x? — 2x '_(2x—2)-(x—3)—(x2—2x)-1_x2—6x+6
f(x)_<(x—3)>_<x—3>_ (x — 3)2 T T (x-3)2
(x-(3++3)) (x-(3-+3))
- (x - 3)?

A széls6érték helyek és a monotonitds vizsgalatdhoz sziikségiink van a derivalt zérushelyeire,
illetve a fliggvény elGjelére. Egy tort értéke akkor nulla, ha a szdmlal6ja nulla. A szorzat alakbol
latszik, hogy a derivalt értéke tehat nulla, ha x = 3 ++/3 illetve x = 3 — /3. Tehat itt LEHET
szélstértéke a fliggvénynek. Vizsgaljuk a fliggvény el6jelét is. A nevezd mindenképp pozitiv, igy a
tort elGjele csak a szamlélotol fligg. A szamlalo pedig a két gyok kozott negativ, az egyéb helyeken
pedig pozitiv. Egy tablazatban foglaljuk 6ssze az el6jelekkel kapcsolatos informéaciot.

]=o;0[ | 0 |70;3—V3[|3-v3 | 13-V3;2[| 2 | 123[ | 3 [133+V3[ | 3++V3 | 13+V3;00[
() + n.e. + max - n.e. - n.e. - min +
f(x) né n.e. nd csokken csoken | n.é csokken nd

A tablazat els6 soranak kitoltése utdn gyorsan latszik, hogy a fliggvény monoton né:

] —o0;0[ , 10;3 =3[ , 13 +V3; o[ intervallumokon. Tovabba a fiiggvény monoton
csokkena ]3—+3;2[, 12;3[ 13;3 ++V3[ intervallumokon.

A tablazat els6 sorabol konnyen leolvashatjuk, hogy mindkét helyen, ahol a derivalt fliggvény
értéke 0, ott valoban szélséértékhely van, hiszen a 3 — V3 el6tt a derivalt pozitiv, utdna negativ
vagyis a fliggvénynek lokédlis maximuma van ezen a helyen. Ugyanigy a 3 ++3 helyen a
figgvénynek lokalis minimuma van, hiszen el6tte csokken a fliggvény, utdna pedig novekszik.

A maésodik derivalt ott létezik, ahol az els6 derivélt is, illetve az folytonos. Vagyis a masodik
derivalt ott l1étezik, ahol x # 0,2,3.

. x2—6x4+6) (2x—6)-(x—3)2—-(x2—6x+6)-2-(x—3)
f (x)=< (x — 3)2 >= (x — 3)*
_(2x—6) - (x* —6x+9) — (x* — 6x +6) - (2x — 6)
B (x —3)*
_ 2x% —12x% +18x — 6x% + 36x — 54 — 2x> + 12x* — 12x + 6x — 36x + 36
B (x —3)*
6x—18 6(x—3)

EEDICEDE
Inflexiés pont ott lehet, ahol a tort értéke nulla, vagyis x=3-nal, Itt azonban a fiiggvény nincs
értelmezve. Tehat nincs inflexiés pontja a fliggvénynek. A konvex/konkavitashoz pedig a masodik
derivalt el6jelét kell vizsgalnunk. A fliggvény x < 3 esetben konkdv, hiszen a tort értéke ott negativ,
mig x > 3 esetben konvex, hiszen ott a masodik derivalt negativ. Az el6z6 tablazat kiegészitése:

10;3

]—o0;0[ | O V3 3-v3 | 13-v32[| 2 | 123[ | 3 |13:3+V3[ | 3++v3 | 13+V3;0
f'(x) + n.e. + max - n.e. - n.é. - min +
f"(x) - n.e. - - n.e. - n.e + + +
né, , p P csokken, csokken, P csokken, v
@0 konkdv né. | nd, konkiv konkav konkdo | ™ konvex 16, korvex
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6. Fuggvényérték kiszdmitdsa a nevezetes pontokban:
a. Tengelymetszetek: x tengely metszet (zérushely)
x?-(x-2*
x-(x—=2)-(x=3)
Az eredeti fliggvény 0, ha a nevezd nulla. Vagyis x = 2 vagy 0. Ezek a helyek azonban azok

0

a helyek, ahol a fliggvény nincs értelmezve, (illetve nem ezt az 4gat hasznaljuk).
y tengelymetszet:
Az y tengelymetszet az, ahol az x = 0. Itt azonban a fliggvény nincs értelmezve, tehat nincs

tengelymetszet.
b.
i f(3-+3)
G- (6-v9)-2) (-¥9)-((-V)-2) (3-3)-(1-v5)
(3-v3) - (3-v3)-2)-((3-+3) - 3) (G-+3)-3) —3
:6:\42/5:6\/?_;12:_2\/5_'_4
ii. f(3++3)
(3+v3) - ((3+V3)-2) _GrvD) (E+VD)-2)  (34v5)-(1+15)
(+v3) ((+v3)—2) ((3++3) -3) (+v3)-3) V3
:6+\g\/§:6\/§3+12:2\/§+4
c. inflexi6s pont nincs
7.
20 | ql
Z i
10 | A
: o | N
—4——2 | :\.IE 4 i

10|

8. Latszik, hogy a fliggvény a lokalis minimuma és lokdlis maximuma kozott csak az 5-6t veszi fel.
Szintén leolvashaté a fiiggvény grafikonjarol, hogy az dsszes 23 + 4 szdmot, és —2v/3 + 4 -nél
kisebb szdmot felvesz. Tehat

EK =] — 00; —2V3 + 4] U]2V3 + 4; o]



