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MIERT HAROMDIMENZIOS A TER?

MILYEN SZEREPET JATSZIK A FIZIKA ALAPVETO
TORVENYEIBEN A TER HAROMDIMENZIOS VOLTA?
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Nem tudjuk.
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Pedig az els6 kérdést Henri Poincaré francia matematikus
fogalmazta meg 1912-ben, a masodikat Paul Ehrenfest osztrak
fizikus tette fel 1917-ben, tehat a kérdések immar szdz évesek.

Miért haromdimenzids a tér? Etesi Gabor



TERV

Médszertani megjegyzés: miért j6 megoldhatatlan(nak tiin6)
kérdésekkel foglalkozni?
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A térfogalom fejlddésének gyors attekintése
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A tér szerkezete: matematikai és fizikai megkozelitések

*

Altaldnos észrevételek
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Egy mddszertani megjegyzés
D

izikai leirasok

Egy mddszertani megjegyzés

Miért j6 ,,megoldhatatlan” kérdésekkel foglalkozni a fizikaban (ill.
altaldban a természettudomanyokban)?

° Allandésa'g: egy nehéz és lényeges kérdés izgalmas és idotalld
(pl. hogyan keletkezett az élet?), mig a vélaszok gyakran
lehangoldak és atmenetiek (pl. a Miller-Urey-kisérlet);

e Szervezd erl: egy nehéz és lényeges kérdés folyamatos
jelenlétével segit megorizni egy tudomanyteriilet mélységét,
integritasat, frissességét;

e Figyelmeztetés: a tudomany és a technika tn. , folyamatos
elérehaladdsa” mint latszélagos élmény.
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A térfogalom fejlédésének rovid torténete

Gorogok: latszdlag a sik és a tér szisztematikus tanulmanyozdsa
(is) a gorogokkel vette kezdetét (geometria, Gsszegzés: Alexandriai
Euklidész, i.e. 300 koriil). De a gorog matematika (taldn a polisz
épitészetének, ill. dltaldban életének ,,itt és most” jellege miatt)
inkdbb a sik- és térbeli konkrét dolgokat (korok, hdromszogek,
sokszogek, stb.) és viszonyaikat (pl. egy sik és egy kip lehetséges
metszetei, stb.) vizsgdlta. Maga a tér, a létezé dolgok kozti
,,Uresség” nem volt vizsgélat tdrgya mert nem létezett (apeiron).
Ugyanakkor: inkommenzurabilis ardnyok (irraciondlis szimok)
okozta problémak felbukkandsa.
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A térfogalom torténete
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Kozépkor: a bonyodalmak kibontakozasa (Walter de Chatton,
Harclay-i Henry, Robert Grosseteste, Richard Kilvington, Thomas
Bradwardine, Ockham-i William, Wodeham-i Adam, skolasztika
XI-XI11. sz.): eléallhat-e a kontinuum diszjunkt dolgok unidjaként?
ha igen, akkor a tér pontokbdl vagy kiterjedésekbdl 4ll7?
érintkeznek-e a szomszédos pontok vagy kiterjedések egymassal
vagy sem? véges vagy végtelen sok ilyenbdl all a tér? létezhetnek-e
kiilonb6z6 méretii végtelenek? stb. stb.
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Barokk: a tér mint 6ndllé létezé (6ndllé tulajdonsigokkal)
megjelenése mind a matematikdban (a geometriai pont és
koordinatdi: Descartes 1637, differencidl- és integralszamitas
sziiletése: Leibniz ~1673, Newton ~1665) mind a fizikdban
(Newton 1687 szerint a fizikai tér létezik: inercia-erék). A tér
szerkezetét tekintve kiterjedés nélkili pontokbdl 4ll6 végtelen
linedris tér és |étezését tekintve abszoldt: a tér (az idével egyiitt)
pontok egyiittese és megadja (az id6vel egyiitt) az anyag éaltalanos
miitkodési kereteit; viszont az anyag viselkedése nem befolyasolja a
teret és az id6t (nincs visszahatds). Tehat ez még a tér, az idd
(mint metafizikai |étezék) és a fizikai anyag (mint fizikai létez6)
teljes fogalmi szétvalasztasa.

Megjegyzés: Bach zenéje és az absztrakt tér.
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Klasszikus kiteljesedés: a matematikai kontinuum preciz definicdja
(Dedekind 1854), a modern térfogalom kialakuldsa (GauB,
Riemann 1868) klasszikus tulajdonsdgaival (pl. dimenzid, gorbiilet)
egylitt és az &ltaldnos relativitds-elmélet sziiletése (Einstein,
Hilbert 1915). A tér (és az id6) tovabbra is pontokbdl all, viszont
bizonyos geometriai tulajdonsagait (gorbiilet) mar a benne 1évd
fizikai anyag is befolyasolja. A tér és az id6é mint térido
matematikai szempontbdl egy kiterjedés nélkiili pontokbdl allé 4
dimenzids gorbiilt kontinuumot alkot, fizikai szempontbdl pedig
egy fizikai eréteret (mezét): a gravitaciot (hasonlé az
elektromdgnességhez). A téridé létezése tehdt immadr a fizikai
anyaggal megegyezen szintén fizikai.
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A zavar kezdete 1: a nemrelativisztikus kvantum-elmélet szuletése
(Planck 1900, Bohr 1913, Heisenberg 1925, stb. stb.). Ha a téridé
nagybani szerkezetének kirajzoldi a tavoli galaxisok (csillagédszat,
altaldnos relativitas-elmélet), akkor arrdl kicsiben a nagyenergidju
részecskefizikai torténések tuddsitanak (részecskefizika,
kvantum-elmélet).

e Egy elemi részecske (pl. elektron) helyezetének (x) és
impulzusdnak (sebességének, p) mérési bizonytalansdgai (A)
kozott a nemrelativisztikus kvantummechanika szerint fenndll
a Heisenberg-féle hatdrozatlansagi relacié:

AxAp>Ti .

Hogyan dllhat a fizikai téridé pontokbdl?
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A térfogalom torténete
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e A nemrelativisztikus kvantummechanika szerint a téridé
kulonbozo helyein tartézkodd részecske-parok viselkedése
korreldciét mutathat (6sszefonddds, EPR-jelenségek).

Hogyan lehetnek a fizikai térid6 pontjai egymastdl teljesen
fliggetlenek?
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A zavar kezdete 2: a matematika alapjaival kapcsolatos problémak
(Cantor 1878, Godel 1931, Turing 1936, Kolmogorov 1963, stb.
stb.)

e Ha a geometriai kontinuum végtelen sok pontbdl all, akkor
minden geometriai térnek (fiiggetlenil a ,,méretétdl”,
,,alakjatdl”, dimenzigjatdl stb.) ugyanannyi pontja van és
ezek szamossdga biztosan meg kell haladja a természetes
szadmok Osszességének szamossagat (Cantor);

e Viszont, hogy mennyi is a kontinuum pontjainak szdma, nem
donthetd el a szokdsos matematika keretein beliil (Godel). A
kontinuum egy generikus x pontja semmilyen véges eljarassal
(effektiv matematikai tevékenységgel) nem izolalhaté (Turing,
Kolmogorov).

Akkor hogyan allhat a matematikai kontinuum pontokbdl?
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Matematikai és fizikai leirasok

Mi a dimenzié? Matematikai megkozelités: ha a kulonféle tereket
pontjaik szdma nem kiilonbozteti meg egymastdl, akkor mi az elso
legegyszeriibb tulajdonsag, ami igen? Pl. a fedési dimenzié
(Lebesgue, Cech 1921): egy bonyolult X teret fedjiink le
hézagmentesen egyszerii (értsd: nyilt) halmazokkal és szamoljuk
meg, hogy valamely x € X pontja hany fedéhalmazban van benne.
Ha taldlunk egy fedési szamot, amely tovdbb sehogyse
csokkenthetd, pontosabban valamely n szamra elkeriilhetetlentdil
mindig lesz legaldbb egy olyan y € X pont, amely n+ 1
fed6halmazban van benne, akkor azt mondjuk, hogy az X absztrakt
matematikai tér (fedési) dimenzidja n. Jeldlés: dim X = n.

Tulajdonsag: dim X nem véltozik az X folytonos deformacidival
szemben, igy a dim X =0,1,2,... szam egy tereket egymdstdl
megkiilonboztetd topologikus invarians.
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Példdk:

A korvonal fedési dimenzidja 1 (a kép forrdsa: Wikipedia).

=
2

A négyzet fedési dimenzidja 2 (a kép forrasa: Wikipedia).
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Vizsgaljuk meg: mitdl specifikus egy adott dimenzié? Altaldnos
tapasztalat: az érdekes tulajdonsagok a dimenzié novekedésével
eltlinnek ill. ,,bedllnak”: stabilizacié. Egyszerii (de nem igazan
érdekes) példak amikor X = R" (tehat dim X = n):

Dimenzié Egységgolyd térfogata Szabdlyos testek szama

1 2=2 1
2 T~ 3,14 00
3 T x~419 5
4 T ~ 4,93 6
5 %%5,26 3
6 ™ ~5,16 3
7 o ~ 4,72 3
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Megjegyzés: az Ot szabdlyos test 3 dimenzidban jél ismert:

A 3 dimenzids szabdlyos testek (a kép forrdsa: internet).
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Ezek szokdsos induktiv tovabbépitéseivel kapunk ot szabalyos
testet 4 dimenziéban. De hogyan néz ki a hatodik szabdlyos test,
az an. 24-cella? Igy:

A 4 dimenzés 24-cella egyik 3 dimenzids vetiilete
(a kép forrdsa: internet).
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Egy 24-cellat kapunk, ha 24 db 3 dimenzids oktaédert
,,hézagmentesen” Osszeragasztunk Ggy, hogy mindegyik él mentén
3 oktaéder taldlkozzon:

Oktaéderek illeszkedése a 24-cella 3 dimenzids hatdran
(a kép forrdsa: internet).
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Szaz éves matematikusi tapasztalat: az alacsony dimenzids terek
az érdekesek! SOt éppen a 3-4 dimenzidsak a legizgalmasabbak,
mert ezek a leggazdagabbak bizonyos altalanos matematikai
tulajdonsdgokban! Erdekes, hogy a modern matematika pont
eltalalni 1atszik a fizikai tér(id6) dimenzigjat!

Veszélyek: lehet, hogy a stabilizdcds jelenség oka az, hogy nagyon
altalanosnak vélt kérdéseink végiil is a szokdsos haromdimenzids
szemléletbdl fakadnak?
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Mi a dimenzié? Fizikai megkozelités: egy fizikai szituacidéban az
alapvet6 fliggetlen paraméterek szama. Példa: tapasztalat alapjan
egy térben szabadon mozgd tomegpont helyzetének megadasdhoz
pontosan 3 fiiggetlen adat kell (koordinatdk) és sok |ényegesen
kiilonbozé tapasztalat (pl. a Naprendszer stabilitdsa, az elemi
részecskék stabilitdsa-bomlékonysaga, a Mengyelejev-féle
periddusos rendszer szerkezete, s6t a fehérjék élettani
tulajdonsagai! stb.) egységesen erre az eredményre vezet. Ez
nagyon meglepé és valahogy a ,,dolgok sokféleségével ugyanakkor
allanddsagaval” fugghet ossze. Tehat a fizikai tér tapasztalati
dimenzidja 3.
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Szaz éves fizikusi torekvés: a 3 dimenzids fizika til bonyolult és
szertedgazé. A sokféle fizikai elmélet papiron egységesithetd,
vagyis kozos fogalmi-technikai apparatussal megfogalmazhatd, ha
ndveljiik a benniik szerepld alapvetd paraméterek szamat (vagyis a
fizikai tér dimenzidjat formalisan noveljiik). Ezek a divatos
magasabb dimenzids egyesitett elméletek (pl.
Kaluza—Klein-elmélet, tvisztor-elmélet, szuperszimmetrikus
harelméletek, M- és F-elméletek, stb. stb.). Ezek tiikrében a kb.
10-11-12 dimenzids terek lennének az érdekesek. Meglepd, hogy
nincs egyezés a tér(id6) tapasztalati dimenzigjaval!

Veszélyek: Semmiféle kisérleti tapasztalat nem utal magasabb
dimenzidk meglétére; a dimenzié novekedésével az egyenletek
ismeretlen megoldasainak a szdma is rohamosan né ill. a mar
ismert megoldasok instabilld vélnak (I. Ehrenfest 1917 analizisét a
Naprendszer stabilitdsdrél magasabb dimenzidban).

Miért haromdimenzids a tér? Etesi Gabor



Matematikai és fizikai leirdsok
000000000 e

Lathatéan a matematikai és a fizikai megkozelités meglehetdsen
kiilonbozik egymastdl. (De a matematikdban is lehet a dimenziét
paraméterszamlalassal definidlni.)
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Altalanos észrevételek

Mi tehat a ,,fizikai tér”, amelyrél a matematikusok és a fizikusok
oly sok kiilonboz6t (de azért hasonlét is) allitanak? A filozéfidban
(és igy a matematikdban és a fizikdban is) egy dolog megnevezése
helyettesithetd (Osszes) tulajdonsagainak preciz felsoroldsaval. Mik
a fizikai tér tulajdonsagai? Kiilonboznek-e ezek a matematikai
kontinuum tulajdonsagaitdl?

e Tulajdonsdga-e a fizikai térnek, hogy kiterjedés nélkuili
pontokbdl alI? Mar kordbban Iattuk, hogy ez (a feltételezett
tulajdonsdg) mind fizikai, mind matematikai szempontbdl
nagyon problematikus. A relativisztikus kvantum-elmélet
koriili gondok (Heisenberg—Pauli 1929, Dirac 1931, Feynman
1943, Landau 1951 stb. stb.) ezt tovabb élezik.
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A relativitas-elmélet szerint létezik maximalis sebesség
(fénysebesség, c) ezért

Ap=mAv < mc

és ezt behelyettesitve a fentebbi Heisenberg-reldciéba

Axz> s>l

= Ap T mc
Itt mar sokkal élesebben latszik, hogy egy m nyugalmi tomegil
elemi részecske tilsagosan kicsi térbeli tavolsagokat
(Ax < mic) egyszeriien nem tud “realizdlni” (egy tdl kicsi Ax
erbltetésére a természet antianyag ,,bedobdsaval” valaszol). A
fizikai tér pontszeriisége tehat a relativisztikus
kvantum-elmélet szerint még problematikusabb.
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e Tulajdonsaga-e a fizikai térnek, hogy vannak szimmetriai
(tavolsagtartd transzformacioi)? A matematikai tér invaridns
tukrozésekkel szemben, a fizikai tér viszont nem. Ui. léteznek
olyan elemi részecskék, amelyeknek nincs tiilkorszimmetrikus
parjuk (bizonyos radioaktiv bomlasi folyamatok nem
invaridnsak térbeli tiikrozésekre). A fizikai tér tiikrozési
invariancdja tehat problematikus.

e Tulajdonsaga-e a fizikai térnek, hogy van matematikai
értelemben vett dimenzidja? Vigyazni kell, mert tilsdgosan
klasszikusnak tiin6é fogalom, hiszen a folytonossagon alapul.

Nagyon kicsi méretekben a |, fizikai tér" ill. az ,,elemi részecske"
tulajdonsagai kozti kulonbségek egyre inkdbb elmosddnak, és
valamiféle kozos altaldnositds |€p a helylikbe: a relativisztikus
kvantummezé-elméleti vakuum.
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Zaré dialégus:

Kérdés: Mennyi?
Valasz: Harom!
Kérdés: Mi harom?
Vilasz: Mi mennyi?

KOSZONOM A FIGYELMET!

https://math.bme.hu/~etesi/atomcsill.pdf
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