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Yang—Mills-elmélet

Mi az a Yang—Mills-elmélet?

Legyen (M, g) egy 4 dimenzids irdnyitott Riemann-sokasdg, G egy
Lie-csoport, (E, V) pedig egy kompatibilis kovaridns derivaldssal
elldtott G-hez tartozé vektornyaldb M felett.

Definicié

Az (M,g,G,E,V) 6tost egy G-hez tartozé M feletti
Yang—Mills-elméletnek neveziink.

Létezik egy természetes hatasfunkcional a kovarians derivaldsok
terén (M, g) felett:
2 : 1
Vi lIFvlizme) = —g2 | tr(Fv AxFo)
M

(Fv az V gorbilileti tenzora, * pedig a g éltal indukalt
Hodge-operacid.)
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Yang—Mills-elmélet

A V-ra vonatkozé Bianchi-azonossag és a hatasfunkcionalhoz
tartozé Euler-Lagrange-egyenlet adjék a (vakuum)
Yang—Mills-egyenleteket:

dvFv :0, dv*FvZO.

Definicié
A V kovarians derivalds E-n egy Yang—Mills-(anti)insztanton, ha
(i) xFy = £Fy (vagyis gorbiilete (anti)ondualis);
(i) ||FV||%2(M7g) < +00 (ez a véges szam az (anti)insztanton
energiaja).

Jelolje # (e) az e € R energidjd inekvivalens megolddsok
Osszességét, ez a megoldasok modulustere.
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Yang—Mills-elmélet

Példa
Legyen M = R* a sokasag, g = go a trividlis lapos metrika és
G = SU(2) a csoport, E = R* x C? a vektornyaldb. Ekkor

(i) Ha e = 0 akkor az egyetlen megoldas az
V=d

lapos kovaridns derivalds és .#(0) = {egy pont}.
(i) Ha e = 1 akkor az R* = H azonosit4ssal minden
(y,A) € H x (0,400) parhoz tartozik egy

(x — y)dx

=d+Im—m——"——
Vya=d+t TN Xy

insztanton és .#(1) = R* x (0, +oc) (Belavin, et al. 1975, Atiyah
et al. 1978).
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Yang—Mills-elmélet Gravitdcids insztantonok Yang—Mills-elmélet a Gibbons—Hawking-téren Lie-csoportok repreze

Megjegyzés

(i) Amennyiben G = U(1), az elektrodinamika, ha G = SU(2)
akkor a gyenge kolcsonhatas, ha pedig G = SU(3), akkor az
erés kolcsonhatds matematikai modelljét kapjuk.

(i) Mivel ¥2 = Idp2p, a Yang—Mills-(anti)insztantonok a
téregyenletek specidlis megoldasai, melyek lokalisan
minimalizaljak a hatasfunkcionalt.

(i) Viszont az xFy = £Fy egy nemlinearis elsérendii parcialis
differencidl-egyenlet V-ra, melynek megoldasa nehéz.

(iv) Matematikailag e megoldasok modulustereinek (melyek véges
dimenzids sokasdgok) megértése forradalmi attorést hozott a
4-sokasagok elméletében (Donaldson, 1982). Fizikailag az
(anti)insztantnok az indukalt kvantum-Yang—Mills-elmélet
vakuumanak lefrasdban fontosak.
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Yang—Mills-elmélet Gravitaciés insztantonok Yang—Mills-elmélet a Gibbons—Hawking-téren

Mik azok a gravitacids insztantonok?

Legyen (M, g) egy Riemann n-sokasag és jeldlje Hol(g) € O(n)
holonémia-csoportjat. A holonémia-csoport egy Lie-csoport és a
sokasdg gorblileti viszonyainak tomor Osszefoglaldsa: ha pl.
egyszerien M = R" és g = gp a szokasos lapos metrika rajta,
akkor Hol(gp) = 1. Minél &ltaldnosabb M és rajta a g metrika,
Hol(g) anndl “kovérebb”.

Ha dim M = 4, akkor M. Berger 1955-0s eredménye alapjan

9]

Hol(g) = 1, SU(2), U(2), SO(4), O(4)

lehet csak.

Definicié

Egy teljes (M, g) Riemann 4-sokasagot, melyre Hol(g) C SU(2),
hiper-Kahler 4-sokasagnak, vagy fizikus terminolégiaval (szlikebb
értelemben vett) gravitacids (anti)insztantonnak neveziink.
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Yang—Mills-elmélet Gravitaciés insztantonok Yang—Mills-elmélet a Gibbons—Hawking-téren Lie-csoportok repreze

Megjegyzés

(i) Egy tagabb értelemben vett gravitacios (anti)insztanton
egyszerlien egy teljes Ricci-lapos 4-sokasdg.

(ii) Egy gravitacids (anti)insztanton aszimptotikusan lokdlisan
lapos, ha a végtelenben (gy néz ki, mint az Euklideszi
Schwarzschild-sokasag.

(iii) Matematikailag—a Berger-lista alapjdn—a gravitacids
(anti)insztantonok a legegyszer(ibb nem lapos 4-sokasagok.
Fizikailag (M, g) Ricci-lapos, tehdt teljesiti a vakuum
Einstein-egyenleteket, s6t, gorbiilete (anti)ondudlis:
xRy = +Ry. Emiatt lokdlisan minimalizalja a gravitacids
pélyaintegrélt (kvantumgravitécidl).

Yang—Mills-elmélet gravitacids insztantonok felett Etesi Gabor



Yang—Mills-elmélet Gravitaciés insztantonok Yang—Mills-elmélet a Gibbons—Hawking-téren Lie-csoportok repreze

Példa
(i) Trividlis példa R* a lapos metrikaval.
(i) Kevésbé egyszerli az un. aszimptotikusan lokélisan lapos

Gibbons—Hawking-tér (Gibbons—Hawking, 1978). Ez egy
természetes g metrika az

xy =(z=p1)...(z=ps) =0

egyenlettel adott M C C3 algebrai feliileten ((x,y,z) € C3 és
pi € C,i=1,...,s). Ha M irdnyitdsa természetes, akkor a
Gibbons—Hawking-tér egy gravitacids antiinsztanton.

M eléall, mint egy R3 feletti szinguldris S'-fibralas, és ezek az
Sl-fibrumok a Gibbons—Hawking-tér izometria-csoportjanak
orbitjai, pi-k (i =1,...,s) a fixpontok.
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Yang—Mills-elmélet a Gibbons—Hawking-téren

SU(2) Yang-Mills-(anti)insztanton modulusterek
gravitacids insztantonok felett

Kérdés

Ha adott egy (M, g) aszimptotikusan lokdlisan lapos gravitacids
(anti)insztanton, rajta egy SU(2) Yang—Mills-elmélet, akkor mennyi
az inekvivalens e energidji Yang—Mills (anti)insztantonok
modulusterének dimenziéja? Vagyis

dim . (e) =7

Etesi Gabor
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Yang—Mills-elmélet Gravitdciés insztantonok Yang—Mills-elmélet a Gibbons—Hawking-téren Lie-csoportok repreze

Tétel

(Etesi—Jardim, 2006) Legyen (M, g) egy (tdgabb értelemben vett)
aszimptotikusan lokalisan lapos gravitdcios (anti)insztanton.
Legyen . (e,T) az e energidju, a végtelenben gyorsan a V' lapos
kovaridns derivaldshoz konvergdld inekvivalens irreducibilis SU(2)
Yang—Mills insztantonok modulustere.

Ekkor ha .# (e,T") nem iires, akkor egy sokasdg és

dim.#(e,T) = 8 (e + mn(0n0) — Tn(Ts)) — 36~ (X).

Itt Tn(Ooo), Tn (o) bizonyos 3-sokasdg-invaridansok
(Chern=Simons-invariansok) és X egy kompakt, perem nélkiili
irdnyitott sima 4-sokasag (az M un. Hausel-Hunsicker-Mazzeo
kompaktifikacicja), b= (X) pedig X metszetformdja negativ definit
részének a rangja.
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Yang—Mills-elmélet a Gibbons—Hawking-téren

Bizonyitds
L?-kohomoldgia-elmélet és az Atiyah-Singer indextétel
Gromov-Lawson-féle relativ véltozatanak segitségével. &

Példa

(i) A Gibbons—Hawking-tér felett a Vi = Vg trividlis lapos
kovaridns derivalashoz konvergdlé e = 1 energaji SU(2)
Yang—Mills antiinsztantonokra

dim.#(1,0) = 8.

(i) Ha egy trividlis SU(2) ekvivalencidval elosztunk, akkor az un.
tlskézetlen modulustérre

—

dim.Z(1,0) = 5.

—

(A (e,T) egy SU(2)-nyaldb .#(e,T) felett.)
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Yang—Mills-elmélet a Gibbons—Hawking-téren

SU(2) Yang—Mills antiinsztantonok
a Gibbons—Hawking-téren

Feladat .

irjuk le expliciten az .#Z(1,©) teret a Gibbons—Hawking geometria
felett! Ez a legegyszer(ibb nem trividlis modulustér. (Hasonlé
modulusterek vizsgalata: Cherkis 2008,2009, Witten 2009.)
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Yang—Mills-elmélet Gravitdcids insztantonok Yang—Mills-elmélet a Gibbons—Hawking-téren

A konform atskaldzds médszere (Jackiw-Nohl-Rebbi, 1975,
Atiyah—Hitchin—Singer, 1978): legyen (M, g) egy gravitacids
(anti)insztanton, tekintsiik a hozza tartozé Az Laplace-operatort
és jeldlje G(+,y) ennek y € M-ben szinguldris Green-fliggvényét;
tovébba legyen \ € (0, 4+00) valds paraméter! Ekkor létezik egy

1+ AG(-,y) — Vya

hozzarendelés (explicit konstrukcié), ahol V, \ egy egységnyi
energidjd SU(2) Yang—Mills antiinsztanton, mely a végtelenben
gyorsan lecseng a Vg trividlis lapos kovarians derivaldshoz. Ezaltal
megkapjuk az .Z(1,©) modulustér egy darabjat, melyet

(v, A) € M x (0,400) paraméterez.

De vannak A = +00 megolddsok is! Ezeket is figyelembe véve:
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Yang—Mills-elmélet a Gibbons—Hawking-téren

Tétel
(Etesi-Szabé Sz., 2008) Az .#(1,©) tér el64ll, mint

M x (0, +00]/ ~

ahol ~ azt jelenti, hogy az M x {+o0} C M x (0, +o0] szeletet
Gsszeomlasztjuk egy R3-md az (M, g) Gibbons—Hawking-tér
St-gyel diffeomorf izometria-orbitjainak pontrahizasaval.

Az igy el63llo 5 dimenzids .# (1, ©) tér egy sokasag s darab pont
kivételével, ahol is e térnek “Osszezart esernybszerii” szingularitdsai
vannak.

Bizonyitas
Tvisztor-elméleti, algebrai geometriai konstrukcié. <
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Lie-csoportok reprezentacidi

Végtelen dimenzids Lie-csoportok reprezentdcidi

Az 7 (e, T) terek geometriai kvantdldsdval bizonyos végtelen
dimenzids Lie-csoportok (un. kettds hurokcsoportok) végtelen
dimenzids irreducibilis reprezentacidi is tanulmanyozhatdk
(Braverman et al., 2007, Witten 2007).
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